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Uber relative Fliachentheorie
Il. Mitteilung!

Von

Adalbert Duschek in Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. Mai 1927)

Es handelt sich im folgenden um die Einflihrung eines
relativen Bogenelements« einer Fldche (y) beziiglich einer Eich-
liche (¢). Das Quadrat dieses Relativbogenelements wird durch
.ine quadratische Differentialform ¢ zu definieren sein, von der man
cerniinftigerweise verlangen wird, dafi sie

a) invariant ist gegentiber beliebigen Parametertransformationen
mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante,

b) durch ihre Nullrichtungen die relativisotropen Richtungen
auf () liefert und schliefilich

¢) in die sogenannte erste Grundform der elementaren Fldchen-
theorie iibergeht, wenn man fiir (¢) die Einheitskugel nimmt.

Es zeigt sich, dafl sich insbesondere die in »R. F.I« ange-
sebenen, die 1\1ummuncrselgenschaften betreffenden Formeln mittels
der Koeffizienten der Form ¢ in eine Gestalt bringen lassen, in
der sie mit den entsprechenden Formeln der elementaren Fldchen-
theorie formal vollig Ubereinstimmen. Dasselbe gilt auch fiir eine
keihe anderer Formeln (z. B. fiir die Weingarten’schen Formeln,
vgl. unten, Ziffer 2).

Selbstverstdndlich mufi die Form ¢ nicht positiv definit sein;
entsprechend der Definition der relativisotropen Richtungen als
jene, die zu den Asymptotenrichtungen der Eichfliche im ent-
sprechenden Punkt parallel sind, ist dies nur in jenen Punkten der
Fall, wo die Eichfliche positiv (in gewohnlichem Sinn) ge-
xriimmt ist,

Die Bezeichnungen von »R. F. I« werden beibehalten mit
der einzigen Ausnahme, daff die Koeffizienten der zweiten Grund-
lormen von (¢) und (x) nicht wie frither mit I, M, N, beziehungs-
weise I/, M', N', sondern mit /, m, n, beziehungsweise L, M, N
Pezeichnet werden [vgl. unten die Definitionsformeln (2) und (4)].

1. Es sei
bo = A1+ 2 dudv+n di?, €))
\wo
_ e Cwee) L (Cerent) .
(eeye,) (ee,ep) (eener) (%)

——

‘ 1 Vgl. diese Sitzungsber., Ila. 135. Bd. (1926). p. [ —8. Im foigenden kurz
Wit 5R. F. T« zitiert.
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ist, die zweite Grundform der Eichfliche (¢) und
b =Ldu?+2 Mdudv+N dv?,
wo
I — 7@111;}'” Z-:u) ’ M— (guu L ?;‘v)_ N — -(},i?_;u Z-:u) ,
(e Eu XU) (C gﬂ ?:U) (e Eu J:V) H'

ist, die zweite Grundform der Flidche (). Dann gilt?

L=al+bm, M=am~+bn=cl4+dm, N=cm+dn

und
cl+(d—a)ym—bn = 0. ()

Bezeichnen wir die Nullrichtungen von ¢, mit d#, duv, un|
du,:dv,, die der gesuchten Form

w=FEdu*+2 Fdudv+Gdv? )

mit duf dvf und dub dvh so miissen wegen der Forderung i
die Vektoren
e du +e,dv, und e, du,+e,dv,,

beziehungsweise parallel sein zu
rudui+y,dvl und y,dub+r,dvh,

ihre 4duBeren Produkte also verschwinden. Das gibt wegen
e.Xe, = 0 (Singularitdten irgendwelcher Art sollen selbstverstind-
lich ausgeschlossen sein) und?

In — ae,be, r, = ce,+de, o)

sofort die Beziehung

bdu;dui—a dv;dui+ddu; dvi—c dv;dv, =0 (i = 1, 2)

und nach einfacher Rechnung
E=X[a*+2abm+b%u]
F=2\[acl4+bc+ad) m+bdn] )
G=x[c*l+2cdm+d’n]

oder wegen (5)
E=X@L+bM)
F=X@M~+bN)=x(cL+dl) (101
G=h(cM+dN).

1 Vgl »R. F. I«, (3) und (3.
»R. F. I«, (2).
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Wie nicht anders zu erwarten, ist durch ) die Form ¢ bis
uf den Faktor A bestimmt. Erwahnt sei, daBl aus (10) noch die
l:u (6) analoge Relation

¢ L-+(d—a) M—bN =0 (11)-

I-l)]gt'
2. Wir gehen nun an die Bestimmung von A mittels der
rorderungen @) und ¢). Es moge also durch

1w = (it, D), v = v (1, D) (12)

mit 5 (1,9)
n,7) ‘
MBNGL; ;Ly) = D40 (13

auf (&) und (r) neue Parameter eingeflihrt werden. Man erhilt
Jann folgende Transformationsformeln?

L= i2 L+ 2,0, T+02 N
M= @, 7, L+ ( WOy +1,0,) M+0,0,N (14
N—=uL+2i,7, M+: N

und
Da=—cu,0,—dit,0,+ai,V,+bit, 0,
Db = — cti+(a—da)v,0,+b7; (
15x
Dt = cii+(d—a)it,i,—biii ‘
Dd—=  c#,0,+dn,0,—ai,v,—Dbil,D,.
Aus (15) folgt insbesondere, dafi
ad—bc—ad — bc (16)
und
at+d=a+d (17)

ist, d. h. da diese Ausdriicke in der Tat Invarianten sind, wie es
nach ihrer Bedeutung? nicht anders zu erwarten war.

Setzt man nun in

= [@L+bM)dw?+[c L+ (@+d) M+bN] diidv+[c M+dN] dv?

(18)
andchst 4@ = i, du+a,dv, dv = v,du+70,dv und fir & b,¢,d
hre Ausdriicke ein und 01dnet nach -du?, dudv, dv?, so erhilt
Mman z. B, als Koeffizient von du?

T

\l’—Gl

1 W. Blaschke, Differentialgeometric 1I, p. 104. Dieselben Formeln gelten.
Matirlich auch fiir 7, m und 7.

=R, F. I«, Formel (8" und (9".
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a [Lw+2Mit, 0+ N3]+ b [ Lt 7,4 M (15,0, +1,0,)+ N7,7,] =
=al+bM,

so dafl sich flir (18) schliefilich
[alL+bM]dw*+[cL+(a+d) M+bN]dudv+[cM+dN]de? =

o
— 7

Iy

ergibt. Das heifit aber, da der Faktor A eine Invariante sein muf;,
wenn die Forderung a) erfiillt sein soll; erst durch die Forderung
wird & voéllig bestimmt. Beachtet man nédmlich, daB in der elemey
taren Fldchentheorie das Quadrat des Bogeneiements des sphay.
schen Bildes mit der negativ genommenen vierten Grundform!
libereinstimmt, so wird man hier verlangen miissen, dafi
Formeln (9) die Werte

E=¢=—LF=f= m G=g¢g= n

liefern, wenn man (y) mit der Eichfliche (¢) zusammenfallen i,
d. h. in (8) flir den Augenblick a =d =1, b—=c¢ =0 setzt. Da

gibt sofort A = — 1, so dafi (9) und (10) richtig lauten
E=—[a’l+abm+b>n] = -— [aL+bM] (19
F=—lacl+(lc+ad)ym+bdn]= [aM+bON] = —[cL+dM|
G=—[cl+2cdm+d?u] = — [cM+dN].

Daraus ergibt sich noch

_ FM—EN , _ EM—FL
= IN—mr T LN "
20
GM—FN FM—GL (&

LN—M = Ln—Mm2

Setzt man diese Ausdriicke in (8) ein und 16st diese nach
und e, auf, so stimmt das Ergebnis formal vollstindig mit den
‘Weingarten'schen Formeln der elementaren Fldchentheorie {iberein.

3. Die vier quadratischen Differentialformen 1, 4,

o =do® =cdu?+fdudv+gdv? = — 4,

-G

und b, selbst bezeichnen wir der Reihe nach als erste, zweite,
dritte und vierte Grundform der relativen Flichentheorie. Die dritte
Grundform ist das Quadrat des Relativbogenelements der Eicir
fliche selbst. Sind

1 D. i. dic zweite Grundform des sphiirischen Bildes, also dic Form (I}
fiir (¢) als Einheitskugel.
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] 1 1 H— 1 a+d _1(1 1>
h="9a—bc — RR,” "~ 2 ad—bc 2 Iéﬁ+"]§; 21

1

Relativkriimmung und mittlere Relativkriimmung von (x) beztglich (e),
# und R, die Radien der Hauptflichen,’ so bestitigt man leicht
lnlc Richtigkeit der Relation

Ko —2Hb + g, =0. (22)

von den vier Grundformen sind also auch hier nur zwei unab-
ngig voneinander.
Fiir die Diskriminanten der Grundformen gilt

EG—F*=(ad—bc) (LN—M?) = (ad—bc)> ({11—1mn?), (23)
LN—M? = (ad—bc)(lu—m?), eg—f*=In—m?

hit

Also wird

LN—-M?* _ In—m* [ Iy
EG—F: — LN—M? \/’ EG_F*

K=

24

Wir berechnen noch die bilinearen Invarianten der Grund-
formen. Zunédchst ist

Ln—2 Mm~+N! = (a+d) (lin—m?), (25)
EN—2FM~+GL = (a+d)(LN—M?); (26)
daraus folgt wegen (21) und (23)

o I — EN—2FM+GL _ Lu—2Mm+NI -
=  EG-Frr T LN-M* (27)

Ferner erhilt man
Eg—2 Ff4+Ge = [(a+d)?*—-2 (ad—bo)] (lu—m*) =  (28)
=22 H*—K)(EG—F?).
Nun ist aber

oK — 1 <ﬂ1__ + L _\) - 29
R AN Ty o (29)

in der elementaren Flichentheorie die Casorati’sche Kriimmung;
folgt also, auch fiir die relative Flichentheorie, richtig,

2 0= —5="7 g (30)

»RF. T, (8), (), (8") und (9).
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4. Wenn das Verhiltnis ds:ds det Relativbogenlingey
entsprechenden Punkten von (1) und (¢) nur von den Paramey,
werten, nicht aber von der Fortschreitungsrichtung abhéngt, so k.
man in naheliegender Verallgemeinerung von einer relagj,’
konformen Abbildung von (y) auf (¢) sprechen. Ahnlich wie
der elementaren Fldchentheorie gilt der Satz: Die einzig,,
Fldchen, die sich auf die Eichfldche (e relativ-konfgn;,
abbilden lassen, sind die Relativminimalflachen und ¢
aus (¢) durch zentrische Ahnlichkeiten entstehenq,,
Fldchen

r =Re+a, (31

die ja an Stelle der Kugeln des Raumes treten.

Ist ndmlich (e¢) auf Asymptotenparameter bezogen, so s
l=n1=0, m =0, daher e=g=0, f=—m und somit E-
= —2abm, F==—(ad+bc)m, G =— 2cdm. Damit also

ds® _ abduwr4-(ad-+bc)dudv+cddv?

da? dudv

von d#u und dv unabhidngig wird, muf
ab=0, cd =0, ad+bc=£0.

Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wem
entweder a =d =0, bcF=0 oder b =¢ =0, ad=£0 ist. Im erstes
Fall ergeben sich die Relativminimalfldchen,! im zweiten erhdlt man
wegen (6) zunédchst a = d; die Gleichungen (8) werden zu

Eu = aeﬂ) Eu —aey (32|

und daraus folgt durch Differentiation nach v, beziehungsweise ©

Lup = ACyy+a,e, — ae,,y~+a,e, (3‘5)

also a,e, — ay¢, oder a,—=a,=0. a ist somit Kkonstant und
aus (32) folgt durch Integration

r=aeta

1 vgl. »R. F. I«, (14) und (16).
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