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Die erste Behandlung des ébenen Problems der Stabilitit eines
Kreishogens verdankt man dem Franzosen Lévy,! der in den
Achtzigerjahren des vorigen Jahrhunderts im Anschlusse an eine
von Boussinesq? mit elementaren Hilfsmitteln versuchte Problem-
erfassung die Stabilitit eines radial gedriickten, geschlossenen Kreis-
ringes untersuchte und die Dbekannte einfache Formel fiir den
kleinsten kritischen Aufiendruck herleitete, die in einwandfreier
Schiirfe noch im selben Jahre durch Halphen?® bestitigt wurde.
Ein Vierteljahrhundert spéter, als die fortschreitende Praxis des
Briickenbaues auf eine Klarstellung der Stabilitdtsverhdltnisse von
Bogenstiben dringte, begannen die Versuche einer theoretischen
Beleuchtung des ebenen Knickproblems offener Bogen. Der radial
gedriickte Kreisbogen wurde von Federhofer,®* der vertikal be-
lastete Zweigelenkbogen kleinerer Pfeilhdhe von Melan® behandelt;
beide Arbeiten setzten die Symmetrie der mafigebenden Knicklinie
voraus und wurden dadurch in ihren Ergebnissen irrtimlich. Die
notwendige Asymmetrie der ersten Knickfigur war eindeutig auf-
gezeigt, als im Zuge des Weltbewerbes um eine Rheinstrafienbriicke
in KNoln im Jahre 1913 im Werke Gustavsburg durch R. Mayer
Knickversuche® mit Bogenstiben angestellt wurden, die mit zwingen-
der Deutlichkeit auf einen im Bogenscheitel gelegenen Wendepunkt
der mafigebenden Knicklinie wiesen. In seiner im gleichen Jahre
erschienenen Dissertation™ behandelte nun Mayer unter anderem
auch das Knickproblem des geschlossenen, gelenklosen Kreisringes
und leitete aus diesem die erste Stabilitdtsgrenze eines offenen
Kreisbogens ab, wobei er unmittelbar die der Erfahrung entspringende
Existenz eines Scheitelweridepunktes in Riicksicht zog; das Resultat
war die einwandfreie, noch heute verwendete Formel fiir den
kleinsten kritischen Kédmpferdruck eines radial belasteten Kreis-
bogens, die. wie die erwihnten Gustavsburger Versuche zeigten,
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mit recht guter Ndherung auch flir vertikal belastete, flachere Zwei-
gelenkbégen verwendet werden kann. Diese Formel, die {iberdies
schon einige Jahre vorher mit elementaren Hilfsmitteln von Hurl-
brink! gewonnen und auch von Timoschenko? angegeben
wurde, ist in jlingerer Zeit von Usinger® auf Grund des Energie-
kriteriums bestétigt worden.

Nun mag die Kenntnis der kleinsten Knicklast dem Bediirfnis
der Praxis Gentige leisten, vom theoretischen Standpunkt erscheint
jedoch die Art* wie der Umfang der vorhandenen Problemerfassung
nicht restlos befriedigend, womit das Erscheinen der vorliegenden
Abhandlung gerechtfertigt sei. Ausgehend von den Gleichgewichts-
beziehungen fiir ein verformtes Bogenelement werden im folgen-
den die allgemeinen, auch alle hdheren Wurzeln umfassenden
Bedingungen fiir das Erreichen von Stabilitdtsgrenzen im radial
belasteten, gelenkig gelagerten Kreisbogen hergeleitet. Die den ein-
zelnen Stabilitdtsgrenzen zugeordneten Gleichgewichtsformen (»De-
formationsfiguren«) sollen ferner untersucht und vom Grenzfall des
gelenkig geschlossenen Kreisringes der Ubergang auf das Knick-
problem des gelenklosen Ringes bewerkstelligt werden. Fir die
resultierenden Knicklinien, deren hdheren Formen bekanntlich durch
die Verhinderung der Ausbildung aller niedrigeren zu erziwingen
sind,® wird zusitzlich der Instabilitdtsnachweis nach dem Energie-
kriterium erbracht und anhangweise eine auf der Energiebilanz
fuBende, schérfere Ndherungslosung fiir die Kkleinste kritische
Belastungsintensitidt eines vertikal Dbelasteten Zweigelenkbogens
kleinerer Pfeilnohe abgeleitet, um auf die weitgehende, die Stabilitét
betreffende Ubereinstimmung dieses Falles mit dem des radial
gedrlickten Kreisbogens hinweisen zu konnen, welcher Hinweis das
Gebiet einer praktischen Nutzungsmoglichkeit der im folgenden
gewonnenen Ergebnisse wesentlich zu vergréfiern vermag.

Der Ableitung wird ein elastischer Bogenstab zugrunde gelegt,
dessen eine Querschnittshauptachse in der Ebene der Achsenkurve
gelegen ist und dessen Enden in unverschieblichen Gelenken ge-
lagert sind.® Die Belastung besteht aus einem gleichméflig verteilten

1 E. Hurlbrink, Zcitschr. »Schiffbau« 1907 bis 1908, p. 640.

2 S. Timoschenko, Stabilitdt elastischer Systeme, Kiew, 1910.

P. Usinger, Zeitschr. »Der Eisenbau«, 1918, p. 200.

1 Wihrend der Drucklegung dieser Arbeit fand ich cine kurze Abhandlung
von P. Funk (Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech., 1924, p. 143), in der, wic auch in
einer von Funk erwiihnten russischen Arbeit Nicolai’s, im Zuge der Herleitung
des Kleinsten kritischen Belastungswertes die Ausbildung des Scheitelwendepunktes
theoretisch begriindet wird.

Beispiclsweise kann, wie sich zeigen wird, durch die Verhinderung einer
tangentialen Verschiebung des Bogenscheitels die kritische Last auf den Wert der
zweiten Knickwurzel erhoht werden.

6 Dic Ableitung fiir den Fall einer Einspannung der Bogenenden erfolgt in
voller Analogic zu der gegebenen, nur tritt an Stelle der Randbedingung einer
momentenfreien Lagerung die Randbedingung der unveréinderten Tangentenneigung.
Der Fall geneigter Querschnittshauptachsen stellt ein rdumliches (Kipp-) Problem vor
und fillt daher auflerhalb des Rahmens dieser Abhandlung.
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Auflendruck »p«, der urspriinglich normal zur Stabachse gerichtet
ist und es auch bei kleineren ebenen Verformungen dieser Achse
bleiben moge.

Der instabile Zustand, durch die Mehrdeutigkeit des zugehorigen
Gleichgewichtsproblems gekennzeichnet, wird vom Bereiche der stabilen
Gleichgewichtszustdnde durch den Grenzzustand des »indifferenten«
Gleichgewichtes getrennt, der durch das Verschwinden der zweiten
Variation des zugehorigen Gesamtpotentials charakterisiert ist und fiir
den sich entsprechend seiner Eigenschaft, die Verzweigungsstellen
des Gleichgewichtes zu liefern, die Mehrdeutigkeit des Gleichgewichts-
problems auf unendlich nahe benachbarte Formen bezieht. So lange
die Aufienlast »p« unter dem Kkleinsten zugelassenen! Kritischen
Werte liegt, ist das Gleichgewichtsproblem eindeutig und resultiert eine
Verkiirzung der Bogenachse, wodurch sidmtliche Achspunkte eine
Senkung erfahren; diese Senkungen bedingen eine Anderung der
Bogenform? und es sei nun im Sinne des behandelten Problems
vorausgesetzt, dafl unter der Wirkung des gesuchten kritischen
Belastungswertes die dieserart verformte Stabachse einen Kreis
vorstellt, dessen Radius mit »7« bezeichnet sei. Im Stab wirkt dann
ausschliefilich eine axial gerichtete, dem Kiampferdruck gleiche
Innenkraft Tx = p.» und weckt reine Druckspannungen »sg«, die
mit Beziehung auf das Eisen als hier wohl einzig in Betracht
kommenden Baustoff unter- oder oberhalb der Elastizitdtsgrenze
gelegen sein konnen, so dafl das Knickproblem in ein elastisches
und ein unelastisches zerfdllt; da nun »sg« eine primédr vorhandene
reine Druckspannung vorstellt, ist flir die dem Knickzustande ent-
springende Verbiegung die Verwendung des »resultierendenc
Moduls »E'« nach Engesser-Kdrman gerechtfertigt® und wird

1 Soll dieser Wert einer hoheren Knickwurzel entsprechen, so bedingt dies,
wie schon vermerkt wurde, eine Verhinderung der Ausbildung aller niedrigeren Formen.

2 Diese der Achsenverkiirzung entspringende Verformung weist in ihrem
radialen Verlaufe eine einzige Halbwelle auf und ist in dieser Form charakteristisch
fiir den ersten stabilen Bereich,

Wird allgemein das Dehnmaf an ciner Druckspannungsstelle ¢ 5 op; mit

ds .
LE{= — und das einer Entlastung an dieser Stelle mit £, bezcichnet (wobei »E,«

dem Elastizititsmodul » E« gleichgesetzt werden kann, da nur dic clastischen Ver-
formungen riickgéngig gemacht werden), so findet man fiir den »resultierenden«
) . 4.E. By .
Modul im Falle eines Rechteckquerschnittes E' = -———————=—-5 welche Bezie-
(VE + VE)*

hung mit guter Anndherung auch fiir andere Qucrschnittformen verwendet werden
kann, jedoch die Kenntnis von »FE;« voraussetzt. Ein von den speziellen Material-
eigenschaften unabhingiger Naherungswert kann fiir Xnickzustinde aus der Gleich-
setzung der Knicklasten nach Euler und Tetmajer in der Form

c];.(3'1¥cK)‘-’ .
Bl o = 013055 Baog. (3 107

gewonnen oder mit Verwendung der in allen Taschenbiichern zusammengestellten
Knick-Abminderungskoeffizienten unmittelbar ermittelt werden.
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somit durch seine Einfithrung auch der Moglichkeit einer Uber-
schreitung des elastischen Bereiches Rechnung getragen.

Im Sinne der Definition der Stabilitdtsgrenze sind nun die
Bedingungen aufzusuchen, unter denen aufler der geschilderten,
durch die Achsenverkiirzung bedingten Gleichgewichtsform noch
eine andere, der ersten unendlich nahe benachbarte Gleichgewichts-
lage moglich ivird, bei der die kreisférmige Bogenachse Ver-
zerrungen erfahrt und damit im Stabe Biegespannungen geweckt
werden. Einem derartigen neuen Gleichgewichtszustand entspricht
dann auch ein anderes Mafi an potentiecller Energie des Gesamt-
systems und bildet diese Anderung die Grundlage des spiiter fol-
genden Instabilititsbeweises.

1. Die virtuelle Verformung der Bogenachse.

Eine ebene Verformung der Kkreisformigen Stabachse wird
eindeutig festgelegt durch die Angabe der radialen Komponente »u«
und der tangentialen Komponente »v« des Verschicbungsweges aller
Achsenpunkte, wobei »n« in der Richtung zum Kreismittelpunkt
und »v« in der Richtung wachsender Bogenldngen gezdhlt werden
soll; beide Verschiebungskomponenten sind im Sinne der gesuchten
Stabilitdtsgrenze als unendlich klein anzusehen. Nun hat eine Ver-
zerrung der Bogenachse allgemein auch Anderungen in der Achsen-
lange, der Tangentenneigung und der Kriimmung zur Folge und
sind diese im iveiteren bendtigten Grofien vorerst als Funktionen
von 7, v darzustellen.

Ein Punkt »P« der Bogenachse, deren Gesamtlinge »S« dem
Zentriwinkel »2 1« zugehort, wird durch den Mittelpunktswinkel »p«
festgelegt, der von der Bogensymmetralen nach beiden Seiten geziihit
und der Bogenldnge »s« zugeordnet werden soll (Abb. 1). Bezieht
man » P« auf ein rechtwinkeliges Koordinatenkreuz, dessen Ursprung
mit dem Kreismittelpunkt und dessen Ordinatenachse mit der Bogen-
symmetralen zusammenfillt, so ergeben sich als Koordinaten
x=r.sinyg, y=r.cosyg; bei einer Verformung der Bogenachse
erfahrt nun »P« eine Verschiebung #, v und gelangt an cine Stelle
»P«, deren Koordinaten mit

¥—=(r—u).sinz 4+ v.cos¢
¥ = (r—u).cose —v.sin®
unmittelbar der Abb. 1 zu entnehmen sind. Fiir die auf das Koor-

dinatenkreuz bezogenen Projektionen »dx« und »dy« eines Achsen-
elementes »ds« findet man durch Differentiation

_ i dv / du\ .
d7 = + |{r—u + — .cosw—(u + = ).sinz|.dep
\ de ' dey b
o du / du)
1y = — [ r— —].sinw v -—].cosel.ds
a4l 1(1 "+ d'g,) n ¢ +(\ + d@,) COS ¢ 5,
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so daB die Lidnge des Achsenelementes nach der Verzerrung

betrdgt. Die spezifische Dehnung

2

S / dv\? du)\?
+Ll_j'-:dtp.\/(l‘—1t+(l— +(U+th;)
\ v 2

_ds§—ds
T ds
der Bogenachse zufolge der Verformung , v ergibt sich daraus mit

LAY

Fig. L.

1

— /'1 4 1 /“ LZU)Z 2 ( dv) 1 (IU+L/IL>?'
\/ ;g—k'_ai'fr 7 1l—d—'§)+1’_9\ drg

und liefert eine bis inklusive Glieder zweiter Gréfienordnung genaue
Reihenentwicklung die Beziehung

1 1 dv
= +’§'.[/.]—1_——1’<1L—[ﬁ?‘>+
1 dv\? du\?
I | PP ; T 1
NErE A<H dgo> * (U * d@) 3 M

Nun werden an den Stabilitdtsgrenzen ausschliefilich Gleichgewichts-
formen zugelassen, welche fiir die Bogenachse Dehnungen bedingen,
die von hoherer Ordnung Kklein sind als die Verzerrung selbst?;

1 Eine derartige Voraussetzung vermag einen geraden Stab in der Ausbildung
seiner Verzerrungsformen nich zu beeinflussen, bei primiirer Kriimmung bodeutet sie
jedoch Einschridnkungen geometrischer Natur. Das Stabilititsproblem der »Schalen«
weist Fille auf, bei denen jede virtuelle Verformung an eine Dehnung der Mittel-
fliche von der Gréficnordnung der Verzerrung gebunden ist, und sind derartige
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soferne die Krimmung »-—« nicht die GroBenordnung der Ver-
-

zerrung erreicht (vgl. dazu auch p. 663), fordert diese »Dehnungs-
losigkeit« der Verformung in der allgemeinen Beziehung (1) das Ver-
schwinden des ersten Summanden, dessen Grofienordnung der der
Verzerrung gleicht, und liefert damit die grundlegende Bedingung

w— dg = O (2)
der die an der Stabilitdtsgrenze mafigebenden virtuellen Ver-
formungen 7, v der ausreichend gekriimmten Bogenachse unterliegen.?

Durch die Achsverzerrung erfahren weiters die urspriinglichen
Kreistangenten Verdrehungen, deren Maf »¢«, wie eine Betrachtung
des Bogenelementes im verformrten Zustand lehrt, durch die Gleichung

di v
), — -~ il
Y=ot S (3)

: L b
zum Ausdruck gebracht wird. Die Anderung T dieser Tangenten-
ds

. . . . 1
verdrehung beeinflufit unmittelbar die Kriimmung » —« der ver-
]
A
formten Bogenachse und erhidlt man fiir diese, wie ohne weiteres
verstdndlich ist, die Beziehung
1 1 dd .
— = — 4 . ¢
o r o ds )

Mit der Kriimmung stehen die im Bogenstab auftretenden
Biegemomente »B« in ursdchlichem Zusammenhang und gilt

1 1 dd .

B:E’.I.<4~— ):E’.I - ()

o r ds’

wobei »FE/.I« die auch den Bereich der unelastischen Knickung
erfassende Biegungssteifigkeit des Stabes in die Bogenebene vorstellt.

Gebilde begreitlicherweise wesentlich stabiler als solche, die eine »dchnungslosc«
Verformung zulassen. (Vgl. Foéppl, Drang und Zwang, § 108, oder Love-Timpe,
Lehrbuch der Elastizitit, Kap. XXIIL.)

1 Diese Bedingung kann iibrigens auch unmittelbar an einem Bogenelement
der Linge »Eins«, somit des Zentriwinkels »1/  hergeleitet werden, das zufolge
einer positiven Radialverschiebung »w« eine Achsendchnung ecrfiihrt, die in erster

n
Naherung ¢'== — — betriigt; da anderscits durch die tangentiale Verzerrung
,,,

dr
=+1 ;crzeugt wird, muB bei Ausschluf eincr achsialen Dchnung
s

der Groflenordnung der jedenfalls "+ 2'""=0, somit bei cndlichem Bogen-

v
radius # — -— =0 bestechen.
a9
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2. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das verformte Bogenelement.

\Wie einleitend dargelegt wurde, ist an der Stabilitdtsgrenze
tiir die Bogenachse die Kreisform vorausgesetzt und wirkt dann im
Stabe zufolge der radjalen AufBenlast »p« einzig die tangential

werichtete Druckkraft
TIC = .7 (6)

die eine Druckspannung »sg« hervorruft und damit die Grofe des
in die Rechnung einzufiihrenden »resultierenden« Moduls »FE'«
bestimmt. Erfidhrt die Bogenachse eine virtuelle Verformung 1, v,
so werden im Stabe zusitzliche Wirkungen, und zwar in Richtung
der Achsentangente eine Kraft »/A 7«, in Richtung der Achsen-
normalen eine Kraft »N« und in der Achsenebene ein Biegemoment
»B« geweckt, die im Sinne der gesuchten Stabilititsgrenze wie
die sie hervorrufende Verformung als unendlich klein anzusehen

lig.

sind. Da der neue, verzerrte Zustand auch ein Gleichgewichts-
zustand sein soll, unterliegen diese Wirkungsgrofien drei Bedingungs-
gleichungen, die das Gleichgewicht eines Bogenelementes beziiglich
einer Verschiebung in der & und 7-Achse sowie einer Verdrehung
gewihrleisten und an Hand der Iig. 2 flir ein verformtes Element
der Linge »Eins« unmittelbar in der "orm

. 7.\ ; 1 1 1
N+ D N cos + p.cos, A+ (—Tg+-_T) —=0
ds p 20 o
(AT 1 )
— T +AT + ACTINS (— Tk +AT) cos —1——N — =0y (7
ds o 0
@ +N1=0
ds

abgelesen werden kdnnen. Mit Einfiihrung der Beziehungen (4) und
{6) und der Reihenentwicklung fiir den Cosinus erhdlt man die
Gleichungszeilen
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aN 1 dtp) 1 ‘ . 1 )
- — . T + A )
ds Tr=r (1' +ds, o 7 ! (\2 pr o
I — dd
, AT I =
+p'<892 ...... )+QT ds "
aj
AANT) 1 [ . 1 -— odd O
—.\ —pr 4 A —N =
ds \ ” Copr+2D (\292 ) ds
] )
45 4 N =0,
ds

in denen die in einer eckigen Klammer zusammengefafiten Glieder
als klein von mindestens zweiter Grofienordnung zu vernachldssigen
sind, so dafl als mafigebend nur

AN ay o
AN Y A D =0
gs TR gt
A DN (T b
ds r :
JB
- N =
das 0

verbleibt. Aus den letzten beiden Bedingungen folgt

d.T) N __ 1 dBb
B Ea b
und
PPN B
ds? T ds?

damit lautet die nach »s« differenzierte erste Gleichung

d3B 1 dB . LI"-’-{!J —0
ds? 2 ds +r ds?

und nimmt mit Verwendung der Beziehung (5) nach Division durch
»E’.I:':O« die Form

Ll*l!) < 1 T]( \) (Z‘“# -
d st 72 + E. I ds?™

an. Aus den Beziehungen (2) und (3) lassen sich die Ableitungen
von »d« als Funktionen der Radialverzerrung »7« darstellen und
erhdlt man damit als Gleichgewichtsbedingung fiir das Bogen-
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element die Differentialgleichung in der radialen Komponente »#
der virtuellen Verschiebung!

e 2 Tk > dPu 1 (1 Tw \ du
(Ff tEIas Tt ) ®)

. =5 i) =
d 58 r2  E' I)'ds ’

aus der sich die tangentiale Verzerrungskomponente nach Zuhilfe-
nahme der Bedingung (2) mit

Lo .
v= (Juds+ () (O

ergibt. Der Losung dieser Differentialgleichung wird neben deny
partikuldren Integral »n = C,« der Ansatz

n—=_~C.exs Vu

zugrunde gelegt, dessen Einfllhrung die charakteristische Gleichung

5 2 T K h 1 / 1 T[; 3 - .
” +<7é+ﬁ*j)-“+Ff-(;fe*”f“/.f,)—o (10)
mit den beiden Wurzeln
1 1 Ty . .
U.I - — 2 und Oy — — (;t’ -+ *]’L;,*.’]) liefert. (1 ])

.

Die allgemecine Losung von (8) lautet dann unter Voraussetzung
eines endlichen Bogenradius »r«

=10, + Cl.e+5\/“l 4+ (32.6—5\/”-1 + Ca.e'h"\/”'2 + (1-@_3\/“2
und kann zweckmiflig in der Form
Al - Al . - 28 o
R — C2 + \//yi (/3 (3+S\/("1 J— \/a1 C‘L [ \ oy +
N\ O NE N\ G cVE (1

1 Mit Verwendung der Beziehung (2) kann die Gleichgewichtshedingung
auch als Differentialgleichung in der tangentialen Verzerrungskomponente »r« an-
geschrieben werden und lautet dann

-+ =
2 BT

v 72 TN a1 /1 Ty ) d
T - =0
( B .1)

v 2 el _l_ >} 9
st "2 dst 2 ds?
diesc Form fiihrt unmittelbar auf die Losung (13) und wurde auch von K. Feder-
hofer in sciner Stabilititsuntersuchung geschlossener, gelenkloser Kreisringe

gegeben (Zeitschr. »Der Eisenbau«, 1921, p. 291).
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angeschrieben werden, so daff sich flir die tangentiale Verzerrungs-
komponente gemifl Gleichung (9) die klare Beziehung

1 — —
V= {(71+(72.S+ Cy.etVa +CpemVu 4

+ Cy.ctVe 4 C’G.e““\-"?-.-} (13)

ergibt: Die Wurzeln (11) der charakteristischen Gleichung sind ein-
deutig als reell und untereinander verschieden festgelegt, so daf die
Losungsformen des Falles mehrfacher oder komplexer Wurzeln
nicht in Betracht kommen.

Wichst der Bogenradius »r« unbeschrdnkt an, so verliert, wie
bemerkt wurde, die Beziehung (2) ihre Gliltigkeit und es nihert
sich die tangentiale Verzerrungskomponente unbeschriankt der Null.
Gleichungssystem (7 b) liefert in diesem Grenzfall bei Beriicksich-
tigung der Beziehung (3)

dN du dBb

1
T O d .Z\Y p—
K g2 Ho ds’

ds
somit als Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes

azB d?u

L’lSé + ik d?l— -
welche Gleichung mit Verwendung von (3) und (5) die Form
a B Tk

ds? + E.T B=0

annimmt. Flr verschwindende Querbelastung »p« gilt unmittelbar
T) — 7 H H . M 1 » .
=Tk u, so dafi die Gleichgewichtsbedingung
d*u Tr .
e o~ =20 14)
dst I 1 (
resultiert und als Ausgangsgleichung der Stabilititsuntersuchung
cerader Stidbe nach Euler-Karman erkannt wird.

3. Die Randbedingungen.

Der Bogenstab ist nach Voraussetzung in festen Gelenken
gelagert zu denken; die Unverschieblichkeit des Lagers verlangt
das Verschwinden der beiden Verzerrungskomponenten 7, v an den
beiden Lagerorten, wihrend die Anordnung von Gelenken die
Momentenfreiheit der Stabenden bedingt. Diese dem Problem auf-
erlegten Randbedingungen werden durch die sechs Beziehungen

S [u =0
Stelle S=y v =0 (135)
- lB:O
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zum Ausdruck gebracht und dienen zur Festlegung aller Integrations-
konstanten »C« der allgemeinen Lésung. Die geforderte Momenten-
freiheit der Stabenden wird gemdfl (5) durch das Verschwinden
der ersten Ableitung der Tangentenneigung »%«, somit bei Riick-
sichtnahme auf (2) durch die Erfiillung der Bedingung

d2u
— + - =0
ds 7
s=md
2
. . . . . . d?u
gewiihrleistet und vereinfacht sich diese Beziehung zu ok 0, da
ds?

wegen der zusitzlich bestehenden Randbedingung »# = O« der zweite
Summand Null wird. Mit Verwendung der Hilfsgrofen

S - S ,—
TIVE una o HEVeE (16)

GC =20 T €

erhdlt man nun fiir (13) nach Einfiihrung der allgemeinen L&sung
(12), (13) das die Lagerungsbedingungen des Bogenstabes vertretende
System von sechs in den Integrationskonstanten homogenen
Gleichungen

1

Co+ Vo, .6.0,— Vo,
= G

5

(ot V72 GV — G=0

R — 1 ,
(/2+\/a.l.?.(,g—\/a.1 (1+\/a:,.ft~ Co—Va,.2.(, =0

1 S 1 1
,.(C1+;;.Cz+s.(?,,;+—.€4‘+c.(,‘5+ .q;):o
EN = s} /

, c(17)
1 /.. S 1 1, ‘ /
/—.(c]_,_).cﬁ-: c;,+c.c4+7.cs+:.(ﬂ):o

1

©

. 1 - -
o, \/r/.1 Cy—o, V“rg'- C,~+a, \/a.2 o Cy—a, \/rj.,z.

C;=0

1 —
%, \/7.1.;» Cy=-0, \,/aI 5. Cy 4oy \/f.g.

Al —

. Cy—2,\2y.2. C;=0

4. Die Bedingung fiir das Erreichen von Grenzen der Stabilitit.

Eine Moglichkeit der Erfiillung obigen Systems von Bedingungs-
gleichungen liegt jedenfalls im Verschwinden sidmtlicher Werte » C«
und resultiert als Gleichgewichtsform, da dann auch die Ver-
schiebungskomponenten 7, v Null werden, der unverzerrte Kreis-
bogen. Jede weitere Befriedigungsmoglichkeit dieses homogenen
Gleichungssystems setzt das Verschwinden seiner Nennerdeterminante
»D« voraus, womit die von Null verschiedenen Losungen #, v, also
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die im Sinne der einleitenden Darlegungen unendlich wenig von
der Kreisform abweichenden Gleichgewichtslagen erhalten werden.
Mit der Beziehung

D=0

ist demnach die allgemeine Bedingung fiir das Erreichen einer
Stabilititsgrenze gewonnen und liefert die Auswertung der Deter-
minante flir endliche Bogenradien

— — 1 - — 1
0 1 Vo,.s — Vo, Vo, .t —\Va,. -
— 1 — 1 —
0 1 Vo, = —Va, .0 Vo, . - —\Vo,.<
1
1 % T 1 .
D: S T -
1 —— i ~1— T
5 5 T
— — 1 — 1
0 0, o, \/a.1 6, —o. Vo oy O Va, .1, —a, \/az.—_—
1 — 1 .
0 \/o« \/’J.].G, O . \/47,2.-:, — g \/a,,z.r

) — S S S~
=32.(a,—a,). \/ov.1 cz?.@m; \/a1 Sin \/J, [(— \/0.1.@05.-5 Vo, —
~ \S‘ — - ‘LS‘
—&in’; \/a1> 2, \/3;.(3503 Vo, ( V. G035 \/a..z —

— 3in; \/a) o, Vo, . Cos " \/a —=0. (18

Da der Faktor L
32. (0.1—0.2)- \/7-1 '”'g;

wie die Beziehung (11) zeigt, fiir Tx = 0 nicht verschwinden kann,
verbleiben die drei Knickbedingungen

S
@) Sing Vo, =0

b) @iu-‘?.\/&gzo

2

C/"

0o

‘S‘ - — o~ LS‘ - J—
) R._‘Z \/al.@nﬁg \/o'.l—@m;)- \/a1>.o'.2. \/0.2.@0:» = Vo, —

_<§ \/a;.@:ng,—f\f —&in= \/a ) Vo, @0;— \/d (19%
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Ad a: Aus
.S - S .
Sin -, Vo, =0 folgt 5 Vo, =izm, =0,1,2, 3

oder mit Verwendung von (11) auch S=0, 2s=x, 4rx,.. die
einzig in Betracht kommende Ldsung

S=2rz (D

besagt, dall sich ein geschlossener Kreisring, flir den mit Riicksicht
auf die eingefiihrten Randbedingungen grundsétzlich die Ein-
schaltung eines Gelenkes erforderlich wire, unabhingig von der
Grofie der AuBlenlast »p« im  indifferenten Zustand befindet. Das
Ergebnis ist nicht tiberraschend, da der Gleichgewichtszustand eines
radial gleichmiilig gedriickten Ringes jede deformationslose Lagen-
inderung zulift.

Ad b Aus

-

~. S S .
Zin, V2, =0 folgt , Vo, =itm, 2 =0,1,2, 3.

oder unter Verwendung von (11) auch

’ T ) am\2
(_[ 4+ __f_[‘_. ] — (f_'_>

woraus sich der kritische Kidmpferdruck mit
T [S\2
T2t lemye | )] =1,23,. (11
K 2 |( ) \’,V) y =y Y ()
ergibt.
Ad ¢ Setzt man mit Benlitzung von (11)

.S S .S Jt Tk .
Vo, =i 5, = i und Vo, = i 5 \/174""4]—1?:1"”

IR}

so nimmt die Knickbedingung die Form an
(.. cos p—sin p).v*. cos y—(v.cos v-—sinv).p*.cos u. = 0,
woraus mit Riicksicht auf

Ve . TK. 7
(2 E.I

nach einigen Umformungen

R STy 1/ tgp [ —
v.1u.2.cos {J..{LL E’-IF ~<I — »‘TL—/) —tgpfcosy + " .sin vl =0 (20
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resultiert. Fihrt man nun zweckmiéfligerweise die Hilfsgrofie

ein und beachtet, daf nach Voraussetzung
v.p2.cos =0

gilt, so ergibt sich die, gemdl p. 650 (vgl. auch p. 663) an eine
ausreichend grofie Achsenkriimmung gebundene Knickbedingung

tw\2 1/ tg p.)
Kz) =5 e

\ 2

/ ) W'Cﬂ:
.COS \/ n? 4+ (n)—) +

sin \/ p,? + | —)
T
e+

2 )

—0. (1)

Die Wurzeln »{« dieser transzendenten Gleichung liefern dann mit (21)
die kritischen Kédmpferdriicke in der einfachen Form

(Cme.E T

T]x— - S2 (22/

5. Diskussion der Knickwurzeln und der ihnen zugeordneten
Gleichgewichtsformen.

Wie die Ergebnisse des vierten Abschnittes zeigen, zerfillt die
Bedingung flir das Erreichen von Grenzen der Stabilitdt bei offenen
Bogen in zwei Gleichungen (II) und (IlI), denen offenbar Wurzel-
reihen entspringen, die zwei grundsitzlich verschiedenen Gruppen
A und B von Gleichgewichtsformen des instabilen Zustandes zu-
zuordnen sind. Diese Unterscheidung nach zwei Gruppen von
Deformationslinien steht im Zusammenhang mit der Moglichkeit, fir
die sechs Randbedingungsgleichungen (17) zwei verschiedene
Ldsungstripel

A Cy
B C.
festlegen zu konnen und soll nun dieser Zusammenhang im folgen-
den dargelegt werden.
Gruppe A4:

Mit Zuziehung der Losungen (23 A) reduzieren sich die Aus-
diticke (12), (13) fir die infinitesimalen Verzerrungskomponenten zu
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u=2[C,. Va,.Gins Vo, +C;. Vo, .Sins Va,]

1

— _ (24)
v= C1+2 C, G035 Vo, +2 C, Coss \/a.z]

und erhilt das System der Randbedingungsgleichungen (17) die Form
TS R — .S -
Cy. Vo, - SM S Vo +C;. \/ag.@m— Vo, =0 /

- S - )
Cy.oy. Vo, . Sin 5 Vo, +C;.0,. Va,.Sin= \/a,_O (23)

1y .S . -
— | +2 6. Cos 5 Vo, +2 C,.GCo3 5 \/ag] =

J
Soll dieses Gleichungssystem von Null verschiedene Lésungen » C«,

also von Null verschiedene Verzerrungen #, v liefern, so mufi sein¢
Nennerdeterminante » A« verschwinden, somit

0 Vo, Sin \/a Ve, Sin - \/;;

1 S
= |0 al\/alun Va,  a,Va, Sin'; Va,| =

=, 2

s
1 LDQ 5 Vo, 2008 Vo,

1 —-- . — .S .
= (2y—0,). \/ala.g.(%m% Vo, Sin 5 Vo, = (

bestehen. Man erkennt die Identitdt dieser Forderung mit (19b),
also der’ Knickbedingung (II), und gewinnt damit das Ergebnis, daf
den Wurzeln dieser Knickbedingung Gleichgewichtsformen zugehoren
miissen, deren Abweichungen von der Kreisform durch die Be-
ziehungen (23 4) gekennzeichnet sind. Da einerseits fiir offene
Bogen

@ml \/a — Gin -——:}:O
¢ilt, anderseits die Knickbedingung
verlangt, resultiert aus (25)

C,=0, G0, Ci=—2.(—1y.C, 2=1, 2, 3.
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und lauten die Verschiebungskomponenten (24)

4 = . . 22%ES
"HN—-— -—— .(C sin"-—
. .
2 ) B 2 s I ::1,2 3}. (26)
v — ... |cos . —(—1)
7 20 S : )l

Die radialen Verzerrungskomponenten verlaufen somit nach einer
Sinuslinie gerader Halbwellenzahl »2 z« und unbestimmter Amplitude,
iwvdhrend die tangentialen Verschiebungen, mit den radialen durch
die grundlegende Beziehung (2) verkniipft, den Gesetzen

4 . ., ®S ) , 4 zms
v=— (' sin? —<-, bezichungsweise 11 — Cy.cos?
7 S root S
flir gerade, beziehungsweise ungerade gehorchen. Fig.  zeigt

den Verlauf der beiden Verzerrungskomponenten 1, ¢ flir die ersten

Heiden Knickwurzeln (entsprechend z =1 und 2) und stelit hiebej
die Abszissenachse den Kreisbogen, also die zweite mogliche
‘(ileichgewichtsform, im abgewickelten Zustand vor.

Mitz = 1 wird aus (1} der kleinstmdgliche kritische Kidmpferdruck

. . . -
min. 7y = min. p. r = o ( 472 7_2) (27)

erhalten, dessen Grofie, wie einleitend vermerkt wurde, erstmalig
von Hurlbrink (1. c.) angegeben wurde, und ist die zugeordnete
Deformationskurve durch die beiden Komponenten

(28)
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dem \erlaufe nach festgelegt. Die Tangentialverzerrung v besitzt
im Bogenscheitel »s = 0O« ihren grofiten Wert und bedeutet eine
Verhinderung dieser Scheitelverschiebung die Erzwingung der héheren
Knickwurzel, die, wie sich zeigen wird, der [Formengruppe 5
angehort.

Gruppe B.

Mit Verwendung des Losungstripels (23 B) erhalten die Aus-
drlicke (12), (13) fiir die Verschiebungskomponenteri die Form

= Cy+2 C,Va,.C085Va,+2 C, Va,.C085 Vo,
Cy. 542 C, Sins Vo, +2 C;. Sins Vo,

(29)

U= —

und lautet die Gruppe der Randbedingungsgleichungen (17)
. — S = . — . S
,+2 (“3.\/a,.(511§~—;)- Vo, +2 C \/o'..z.Qwa—é Vo, =0

‘ - S = - S -
Cy0y Vo, . C08"5 Voy+C; .0y Vay . Gos 5 Va, =0 (30)

Ll S om enS o om =S
(,. 5 +26,. G Vo, +2C,.8ing Vo, | =0
ol 9 * 2 v

Dieses homogene Gleichungssystem verlangt fiir jede von der Null-
losung verschiedene Losung »C«, also fiir jede von der Kreisform
abweichende Gleichgewichtsfigur das Verschwinden seiner Nenner-
determinante »A «, somit die Befriedigung der Gleichung

Sitzunasherichte d. mathem.-naturw. KL, Aht. ITa, 136. Bd. 47
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1 2\/o, Cos g Vo, 2\/7, Gos = \/%
N S s
A= B 0 o \/o'.1 Co3 3 \/a.1 o, \/q, Co3 5 \/0,7 —
; 2 Ein ; /7% 2 Sin ;g \/%

Y VAN VAN
S S 8, S,
— <~§—.\/c7.2 .Co3 ; \/d..z— i 5 \/“2/) 0y \/”'1 Cos g \/”'1J = 0.

Wie man erkennt, ist diese Gleichung mit (19¢), also der Knick-
bedingung III identisch, so dafl den Wurzeln dieser Knickbedingung
Deformationsfiguren zugehdren miissen, deren Abweichungen von
der Kreisform durch die Beziehungen (23 B) charakterisiert werden.
Da nun die allgemeine Ableitung zeigte, dafl mit den beiden Knick-
bedingungen II und III das ebene Stabilitdtsproblem des. offenen
Kreisbogens vollstindig erfaft wird, miissen in den beiden Gruppen 4
und B sdmtliche moglichen Gleichgewichtsformen vertreten sein.
Aus der zweiten Zeile des Gleichungssystems (30) ergibt sich

7, N7 G055 N/,

—— . <

%4 \/" -Cos r)—\/ 1

und wird damit aus der ersten
w PR P sv 2 ‘S
L= (5.2 \/d, (: —1) Goz 5 \/’12,

so daf} die Verzerrungskomponenten (29) dic Form

w

. -~ e S
nw—=>2 \/a..,.(,. (—J —1).&)5" \/a.g—
- ,\!7,1 2
.S,
7. Cos -5 &2 y
~ C / oo
— - Coss /2, + Coss \/cr'
a;- G085 /%
(31
2 - - Oy i S : )
ve= C (V\/a_3 (\;;——1/’.5.@0:: o \/ % —
S
o, \/a, Cos \/’/«3
— ; SSis
o . \/% Cos-5 oy
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annehmen und wieder den nach Grofle und Vorzeichen unbestimmten
Faktor »Cj« enthalten. Diese Beziehungen setzen noch die Be-
friedigung der dritten ‘Gleichungszeile der Randbedingungen (30)

voraus, die fiir die beiden Lagerorte s —= —l_——?j das Verschwinden
der Tangentialverschiebung »v« verlangt und, wie man sich an (31)
liberzeugen kann, mit der Knickbedingung III identisch, somit nach
Voraussetzung erfiillt ist. Eine numerische Auswertung 146t erkennen,
dafl die radialen Verzerrungskomponenten nach sinusartigen Wellen-
zlgen unterschiedlicher Amplitudengréfie und grundsétzlich ungerader
Halbwellenzah! verlaufen. Die Radialverformungen sind mit den
tangentialen durch die Beziehung (2) verkniipft, die die Eigenschaft
der »v«-Linien bedingt, an den Nullstellen der #-Kurve extreme
Ordinatenwerte und an den Extremstellen der »wu«-Kurve Wende-
punkte zu besitzen. Aus der Integration der grundlegenden Be-
ziehung (2) folgt weiters unter der fiir (2) geltenden Voraussetzung
einer ausreichend grofien Achsenkrimmung die allgemeine FEigen-
schaft der Radialverzerrungslinien

W &

+..

fu.ds:O,
S

2

so dafi alle Knicklinien des Bogens von der urspriinglichen Kreis-
.achse nach gleichen Fliachen unterteilt werden; diese Eigenschaft
bedingt bei ungeraden Halbwellenzahlen die erwéhnte Verschieden-
heit der Wellenhhe. Beim geraden Stab verschiwindet das Integral
nur im Falle gerader Halbwellenzahlen, wvelche Tatsache die Moglich-
keit, beziehungsweise Unmoglichkeit eines unmittelbaren Grenz-
liberganges auf » — oo fiir die Formengruppe 4, beziehungsweise B,
also die Knickbedingung II, beziehungsweise III, zu beleuchten
vermag. In Fig. 4 ist der Verlauf der beiden Verzerrungskomponenten
fiir die zwei ersten Wurzeln der Knickbedingung III zur Darstellung
gebracht und soll die Abszissenachse wieder den Kreisbogen, also
die zweite mogliche Gleichgewichtsform, im abgewickelten Zustand
vorstellen.

Ein Sondetfall wird erhalten, wenn S=r= wird, also der
Bogenstab die Form eines Halbkreisbogens besitzt; es gilt dann

-~ —

S‘ — 77 Lg ~ ;S .
—’2— \/dl = 7, @Db‘é" \/’Ji == O, Nl ‘2 \/0.1 =1

und wird die Bedingungsgleichung III fiir das Erreichen von Sta-
bilitéitsgrenzen, wie man aus der Forderung A, — 0 entnehmen kann, zu

(.,5'03:,; \/&; =0
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reduziert, so dafl die Knickbedingung in der Form

:;. \/57'2: II{I)'T-., 7 1, 3, S5..
oder
ET S2 E. T
re= 21 (nrme 70):- S =1, n=357 (32
S\ - - ’

erhalten wird. Bemerkenswert ist, dafl diese Bedingung, trotzdem sie
der grundsétzlich unterschiedenen Formengruppe B von Gleichgewichts-
figuren zugehdort, formal mit der Knickbedingung (II) {ibereinstimmt,
welche Ube1emst1mmuno es ermoglicht, in der einfachen Formel

T — ,,Ei (2—1), 2=2 4 5. (33)

sdmtliche Knickwurzeln des radial gleichmifig gedriickten Halbkreis-
bogens fesizulegen. Die Randbedingungsgleichungen (30) liefern mit

_ i% . inw
\/ 2, = ¢ und \/9,="g
die Beziehungen (', =0, (, = (; fir n =3, +, 11 und C; = — (
fir n =25, 9, 3. so ddﬁ die beiden Ver ze1runoskomponenten “’(l)
die FForm ,
e (“ cos "% 4 cos ™°
= A. . g = S ()
34
1'——]'/' 11,L¢+Sin“9) ] (34)
= K.{sin —¢ S
erhalten, wobei das »—+«-Zeichen fir n =23, 7, 11 und das
»—«-Zeichen fir n =25, 9, 13. Geltung beS1tzt (vgl. dazu die

Bemerkungen p. 668). Die Beziehungen (34) ergeben unmittelbar den
Verlauf der Verzerrungskomponenten #, v (vgl. Fig. 4); die Knick-
bedingung, die in allen anderen Féllen der Gruppe B als zusditzliche
Bedingung »s = S5/2, v = O« befriedigt werden mufl und wegen ihres
verwickelten, transzendenten Aufbaues einer Beleuchtung der Gleich-
gewichtsformen im Weg steht, ist in ihnen schon berlicksichtigt.

Die Gesamtheit der resultierenden Gleichgewichtsformen der
Gruppe B bildet das Analogon zur Gruppe der Sinuswellen ungerader
Halbwellenzahl im Knickproblem gerader Stidbe; beim ausreichend ge-
kriimmten Bogenstab kommen solche reine Sinuslinien ungerader Halb-
wellenzahl fiir den Verlauf der radialen Verzerrung nicht in Betracht, da
die entsprechenden Gleichgewichtsformen zufolge der Beziehung (2) die

Randbedingungen s = =+ 5 v = 0, nicht zu erfiillen vermégen. Die

primére Kriimmung bedingt hier einen neuen Typus von Deformations-
figuren, der im Verlauf der radialen Abweichungen »u« durch eine
Verschiedenheit der Wellenhohe gekennzeichnet ist; eine derartige
»1«-Linie beeinfluft dann gemdf (2) den Verlauf der tangentialen
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Verzerrung »v« und erzielt fir ihn eine Symmetrie beziiglich des
Bogenscheitelpunktes, womit die Befriedigung der Randbedingung
v =0 fiir beide Stabenden gewdhrleistet ist (vgl. Fig. 4).

Fiir einen geraden Stab wiirde wegen

/"
W_o V7, =0, \/7 = lex]_

das Gleichungssystem (30)
C, + C‘5.2/f.\/ %—.cosg— \/#f =0

(] Tk )3 S Te
_Cf"z'(\/_E’.I .cos—2— E’—.I_O’
lauten und aus dem Verschwinden der Nennerdeterminante die
Knickbedingung in der Form

S Tk n?. w2 E T .
cos \/ 20 I-_O oder TK:T, n—1, 3, 5. (35)

resultieren, somit die Serie der Knickwurzeln ungerader Ordnungs-
zahl nach Euler-Karmdan beinhalten.

Abschlieflend sei noch eine recht gute Ndherungslosung fiir
die Wurzeln der transzendenten Knickbedingung III (somit Formen-
gruppe B) erwdhnt. Verzichtet man auf die Erflillung von (2), be-
ziehungsweise die Befriedigung der Randbedingungsgleichungen

~

s= -4_—%) ,0 = 0, gestattet also etwa eine lokale Achsenzerrung, be-

ziehungsweise eine geringfligige Verschiebung der Kdmpfergelenke,
so kann die reine Sinuslinie ungerader Halbwellenzahl (vgl. Fig. 8)
an Stelle der radialen Verzerrungstigur nach (29), (Fig. 4), treten und
wird damit flir die kritischen Kdmpferdriicke die einfache, im Aufbau
vollkommen der Formel (II) entsprechende und die Grenzwertbildung
» — oo unmittelbar zulassende Beziehung
, .
ri=2." |

She
S ) — | ,,7) J ¥ =23,57 (36)

erhalten. Die Annidherung dieser Werte Tk an die Knickwurzeln der
strengen Bedingungsgleichung (IIl), die sich (vgl. p. 663 und 668)
im Falle eines Halbkreisbogens als eine vollstindige ecrwies, ist
ausreichend, um diese transzendente Knickbedingung (II[) durch
(36) vertreten zu lassen. Die Serie der kritischen Kéampfer-
driicke eines gelenkig gelagerten, radial gleichmiflig belasteten Kreis-
bogens wird demnach bei hinreichender Genauigkeit .durch die Be-
dingungen (II) und (36) festgelegt und ist in der Beziehung
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, .
TK:%;i [(m)f—(S) J n=23 4 5. (37)

7

vollzédhlig enthalten.

6. Der radial gedriickte, gelenklose Kreisring.

Nimmt die Bogenlinge den Sonderwert S—= 2= an, so fallen
die beiden in den Randbedingungsgleichungen (15) vorausgesetzten
Kémpfergelenke des offenen Kreisbogens zusammen und es entsteht
ein geschlossener Ring mit eingeschaltetem Gelenk. Der Bedingung (I)
(p. 657) gemdf, befindet sich ein derartiges Gebilde unabhingig von
der Grofie des gleichméifigen, radialen Aufiendruckes im instabilen
Gleichgewicht, da es jede deformationslose Verschiebung zuldft;
die Existenz des Gelenkes ist hiebei belanglos, so daff diese triviale
Losung auch flir den gelenklosen Ring Geltung besitzt. Die den in-
finitesimal verzerrten Gleichgewichtsformen zugeordneten Kritischen
Belastungswerte eines gelenkig geschlossenen Kreisringes sind mit

————

I'ig.

S = 2= unmittelbar aus den Knickbedingungen (II) und (III) zu
gewinnen. Aus (II) folgt fur die Gruppe 4 von Deformationsfiguren

p= A= @), =28 45, (39)

und werden die zugehorigen Verzerrungen durch die Komponenten (26)

festgelegt; die kleinste Wurzel dieser Knickbedingung (entsprechend

= 2) wird jedoch unterboten durch den Kkleinsten kritischen
Auflendruck

Tk 2:361m2. E.I 1-3904. .1 .

p= K= ( T), = , (40)

e .52 73

der mit p. == aus der Bedingungsgleichung (III) resultiert und der
Formengruppe B zugehort. Ein gelenkig geschlossener, gleichméfig
gedriickter Kreisring knickt somit erstmalig nach drei Halbwellen
aus, wobei nach den Darlegungen p. 663 die Hohe der mittleren Welle
dieser Gleichgewichtsform grofier ist als die der seitlichen (Fig. 5).
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Diese fiir den gelenkig geschlossenen Kreisbogen gewonnenen
Ergebnisse sind nun unmittelbar den Untersuchungen der Stabilitéts-
verhiltnisse eines gelenklosen. Kreisringes zugrunde zu legen, wobei
jedoch zu beriicksichtigen ist, dafi die infinitesimalen Verzerrungen
wegen des Fehlens eines eingeschalteten Gelenkes der einschrinken-
den Forderung nach Stetigkeit unterliegen. Die Untersuchungen des
flinften Abschnittes ergaben als kennzeichnende Eigenschaft des
Verlaufes der Radialverzerrung fiir die Gruppe 4 von Gleichgewichts-
formen eine gleiche, fiir die Gruppe B eine entgegengesetzt gleiche
Neigung der Endtangenten und weist dementsprechend der gelenkig
geschlossene Ring bei Verzerrungen gemiafl Gruppe 4 einen Wende-
punkt, gemafl Gruppe B eine Ecke an der Gelenkstelle auf. Die
Deformationsfiguren der Formengruppe B konnen demnach beim ge-
lenklosen Ring nicht zur Ausbildung gelangen und entfallen damit
alle der Bedingungsgleichung (III) mit p —= = entspringenden Knick-
wurzeln. Hingegen gestattet der am Gelenksort auftretende Wende-
punkt bei den Verformungen nach Gruppe A4 eine Entfernung des
(ielenkes, so dafl die Knickbedingung (I), die mit Einflihrung von

S = 2 r= die Form der Beziehung (39) annimmt, siimtliche Stabilitiits-
urenzen eines gelenklosen, gleichméfliz radialbelasteten Kreisringes
umfafit. Die zugeordneten Gleichgewichtsformen werden durch die
aus (26) folgenden Verzerrungskomponenten

=K, .sin l

=2, 3 (41)

festeelegt und verlduft die radiale Verzerrung nach reinen Sinus-
linien von der geraden Halbwellenzahl »2z« (Fig. 7).

Es sei hier auf die Ubereinstimmung der Serie kritischer
Belastungswerte des gelenklosen Ringes |Beziehung (39)] mit der
des gelenkig gelagerten Halbkreisbogens [Beziehung (33)] hingewiesen,
die ungeachtet der Zugehorigkeit zu den grundsiitzlich unterschiede-
nen Gleichgewichtsformen nach (41), beziehungsweise (34) besteht.
Halbiert man einen nach (41) mit z =23, 5, 7 = infinitesimal
deformierten Vollring an einer Nullstelle der Radialverzerrung (Wende-
punkt), so besteht an den Schnittstellen, die nunmehr die Lagerorte
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eines Halbkreisbogens vorstellen sollen, eine Tangentialverzerrung
»(vg)« (vgl. Fig. 6 und 7); zéhlt man »s«< vom Bogenscheitel, so gilt

. nws
u)— C.cos
) S
und aus (2)
1 S . oums
)= —.(C.——.sin . o on=3,5, 7
© r nm S >
so daff man wegen — =1 fiir die Lagerorte s = o -
VR
(v)) = == ! C
Uy) — —.
O

erhilt, Da ein von Null verschiedenes (v,) an den Lagern un-
moglich ist, muf die nach (u), (v) verzerrte Achse um den Betrag (v,)

vertikal verschoben (und zwar bei 2 =25, 9, 11. . mit positivem »C'«
gehoben, bei =3, 7, 13.  mit positivem »(« gesenkt) werden,
was sich beim (u), (v)-Verlauf in einer Uberlagerung der Kurven

)

|l

S

S

dufiert. Es resultieren demnach die Deformationsfiguren (Gruppe B)
des gelenkig gelagerten Halbkreisbogens in der aus dem Vollring her-
geleiteten Form

i

() = == (v,) . COS (B) = == (1) sin —%

1w = (u) + (1) =

1 NTS TS
=— Cln.cos —5— - cos

" S ST o« fir n=23,7, 11
v=©w) + (7)= »—« flir n =25, 9, 13.
1 xS TS
= -—-.C (Sin —— — - sir _~,_>
7 S N

und besteht tatsidchlich Ubereinstimmung mit den Beziehungen (34).
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Eine Betrachtung der Deformationsfiguren Fig, 7 liefe es nahe-
liegend erscheinen, alle Gleichgewichtsformen und damit alle kriti-
schen Belastungswerte eines offenen, gelenkig gelagerten Kreisbogens
aus denen des vollen Ringes abzuleiten [vgl. etwa Mayer's Herleitung
der kleinsten Wurzel (1. ¢.)]. Dabei diirfte jedoch, wie oben fiir den
Sonderfall des Halbkreisbogens dargelegt wurde, auf den Verlauf
der tangentialen Verzerrungskomponente nicht vergessen werden,
der in Fig. 7 nicht unmittelbar zum Ausdruck kommt und der Rand-
bedingung »v, — O« unterliegt; flir die gesamte Formengruppe B
wiirde man ansonsten an Stelle eines radialen Verzerrungsverlaufes
nach (31) reine Sinuslinien ungerader Halbwellenzahl erhalten, die
das »v« an beiden Réndern nicht zum Verschwinden bringen
(vgl. Fig. 6) und fiir die kritischen Belastungen die Formel (36,
liefern, die grundsiitzlich nur eine Nédherungsformel flir die strenge
Knickbedingung (III) vorstellt.

1. Instabilitdtsnachweis mit Hilfe des Energiekriteriums.

Ein offener, in unverschieblichen Gelenken gelagerter Bogenstal
moge unter der Einwirkung eines radialen, gleichmaBig verteilten
AuBendruckes stehen, dessen Intensitit mit einem der im vierten
Abschnitt gefundenen kritischen Werte tibereinstimmt. Die Achse des
Bogens, die nach Voraussetzung in einem derartigen Gleichgewichts-
fall die Kreisform besitzt, erfahre eine aufgezwungene infinitesimale
Verzerrung, die durch die radiale und tangentiale Verschiebungs-
komponente i, 7 aller Achspunkte eindeutig festzulegen ist und
den Lagerungsbedingungen

3‘:—!——\—S d=""=v=20

— 92
=

Genlige leisten soll. Eine solche Verformung der Achse des be-
lasteten Bogenstabes bedingt Energieiinderungen zufolge der von
der tangentialen Kédmpferkraft » Tk« und der radialen Auflenlast »p .S

geleisteten Verzerrungsarbeit sowie der im elastischen Stab auf-
gespeicherten Deformationsenergie. Die von zweiter Ordnung kleinen
und daher das Gleichgewicht nicht tangierenden Betrige dieser
Energiedinderungen seien mit 82 Ay, 62 Ap und 6% dp bezeichnet und
ergeben in der Summe

B2UA=8Ar+024,—3 4y (42)

jenen Rest an Arbeitsvermogen des Systems nach der Verzerrung,.
der kennzeichnend fiir die Art des Gleichgewichtes bezliglich der
Verzerrung #, 0 ist. Nimmt »829« den Sonderwert Null an, dann
verbleibt kein Energierest, um die aufgezwungene infinitesimale
Verzerrung riickgdngig zu machen oder zu vergrofiern (Stabilitiir,
bezichungsweise Labilitdt), so da der Gleichgewichtszustand als
indifferent gegeniiber der Verformung #, v zu bezeichnen ist und
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der verzerrte Zustand auch vom energetischen Standpunkt dem un-
verzerrten gleichwertig erscheint.

Die folgenden Untersuchungen, die den Indifferentismus des
Gleichgewichtes an den ermittelten Stabilitdtsgrenzen bezeugen sollen,
haben demnach den Nachweis zum Ziel, daf§ fiir die den Knick-
bedingungen (II) und (II) entspringenden kritischen Belastungswerte
bei achsialen Verzerrungen #, #, deren Verlauf durch die Bezie-
hungen (26), beziehungsweise (31) festgelegt wird, die Gleichung

2?2 = 0 tatsdchlich erfiillt ist.

Wie im ersten Abschnitt dargelegt wurde, erfihrt die kreis-
formige Bogenachse bei einer Verformung i, © eine spezifische
Dehnung, die p. 649 ermittelt wurde und mit Riicksicht auf (2) die

Form annimmt, so dafi sich die Arbeitsleistung der konstanten
Tangentialkraft Ty —=p.r mit

+5/y +5
] '.. 2
s+ dr=[Toeds= [T j v+1’~ J) ds  (43)

- S/-z

ergibt. Um weiters die von der Radiallast »p« geleistete Verzerrungs-
arbeit zu berechnen, sei die Belastung p.d s eines Bogenelements d s
nach dem Koordinatenkreuz der Fig. 1 in die beiden Komponenten
p.dx und p.dy zerlegt; nach der Verformung besitzen die Pro-
jektionen des Klements die Grofien d Z und 47 und befindet sich
der Angriffspunkt der Kraft p.Js an einer Stelle %, 7, so dafi die
Arbeit der beiden Kraftkomponenten

[’ 1y
Bdy=—p. T g

1% 7
yodp=+p. ‘ ‘L_gt ' (v —7)

betrigt. Diese Bezichungen resultieren nac¢h Einfithrung der p. 648
ermittelten Werte. fiir 4%, d7 und ¥, 7 bei Berticksichtigung der Be-
dingung (2) in der Form

,\BA,,:p.dqa.(ﬁ.sin@*ﬁcosg&). SING A - (T 4+ -

,).cosz

1/ 2T
.cos— |0+ ) sin®

o dp=p.de . (fL.cosw + T si
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(2]
~1
—

und liefern in ihrer Summe die gesuchte Arbeit

+5/,
5, 4304, = f (B Ay +,5.4,) =
~ %y
+ 5/,
— ,g_, A - — il__ .07 2 ,‘517_ p
= f1 A T (v + 1 )] ds (44)

_‘1/2

der radialen Aufienlast. Die der Verzerrung entspringende, im Bogen-
stab aufgespeicherte Deformationsenergie

+ 5/,
s 1 B
0‘4]}:2‘ [‘W.Cls‘
_ S/g
wird mit Verwendung von (2), (3) und (5) durch die Gleichung
+5/, +5/,
- o  ENT rddN: . E'T ' , d2i\? _
cdp+ 324y = »T)J—-f(—d-;q> ds =5 [(1L + 2. cls‘3> ds (45)
Zsy ‘_5‘/0

festgelegt. Die einzige von erster Ordnung kleine Arbeitsleistung 6.4,
verschwindet, da das bestimmte Integral {iber # gemifi der Be-
ziehung (2) die Differenz der Werte 7 an den beiden Lagerorten
vorstellt. Eine Zusammenfassung aller Glieder zweiter Gréflenordnung
in (43), (44) und (45) im Sinne der Gleichung (42) ergibt dann mit

+5/, + 5/,
d2 T\ P 1 d2o
3= L (13-1—1"3 . ds—-1 T A0+ 1?5 )ds—
2 N d s? 27 d s?
#S/‘.’ - S/?
+5/4 +5/
ET i 2 35\2 ¢ T d? v (_+ 5 27 I
. 2V ds = - e (T 492 ds —
)t 152 2 /5% | d s?
~ 5y — 5/,
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jenen von zweiter Ordnung kleinen Rest an Arbeitfihigkeit des.
Systems nach erfolgter Verzerrung, der als Kriterium des Gleich-
gewichtscharakters zu dienen hat.

Gruppe A der Deformationsfiguren:

Die Einfiihrung der aus den Verzerrungskomponenten (26) zu
berechnenden Ausdriicke

a2y 2 K 4,227:21f‘z> 2zws i
T r2 == (.. _—— - .COS —(— 1)
vt ds? r G|l S S ( )
4o d? it 4zq . (1 4527521"3> sin 2zws
it + 72 e 1= .
A S el ST 5

sowie der, der zugeordneten Knickbedingung (II) entspringenden
kritischen Kéampferdriicke

:I_ S‘z :II 227 -2
o E g_(%gﬁg_ ):W (1_4_1_k

= 5 > 5 )
S2 72 1 S

liefert fiir die Gleichung (46)
E.I . 82272 4 42272920

FPWN=— C5.— (=
[ 7k ¢ S2 \1 S
+ 5/, + 5/,
| S 0s 4“”41’9 (—1)* | cos 2ERS ds
—_—— . C —_— — |~ je—
[(\ N > f S S J
— S/, -5/,

da nun beide Integrale innerhalb der vorgegebenen Grenzen ver-
schwinden, besteht 82 9 = O und erscheint damit der Indifferentismus
des Gleichgewichtes unter den kritischen Belastungswerten der Knick-
bedingung (II) nachgewiesen.

Gruppe B der Deformationsfiguren:
Ti. 72
ET
die Verzerrungskomponenten (31) nach einigen Umformungen und
Verwendung der Beziehungen (11)

Fihrt man die Hilfsgrofile K — —5— ein, so erhélt man flr

B=2\/9,.C; {]& cos——-\/1+]&

S i
COS —— \/1 + K |
) . 27 s S -
——(1+Ix) § - .COS::—'—COS—;" \/1+IXJ und
cos -
21

Y-
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€os 5~ \/1 + K ) 1 .
— (1 + 1) - sin — 4+ - sin \/1 + N 1
S \V 1+ 5 7
cos 5~

Damit wird

5 6'1217 - - ‘ /S S ey
T+ 12 _ :9\/a2.]x.65(7.0057—\/1+]x—

d s*
— 7_7 sin s \/ 1+ A )
rvE ,

und resultiert fir das erste Integral der Gleichung (46)

Ca2o [ , 20 . {1 S 7
u/ — T+ 'L’z’*si’_> ds=2 \/a..z K.C lT.COSE—F \/1 + A -

o s
_ Sy ‘
/2 _,r‘\/"z +.§/2
‘5—1' S — 'U> -—2.\/0.2.C-, K I l_l_)i\
ds T
I_S \/1 +]\ [% /_0
05 VI+K
COS5 . Ys s P \/I—I—[x
. < 51117.5111 - (VA ! + K .
COS"2"”T
' oy K S / 2 7
-sin . \/1 + K |ds = » Yo (\34‘ 1\/) \/1 TR
S lq P EE— ; 1\ \S‘
cos C i T or (1 L) tg
0s 27’\/1-{—]\ 811‘121’\/14—]\-{— 1(.1|—]\) tg 5

I
*COS- E*’F \/1 -+ K }

Ferner gilt

d*n

B 2\/09]\ s (cos——\/l+A~cos—4\/l':_]2)

/ 72 S T, S
(ﬁ+/"1—4——,—> ds =4a, K2, C‘ ‘S.cos‘2 ﬁ\/1+lx+___
d s? 27 2

Z
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gefunden wird. Aus der Definitionsgleichung flir » A« folgt ferner

Tx  KE.I

2 T 22

und erhdlt dann die kritische Beziehung (46) die Form

~o 20, K*F'.I > s
029 = p C) S—’—\/1+JL
i 21/ > y 7 S o u‘ i
—]{'"(1 + K).cos- \/1 + K.tg o -S cos 5~ 1+ K-
2 1 y - 40, 2
_ T e =TT 2
K \ier " 2r VI+R ; Tk

S — S Tw 2r / 2r S S
.cosﬁl7 \/1 + K. l‘ (BT S (\1— S tg 2;/>—t

1 .S ]

+COS —— \/1 + AN+ sin — \/1 + A J

VIi+K 21

Der in eckige Klammern geschlossene Faktor ist identisch mit
dem eingeklammerten Ausdruck der Gleichung (20) und stellt die
Knickbedingung (III) vor, die nach Voraussetzung befriedigt ist;
229 nimmt demnach den Sonderwert Null an und beweist daiit
den Indifferentismus des Gleichgewichts unter den kritischen Be-
lastungswerten der Knickbedingung (IIl) bezliglich der zugeordneten
Deformationsfiguren.

8. Ableitung einer Naherungsformel fiir die kleinste kritische
Vertikalbelastung eines flachen Zweigelenkbogens.

Die im folgenden durchgefiihrten Untersuchungen haben die
Ermittlung der kleinsten kritischen Belastung eines Zweigelenkbogens
zum Ziele, der zu den wichtigsten Tragwerkssystemen des Briicken-
baues zidhlt und eine vertikale Belastung erfihrt, die mit Ausnahme
seines Eigengewichtes durch eine Reihe von Stidndern oder Hénge-
stangen von der Fahrbahn auf den Bogen {ibertragen wird. Die
Ableitung, die von dem giinstigen Einfluf einer steifen Fahrbahn
absicht und sich an die Gedankenginge Usingers (L. c.) anschlieft,
ist an einige angendhert zutreffende Voraussetzungen gebunden
und trigt den Charakter einer guten Niherungsrechnung. Der
Bogenpfeil »f« moge gegeniiber der Stiitzweite »l« geniigend klein
sein, um fiir die Achse des unter der kleinsten kritischen Vollast



Das ebene - Stabilitidtsproblem  des Kreisbogens. 675>

stehenden, elastisch oder schon unelastisch verformten Bogens ange-
néihert einen I{reis vom Radius »»« annehmen zu kénnen, der mit
der Stiitzlinie des Bogens zusammenfillt und damit ein Stabilitits-
problem liefert; das Pfeilverhéltnis sei weiters auch klein genug, um
die im Bogen wirksame achsiale Druckkraft » P« als konstant und
gleich dem Kadmpferdruck ansehen zu koénnen. Ferner moégen die
Stander oder Hiingestangen in ausreichender Anzahl vorhanden sein,
so daf} die gesamte Bogenbelastung durch eine gleichmiBig verteilte
Vertikallast »p« zu ersetzen ist.

Der Horizontalschub eines vollbelasteten Zweigelenkbogens
kann mit Riicksicht auf die vorausgesetzte Kleinheit der Pfeilhthe

. prE .
mit H = le— in Rechnung gestellt werden, so daB die Kdmpfer-

reaktion und mit ihr die im Bogen wirksame, angenéhert konstante
Achsialkraft

P= \/m p;—. (1+87]

72
betriigt und nach Einfiihrung des Bogenradius 7'—'——8f die Form
12
P=pr.|l+ —. — 7
7 (\ T3 1"3) (&

annimmt. Die der gesuchten ersten Stabilititsgrenze zugeordnete
Deformationsfigur Wud durch die radiale und tangentmle Verzerrungs-
komponente #, beziehungsweise v festgelegt und seien in Analogie
zu den p. 660 resultierenden Formen die Ansétze

wo

nw— C.sin --*
(48)

gewithit, wobei sich #, v, © und 7 auf die Fig. | beziehen und »C
als sehr klein anzusehen ist. Diese Ansdtze genligen sowohl
. . . . v
der im ersten Abschnitt begriindeten Beziehung 11——[—4__0 als
[{
auch den, der Lagerung des Bogens in unverschieblichen Gelenken
entspringenden Randbedingungen
o=, n—=v—=B=—"0
(vgl. den dritten Abschnitt). Durch eine derartige Verformung erfihit

die Bogenachse eine spezifische Lingendnderung, fiir die mit Zuhilfe-
nahme der p. 670 ermittelten Gleichung die Gréfie
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1 du 2 2 <2’( o2 7% I mo\?
e— (v , .cos? - — —.sin - -
22 dm ) 22\ =w 1 i | )

gefunden wird, so dafi die von der Achsialkraft » P« geleistete Ver-
zerrungsarbeit
+ % .
cAp+82dp=PrP f31'a"5:+P o |2—|—(
7 7 w2 ,

v/

—1] ’ (+0)

betrdgt. Die Horizontalprojektion »d v« eines Bogenelements »ds
dndert sich bei der Verformung, wie im crsten Abschnitt berechnet
wurde, mit Riicksicht auf die grundlegende Beziehung®(2) zu

’

1'cos'.9——(t'+ -
\ a "

du

d¥ —= dt‘D

\ :
»).Sinvp

-G

.
und beschreibt dabei der Angriffspunkt der auf das Element wirken-
den Auflenkraft »p.d r« einen Verschiebungsweg, dessen Projektion
auf die vertikale Kraftrichtung mit

A = F ==11.CoSYW + U.sin

erhalten wird; die Arbeit der Auflenlast »p« bei der Verzerrung
ergibt sich demnach mit

., o dry+dx =
05117““0 "1[.— - o 4(_1 _j)—
y
+ 5 i
* . . 1 " o i
=pr (flcos-'s—l—1'5111'0005'5)(]'5—»;) .]7/(1'—!— / I
N 1 1 [ ¥ 2 ¢ 'D/r

(usingcosw + v.sin?w)dr.

Nach Einfiihrung des gewdéhlten Verformungsansatzes (48) erhiilt
man fir das erste Integral, das die Grofe »C« linear enthilt und
damit den von erster Ordnung kleinen Arbeitsanteil & .4, vorstellt,
den Wert Null, wihrend fiir das zweite Glied, das wegen des
Faktors »(C2« den von zweiter Ordnung kleinen Energierest 2.4,
bedeutet, nach einigen Umformungen

a1 ]7 ;(3 ) / ﬁ?’ ] 3 .
O"‘41, = -+ 4—‘/_:.—3-. Cz. ( ’(2 - 3\1) (OO)

resultiert. Fiir die im Bogen aufgespeicherte Formédnderungsarbeit
wurde die Beziehung (45) abgeleitet und es gilt fiir eine Verzerrung
gemdf (48) mit Zuziehung des »resultierenden« Moduls E' (vgl. p. 647)
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E.I 12 14 \2
2Ap + 32 4p = oA <u+ 4 u) do—=

Da weder die Verzerrungsarbeit der Achsialkraft » P« noch die
Forménderungsarbeit. ein von erster Ordnung kleines Glied aufweist
und % 4, wie sich zeigte, verschwindet, wird 8% =0 erfiillt und
damit das Gleichgewicht bestitigt. Soll nun dieses Gleichgewicht
insbesonders ein indifferentes sein, also die Belastung »p« einen
kritischen Wert vorstellen, so mufi im Sinne der Darlegungen p. 669
329( — O bestehen und man erhélt mit Riicksicht auf (47)

3 1 l?)
229 — p2 2 — 32 2 IR
32A=10%24p+ 824, —34p=2C {p 5o <1+8 5 )

' 72 " (1:2 ) E . I+ <7:2 >2}
) L . ol ) D el B Pt — = 0.
.!__+<7 1) J"‘P 42 \q? 3 243 2 1 0

Aus dieser Bedingung ergibt sich nach Einfiihrung der Bogenldnge
S = 27y die kritische Intensitdt der vertikalen Vollbelastung mit

_ 4wmE.T
5 ”
(_4“2 1 >° (V)
S

[{) Jponnmy

Bx 2% <zw 3> 1 <3 z-zw‘z)
St T s TS T\ T s

und wird fir die im Bogen bestehende kleinste kritische Achsial-
kraft (beziehungsweise Kdmpferreaktion) aus (47) die Beziehung

_ 4m2 E.T < 2 >
P]i pa— W_. o.{1 -+ 3 o) (V)
gewonnen., Fiir unbeschrinkt anwachsende Bogenradien gilt

4z2 B T
Sz

welcher Grenzwert die zweite Knickwurzel nach Euler-Karmadan
vorstellt, wie sie dem aus Griinden der Randbedingung v — 0 und der
grundlegenden Forderung (2) gewdhlten Ansatz (48) fiir die Radial-
verzerrung entspricht. Eine numerische Auswertung zeigt, daf fir
die vorausgesetzten kleinen Pfeilverhiltnisse die kritischen Kdmpfer-
driicke nach Bedingung (V) weitgehend tibereinstimmen mit denen
nach Formel (27) des Falles der Radialbelastung.

7—>0, 0)—7'1, P]{——)

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Ila, 136. Bd. 48
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R. Mayer hat, wie einleitend vermerkt wurde, im Werke
Gustavsburg Knickversuche mit Zweigelenkbdgen unternommen (vgl.
R. Mayer, Die Knickfestigkeit, 1921, p. 146) und gelten fiir den
Versuchsstab folgende Werte:

=180 cm, f=24-1cm, S= 1886 cin, r = 180-05 cm,
E' = E—=2,000.000 kg/cm?, I—=0"1343 cm*.
Aus (IV) berechnet sich

1 =9
F.34'960'

0= 1 = 0877
Y [35°9652 4 17-98.(8°99 —3) + (1:5—8-99)]

und damit aus (V)

39-478.2,000.000.0-1343

Pr=
& 18862

.0-877.1:125 = 2942 kg;

der Versuch ergab Pr—294-0kg. Mayer hat mit elementaren
Mitteln eine Ndherungsformel abgeleitet, die bei Vernachldssigung
der Bogenverkiirzung mit der mafigebenden Knickbedingung (27) des
IFalles einer radialen Auflenlast identisch ist und fiir den kritischen
Kampferdruck

2,000.000.0- 1343 { . 1886

2
i TC?'— —_——— :2 2
P = 188-6° | (180-O5>J 902k

rQ,

[y’

liefert.




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1927
Band/Volume: 136_2a

Autor(en)/Author(s): Chwalla Ernst

Artikel/Article: Das ebene Stabilitdtsproblem des Kreisbogens. 645-678


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35756
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=185321

