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Uber die
Berechnung Kkinetostatisch unbestimmter Systeme
Von
Dr. Rudolf Girtler (Briinn)
(Mit 1 Textfigur)
(Vorgelegt in der Sitzung am 12. Jinner 1928)

In der angewandten Dynamik starrer Korper haben die Pro-
bleme sogenannter dynamischer oder mit Heun besser gesagt
kinetostatischer Unbestimmtheit, von gelegentlichen Einstreuungen
in der Literatur abgesehen, meines Wissens Kkeine prinzipielle Be-
handlung erfahren. Die nachstehende Arbeit will in dieser Hinsicht
einige Schritte tun, und zwar unter Zuhilfenahme des Prinzips des
kleinsten Zwanges von Gaufi, das einen brauchbaren Ausgangs-
punkt zur Herleitung von in der Kinetik deformierbarer Korper ver-
wendbaren Sdtzen bildet, die, wie nachgewiesen werden wird,
unter kinetischen Verhiltnissen eine analoge Rolle spielen koénnen,
wie die Lehrsédtze von Menabrea-Castigliano fiir innerlich oder
auflerlich statisch unbestimmte Systeme in der Statik.

L

Bevor zur Ableitung dieser Sitze geschritten wird, sei kurz
an die Definition der kinetostatischen Unbestimmtheit eines starren
Systems und an das Wesen des Gaufi’schen Prinzips des klein-
sten Zwanges erinnert. Ist der Freiheitsgrad einer Korperkette oder
eines Korpersystems von n starren Korpern gleich %, so stehen
z = 6 n—*Fk stereokinetostatische Gleichungen zur Bestimmung der p
unbekannten Reaktionen (Verbindungskrifte) zur Verfiigung. Ist die
Zahl der unbekannten Reaktionen p = 61—k, so reicht die An-
nahme der Starrheit zur Bestimmung ‘der Reaktionen nicht aus,
die Korperkette heifit dann p—zfach kinetostatisch unbestimmt.
Diese Unbestimmtheit kann sich sowohl auf mit Bezug auf das
Korpersystem innere Verbindungskrifte oder Verbindungsmomente
zwischen den einzelnen Gliedern der Kette (innere kinetostatische
Unbestimmtheit) erstrecken, als auch auf solche Reaktionen, die
mit Bezug auf die Kette als &dufiere Verbindungskrifte oder Ver-
bindungsmomente bezeichnet werden miissen (duflere kinetostatische
Unbestimmtheit).

Das Gaufi’sche Prinzip des kleinsten Zwanges! sagt bekannt-
lich aus, dafl jede Bewegung eines unfreien Systems in moglichster

1 Siehe z. B.: Enzyklopidie der math. Wissenschaften, 1V., 1, Artikel von
Vof, oder Mach, Geschichte der Mechanik, 1904, p. 391.
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Ubereinstimmung mit der freien Bewegung erfolgt, derart, da8 der
Zwang Z, das ist die Summe der Produkte der Massen der ein-
zelnen Punkte in die Quadrate ihrer Abweichungen von der freien
Bewegung flir zwei aufeinanderfolgende Zeitelemente, ein Minimum
wird. Dabei wird angenommen, dafi jeder Massenpunkt des un-
freien Systems zur Zeit { dieselbe Lage und Geschwindigkeit wie
die freie Bewegung besitzt und nur dessen Beschleunigung fraglich
ist. Letztere muff nach Gaufi den Zwang zu einem Minimum
machen. Die Beschleunigung wird demnach bei Aufstellung der
Minimumsbedingung als Variable zu betrachten sein. Bezeichnen
wir die Verbindungskraft, welche im Zeitelement d{ die Ab-
weichung eines Systempunktes des unfreien Systems mit der
Masse m; von der freien Bewegung bedingt, mit 8B;, so ist der Ab-
weichungsweg &; von der freien Bewegung fiir diesen Punkt

B, de

Q[_W, also der Zwang Z fiir das ganze System bei Hinweg-

?

drt
lassung des Faktors 4 der als konstant anzusehen ist, durch

. %i)z - 1( _dzl‘i .>2_
Z—Z(W ”“*Z;;,. i P =

1
= Z g L0032 Pi )+ (1113— P )2 + (27— P, )7 (a)

gegeben, wenn die variabel gedachte Beschleunigung eines System-

d*y; o . . .
W]‘? —i%+jy+kZ und die an ihm angreifende
(wirkende) Kraft durch B; =iP; . +jP;,+kP;, bezeichnet werden.
4

dt L . .
Abgesehen von dem Faktor e ist die Dimension eines Zwanges

demnach g7 cm? sec—* Damit der Zwang bei variabel gedachter
Beschleunigung ein Minimum werde, muff die Bedingung

punktes durch i; =

Z (m X, —P;) 3%, = Z (m;%,—P; )8 %4 (m,5,—P; ) 35+
-+ (’IWL,‘%L‘—-P{, 8% =96 &)

erflillt sein. Sie ist als besondere Form des dAlembert'schen
Prinzips auffaibar.

Ist die Lage eines Systempunktes zur Zeit t—d# durch T;
gegeben, so ist dessen Lage, wenn er frei wire, nach zwei Zeit-
elementen df, also zur Zeit #+d#, durch
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ay; . . azy;
bestimmt, wenn TR beziehungsweise I

ziehungsweise die Beschleunigung der freien Bewegung zur Zeit ¢
bedeuten. Weil aber der Punkt im allgemeinen unfrei sein soll, also
seine Bewegung an Bedingungsgleichungen gekniipft ist, so ist seine
Lage zur Zeit t+dt durch

dax; i+ B;
e
festgelegt. Da die Abweichung jetzt durch

d_tz(dzfi o iBi"'%i)
2 \de m;

gegeben ist, kann der Zwang wieder bei Hinweglassung des als
dt .
konstant anzusehenden Faktors 4 auch in der Form

_ 1 a2y . ]z_ .<d2-fi a2y, )2_
Z_Z%[mrgt? —‘(SBL"'Q};) —Zm; —dtz _W -

= Z m; (B—1;)? 1)

die Geschwindigkeit, be-

+2 da

geschrieben werden, worin ¥; oder die Beschleunigung der wirk-
lichen Bewegung #; bei Aufstellung der Minimumsbedingung als
variabel aufgefafit werden muf. Im Folgenden werden wir uns der
Form (1) des Zwanges bedienen. Schliefilich mag noch die Be-
merkung eingeschaltet werden, dafi durch eine weitere Beschrin-
kung des Freiheitsgrades eines vorliegenden unfreien Systems der
Zwang erhoht wird, aber derart, dafl diese Erhéhung ein Minimum
wird bei gegebenem wirkendem Kraftsystem.

Denn liegt ein System von n-Punkten mit dem Freiheitsgrade
k<<3mn vor, so ist der Zwang durch (1) gegeben. Setzen wir den
Freiheitsgrad # durch Hinzufligung neuer Bedingungen auf den
Grad %, << % herab, derart, dafl das wirkende Kraftsystem jetzt zu-
folge dieser neu hinzutretenden Bedingungen im Gleichgewichte
stehen mufl, so ist der Zwang gegeniiber der freien Bewegung
nunmehr

Z, = )y (fi—ii ) (1a)

mit der Bedingung, dafl f;, im Falle des Gleichgewichtes ver-
schwindet. Die Minimumsbedingungen fiir (1) und (1a) besagen, daf§

Z m; (T;—1) 81, =0 und Z m; ¥ 8%, . —= 6.
Demzufolge mufl auch die Erhohung des Zwanges AZ ein
Minimum sein:
% - . 2 o Wy 1
NZ=2,—Z= Z m; [(£i—1i, *—@—1)%].
L Siehe hiezu auch Mach I. c.
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Es liege nunmehr eine elastische, isotrope und homogene, im
allgemeinen kinetostatisch unbestimmte (unfreie) Korperkette von
Uberall gleicher Temperatur vor, die in ihren einzelnen Gliedern
mit Masse kontinuierlich erfiillt ist, und von der wir voraussetzen
wollen, dafi die unter dem Einflu@ &duBlerer wirkender Kréfte ent-
stehenden elastischen Verschiebungen d — u-+v-+1v nicht nur aus
dem spannungslos gedachten Anfangszustand sich ergeben und
stetige Funktionen von x, ¥, 2 und der Zeit £, sondern auch sehr
klein sind und dem Hooke'schen sowie dem Superpositionsgesetze
folgen. Die Bewegung, welche das Korpersystem ausfiihrt, kénnen
wir uns als eine Ubereinanderlagerung zweier Bewegungen vor-
stellen, jener, welche die Korperkette machen wiirde, wenn sie
starr wire, und der aus dem Auftreten von mit der Zeit variablen
Verschiebungen abgeleiteten elastischen Bewegung. Die letztere
allein wird im Folgenden betrachtet. Fiir jedes Systemglied
miissen bei Festhaltung der genannten Voraussetzungen und Ein-
fiihrung rechtwinkliger Koordinaten fiir jeden Punkt im Innern des
Systems die drei Spannungsgleichungen

>
1

png

=

g T ay e TOrT g T ©

und fiir jeden Punkt der Oberflache die drei Grenzbedingungen
X, = 5, c0S (12)+ T4y COS 11y +T,- COS (122), (d)

ferner das erweiterte Hooke’sche Gesetz:

—M—_L<G ——1~<G +c))
v =gy T E\FT g\
e
ou dv 1 ©)

Cpy — ~— — = = Txy
®J oy or - G

flir den Zusammenhang der sechs Verzerrungskomponenten mit
den sechs Spannungskomponenten erfiillt sein. In diesen Beziehungen
bedeuten bekanntlich oy, 6y 62 Toy = Tyxy Tyo = Tuy, Tex = Ty, die
Spannungskomponenten, X, Y,, Z, die Komponenten der auf ein
Flachenelement an der Oberfliche des Systemgliedes mit der Nor-
malen 7 entfallenden Oberflichenkraft pro Flicheneinheit, S,, S,, S,,
die Komponenten der Massenkraft pro Volumseinheit, #, v und w
die Verschiebungskomponenten, €.x, €yy €.z €xyy €y €z die Deh-
nungen beziehungsweise Schiebungen, E und G die das elastische
Verhalten eines isotropen Korpers bestimmenden Elastizititskon-
stanten, p die Massendichtigkeit. Differenzieren wir die allgemein
in der Zahl 6 vorhandenen Beziehungen (¢) zweimal nach der
Zeit, so erhalten wir solche nach der Form



Kinetostatisch unbestimmte Systeme. 33
0%eyy 0w 04 1 [0%, 1 (3?% 4 8%;)
T8 T x0T dx T E |02 m\ 3P or
R R
=% Sy — " (8y+352) N
e _ B o b B0 1 B, 1
9 0yof ' sl 9y | dx G 8 GV

Die Grofien u, v w beziehungsweise 4, 7, 7 sind in der Folge
als Komponenten der wirklichen Verschiebungsgeschwindigkeiten
beziehungsweise Verschiebungsbeschleunigungen bezeichnet. Der
Zwang, den die Bewegung der kinetostatisch unbestimmt voraus-
gesetzten elastischen Korperkette infolge ihrer Abweichung von
der freien Bewegung in zwei aufeinanderfolgenden Zeitelementen
erfahren soll, ist bei formaler Ubertragung der Beziehung (1) auf
ein Kontinuum durch

Z= f P [(i_i—ii)z +({T—0v)*+ @Mw)ﬂ dxdydz )

gegeben. 4, U, W sind hierin die Komponenten der Verschiebungs-
beschleunigungen, die auftreten wiirden, wenn das System frei wiére,
d. h. es keine Punkte gibe, die eine Beschridnkung ihrer Be-
wegungsfreiheit erfiihren. Die wirklichen Verschiebungsbeschleuni-
gungen 4, U, 7 des kinetostatisch unbestimmten Systems miissen
derartig sein, daBl sie die Beziehung (2) zu einem Minimum machen.
Da zufolge (c) die Differenzen der Komponenten der Verschiebungs-
beschleunigungen aus

9 (3y—5%) 0(Tiy—Tay) 0 (f.m—%ﬁ
ox oy 0z

p (fi—ii) =

usw. gegeben sind, so lautet die Minimumsbedingung

00(5,—0y) 03(Ty—Tyy)  00(Tie—Tuy)
dx + oy + oz

$Z=0= {(ﬁ-—n‘)[

e . [00(F—Ty 893(5,—oa ~ 1
(v—v’)[ <J8x ) + (gy ) + BS(r),:——:.,,Z)J—{-

— . ) 3 B(Ezt'—r:x) B 8 (fyz_"zy) a 6 (az——ﬁz) ] L, e
(70—11) [ P + 3y + P dxdydz

wobei die Variation nach den wirklich auftretenden Spannungs-
komponenten o, 6, 6;, Tyy. .. vorzunehmen ist: Hiezu wire noch
zu bemerken, dafi zwar im Gaufi’schen Zwang fir den betrachteten
Zeitaugenblick die Beschleunigungen der wirklichen Bewegungen
der einzelnen Massenelemente als Variable zu gelten ‘haben, bei
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vorausgesetzten gleichen Lagen und Geschwindigkeiten der Massen-
elemente einerseits bei der wirklichen Bewegung, anderseits bei der
freien Bewegung. Da aber die Variation der Beschleunigung an
die Beziehung (¢) gebunden ist, so kann offenbar an die Stelle
der Variation des Beschleunigungszustandes jene des Spannungs-
zustandes treten. Fiihren wir die Variation in den eckigen Klammer-
ausdriicken durch, wobei die mit einem Querstrich versehenen
Spannungen als konstant zu betrachten sind und integrieren hierauf
partiell nach x, 9,2, so erhalten wir bei Beachtung der Beziehungen (d)

0= [[po S 3 2D B (26D

9y 0z
v 3 --—.. ..—T.‘ -o—.. a ot_ﬂ‘
4 (v 17)>+8W<B(v ) 4 9@ ﬁ))-FEsz( (70—iD) +
9x 0z oy ox
9 (5i—if) P - re =T
+ BT dxdy dz —f[BX,, (G—)+3 Y, (1—D)+3Z, (w—w)J do,

worin das erste Integral iiber das Volumen, das zweite Integral
Uber die Oberfliche des elastischen Systems zu nehmen ist.
Letzteres kann als verschwindend angenommen werden, und zwar
aus dem folgenden Grunde. Die Variationen, die an den Ober-
flichenkriften des elastischen Systems vorgenommen werden
koénnen, beziehen sich teils auf das angreifende Kraftsystem P, das
am freien System vorhanden ist, teils auf das System der Ver-
bindungskréfte (Reaktionen), das am unfreien Kérper zum Kraftsystem P
hinzutritt. Beide Variationen dirfen O gesetzt werden. Es ver-
schwindet dann in der vorstehenden Beziehung das Oberflichen-
integral und die verbleibende Restgleichung driickt die Bedingung
aus, die das Spannungssystem des elastischen Korpers bei einem
gegebenen Oberflichen~ und Massenkraftsystem erfiillen mufi. Wir
kénnen somit unter den anfregebenen Voraussetzungen schreiben:

52 —0 _f[ B(u + 5, 9(U—7) + B, 8 (f0—1) +
oy 0z

+8%(B(w—14>) + 8(%'—%7)} dxdy dz. 3)

ox 9z

Wenn wir uns fiir den betrachteten Zeitaugenblick zu dem
System der an dem gegebenen kinetostatisch unbestimmten elasti-
schen Kborperverband angreifenden (wirkenden) Kréften und den
Verbindungskriften durch Wahl neuer Stiitzpunkte und Abinde-
rung der Art der Verbindung der einzelnen Teile des Korper-
verbandes ein in jedem einzelnen Falle zu bestimmendes fingiertes
System von Verbindungskriften oder Verbindungsmomenten so hin-
zufiigen, daff ein Gleichgewichtszustand hergestellt wird, so lduft
dieser Vorgang auf eine Erhohung des Zwanges hinaus im Vergleich
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zu dem Zwang, welchen der gegebene Korperverband erleidet. Die
Minimumsbedingung fiir diesen Zwang, den wir mit Z, bezeichnen

01, o4 O . .
wollen, lautet geméff (3), da — 55 W’ v usw. fiir das Gleich-

gewichtssystem verschwinden.

0w 0%
<Bx + 4 >} dydydz. (4)

Die Deutung der Beziehung (3) bezichungsweise (4) ist ein-
fach. Die infolge der Existenz von Verschiebungsbeschleunigungen
in zwei aufeinanderfolgenden Zeitelementen df sich ergebende
Deformationsarbeit fiir ein Volumenelement dxdy dz einer Normal-
spannung, z. B. g, ist durch

1 9

sl 2
Sy dx di®dydz,

die Deformationsarbeit einer Schubspannung, z. B. t,,, ist unter den
gleichen Einschridnkungen durch

. 01 07
APty — 5 <3y dydxds + — o dxdydz)

gegeben. Die gesamte, Uber den gegebenen elastischen Korper-
verband sich erstreckende, in zwei aufeinanderfolgenden Zeit-
elementen infolge der Existenz von Verschiebungsbeschleunigungen
geleistete Deformationsarbeit ist demnach

o _ar bii B0 b (zm+ 31’)’>
2 UG'de Y3y “or T 3y ax/ Tt

[00 0 [ 9D Bu) _ar
+Ty:(¥+v>+rmk8;x+ 3 ]dxdydz 5 [ad,xd) ci:,
d)

die Deformationsarbeit pro Volumseinheit fiir eine be-

2

2
liebige Stelle des Korperverbandes bedeutet.

worin a

‘ 0ii 99 '
Setzen wir in (d) fiir % , % usw. die aus (f) folgenden
Werte und beniitzen, daB
2 1
E— 2(m+1) G,

m
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so erhalten wir:

D— dae i[ 0y 8y+0y8y+0.8:  (0x+0y+6:) (8+3y+38s)
2 ), G 2 2 (m+1)

A Tay By Ty Typ - Tox ’E,x] dxdy dz. (3a)

Variieren wir diesen Ausdruck nach den Spannungskompo-
nenten und beachten, da8 flir zwei aufeinanderfolgende Zeitelemente
die Variation der Spannungskomponenten als konstant betrachtet

werden miissen, also z. B.
a2

08, =

sein mufB, so ergibt sich:

ar 1 [9%06,6,406,56,4086,3,
SpD— 22 | S v Ox )y Oy %
p="F [+

__ (80,+100,+-80;,) (8y+8,+3,)

St + T+ 0%y Toy | dx dy dz

oder bei Berlicksichtigung von (f) wird

ar (. v b 33
= ,— ,—— -+ 06, ——
== I[a"* gx T 0yt

070 946\ -
afzx <3—x‘ + —3J—I>J dx d_y dz. (O b)

Der Ausdruck (3) besagt demnach in leicht ersichtlicher Weise,
dal die in zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Zeitelementen in-
folge der Abweichung der wirklichen Bewegung von der freien
Bewegung dank des Auftretens von Deformationsbeschleunigungen
sich ergebende Abweichungsarbeit ein Minimum werden muf, wenn
diese Abweichungsarbeit als Funktion der Spannungskomponenten
angesehen wird; ganz Analoges 146t sich zufolge (4) von der Ab-
weichungsarbeit behaupten, die infolge der Abweichung des Gleich-
gewichtszustandes von der freien Bewegung geleistet wird. Die
notwendig bestehende Bedingung fiir die Erhdohung des Zwanges
Z,—Z, welche sich fiir das Gleichgewicht gegeniiber der vorliegen-
den Bewegung des kinetostatisch unbestimmten Systems ergibt,
besagt also, dafi die Abweichungsarbeit, die infolge der Ab-
weichung des kinetostatisch unbestimmten Systems wvom
Gleichgewichtszustande in je zwei aufeinanderfolgenden
Zeitelementen geleistet wird, ein Minimum werden mu8.
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Analytisch ergibt sich diese Aussage durch Differenzbildung der
Beziehungen (3) und (4), bei Beachtung von (5) und (55):

2
5(2—2)=—;0D )

Es ist hiedurch eine Verallgemeinerung des Castigliano-Mena-
brea’schen Prinzips vom Minimum der Forménderungsarbeit aus-
gesprochen, die zur Bestimmung der Kkinetostatisch unbestimmten
Groflen in vollig analoger Weise verwendet werden kann wie das
bezligliche statische Prinzip in den Fillen statischer Unbestimmtheit.

Wir stellen uns nunmehr vor, das Kkinetostatisch-unbestimmte
System stehe unter dem Einflufi der wirkenden Krifte P,...P, und
eventuell wirkender Momente M, und gewisser Reaktions(Verbin-
dungs)krifte. In jedem Zeitaugenblick gelten dann die Gleichungen
¢—f auf p. 54 und 55. Fiir zwei aufeinanderfolgende Zeitelemente
konnen die Krifte P,, M, und die Reaktionskrifte ebenso konstant
angesehen werden wie die zugehdrigen Spannungen und elastischen
Verschiebungsbeschleunigungen in beliebigen Punkten des Systemes.
Die Verschiebungsbeschleunigungen in den Richtungen der Krifte P,
sollen m,, jene in den Richtungen Kkinetostatisch unbestimmter
Groflen X;. .X,, 4i...7%, genannt werden. Infolge der Linearitét
samtlicher zur Verfliigung stehenden Gleichungen, einerseits fiir den
starren Korper der Kinetostatischen Gleichungen zur Bestimmung der
Reaktionen und der dynamischen Gleichungen zur Bestimmung der
Lagekoordinaten als Funktionen der Zeit, anderseits flur den elasti-
schen Korper der Spannungsgleichungen, des erweiterten Hooke-
schen Gesetzes und der Grenzbedingungen,! kann behauptet werden,
dafl zunidchst die Spannungskomponenten sich in der folgenden
Form ausdriicken lassen:

Oy = Qxx P1+bxx P2+ Ty Py G X + Dy X, +
Pan Xpto,

Ty = Qyz P+ by, Pyt 1y Py 4y X+
Py Xy

In diesen Beziehungen sind die Koeffizienten a,,. M
Ty .Pxr nicht von den Kriften P beziehungsweise X abhingig,
und es erscheinen von den Reaktionskriften nur die kinetostatisch
nicht bestimmbaren X . .X,. Die Ubrigen Reaktionsgrofien lassen
sich aus den kinetostatischen Gleichungen fiir den starren Korper
durch P,..... P,, M,und X,. . X, und gewissen anderen Grofien
linear nach P, M, und X,. .X, ausdriicken. Diese anderen
GroBen hdngen von den Trédgheitskriften der einzelnen Massen-
teilchen, die vorhanden wéiren, wenn der Korper starr wire, und

1 Siehe hiezu auch den Beweisgang von Miiller-Breslau fiir den statischen
Fall: Neuere Methoden der Festigkeitslehre, 1904,
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von den Anfangsbedingungen ab; die Trdgheitskrifte sind aber
unter Zuhilfenahme der dynamischen Gleichungen fiir den starren
Korper, d. i. jener dem Freiheitsgrade entsprechenden Zahl von
Gleichungen, welche die Reaktionskrifte nicht enthalten (allgemein
als Lagrange’sche Gleichungen bezeichnet), bestimmbar, u. zw. ent-
weder direkt als lineare Funktionen der Krafte P — ihr Einfluf§ auf die
Spannungskomponenten kommt dann in den linearen P,. ...P,
enthaltenden Gliedern zum Ausdruck — oder als Grofien, die durch
lineare Funktionaloperationen dieser Kréfte erhalten werden. In
letzterem Falle wird ihr Einfluff auf die Spannungskomponenten in
den Gliedern a,.. .o, der Beziehungen (g) erscheinen.

In dem in der Figur (siehe p. 65) dargestellten, in zwei
Kugelhalbgelenken A, B gelagerten Rahmen, der unter dem Ein-
flusse eines in der Zeit variablen Momentes M, um die z-Achse
rotiert, sind z. B. die auf die einzelnen Massenelemente zur Wirk-
samkKkeit gelangenden tangentialen Tragheitskréfte von der jeweiligen

Winkelbeschleunigung b = ‘3;‘5 = ‘ZM; linear abhdngig und in-
folge dessen, weil die dynamische Gleichung J, % = M, erfillt

sein muB, worin J, das Trdgheitsmoment des Rahmens mit Bezug
auf die z-Achse als Umdrehungsachse darstellt, auch vom wirken-
den Moment M, linear abhidngig. Dagegen sind die zentrifugalen
Trédgheitskrdfte der einzelnen Massenteilchen von #w? abhingig,

2
also, weil J, JZ— :sz dwo+C, von den Anfangsbedingungen und

von M, linear unter dem Integralzeichen abhéingig.

In den Gliedern a,. .o, sollen aufiler den Trégheitskritten,
welche der Korper hitte, wenn er starr wire, noch die Trigheits-
krifte, welche er infolge seiner elastischen Bewegung besitzt, ihren
teilweisen Ausdruck finden. Lagert man die Trdgheitskrifte der
elastischen Bewegung tiber die Trigheitskrifte, welche das elasti-
sche System besifie, wenn es starr wire, so erhdlt man die Trag-
heitskrifte des elastischen Systems. Man kann sich eben die Sache
so vorstellen, daff man sich vorerst das System durch die dufleren
Krifte P, die Reaktionskrifte und die Tragheitskrifte, die vorhanden
wiren, wenn das System starr wire, belastet denkt und dann, um
Gleichgewicht zu erhalten, noch die Trigheitskrifte der elastischen
Bewegung hinzugibt. Diese Trigkeitskrifte der elastischen Be-
wegung sind Funktionen der #ufleren Belastung P, X und der
Tragheitskrifte des dem elastischen System zugeordneten starren
Systems sowie der Anfangsbedingungen. Soweit sie linear nach
P, X im gewdhnlichen Sinne des Wortes sind, finden sie ihren
Ausdruck in den nach P, X linearen Gliedern der Beziehung (g),
andernfalls in den Gliedern a,. .o, Um hiezu ein Beispiel anzu-
fahren, das gleichzeitig einen speziellen Fall darstellt: Beim doppel-
seitig eingespannten, an seiner Oberfliche kréftefreien schwingenden
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Balken erscheinen die Biegungsspannungs-Komponenten bei Zu-
grundelegung der ublichen Naherungstheorie als lineare Funktionen
des kinetostatisch unbestimmten Einspannungsmomentes X und der
jetzt allein vorhandenen Trégheitskréfte der elastischen Bewegung
bestimmbar (die aufler X noch vorhandenen Auflagerreaktionen
sind durch X und diese Trédgheitskrifte ausdriickbar, u. zw. aus
der zur Verfiigung stehenden kinetostatischen Gleichung). Die Trag-
heitskréfte der elastischen Bewegung folgen aus den zur Verfligung
stehenden dynamischen Gleichungen oder ndherungsweise aus der
entsprechend umgewandelten Differentialgleichung der elastischen
Linie.! Fiihrt man in die Differentialgleichung der elastischen Linie
die gewonnen gedachte Durchbiegung als Funktion der Lings-
koordinaten und der Zeit ein und driickt das in der Differentiai-
gleichung vorkommende Biegungsmoment durch X und die Trag-
heitskrifte aus, so erhdlt man hiedurch eine Integralgleichung zur
Bestimmung der Trégheitskraft pro Balkenelement als Funktion von
X und der Anfangsbedingungen. Die Durchfiihrung dieser Rechnung
ist nicht Sache dieser Abhandlung.

Das Verschwinden der Glieder a,...a, ist fir das Gleich-
gewicht der Krifte P und der auftretenden Reaktionen eine not-
wendige Bedingung. Verschwinden sdmtliche Krifte P und X bis
auf P, = 1, so reduziert sich z. B. 6, auf a,, und einen nicht ver-
schwindenden Teil von ;. Das Nullsetzen der Werte X bedeutet
die Verwandlung des kinetostatisch unbestimmten Systems in ein
kinetostatisch bestimmtes, nach bekannten Analogien in der Statik.

Wir denken uns jetzt dem gegebenen Kraftsystem Anderungen
3P . .3P, tberlagert, derart, daff der augenblicklich herrschende,
durch einen bestimmten Wert der Verschiebungsbeschleunigungen
betonte kinetische Zustand nicht gestért wird, d. h. es sollen
¢P, ..3P, samt den ihnen entsprechenden Reaktionskraften fiir
sich im Gleichgewichte stehen, also im Innern, beziehungsweise
an der Oberfliche des Systems Beziehungen von der Form

985, 83t 83, .
ax * oy o =9 (@)
90X, =100, cos nx + 3ty COS 1Y + 8Ty, COS N 2. (d)

entsprechen. Multiplizieren wir die drei Gleichungen von der Form
2 : at
iidxdy dz, 5 vdxrdy dz, - 5

(c"ymit

Wwdxdy dz das

1
5 den fiir zwei aufeinanderfolgende

Zeitelemente konstanten Produkten aus den Komponenten der Ver-
schiebungsbeschleunigungen in das Volumen dx dj dz eines

ist, abgesehen vom Faktor

1 Siehe hiezu beispielsweise Foppl, Vorlesungen {iber technische Mechanik,
Bd. IV, IV. Abschnitt.
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Elementarkorpers, dem diese Verschiebyngsbeschleunigungen ent-
sprechen, addieren hierauf die so verdnderten drei Gleichungen (¢/)
und integrieren iiber das ganze System, so erhalten wir bei par-
tieller Integration nach #, ¥ und z und Beachtung der Beziehung (d)

d - 04 00 7))
___j 06y —— +86,—/—— + J05,— ”
v

2 °x 9y

(81’5 00\
+ 8ty —— + )+

a0y 0x
8 i 55 (6)
8%,(—83— +733 ﬂ dx dy dz
d .o . \
—— f 38X, ii+d Y,Lv+8Z,Lw} do—=2%,

wobei sich das erste Integral Uber das Volumen, das zweite In-
tegral {iber die Oberfliche des elastischen Systems erstreckt. (6)
besagt, dal zu einer beliebigen Zeit die infolge der Beschleunigung
der Verschiebungen sich ergebende virtuelle Deformationsarbeit, die
auf Grund der Ausfithrung auf p. 58 als virtuelle Abweichungsarbeit
angesehen werden kann, gleich der virtuellen Arbeit der Ober-
flichenkrifte ist.! Die Arbeiten sind virtuelle, weil die Variationen
der Spannungskomponenten und der Oberflichenkrifte gedachte,
nicht in der Zeit erfolgende sind.

Die Beziehung (6) konnen wir durch Einsetzen der Variation
der Spannungskomponenten unter Riicksicht auf (g), der zufolge zum
36, 00,

8P, — T gh

Beispiel

und
06y = Ay OP 40,y 3P+ . 14y 3P+ 358X+ . Pry 80X, 480y,

wobei o, sowie jeder Wert o in den beiden Grenzfillen sémtliche
Werte P oder keinen enthalten kann, in der Form

di? 9 Oy .. 9 Tyz .
D) ﬁ {B Pl (—gﬁl— Cyx+ . —ﬁ @,yz) -+

9o, 0 Tyz
+aﬂ%amem+ '3m)+
a Gy .. 8 TVZ
+ BXJ 5 X, Euxt 3 X, yz> +

1 Diese Beziehung kénnte man unmittetbar auch aus dem Prinzip des
kleinsten Zwanges herleiten, wenn man die Variation der Oberflichenkrifte nicht
gleich Null setzt. (Siehe hiezu p. 56 und 57.)
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906, . 0Ty, \ ’ .
+6XP (m Crx+ BXP/I did_jd,«_
r=mn r=p
= dt [ZSP m, + ZBX u,}
r=1 r=1
schreiben.
Wir erkennen unschwer, daff z. B.
di? Gy . ot
ZIBP(BP Exr + Bp)dmdyda

die Variation der in zwei aufeinanderfolgenden Zeitelementen sich
ergebende Abweichungsarbeit D der Gleichung 5a auf p. 58 nach
P, vorstellt, wenn diese Arbeit, wie mdglich, als Funktion der
wirkenden Krifte P und der kinetostatisch unbestimmten Grofien .\
aufgefait wird. Bei Ausfilhrung der genannten Variation ist darauf
zu achten, dafl die zweiten Ableitungen der Spannungskomponenten
nach der Zeit als konstant anzusehen sind, da laut Voraussetzung

nur der Spannungszustand variiert wird. Bezeichnen wir diese Ab-
2

weichungsarbeit, bezogen auf die Volumseinheit, mit 5 % SO

kann die letzte Gleichung auch in der Form

d 2 9a \
=5 j:KB P, - BPI + 6P{L7P7)+
+[sx 22 3% 29\ drvay d. —
4 3X1—+ PaX, veras =
dtz =1 1'=]7
5 [/_laP,m,+ZSY,u,
r=1 r=1

aufgeschrieben werden. Setzen wir sédmtliche- Variationen mit all-
einiger Ausnahme von 8 P, gleich Null, so erhalten wir aus der
letzten Gleichung

de 94 ai 9a di
5 9P, 5 L 3 P, vdy de 5 1))

d. h. differenziert man die in zwei aufeinander folgenden Zeit-

elementen im ganzen Korperverband infolge der Existenz von

Verschiebungsbeschleunigungen sich ergebende Abweichungsarbeit
2

A als Funktion der duBeren Krifte P und der kinetostatisch

2
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unbestimmten Groflen X betrachtet nach einer solchen Kraft, so
erhdlt man die in die Kraft fallende Verschiebungsbeschleunigung
X

im Angriffspunkt der Kraft.

Aus () kann unmittelbar gefolgert werden, dafi die Ver-
schiebungsbeschleunigungen %, . ...#,, beziehungsweise i . .ii,
in den Richtungen der Krifte P, beziehungsweise X Beziehungen
von der Form

1'7;21 =a, P+a,P+. a1 Py+a,, X+ Ly Xp By
| )
""}n = ay, P1 +a'n.2 Pg =+. < Qun Pu"'dn, X1 + -Gup Xp"" Ba
erflillen.
024 924 .
D = rgibt h
a - P3P, " 3P,3P) so ergibt sic
98, 9B,
A+ B_Pn = apnr + ——3 P, (IH)

ein Satz, der die Gegenseitigkeit von Verschiebungsbeschleunigungen
zum Ausdrucke bringt, die sich einstellen, wenn einmal das System
nur durch P, =1, das anderemal nur durch P, =1 belastet er-
scheint,

1L

Besonders einfach gestaltet sich die Anwendung des Vor-
stehenden, wenn man, um zu einer angendherten Losung zu
kommen, auf die Tridgheitskrifte des elastischen Systems im Ver-
gleich zu den Trégheitskriften, welche das System hitte, wenn es
starr wére, keine Riicksicht nimmt, und wenn letztere Krifte sich
leicht angeben lassen, wie im folgenden Beispiel. Der in der Figur
dargestellte Rahmen 1, 2, 3, 4, der in 4 und B zwei feste Kugel-
halbgelenke besitzt, die die Stdbe 12 beziehungsweise 34 als
Ganze (ununterbrochen) bestehen lassen und durch ein gegebenes,
mit der Zeit variables Drehmoment M, und eine variable Kraft P,
normal zur Umdrehungsachse z und stets in der Ebene des
Rahmens wirkend, beansprucht ist, und fiir welchen die Fldchen
und Trigheitsmomente der Stibe des Rahmens, die in den Knick-
punkten steif miteinander verbunden sein sollen, durch F,, J, be-
ziehungsweise F,, J, gegeben sind, hitte, wenn er starr wire, einen
Freiheitsgrad. Seine Winkelbeschleunigung um die z-Achse wire
aus M, —="bJ, bestimmbar, wenn J, das Trigheitsmoment des
ganzen Rahmens in Bezug auf die z-Achse und & die Winkel-
beschleunigung bezeichnen. Die Reaktionen in A und B sind aus
den zur Verfligung stehenden fiinf kinetostatischen Gleichungen
nicht vollstindig bestimmbar (duflerliche einfache kinetostatische
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Unbestimmtheit), desgleichen nicht die in den Punkten | und 3
beziehungsweise 2 und 4 {bertragenen inneren Biegungs-, be-
ziehungsweise Torsionsmomente (fiinffache innerliche kinetostatische
Unbestimmtheit). Sieht man von der durch die tangentiellen Trdg-
heitskrifte bewirkten Torsions- und Biegungsbeanspruchung ab, was

2
Vadl
N

20 |—90, 9.9, -P

s
B wh

Sk a 1f a.-LM %

/s

=
T

wir im folgenden annehmen iollen, so bleibt zweifache inner-
liche kinetostatische Unbestimmtheit ibrig. Fiir die in Betracht ge-
zogenen linearen Beanspruchungen auf Zug und Biegung der Stdbe
ergibt sich fiir die infolge der Deformationsbeschleunigungen ge-
leistete Abweichungsarbeit vom Gleichgewichte die gemeinsame

2 e
Formel d2 fo“;f~~dx dy dz die fix den Fall der Biegung bei

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KL, Abt. ITa, 137. Bd.
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Anwendung der technischen Anndherungstheorie spezialisiert in

ar M ar ("MsM
A8 (M Ms gy g = 4L (M Ms
2 EJ? 2 EJ,
Mp das Biegungsmoment, Mp die zweite Ableitung des Biegungs-
momentes nach der Zeit, J, das Triagheitsmoment mit Bezug auf
die Nullinie des Querschnittes, E den Elastizitdtsmodulus bedeuten.
Der Rechnungsgang stellt sich wie folgt dar. Es wird die Defor-
mationsarbeit

-d x ibergeht, wenn

p= 2L (A+B+C+D+E+F+ G+H),
worin
2 P / F d? (w?)
— T 20 09 L2 _f 2 42 4002 il
‘—I_E[ngka ¢)+gFla1ijla TP
‘L (az x2>+ L_FZ*G:
28 g Iy
B_ 2 _)[/ 9 0 l/ 2 ) ) F
= g [Z(g " \(l—l)-l-j‘—l}l a1 +2]4‘1} 1a .
Id2w' T e (,,}':L 2 p ]
vae [z \” ‘)+ £ K Y TRE

oo [ M, (a+x) — (Va—M,) (a—x)
T df 2a EJI . .
(Va—M,) (a—x) —M, (a+2)
5 dar

, ¢ (Va—2M,) (a—x) —M, (a+x)
D=2 L - =
Y 2a EJ,
(Va—M,) (a—x) —M, (a+%) I
o X

2a
o _VVar+ (M) (3, —I1,)
a EF,
- F, " arne y— M, —F, e
e P g ot Tt 2g @
o EJ, d

> 2 0,2 14 1
F2—a?? y—M, —F, 5—

12 52 ,
_zda) w3 da
S S
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a N It o P '
Bgatwty =Mk, o aytwit gy
G = LY
0 EJ, d
T 09, 3 T N
[F.z gva wy—M,—F, oY ay*wi+ y} dy
2a . -
F, g wy — M, —F, - f ay? 74)'3+-——,P 2a-—y
8 . *2g 2 PE
H=
EJ, d 2

o
S

N ~ P
[E, T g2 wiy—M,—F, t ay?wi4 - (2 a—y)J dy.
“ - =2 g Z

In diesen Ausdriicken bedeuten V, M,, M, die kinetostatisch
unbestimmbaren Grofien (siehe Figur), 7 das spezifische Gewicht des
verwendeten Materials, ¢ die Beschleunigung der Schwere, v die
Winkelgeschwindigkeit. Die Groflen a, #x, ¥ sind aus der Figur er-
sichtlich.

Fir die Minimumsbedingungen gelten:

i A 9
D = €, ¢ D =49, D — 0 oder entwickelt

oM, T 7 oM, oV
2at 4 A2w? .. [ 2a 4a 1 )
sE, g ap =M <E72+8E.']1 dFE|T
2a 13 Va2
+ M, (ﬁ‘.z TaRE T 2EJ,
)
1 2at P az(w?) Par]
EJ, | 3 "*g ar 2 |~
2a 1\ .. [ 2a 4a 1
= (57'31 “arE) T ( EJ, YeET T aF_}v,)—
Var
i S
.. az e a'.’. a
6 = — — M SRS
Miogs, M35y, T ER,

. Von diesen drei linearen Gleichungen mit den Unbekannten
M,, M, V haben die Groflen der zwei ersten Gleichungen die
Dimension sec—2, also einer Winkelbeschleunigung, die Gréfien der
dritten Gleichung die Dimension c¢mz sec—2 also einer linearen Be-
schleunigung. In leicht ersichtlicher Weise besagen die ersten zwei
Gleichungen, dafi die Summe der Verdrehungswinkelbeschleunigungen
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in den Punkten 1, 3 und 2, 4, die durch die Wirksamkeit von
M,, M, und V hervorgerufen werden, gleich der entsprechend den
Fliehkrédften in den Stiben 1, 3 und 2, 4, Dbeziehungsweise
entsprechend der Kraft P entstandenen Verdrehungswinkelbeschleu-
nigung ist. In analoger Weise besagt die dritte Gleichung, dafi die
Verschiebungsbeschleunigungen der Punkte A und B gleich Null
sind. Die Gleichheit der Koeffizienten bei diagonalsymmetrischen
Gliedern auf der linken Seite der drei Gleichungen bestitigt den
erweiterten Maxwell’schen Satz und ist eigentlich im vorliegenden
Falle, in dem man auf die Trigheitskrifte der elastischen Be-
wegung verzichtet hat, selbstverstdndlich.

Die weitere Behandlung der Gleichungen (6) bei gegebenen
Anfangsbedingungen bietet keinerlei Schwierigkeiten; nach Aus-
rechnung der Groflen V, M, und M, konnten die in den einzelnen
Stdben auftretenden Zug- und Biegungsspannungen bei Heran-
ziehung der technischen Annédherungstheorien leicht bestimmt werden.

Zusammenfassung.

1. Fir ein den gegebenen Bedingungen entsprechend sich be-
wegendes, festes, isotropes, elastisches Korpersystem, das, wenn es
starr wire, kinetostatisch unbestimmt im Sinne der Auseinander-
setzung auf p. 51 wdre, das ferner den auf p. 54 angegebenen An-
forderungen genligt, gilt der Satz, daf unter allen mit den Be-
dingungen des Systems und dem gegebenen Kraftsystem verein-
barten Spannungszustidnden jener eintritt, der die infolge der elasti-
schen Verschiebungsbeschleunigungen sich ergebende Abweichungs-
arbeit vom Gleichgewichtszustande in jedem Zeitaugenblick zu
einem Minimum macht, wenn diese Abweichungsarbeit als Funktion
der Spannungskomponenten angesehen wird (Gleichung (I) auf p. 59
und die Gleichungen 3, 4, 5, 5& auf p. 56, 57 und 58). Hiedurch
wird eine Erweiterung des Castigliano’schen Prinzips tiber das
Minimum der Forménderungsarbeit, das sich auf statische Félle be-
zieht, ausgesprochen.

2. Der im Punkt 1 ausgesprochene Satz kann dazu verwendet
werden, um die dufleren und zwischen den einzelnen Gliedern eines
Systems nach Punkt 1 tbertragenen Verbindungskrifte (Reak-
tionen), die kinetostatisch nicht bestimmbar sind, auszuwerten. Man
hat nur die Spannungskomponenten in dem Ausdruck (I), p. 59, fur die
Abweichungsarbeit als Funktion der kinetostatisch nicht bestimm-
baren Groflen darzustellen und die Differentialquotienten der Ab-
weichungsarbeit nach diesen Grofien gleich Null zu setzen.

Driickt man die Spannungskomponenten im Ausdrucke fiir
die im Punkte 1 genannte Abweichungsarbeit als Funktion der
dufieren Krifte aus, so ergibt sich als Ableitung dieser Abweichungs-
arbeit nach einer #ufleren Kraft die in die Richtung der Kraft
fallende, mit dem halben Quadrate des Zeitdifferentials multiplizierte
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Komponente der Verschiebungsbeschleunigung der elastischen Be-
wegung (Gleichung II auf p. 63). Hiedurch wird es mdglich, auf
eine einfache Weise die in jedem Zeitaugenblick vorhandene Ver-
schiebungsbeschleunigung zu bestimmen.

4. Eine in einem Punkt 4 der Oberfliche eines elastischen
Systems nach Punkt 1 angreifende Kraft P =1 ruft in der
Richtung einer an einer zweiten Stelle B der Oberfliche angreifenden
zweiten Kraft §§ = 1 eine Verschiebungsbeschleunigung hervor, die
gleich der von der zweiten Kraft in der Richtung der ersten Kraft
an der Stelle 4 hervorgerufenen Verschiebungsbeschleunigung gleich
ist. (Beziehung III auf p. 64). Die Verschiebungsbeschleunigungen
beziehen sich dabei nur auf die elastische Bewegung.

5. Besonders einfach gestaltet sich die Verwendung des Satzes
nach Punkt 1 zur Bestimmung von Kkinetostatisch unbestimmten
GroBen, wenn die Trdgheitskrifte der elastischen Bewegung gegen-
iiber den Trdgheitskriften, welche dem System zukommen wiirde,
wenn es starr wére, vernachldssigbar sind. (Beispiel auf p. 62 u. ff.)
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