Gedruckt mit Unterstiitzung -aus-dem Jerome und Margaret Stonborough-Fonds.

Uber die Perioden der Sonnenflecken

Von

S. Oppenheim in Wien

K. M. der Akad.
(Mit 1 Karte)
(Vorgelegt in der Sitzung am 9. Februar 1928)

1. Mit der Frage nach den Periodizititen in den Hiufigkeits-
zahlen der Sonnenflecken hat’ man sich vietfach befait. Im wesent-
lichen wurde aber bisher nur ein wenig befriedigender Erfolg erzielt.
Wohl hat R. Wolf! in den von ihm berechneten Relativzahlen ein
MaB angegeben, das sich, da es in gleicher Weise die Anzahl der
Flecken, wie ihre Ausdehnung auf der Sonnenscheibe berlicksichtigt,
allgemeiner Anerkennung erfreut und zur Bestimmung der in ihnen
vorhandenen Periodizitdten sehr geeignet ist. Doch zeigte es sich,
dafl die aus ihnen in erster Anndherung bestimmte Periode von
11 Jahren, die der Erscheinung ihr charakteristisches Geprige gibt,
nur ein sehr roher Mittelwert ist, dafl die wahre Periode vielmehr
ganz unregelmiflig zwischen den immerhin weiten Grenzen von
8 bis fast 17 Jahren schwankt und so in aller Strenge kaum an
eine einheitliche Periode der Erscheinung und daher auch nicht
an ecine analytische Darstellung der Relativzahlen durch eine reine,
bloff nach Vielfachen des dieser einzigen Periode von 11 Jahren
entsprechenden Winkels fortschreitende Fourier'sche Reihe gedacht
werden konne. Im Gegenteil, es mufite angenommen werden, dafi die
Erscheinung noch von vielen anderen Perioden abhidngig sei. Die
vielen Versuche ihrer Berechnung waren, wie bekannt, die Haupt-
veranlassung dazu, verschiedene Methoden zur Bestimmung der in
einer periodischen Erscheinung versteckten Perioden aufzustellen
und auch ein Priifstein fiir ihre Brauchbarkeit. Sie fiihrten sonder-
barerweise zu dem Ergebnis, dal neben der Hauptperiode von
11 Jahren und einigen anderen von ldngerer Dauer, wie 35, 80 und
150 Jahren, zumeist noch eine grofierer Reihe solcher auftrat, die
nach 8, 9, 10, 12 und 13 Jahren zdhlen und sich damit nur wenig
von der elfjdhrigen Periode unterscheiden, ein Umstand, der eine
neue Schwierigkeit in das Problem hineintrug, da, wie bekannt, wenn
eine periodische Erscheinung sich als von zwei oder gar mehreren
nahe zusammenfallenden Perioden abhédngig erweist, deren Trennung
und genauere Fixierung nicht leicht durchfiihrbar ist.

So findet R. Wolf? neben der elfjdhrigen Periode, die er zu
11t/, Jahren annimmt, noch die neuen von 10, 8!/, und 81 Jahren,

1 R. Wolf gibt cine ausfiihrliche Geschichte der Entdeckung der Periodizitéiten
in den Sonnenflecken in seinem Handbuch der Geschichte und Literatur der Astro-
nomie. Ziirich 1892, Bd. II, p. 407 ff.

2 R. Wolf, Astr. Nachr,, Bd. 107 (1883), p. 302.
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T. N. Thiele!® neben 11 195 noch die Perioden von 9-803, 3-950
und 3'76 Jahren, ferner A. Schuster,® der auf die Wolf’'schen
Relativzahlen seine Periodogrammanalyse anwandte, neben der Haupt-
periode von 11!/, Jahren, die weiteren 13-5, 836, 556, 479 und
371, ohne jedoch mit ihnen eine befriedigende Darstellung der Wolf’-
schen Zahlen zu erlangen. S. Hirayama? erhédlt die Perioden 11-13,
835, 1336, 5-57 und 16-70 Jahren. Am weitesten ging in diesen
Entwicklungen H. Kimura Er stellt fiir die Relativzahlen, sie seien
im folgenden mit # bezeichnet, eine Reihe auf, die aus 29 einzelnen
Sinusgliedern bestehend die Form

r =2ZXa,sin (¢, t+A4,)... n=1,2, .29

hat. Die Darstellung der Zahlen » durch sie ist keine schlechte. Der
mittlere Fehler betrdgt fiir die dlteren Epochen, d. i. den Zeitraum
von 1750 bis 1800

-+ 10°0 mit einem Maximalfehler = 28-0
und flr die neuere Zeit von 1800 bis 1916
4+ 6°0 mit einem Maximalfehler — 13-6.

Aber mit ihren 3.29 scheinbar voneinander unabhidngigen Kon-
stanten, den 29 Amplituden, «,, den 29 Perioden, 2 w/¢, und den
29 Phasenwinkeln, 4,, kann sie keineswegs als eine den Forderungen
eiher analytischen Darstellung genligende angesehen werden, be-
sonders wenn man in Erwdgung zieht, daf die einzelnen in ihr
vorkommenden Periodenwerte, wie etwa

14-97, 13-583, 12-49, 12-05, 11 114,
10-48, 9+99, 9-24, 9:02, 8-35..

sich nur sehr wenig voneinander, wie auch von der Hauptperiode
von 11 114 Jahren unterscheiden. Es fallt schwer, sie alle als reell
anzusehen, so als ob ihnen tatsdchlich eine physische Ursache,
d. h. eine wirkliche Schwankung in der Fleckentitigkeit der Sonne
zugrunde liege.

In der Unmoglichkeit, die auftretenden Schwierigkeiten zu tber-
winden, kam man zu der Anschauung, daf die Reihe der Relativ-
zahlen {iberhaupt eine unstetige sei. In dieser Auffassung teilt
A. A. Michelson® das ganze Wolf'sche Beobachtungsmaterial in
drei Gruppen, die einzeln die Zeitrdume 1750— 1850, 1800—1900
und 1750—1900 umfassen und findet tatsédchlich fiir jede Gruppe

1 T. N. Thiele, Astr. Nachr.,, Bd. 50 (1859), p. 259.

2 A. Schuster, Astroph. Joutnal, Tome 23 (1906), p. 101.

3 S. Hirayama, Proceed. of the Tokyo math. soc., III, 1906.

4+ H. Kimura, Proceed. of the Tokyo math. soc., VII (1913), p. 71, sowie
Month. Not. of the royal astr. soc. 73 (1914), p. 543; vgl. auch die Kritik dieser
Untersuchung durch H. Turner, ebenda, p. 549 und 7186.

5 A. A. Michelson, Astroph. Journal, 38 (1913), p. 268.
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andere Periodenwerte. A. E. Douglas! kommt durch eine Periodo-
grammanalyse zu dem Resultat, dafi die elfjihrige Periode der
Sonnenflecken seit 1750 mindestens zweimal sprungweise ihre Linge
gedndert haben miisse. H. Turner? bestétigt dieses Resultat durch
eine ausfiihrliche Rechnung und setzt diese Unstet1gkelt da sie sich
innerhalb 30 bis 35 Jahren abspielen soll, mit dem Einsturz von
Meteoren des Leonidenschwarmes in die Sonne in Verbindung.

2. Aber die Annahme einer solchen Unstetigkeit kann nur als
ein schwacher Ausweg zur Losung der in dem Problem auftretenden
Schwierigkeiten angesehen werden und man mufl immerhin die Frage
stellen, ob nicht doch diese 29 gliederige Reihe von Kimura mit
ihrer groflen Zahl nahe zusammenfallender Perioden durch eine andere
konvergentere und daher zur Darstellung der #-Zahlen eine weit
geringere Zahl von voneinander unabhingigen Konstanten erfordernde
Form ersetzt werden konne.

In der Tat ist dies der Fall und die Durchfiihrung wird er-
moglicht durch folgende zwei Uberlegungen:

a) Man gehe von der Hauptperiode aus, die man zu 1125 Jahren
annehme, so dafi der ihr entsprechende kaelwe1t der jdhrlichen

Geschwindigkeit
© =360°/11-25 = 32°

betrage, flige eine zweite, gewissermafien sdkulare Periode von rund
180 Jahren mit der jahrlichen Anderung

b = 360°/180 = 2°

hinzu und bilde nun aus beiden nach Art der akustischen Kom-
binationstone die Summations- und Differentiationsgeschwindigkeiten

o==nd.. n=1, 2, 3.
sowie die aus ihnen abzuleitenden Perioden

360°/p H=1 .

Es ergeben sich damit die folgenden Werte, denen die aus der
Kimura’schen Reihe entnommenen gegeniibergestellt werden mogen:

1=32° 4= 0° Periode 11'25  Kimura-Perioden 11°114 Jahre
b= 2 o ¢=234° 1059 1048
2= 4 ot2d=36 10-00 9:99
3b= 6 L’J—l—3dl—38 9-48 9-24
4= 8 ot+4dd=40 9-00 9-02
5d=10 o4+54=42 857 855
6 =12 946 =44 8-18 825
Td=14 o+74=46 7-83 7453
80 =16 o+81) =48 7:50 7:02

1 A. E. Douglas, Astroph. Journal, 40 (1914), p. 326.
2 H. Turner, Month. Not.,, 74 (1915), p. 82.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. Ila, 137. Bd. 9
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©=232° J= 2 o— ¢=230° Periode 12'00 Kimura-Perioden 1205 Jahre
2= 4 o—2 ¢ =28 12-86 12:°49 >
3= 6 2—34=26 13-85 1353
4= 8 g—ddb=124 15°00 14-97
53¢=10 w—-5d=22 1636 16°359
6b =12 ¢—6d=20 18+00 19-18
Th=14 o—7d=18 2000 2003
84 =16 o¢—8J4=16 22450 25-63

Die Ubersicht 148t eine fast vollkommene Ubereinstimmung
zwischen den nach der Relation © 4= # ¢ berechneten und den in der
Kimura’schen Reihe enthaltenen und von ihm gefundenen Perioden-
werten erkennen und diese Ubereinstimmung lieBe sich allenfalls
noch verbessern, wenn man an Stelle der angenommenen runden
Zahlen © =32°, b = 2° andere genauere setzen wiirde.

Aus ihr folgt das Ergebnis, dafl die Kimura'sche 29gliederige
Reihe (1) im wesentlichen nichts anderes ist als eine Entwicklung
von der Form

r=Ya,sin[(pznd)t—A4,]. n=1, 2, 3 15 (2)

in der der Winkel ¢ der elfjahrigen Hauptperiode, der Winkei & einer
sikularen Periode von mindestens 180 Jahren entspricht und a,
und 4, die zugehorigen Amplituden und Phasenwinkel bedeuten.
Schon durch diese neue Form wird die Zahl der in ihr_enthaltenen
3.29 = 87 voneinander unabhédngigen Konstanten auf 2.29 =158
herabgedriickt, sind doch die verschiedenen Perioden g, der urspriing-
lichen Reihe von Kimura nur mehr Kombinationen der zwei
Winkel ¢ und ¢ in der Form

oy =¢nd.

Und nur eine Frage tritt noch auf, die ndmlich, ob tatsdchlich
alle die verschiedenen 29 ¢,-Perioden auf diesem Weg zu erreichen
sind. Doch ist ihre Beantwortung fiir die weitere Untersuchung von
keiner Bedeutung.

b) Aber auch diese fiir die Kimura'sche Reihe neu gewonnene
Form ist noch nicht die endgiiltige. Sie 146t sich auf Grund der aus
der Theorie der Bessel'schen Funktionen bekannten Relationen

-+ oo

cos (v sin b £) = W I, (x)cos d ¢
L
— 00
+ oo

sin (x sin ¢ #) :} I, (¥)sin ¢ ¢
e
- 00

noch weiter umwandeln. Multipliziert man sie mit cos ¢ #, beziehungs-

weise sin¢? und addiert und subtrahiert die Produkte, so findet
man die neuen Gleichungen:
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+ oo
cos (gt wsing f) = ' I, () cos (p-+n ) ¢

— 00

3)

+ oo
sin(g = xsing ) =Y I, (x) sin (g-+n )t
]

— o0

Sie zeigen, daff Ausdriicke von der Form der rechten Seite der
Gleichung (2) nichts anderes sind als Entwicklungsreihen der Funk-

tionen
cos (p t 4= v sind ), beziehungsweise sin (v 4= rsind ),

die nicht mehr als rein periodisch bezeichnet werden kdnnen, sondern
eine besondere Art periodischer Funktionen charakterisieren.

Die rechten Seiten der zwei Gleichungen (2) und (3) sind zwar
formal einander &hnlich, sie lauten beidc

X a,, cos (@ o= m D),

aber diese Ahnlichkeit zwischen ihnen ist keine vollstindige. In der
Gleichung (2) sind die Amplitudenkoeffizienten a, voneinander ganz
unabhéngig, in der Gleichung (3) dagegen Bessel'sche Funktionen
I, (v) des Argumentes x, das in dem Ausdruck

cos (pt+xsind f)

unter dem Cosinuszeichen steht. Doch kann man die Ahnlichkeit
durch eine Verallgemeinerung .der Gleichungen (3) vervollstdndigen.
Man setze auf ihre linke Seite an Stelle der in ihr vorkommenden
einfachen Sinusfunktion xsin ¢ ¢ eine mehrgliederige Fourier'sche Reihe

Ty, cos(mdl—oay). m=1, 2, 3,.

mit verschiedenen Koeffizienten x,, und ebenso verschiedenen Phasen-
winkeln =, und diirfte so zu der allgemeineren Entwicklung

Acos[pt+Ea,cos(mdt—a,)] ==La,cos[(pnd)t--A4,] )

gelangen, in der zwar die einzelnen a, und 4, auch nicht ganz
unabhédngig voneinander sind, aber immerhin als Funktionen der x,,
und o,, als von einer grofleren Zahl von Argumenten abhéngig er-
scheinen.

Durch die Gleichung (4) ist die Schluifform gegeben, auf die
sich die folgende Darstellung der Wolf'schen Relativzahlen griindet.
Sie ist nach Hinzufiigung von A, als deren konstantem Mittelwert

gegeben durch
r—=Ay+Acos T. 5)

In ihr ist die Grofie T bestimmt durch

T = t+Lux,cos(@mt—a,), 6y

;
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wo Winkel 9 sich stets auf die elfjdhrige Hauptperiode der Sonnen-
flecken, der Winkel 4 dagegen auf eine noch unbekannte sidkulare
Periode bezieht, die nach mindestens 180 Jahren zdhlt. Durch sie ist,
wie schon erwéhnt, eine neue Art periodischer Funktionen charak-
terisiert, solcher, die nicht eine konstante Hauptperiode haben, sie
wére gegeben durch ,

2w/,

sondern deren Periode selbst wieder periodisch zwischen bestimmten
Grenzen schwankt. Die Grenzen dieser Schwankung sind:

2n/g—Xx, und 2x/p+Ex,

und gerade diese charakteristische Eigenschaft, die gewissermafien
einen groflen Teil der vielen scheinbar in den Sonnenfleckenzahlen
steckenden Perioden in die Grofe 7 einbezieht, diirfte zur Folge
haben, dafl sie gegeniiber der urspriinglichen Kimura'schen Reihe
mit ihren 29 Einzelgliedern eine bessere Konvergenz aufweisen und
zur Darstellung der » daher weit weniger Konstanten ausreichend
sein werden. Wie die nachfolgenden Rechnungen zeigen, ist dies
auch tatsédchlich der Fall.

Eine zweite charakteristische Eigenschaft der durch die Glei-
<chung (5) definierten Grofie 7, sie als Funktion der Zeit auffassend,
ist die folgende: Man schreibe sie abgesehen von dem konstanten
Gliede 4, in der komplexen Form

7 (t) — - Aei(pit+EZxycos(myt—oy))

auf und setze statt der Zeit { ein ¢+t, wo t die dem Winkel 4
entsprechende Periode bedeutet, dann ergibt sich, da fiir diese Sub-
stitution der periodische Teil X x,, cos (m ¢ t—2.,,) seinen Wert nicht
Andert

1’(1,‘—{—‘5) — 4 Ade Pt 94 Yay, cos (gt —oy)) — +A€"""7.1’(f)

oder wenn ma .
an ereT—p

annimmt, r(t45) = k7 ()
eine bekannte Funktionalgleichung, die in vielen Problemen
der theoretischen Astronomie eine Rolle spielt und da ausfiihrlich
behandelt wird.!

Man weifl, daB Funktionen dieser Art aus der Integration
linearer Differentialgleichungen hervorgehen, deren Koeffizienten pe-
riodische Funktionen von einerlei Periode sind und aus dieser
Kenntnis schon kann man einen interessanten Schlufi ziehen auf
die Art der Kréfte, die die Erscheinung der Sonnenflecken bestimmen.

1 Vgl unter anderen F. G. W. Hill, Acta Matb., VIII (1868), p. 1 bis 36; ferner
H. Poincaré, Méthodes nouvelles de la mée. céleste, I (1892), p. 63, und C. V. L.
Charlier, Mechanik des Himmels, 1 (1902), p. 22, der Funktionen mit dieser
charakteristischen Eigenschaft periodische Funktionen zweiter Gattung nennt,
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AMan kennt diese Krifte nicht, man weify auch nicht, woher die Sonnen-
flecken entstehen und nach kurzer Dauer der Sichtbarkeit wieder
vergehen, warum sie periodisch bald in grofierer, bald in kleinerer
Zahl und Ausdehnung auftreten.. Aber man kann sich eine Ldsung
dieser Fragen etwa so denken, daf man annimmt, dafl im Inneren
der Sonne die da vorhandenen feurigen Massen irgendeine schwin-
gende oder wirbelnde Bewegung ausfiihren, die sich nach aufien
hin an ihrer Oberfliche als dunkle Flecken zeigen. Ist die Kraft, die
diese Schwingungen hervorruft, konstant, dann wiirde sie einen
rein periodischen Verlauf der Erscheinung der Sonenflecken bedingen,
deren Periode, es wire dies die Hauptperiode von 11 Jahren, nur
von der Grofle dieser konstanten Kraft abhédngt. Da jedoch die Er-
scheinung nicht rein periodisch verlduft, sondern, wie die weiteren
Entwicklungen zeigen, nach dem Schema einer periodischen Funktion
mit periodisch schwankender Periode, so geniigt zur Erklirung nur
mehr die weitere Annahme, dafl die wirksame Kraft innerhalb der
sdkularen Periode von mindestens 180 Jahren periodisch verdnderlich
ist. Alle anderen Perioden, die in den Relativzahlen in den bisherigen
Rechnungen aufgefunden wurden, namentlich auf Grund der Methode
der Periodogrammanalyse, sind nicht reell, sondern werden nur durch
die grofle Schwankung von 180 Jahren in der Hauptperiode von
11 Jahren vorgetduscht.

3. Das Beobachtungsmaterial, auf das sich die folgenden
Rechnungen stiitzen, sind die Relativzahlen von Wolf. Sie sind von
ihm berechnet worden, um, wie er sagt, flir die wechselnde Téatigkeit
auf der Sonne zum Ziveck leichterer Vergleichungen ein sicheres Maf3.
zu besitzen, nach dem Schema

r= k(10 g-+f)

in dem % ein mit dem Beobachter und seinem Instrument wechseln-
der und aus korrespondierenden Beobachtungen zu bestimmender
Faktor ist, den er fir sich und das von ihm benutzte Fernrohr, einen
Frauenhofer’'schen Vierfiifier mit der Vergrolerung 64 als der Einheit
gleich annahm, ferner ¢ die Anzahl der auf der Sonne gleichzeitig
vorhandenen Gruppen von Flecken und f deren in Teilen der Sonnen-
oberflache ausgedriickte Flachensumme bedeuten. Seit dem Jahre 1850
werden sie von ihm und seinem Nachfolger Wolfer regelmifig
veroffentlicht. Doch gliickte es ihm auch noch durch Untersuchung
dlterer Notizen und Beobachtungen, soweit sie ihm zugénglich waren,
die Relativzahlen riickwarts bis zum Jahre 1750 mit geniligender
Sicherheit zu bestimmen, selbst noch in die weitere Vergangenheit
bis zum Jahre 1610, dem der Entdeckung der Sonnenflecken {iber-
haupt, mindestens Nadherungswerte flir die Epochen ihrer Maxima
und Minima festzustellen.

Das Resultat dieser Bemiihungen ist eine liickenlose, homogene
Reihe der Relativzahlen, ihrer Monats- und Jahresmittel, ihrer aus-
geglichenen und nicht ausgeglichenen Werte, die mit deni Jahre 1750
beginnt und bis in die Gegenwart reicht. Eine Zusammenstellung
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derselben findet man im Handbuch der Astronomie, Bd. I, Ziirich 1890,
p. 675, ferner in der meteorologischen Zeitschrift, 79 (1902), p. 197
und 39 (1922), p. 327.

Seit dem Jahre 1886 werden guch auf der Greenwicher Stern-
warte regelméflig Fleckenbeobachtungen angestellt und aus ihnen
eine neue Art von Zahlengruppen abgeleitet, nach dem Schema der
von den Flecken bedeckten Fldchen im Verhéltnis zur Gesamtfldche
der Sonnenscheibe. Eine von 1886 bis 1916 reichende Zusammen-
stellung ist in den Monthly Notices of the royal astronomical society,
80 (1920), p. 728, verdffentlicht.

Ein Vergleich zwischen ihnen und den Wolf'schen Zahlen
diirfte das geeignetste Mittel sein, ein Bild des Genauigkeitsgrades
beider zu gewinnen. Die nachstehende Tafel gibt einen Uberblick
darliber. Hiebei sind die Greenwicher Zahlen durch Division durch
die gendhert angenommene Zahl 15 auf die Einheit der Wolf’schen
reduziert.

. Relativzahlen Differenz Relativzahlen ‘!Differenz
Jah » w—gr| Jabr | W—Gr
Woll., Green.zreduz. o Wolf. | Green. reduz.!

18865 | 254 381 | 254 0+ 0{1902-5| 5°0 63 42 |+ 08
87 13-1 179 | 11-9 |4 1-2] 03 244 | 340 | 227 |4 1-7
88 6:9 89 60 |+ 09 04 42-0 488 | 325 |+ 9°5
89 6:3 78 52 |+ 1-1 05 635 | 1191 | 794 | — 159
90 71 99 61 [+ 10 06 53°8 778 | 519 |+ 1°9
91 356 569 | 37°9 | — 2°3 07 62:0 | 1082 | 72°1 | — 101
92 73'0 | 1214 | 809 |— 79 08 485 697 | 46°5 |+ 20
93 849 | 1458 | 97-2 | —12-3 09 439 692 | 461 |— 2°2
94 78:0 | 1282 | 855 | — 7'5 10 18-6 264 | 19°6 | — 1°0
95 640 974 | 605 |+ 3°5 11 57 64 4:3 |+ 1°4
96 418 543 | 36°2 |+ 56 12 3:6 37 25 |4 11
97 26°5 514 | 32:3 | — 6°1 13 14 7 05|+ 09
98 26-7 375 | 250 |4 1-7 14 96 152 | 101 |— 0°5
99 121 111 6'7 1+ 54 15 474 697 | 46°5 [+ 0°9

1900 9:5 75 50 |+ 45 16 571 723 | 48-2 14+ 88
01 2.7 29 1°9 |+ 08

Mittel . .| 32-9 492 | 32°6

Aus den Differenzen T

Gr folgt als mittlerer Fehler

=+ 528
im absoluten und gegentiber dem Mittelwert aller (32°9) in relativem
MaBle 0

=+ 16%,

eine Zahl, die wohl als Grenze gelten kann, innerhalb der sowohl
den Wolf’schen wie den Relativzahlen der Greenwicher Sternwarte
als Maf fiir die Fleckentitigkeit der Sonne Vertrauen zu schenken ist.

4. Die ganze Reihe der Relativzahlen mit ihren 177 von 1730
bis 1926 laufenden einzelnen Jahreswerten nach der Formel

r=A,+A4dcosT
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auszugleichen, diirfte wohl als unmoglich zu bezeichnen sein. Der
durchgefiihrte Arbeitsplan ging auch nicht dahin, vielmehr war er der
folgende: Es wurden an Stelle der Jahresmittel 7, die aus ihnen leicht
ableitbaren Daten Uber die Eintrittszeiten der Maxima und Minima der
Sonnenflecken M und M’ einerseits und die Maxima der Flecken-
zahlen R anderseits beniitzt, ihre Minima wurden stets als verschwin-
dend angenommen, so dafl im wesentlichen die Aufgabe vorlag, aus den
Extremwerten der Funktion # ihre so komplizierte Form herzustellen.
Die Verbindung zwischen beiden wurde derart festgelegt, dafi an-
genommen wurde, dafl die GroBe T als Funktion der Zeit betrachtet,
schon fiir sich allein die Epochen der Maxima und Minima bestimme,
so etwa, daf

1. T=2mm, d.h. einem geraden Viefachen von =,
den Eintrittszeiten der Maxima,
T—=(2m+1)a, d. h. einem ungeraden Vielfachen von =,

denen der Minima entspreche,
2. dafl ferner fiir das Maximum der Relativzahlen, R, fiir das
cos T=1 ist,

R=A4,+4
dagegen fiir das zu Null anzunehmende Minimum, fiir das cos 7= — 1,
O = AO—A

wird, womit fir die Grofle » sich der SchluBausdruck
1
1/:—2—R(1+cos T) (7)

ergibt, der der weiteren Ausgleichung zugrunde gelegt wurde.
Die Angaben {iiber die Maxima und Minima selbst sind:

Maximum Minimum
LEpoche: A Relativzahl: R Epoche: Al
Jalhr 175030 , 92-6 1455- 20 .
1761-46 1400 865 i766-38 118
176971 8'6r7 1158 1775°46 ;)_25
1778-38 9-75 1585 178471 1359
1788-13 1700 141-2 179830 1230
1805-13 | o¢ 492 181060 5.5
1816-38 13,50 487 1823-30 16_59
1829-88 7.33 717 1833-89 9-65
1837-21 000 1469 1843-54 o000
184813 19‘06 1316 185596 11-25
186013 16_50 97-9 186721 11-75
187063 13-33 140-5 1878-96 11-21
188396 10-08 746 189017 11-54
189404 12-49 87-9 1901-71 11-89
1906° 53 11-10 64-2 1913-60 9-30
191763 1054 1922-90

Mittel d. Perioden..11'16 11-18
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Dazu kommen noch die Daten iiber die vor das Jahr 1750
fallenden Epochen, denen jedoch eine weit geringere Genauigkeit zu-
zuschreiben ist:

Maxima: 16155, 16260, 16395, 16490, 16600, 16750, 16850,
1693°0, 17055, 1718-2, 17275, 17387, 1750-3;

Minima: 1610-8, 16190, 1634-0, 16450, 1655°0, 1666-0, 16795,
1689-5, 1698-0, 1712-0, 17235, 1734°0, 1745-0, 1755 2.

Zur Ausgleichung wurden nur die 16 Werte, M, der Maximum-
epochen herangezogen. Es wurde angenommen

T=2mr=ot+x cos($t—a,)+x,cos (2 dit—a,)+ 8)

und nach der Methode der kleinsten Quadrate die Berechnung der
Amplitiiden x und der Phasenwinkel a durchgefiihrt. Als Anfangspunkt
der Zéhlung der Zeit, #, wurde die Epoche 184813 gewdhlt, so dafi
die Zahl m in dem Ausdruck fir die Gréfle T die Anzahl der seit
184813 verstrichenen elfjdhrigen Perioden bedeutet.

In gleicher Art wurden auch die Groéfen R, die Maximalwerte
der Relativzahlen fiir die gegebenen Epochen nach dem Ansatz

R=R,+R,cos (b t—p,)+R,cos(2di—p,)+ (9)

behandelt und die Koeffizienten R,, sowie die Phasenwinkel g, nach
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt.

Mit den aus beiden gefundenen Werten wurden nunmehr die
Epochen der Minima M’, ebenso auch die vor das Jahr 1750 fallen-
-den Eintrittszeiten der Extremwerte und endlich auch die einzelnen
Jahreswerte 7 der Relativzahlen selbst berechnet und mit den beob-
achteten verglichen. Der Grad der Ubereinstimmung, d. h. die Kleinheit
der Differenzen, Beobachtung minus Rechnung, gibt dann ein Bild
nicht nur fiir die Richtigkeit der Rechnung, mehr noch fiir die An-
passung der angenommenen Form

7/:%R(1+cos T)

an die Beobachtungen.

Es lag nicht in der Absicht der vorliegenden Untersuchung,
eine volle Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und Rechnung
herzustellen, vielmehr war ihr Ziel dahin gerichtet, die Zahl der
einzufiihrenden Konstanten moglichst herabzudriicken und trotzdem
eine Genauigkeit zu erzielen, die an die durch die Kimura’sche
Reihe erlangte heranreicht. So wurden in dem Ausdruck fiir M
alle Amplituden x, die unter 10° liegen, und in dem Ausdruck
fiir R alle R, die sich kleiner als 2 ergaben, vernachldssigt. Im
ganzen blieb je eine sechsgliedrige Reihe fiir beide Grofien M und R
Ubrig, die mit ihren 24 Konstanten, den 12 Amplituden und den
12 Phasenwinkeln immerhin eine bedeutend Kleinere Zahl von
Konstanten enthédlt als die 29gliedrige Reihe von Kimura.
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5. Die Ausgleichung selbst wurde doppelt durchgefiihrt, mit

dem Winkel
¢ —=32°

.Periode — 1125 Jahre

und den zwei Annahmen {iber den Winkel ¢

I $ =1°125. .Periode = 320 Jahre.
I $ =1-000. .Periode = 360 Jahre.

Sie fiihrte zu dem folgenden Ergebnis:

v = 32°0553.
T=132°05531{41"

-1
—4-1
—+ 1
—+ 1
—+ 1

R=100°9 + 0

o = 31°8854.
T=231°88541—+ 1"

5020 cos ( 4¢
*3181 cos ( 6
+3243 cos ( 8¢
*9190 cos (104 7 — 321-43)
+2012 cos (1247 — 262-78)

(Kocffizienten logarithmisch, die Zeit / von 184813 an zu zihlen).

1

.Periode 11:231 Jahre.

4682 cos ( 21— 230°46) — 43943
6873 cos( 4dt— 75:52)
5448 cos ( 6V ¢ — 323'14)
0303 cos ( 841 — 125-26)
1697 cos (10 b7 — 316°39)
3007 cos (124 ¢ — 275" 16)
4638 cos ( 24 ¢ — 101°29)
*6105cos (44t — 35°64)
3155 cos ( 64 ¢ — 289:78)
*0469 cos ( 8 {— 214-52)
+3364 cos (10 41— 287:07)
3109 cos (12 ¢ ¢ — 246-26)

IL.

.Periode —= 11290 Jahre.

2672 cos( 2t — 273°18) — 36933
+6297 cos ( 44
*6317 cos ( 64
*1819cos ( 8
+0364 cos (10«
+2284 cos (12 ¢

3499 cos ( 24

{— 103-61)
1 — 353°17)
{— 215 62)
t— 37-73)
{— 291°77)
{— 316982)
1— 47-93)
1 341-39)
{ — 225°55)

Merkwiirdigerweise lassen diese zwei Doppelreihen noch eine
bedeutsame Reduktion der in ihnen enthaltenen Konstanten zu. Man
braucht hiezu nur die einzelnen Entwicklungsglieder, die in der Form

ay cos (m bt — o)

auftreten, in die neue

aycosm (E—By)

umzuwandeln. Man erhdlt so
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L
T=13220553 {4 1-4682 cos 2 (f — 102°43) — 43°43
+ 16873 cos 4% (t— 96-78)
—-1-5448 cos 64 (4 — 10121
~+1:0303cos 84 (t— 93:92)
-+ 11697 cos 10 ¢ — 92+13)
—+ 13007 cos 12 4 (# — 100°38)
R=100'9 + 04638 cos 2 ({— 45:02)
~+1'6105cos 44 (1 — 87:92)
—~+1:31535¢cos 6 (1 — 96:23)
—+1+0469 cos 8¢ (# — 103°84)
—+1-3362cos 104 (1 — 89°52)
—+1:3109cos 124 (t — 98'25)

IL
T=—=3198851 f—+ 12672 cos 2 ({ — 136°59) — 36933

—+1:6297cos 44 (¢ — 115-90)

4+ 16317 cos 6d (£ — 118-86)

-+ 1-1819cos 8¢ (1 — 116-95)

- 1-0364 cos 104 (£ — 11177)

—+ 12284 cos 12 ¢ (# — 114-33)

R=100"9-40'3499 cos 2% (! — 158°45)

—+1:5020 cos 4 ¢ (! — 101-98)

—+1+3181cos 64 (t— 116-90)

—+1:3243 cos 8+ (¢ — 118+19)

—0-9190 cos 10 (/ — 102+ 14)

—+1:2020 cos 124 (¢ — 111-90)
und sieht nunmehr, daf die Grofien f,, die jetzt nicht mehr Winkel-
groflen, sondern nach Division durch ¢ im Zeitmafl gegeben sind,
nur wenig, selbst in den beiden Ausdriicken fiir 7 und R von-
einander differieren, so dafi sie wohl zu einem Mittelwert vereinigt

werden konnen. Als solcher wurde angenommen fiir:

1. 95-37 Jahre, II. 110+37 Jahre.

Durch seine Annahme reduziert sich die Zahl der eingefiihrten
Konstanten fast auf die Hilfte. Es bleiben nur die 12 Amplituden-
koeffizienten in 7 und R, die 2 Periodenwinkel ¢ und ¢ sowie
endlich 2 als Anfangskonstante zu bezeichnenden Werte R, und 7,
und die allen Einzelgliedern gemeinschaftliche Phasenzeit, die den
Anfangspunkt der Zidhlung der Zeit von 184813 verschiebt bei

I auf 1943-50, fiir IT auf 1958-50.

Mit diesem angenommenen Mittelwert wurde eine neue Aus-
gleichung vorgenommen, mit der gleichen Beschridnkung wie bei
der ersten, in dem Ausdruck fiir 7 Amplituden kleiner als 10°,
in R solche, die kleiner als 2 sind, zu vernachlissigen. Es ergab sich:

L

T =232°20¢+ 14417 cos 24+ — 212925
—+1°8046 cos 4t
—+ 14850 cos 61
—+1-1068cos 8t
—+1:2040 cos 10 ¢
-+ 0-9829cos 124 ¢
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R=1035+0"8239cos 341
—+ 1:3948 cos 4d¢
— 1-1666 cos b5 ¢
-+ 09751 cos 67
— 1°0487 cos 74¢

II.

T =32°125¢—+ 08650 cos 24— 105°03
—+ 17023 cos 49t
—+ 1-4953 cos 6o/
—+ 1:2315cos 8d¢
-+ 13188 cos 104 ¢
—+ 1°3085cos 124 ¢

R=99'1-+408153cos 34!
~+ 12767 cos 4¢
— 13700 cos 541
—+ 0:9081 cos 6J¢
— 09597 cos 71!
—+ 12254 cos 124 ¢

Ausdriicke, in denen die Koeffizienten logarithmisch angesetzt sind
und die Zeit # von 194350, respektive 1958-50 zu zahlen ist.

Die Darstellung der Beoabachtungswerte durch sie ist eine
ziemlich befriedigende. Sie hélt sich mit ihren mittleren Fehlern
innerhalb der erwarteten Grenzen.

Es folgt zunidchst die Mitteilung der Differenzen B — R,
flir die Maxima der Epochen und Relativzahlen, die zur Aus-
gleichung benutzt wurden, sodann fiir die der Minima der Epochen,
die bei der Ausgleichung nicht verwendet wurden und daher schon
ein Mafi fiir die Genauigkeit geben, mit der die angenommene
Formel fiir 7 auch diese darzustellen vermag.

Epochen der Maxima Maxima der Relativzahlen
I 1. (B—R) I.E(B—R) II. L II. (B—R)L{(B—R)IL
175009 | 1749°92 | 4+-0-21| 4038} 63'1 720 | +29°5| +20°6
60-81 6115 | +~0+65| +0-31| 71-1 82'5 | +154| + 4-0
70-15 690-32 | —0°44| +0-39] 109-2 132-3 + 66| —16-5
78:12 77°91 | 4-0°26| 4047 1479 1689 [ +10'6| — 104
8951 91-83 | —1-38] —3-70| 149°3 1244 | — 81| 4168
1805-49 | 180603 | —0°36| —0-90| 72°6 72°6 —23'4| —23°4
17-18 1730 | —0°80} —0-92] 62°6 54-4 — 139 — 57
2857 2870 | +1-31| 4 1-18] 1033 928 —31'6| —21-1
38-48 3839 | — 127 —1-18] 120°0 1340 | +26'9| 4129
4905 49-36 | —0°92| — 1-23| 1233 1225 + 83| + 91
6006 60°40 | -+0°07| —0-27| 1192 117-3 —21+3] —19°4
71-32 71°29 | —0°69| ——0°66] 116°3 1225 | +24-2| 4180
82+69 8307 | +1-27) +0-91) 95-2 728 —20°6| + 1°8
9529 94-08 | —1-25| —0-04| 75-7 87'6 | +12-2| + 0°3
1906-85 | 1906+97 | —0-34| —0-44| 801 75°1 — 15-9| — 109
17-46 18:30 | +-0-17| — 066 1044 81'9 |+ 1'8] +24°6
mittlerer Fehler..| 4+=0-87| =122 ~+19'5| 4+ 15-9
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Epochen der Minima

I. II. |B—R)L(B—R)IL

1755°39 [ 1765696 | — 0°19| —0-76
6581 65:43 | +-0°57| +0-95
74°13 73-37| +1-37| 4+-2-09
82:78 84:93| +1-93| +0-22
98-73 (180080 — 0-43| — 250

1811-28 11-35] —0°68| — 075

mittlerer Fehler..| -+ 113 | 4=1-51

Ebenso ist die Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und
Rechnung fiir die Eintrittszeiten der Maxima und Minima, die vor
das Jahr 1750 fallen, entsprechend dem geringeren Genauigkeits-
grad, der ihnen zukommt, eine durchwegs befriedigende. Es ist:

Epochen der Maxima Epochen der Minima
1
L IL. (B—R)L(B—R)IL. L 1. {w—mﬂw_mu
1612-7 16154 | +2-8 | 401 | 16086 — —-+2-2 —
210 26:7 | +50| —0'7 16:6 | 16215 | 24| —2'5
354 381 | 441 | 414 26-7 321 | 73| 419
491 493 —0'1| —0°3 431 441 | 4-1'9 | —4-0-9
60-9 590 | —0'9| 410 54+9 542 | +0-1 —+0-8
717 701 | 4383 | +5°0 66-8 643 | —0'6 | —-1-7
81+6 811 | +3.4 | +39 766 57| +29| +38
925 920 | +10| 415 8§70 86'4 | +25| —+3-1
1703°5 1703-8 | +20 | +1-7 98-0 980 0-0 0-0
14°9 14-8 | 433 | —3'4 | 1709-1 | 1709-2 | +2:9 | —+2'8
26-4 27°8 | +~11| —0'3 20°5 211 | +30 | —+2-4
39-2 38.9| —0'5| —02 32-8 337 | +12) —+0°3
50°1 49:9 | +0'2 | 404 44-8 441 | 402 | —+09
mittlerer Fehler..| 4-2-74] +2-23 + 291 42-12

Endlich mdge noch eine Ubersicht iiber die Abweichungen
(B—R) der ecinzelnen Jahreswerte der Relativzahlen selbst folgen,
die sich aber nicht liber den ganzen Zeitraum von 1750 bis in die
Gegenwart erstreckt, sondern erst mit dem Jahre 1840 beginnt,
in dem die direkten Beobachtungen von Wolf anheben.
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Jahr Beob. Rechn. I. | Rechn. Il (B—R) 1 (B—R) 1.

18955 615 736 775 —12-1 — 160
65 431 69 8 58°6 — 267 — 155
75 281 578 35°8 — 297 — 77
85 246 411 150 — 16'5 -+ 96
95 13:8 22-1 30 — 83 -+ 10'8

19005 88 69 03 =+ 19 -+ 85
15 60 01 74 -+ 59 — 1-4
25 537 4-2 2140 + 1'5 — 153
35 230 18°5 39:3 —+ 45 — 163
45 44-1 39:9 361 + 42 — 12-0
575 587 613 685 — 26 — 98
65 60°3 76'5 73'9 —16-2 — 136
75 560 795 714 -—23'5 — 154
85 512 687 610 — 175 — 98
95 406 472 451 — 66 — 43

19105 2140 23:0 274 — 2-0 — 64
1-5 6'5 50 11-1 -+ 15 — 46
2'5 34 03 15 —+ 3-1 -+ 1-9
35 22 11-4 1-2 — 9-2 -+ 09
45 118 358 12°2 —24-0 — 04
55 464 647 324 — 183 ~+14-0
65 591 903 500 31-2 -+ 9°1
75 962 98-8 7771 — 26 —+19-1
85 831 99 9 855 — 168 — 2-4
95 65°5 86-4 79-1 —20-9 — 136

19205 376 BIRE? 584 — 138 — 208
15 261 21-8 31-2 -+ 4°3 — 51
2-5 14-2 2.7 86 -+ 115 -+ 56
35 58 2.7 00 —+ 3°1 -+ 58
45 67 240 51 [ — 73 ~+ 16
55 44-6 60-3 365 — 157 -+ 8-1
6°5 624 96-9 709 — 345 — 83
75 112-0 102-8
85 110-0 123-0
95 754 1261

1930°5 31-1 112-1

Schon ein kurzer Blick auf dieses Fehlertableau 146t erkennen,
dafi die Fehler nicht das Gaufi’'sche Verteilungsgesetz befolgen. Die
Zahl der Zeichenfolgen {iberwiegt weitaus die der Zeichenwechsel
und es hat den Anschein, als ob die gleichen Vorzeichen perioden-
weise auftreten und innerhalb dieser Periode fast regelméiflig an-
steigen und bis zum Zeichenwechsel abnehmen, d. h. selbst
periodisch verlaufen. Man wird daraus schlieffen, dafi die durch-
gefiihrte Ausgleichung nicht vollstdndig ist, sondern verbessert
werden mifite, vielleicht eben so sehr durch eine geédnderte
Wahl der zwei Hauptperioden ¢ und ¢, wie innerhalb der Perioden
durch Hinzufiigung weiterer Glieder in den Entwicklungsreihen fiir
die Grofen T und R.

Was ferner den Vergleich zwischen den beiden Annahmen
fiir den Winkel ¢ anlangt, entsprechend den Perjoden von 320 und
360 Jahren, so entscheidet die Rechnung zugunsten der zweiten. Sie gibt
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fiir den Zeitraum 1840—1890 als mittleren Fehler fiir I 4= 20°85, fiir II -1

> 1890—1925 I +16-61, » II 4 10-70,

Gesamtbereich I 41900, I 41

d. h. eine weit bessere Darstellung durch die Annahme II als durch I,
wiewohl auch sie nicht an die durch die Kimura'sche Rechnung
erzielte heranreicht, deren mittlerer Fehler flir den Zeitraum
1800— 1916 + 60 betrégt.

Eine weitere Verbesserung der Darstellung, die noch versucht
wurde, war die Annahme % = 0-8°, der die Periode von 450 Jahren
entspricht. Die Resultate der Ausgleichsrechnung sind:

1'=32°t—1-4183cos 347/ —103°32 R=100"0+ 13126 cos 5 ¢ 1

—- 12513 cos 41 ¢ — 1°4045cos 6 ¢ ¢
— 17153 cos 5 ¢ — 1:1030cos 7 ¢ /
—+ 13096 cos 7 ¢/ 06999 cos 8/
-— 15607 cos 8 4 ¢ — 13111 cos9d ¢

— 1'4535cos 9 ¢ ¢
(Noeffizienten logarithmisch angesetzt und die Zeit # von 19585 an zu zihlen).

Epochen ! Epochen } Relativzahlen
i |
.\Iaxima:(\B»R) [IL.} Minima (B—R) IIL|| Maxima|(B—R) IIL. Minimal(B*R) [II. Maximai(‘BvR) III.
1612'5‘ —+ 30 16180 —+ 1-01750°42{ — 0-12|1756°39] — 1-19 57°0[ 4-17+6
23-8i —-—2-2 301 —+3+9| 61-49] —0°03] 6601 —+0°-37 89-8 — 3°3
368 —-+2-7 43-3 —+ 17| 70-21] —0'50| 74-32| —+1-14| 125°9] — 106
40-2; — 2 54-2 —+0-8| 78:53] —0-15| 83-09| —+1-62]| 1550 +— 35
387 -+~1'3 630 —+3-0]f 88:39] —0-26, 95°06] —+3°24| 148-9 — 77
67'1} —+ 79 714 —+8°1|[1803:40] —+ 1-73(1811°46] — 086 61.71 —12'5
%1, +8'9 82:3 —+ 72| 17-94] —1-56| 23-41] —0-11 42°6| - 6°1
88 6; —+ 44 972 —+ 08| 28-37| —+1-51] 33-18] —+0-81 91:8 — 201
1705+ 1| —+ 04 17114 -+ 06| 38:05] —0-84! 43-16] —+0-38f 118:5] + 28-4
16'6! —+1°6 21-5 —+2+0ff 48-61] —0-48 54-37| —+1-59| 1301 4- 1-5
263, -+ 12 315 -+ 25| 6024 —O-11| 65°99] —+1-22 1190 — 22-0
36'9‘ —+1'8 437 —+1-3] 71-54 —0-88 77-11| —+1-85] 1111} 4-29-4
504, —0-1 564 — 121 827 —4-1-26] 85°50] —+ 1-67 958 — 212
| 94°:59| — 0°55(1900°98] —+ 0-73| 75-1| —+-12°8
‘ 190694 — 0-41| 12-71] —+0-89 71:0f — 6-8
| 18-12| — 0-49| 23:26] —0-36( 1038 —+ 2-4
\ 28-28]  — 33-29| — — _
mF”etll;lﬁ' 440 437 =+ 0-90 +1-39 41671

Abgesehen von einigen grofleren unerklérlichen Differenzen,
die auffallenderweise flir den Zeitraum 1665—1685 auftreten, unter-
scheidet sich das vorstehende Fehlertableau nur wenig von dem
vorher fir ¢ = 1-00° mitgeteilten. Es gibt fast die gleichen Werte fiir
die mittleren Fehler, sowohl der Epochen der Maxima und Minima als
auch der Maxima der Relativzahlen wie die Annahme ¢ —=1°
Ebenso zeigt sich das gleiche in der Darstellung der Jahreswerte
der Relativzahlen, so dafi von einer Mitteilung* dieser Umgang ge-
nommen und sie durch das angeschlossene Diagramm ersetzt wurde,
das auf graphischem Weg einen Uberblick iiber die durch die
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Rechnung erzielte Genauigkeit geben mége. Die Ubereinstimmung
zwischen Beobachtung und Rechnung ist fiir viele Perioden eine
recht gute, fiir andere, so etwa die Zeit 1790—1805, 1850—1860
und etwa 1880 eine schlechtere. Sie liee sich wie schon erwihnt,
eben so sehr durch eine Korrektur der zwei Perioden ¢ und
d, die innerhalb weiter Grenzen fast unbestimmbar bleiben, wie durch
Mitnahme neuer Entwicklungsglieder in den Ausdriicken fiir R und 7
verbessern. Immerhin ist aus ihr zu ersehen, dafi schon der relativ
einfache analytische Ausdruck, auf Grund dessen hier die Berech-
nung der Relativzahlen erfolgt,

R(1+cosT)

sich den anscheinend ganz regellos verlaufenden Anderungen in
deren Amplituden und Perioden mit ziemlicher Genauigkeit anpaft.
6. Man kann, wie bekannt, die Sonne auffassen als einen
verdnderlichen Stern, dessen fast unendlich kleinen Lichtvariationen
durch die auf ihrer Oberfliche auftretenden dunklen Flecken ver-
ursacht werden. Die Kurve der Relativzahlen, dargestellt durch die
angeschlossene Zeichnung, wird damit ihre Lichtkurve und aus der
‘Tatsache, dafi diese Lichtkurve analytisch durch den Ausdruck

1‘:%R(1+ cos 1)

approximiert werden kann, folgt, dafl sie ein verdnderlicher Stern
von einem besonderen Typus ist, dem Typus einer periodischen Ver-
anderlichkeit mit selbst wieder periodisch verdnderlicher Periode
und Amplitude. Zu ihrer Erkldrung gentligt, zunédchst blo vom
mathematischen Standpunkt aus die Frage behandelt, die Annahme
einer innerhalb der Sonne wirksamen elastischen Kraft, die aber
nicht von konstanter Grofle ist, da sie sonst einen rein periodischen
Lichtwechsel von konstanter Periode hervorruten wiirde, sondern
selbst periodisch verdnderlich sein muSf.

Diese so neu sich ergebende Periode, die nach 320 oder 360,
oder gar 450 Jahren abzuschdtzen waére, flihrt zu einer neuen
Beziehung zwischen den Erscheinungen der Sonnenflecken und
des Erdmagnetismus. Schon seit R. Wolf weil man, dafl die mittleren
jéhrlichen Variationen der Deklination des Erdmagnetismus mit der
Fleckenhdufigkeit auf der Sonne vollstdndig parallel laufen, besonders
daf sich in ihnen deren elfjdhrige Periode deutlich abspiegelt. Es geht
dieser Parallelismus bekanntlich so weit, daf man, wie diesW olf nach-
gewiesen hat, aus den Relativzahlen + nach einer einfachen linearen
Gleichung mit den zwei Konstanten @ und &, die fiir die einzelnen
Beobachtungsorte auf der Erde verschiedene Werte haben, die
mittleren Amplitliden der Variationen v

v—a-+br
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fiir jeden Erdort berechnen kang und die so berechneten Werte
mit den beobachteten in bester Ubereinstimmung stehen. Nun tritt
aber im Erdmagnetismus neben dieser elfjahrigen Periode noch eine
grofe sidkulare Periode in der Deklination und Inklination selbst
auf, deren Dauer nicht genau bekannt ist, aber zu 450 bis 500 Jahren
geschitzt wird. Auch diese Periode erscheint damit als solaren
Ursprungs.

Schliellich wéire noch die Frage zu stellen, ob es nicht auch
andere verdnderliche Sterne gibt von gleichem Typus, wie er fiir
fiir die Sonne eben nachgewiesen wurde. Tatsdchlich ist dies der
Fall. Bei vielen, besonders langperiodischen Verédnderlichen sind
vielfach Ungleichheiten gleicher Art in der Periode konstatiert worden.
Sie konnten durch Hinzufligung eines oder mehrerer periodischer
Glieder zum Teil behoben werden, so dafl sie ebenso wie die
Sonne als periodisch Verédnderliche, aber mit periodisch schwankender
Periode angesprochen werden kdnnen. Von den zu ihnen zu zdhlenden
Sternen mogen hier zunédchst zwei in eine gendherte Diskussion
kommen. Es sind dies R. V. Tauri und der beriihmte Verdnderliche,
Mira Ceti.

Die Beobachtungen von Mira Ceti haben eine sachgemifie
strenge und erschopfende Behandlung durch P. Guthnick? erfahren.
Er gelangt, p. 252 der Abhandlung, zu der folgenden Darstellung
der Epochen und Periode:

d
Jul. Tag 241557496 + 331-6926 I
-+  9'5sin (1°4 E 4 245°8)
—+ 11-5sin(3:85 E 4 124-1)
~4- 17-5sin (4-56 E +- 307-2)
4 12-3sin(0°12E 4 71-8)

d
mit einem mittleren Fehler von == 11'59 oder 3°5%, der Grifle
der Hauptperiode von 331 Tagen. Die einzelnen Periodenwerte in
den Sinusgliedern, 1-4E, 3-85E, 4'56E und 9:12E wurden hiebei
durch eine Periodogrammanalyse gefunden. Es ist nun nicht schwer,
diese Zahlen zu 1-52E, 3-04E, 4-56 E und 912 E abzurunden und
sie so als Vielfache einer gemeinsamen Periode von 1 52 E, d.i. etwa
218 Jahren aufzufassen, um so mehr als durch Reduktion der
Phasenwinkel, die so ganz verschiedene Werte zeigen, durch deren
Division durch die Periode sich flir sie nur wenig voneinander
abweichende Werte ergeben, die zu einem gemeinsamen Mittelwert
vereinigt werden konnen. Man erhélt ndmlich

9-5sin[1-52 (E-+161:7)]
11'5sin [3-04 (E 4159 2)]
175 sin [4-56 (B —-146"3)]
12-3 sin {912 (B +-165°8)]

mit dem Mittel 158-3. Damit wéare der Ansatz flir die Zeitfunktion

1 P. Guthnick, Neue Untersuchungen {iiber den veréinderlichen Stern o
(Mira) Ceti. Nova Acta Leop. Carol,, Halle, 1901,
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einfach
T'=¢9E+Xa,sinm¢(E+158 3) m=1,2, .6

wo ¢ =—331'6926 Tage und ¢ = 1°52 anzunehmen ist, ferner
wiére, wenn man die Maxima und Minima des Sternes mit M und m
bezeichnet, seine Lichtkurve durch den Ausdruck

1/:%(M+m)+ ;—(M~m)cosT

darstellbar, wobei nur die Schwierigkeit vorliegen wiirde, auf die
auch schon Guthnick aufmerksam machte, fiir die Verdnderungen
von M und m eine ebenfalls nach Vielfachen des Winkels
¢ (E4+158-3) fortschreitende Fourier'sche Reihe aufzufinden. Die
strengere Rechnung hieriiber ist in Vorbereitung und sei einer
spdteren Mitteilung vorbehalten. Aus ihr wiirde, vorausgesetzt, daf§3
sie zu einem befriedigenden Ergebnis fiihrt, folgen, dafl Mira Ceti
gleichwie die Sonne ein periodisch verdnderlicher Stern ist, dessen
Periode von 332 Tagen eine periodische Ungleichheit von etwa
218 Jahren zeigt.

Ganz é&hnlich liegen die Verhéltnisse bei R.V Tauri. Die
Periodenwerte sind fiir diesen Stern 39-256 Tage als die Haupt-
periode und ihre periodische Unregelmifligkeit z#hlt 1285 Tage.
Auch f{ir ihn sind die abschlieBenden Rechnungen in Vorbereitung.
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