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Beitrige zur Quaternionentheorie
Von
Erich Gollnitz (Chemnitz)

(Vorgelegt in der Sitzung am 23. Februar 1928)

Einleitung.

Die Quaternionen werden meistens benutzt, um geometri-
sche oder physikalische Untersuchungen auszufithren. Aus diesem
Grunde hat sie auch Hamilton in die Wissenschaft eingefiihrt. In
verhiltnisméflig wenigen Arbeiten wird auf sie als hdhere komplexe
Zahlen eine Algebra, Zahlentheorie oder Funktionentheorie aufgebaut.
Lineare Quaternionengleichungen hat Herr Lothar Schrutka Edler
von Rechtenstamm in seiner Arbeit »Uber die Auflésung linearer
Quaternionengleichungen« (Sitzungsber. der Akad. der Wissensch. in
Wien, mathem.-naturw. Klasse, Bd. CXV, Abt. Ila, Mai 1906) be-
handelt, Eine Zahlentheorie hat Herr Hurwitz in seiner Arbeit »Vor-
lesungen {iber die Zahlentheorie der Quaternionen« (Berlin, 1919)
ausgebaut. Im folgenden sollen. einige funktionentheoretische Unter-
suchungen mitgeteilt werden. Dabei sollen die Quaternionen als Punkte
eines vierdimensionalen Raumes R, gedeutet werden, wie die
gewohnlichen komplexen Zahlen als Punkte der Gaufi’schen Zahlen-
ebene. Ich bezeichne die drei Hamilton'schen, linear unabhingigen,
imagindren Einheiten mit 7, 4, ¢, und um Summenzeichen zur

Abkiirzung anwenden zu konnen, setze ich stets 4, —= 1. Nach Ha-
milton ist dann ., ., . -

i1 =iy =i = —1; } )
B ly = —dy by = Gy} Ty iy = — Iy i, =y g = — 1 1y = 1,.

Die Quaternionen bezeichne ich stets mit kleinen deutschen Buch-
staben, ihre reellen! »Komponenten« mit denselben Kkleinen lateini-
schen Buchstaben, wie das Beispiel

3
a :2 Ay s

zeigt. Von den Hamilton’schen Bezeichnungen benutze ich nur die
folgenden: Der absolute Betrag der Quaternion a soll mit

bezeichnet werden. e=0
- —
1 Sogenannte Biquaternionen sollen also von der Betrachtung ausgeschlossen
werden.
2 Soweit nichts anderes bemerkti ist, verstehe ich unter der Quadratwurzel
reellen Zahl stets den positiven Wert dieser Wurzel.
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Unter der Norm der Quaternion a verstehe ich
3
N() = W:Zaz.
a=0

Es ist also dann und nur dann N(a) =0, wenn q¢,—a, =a, =
= a, = 0 ist. Die Quaternion

k=1]

= ay—a, 1l —ay ly—0ay I
soll die zu a konjugierte Quaternion heifien. Dann folgen ohne weiteres
die Gleichungen __ _
(@ =a; |a] = la|; N(a) = N (a);
|[a+5b| = |a|+|b]; N{ab) = N(a) N (b).

Bevor ich nun zu den eigentlichen Untersuchungen {iibergehe, ent-
wickle ich erst einige (zum Teil schon bekannte) Hilfsbetrachtungen.

§ 1.

a :iaa i, und b 223 b, i, (2)
a=0

s=10

Es seien

zwei beliebige Quaternionen. Dann ist die Summe a+0 definiert durch

3
a+b :Z (a,+b) i
s=0
und ihre Differenz durch
3
(I—f) :\j as_ba id-
N (@—b)

=0
Das Produkt ab ist erklédrt durch
ab=a,by—a,b,—a, by—a, b, +
+ (@ by+ay by+ay by—ay by) iy +

. (3
+ (ay by+a, by+a, b—a, by) i, +
+ (a, by+a, by+a, byb—a, b)) i,.
Hieraus folgt 5 .
o X ,
ab+ba=2(a, bo—Zas bc)+BZ (@ bs+a. by) i, (4)
s=1 s=1

und

ab—ba=2(a,by—a, b,)i,+2 (ay b,—a, by)i,+2(a, b,—a, b)i, (5)
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oder 1n Determinantenform

iy 2 7y 1
ab—ba=2.|q ay a, |,
b, b, b,

wobei die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile zu
entwickeln ist. Wenn ¢ eine weitere beliebige Quaternion ist, gelten
fiir Quaternionen die in folgenden Gleichungen ausgedriickten Rechen-

gesetze a+b=b4+a; (a+b+c=a+0+c); @h)c=ac);

(a+bc=ac+bc; c(a+b)=ca+ch.
Unten werden die aus (3) leicht abzuleitenden Formeln
3

3
ﬂ‘ — aﬁ——Z d§+2 aoZ 42 Z-:; (6)

o

s=1 =1

8
- -

ad=ad-3 aOZ aé+<3 a{;’—Za?> Zas 1s; @)

=1 s=1 =1
3 3
at :Z at—6 432 ai+2(ad ai+al al+aial) +
=0 c=1 3

+4 a, <a3 —Z a§> .Zaa i, (8)

3=1 =1

benutzt. Aus (3) folgt noch fiir b=a
N@=aca=ada
Definition: Zwei Quaternionen a und b sollen vertauschbar
heifien, wenn ab = ba ist.
Vertauschbare Quaternionen gibt es, denn jede Quaternion ist
z. B. mit ihrer konjugierten Quaternion vertauschbar. Die mit einer
festen Quaternion ¢ vertauschbaren Quaternionen bilden eine Gruppe,
sowohl wenn als Gruppenoperation die Quaternionenaddition als
auch wenn als Gruppenoperation die Quaternionenmultiplikation
definiert wird; denn sind etwa a und b zwei mit ¢ vertauschbare
Quaternionen, so sind auch die Quaternionen a+b und ab wegen
(a+b)c=ac+bc
=ca+ch
= c(a+b)

(@bhc=ua(o
=a(h)
=(ac)b
={(a)b
=c(ab)

und
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mit ¢ vertauschbare Quaternionen. Die Quaternionen a und b sind
dann und nur dann vertauschbar, wenn

a, a, ag=="= by by 9y

ist, wie sofort aus (5) folgt. Weiter gilt flir vertauschbare Quater-
nionen der Satz: Die mit einer festen Quaternion a vertauschbaren
Quaternionen b bilden eine Uberall dichte Punktmenge in R,

Beweis: M sei die Menge der mit a vertauschbaren Quater-
nionen b. b sei ein beliebiges, aber fest gewihltes Element von Mt
= > 0 sei beliebig gegeben. Dann sei

.
C:Z_,cj Lsy
wobei =0
a,e
s—=b,—————:6=0;1; 2, 3
) Cu ) 10 [al M O
sei. Wegen

3 .
—‘:‘j ﬂsels j— £ .
b=¢= ) T07a] = 10[al "
ist dann =0

. € , _ "—!;__
lﬁ—C] p— TOW \al pu— 10 << €.
Also gibt es in jeder Umgebung jeder Quaternion b von IR eine
so definierte Quaternion ¢. ¢ gehdrt aber auch zu I, denn aus (9)

folgt, dal es eine reelle Zahl A\ gibt, so daf}
b,—ah; 6=1; 2,3

ist, woraus sich sofort

oder

ergibt.
Also gehort ¢ zu M, womit der Satz bewiesen ist.

§ 2. Uber lineare Quaternionengleichungen und linear unabhingige
Quaternionen.
Aus der Gleichung
ar=1
folgt fiir a4=0

- - a
day=a; g:'N(a)'
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Dieselbe Losung hat die Gleichung

. ra=1,
wenn a0 ist.
Definition: Es sei B

=
= Vo
a1 soll die zu a reziproke Quaternion heiffen.

a und a~! sind nach dieser Definition vertauschbare Quaternionen.
Es ergeben sich ohne weiteres die Gleichungen

-1 )
(a—l) = q; (ﬂ b)—r—l — 5—1 (1_1; a'tQt =g " = 1;
—1 i —1 —it
@) =@ =a @) =@ =a,
wobel # = 0 ganz ist, wenn man fiir alle a

a®=1
und fiir ag=0
aﬁ
{N @}
setzt.

Wie ohne weiteres ersichtlich ist, haben die linearen Gleichungen
ar=2=»0
ra=~>5

a—ll

und

wenn a=3=0 und b beliebig gegebene Quaternionen sind, die ein-
deutig bestimmten Ldsungen

r—a'b,
beziehungsweise

r=bal

Definition: Es sei fir b3=0

g =0b L —bta

b
Fir diese Quotienten ergeben sich leicht die folgenden Relationen
‘a a N(a) | ’ ' ‘ ' ial
/| — ) = — it i
V)= ()= ORI A b
Fiir ¢3=0 ist
a+b _ a b a+b _ a b
¢ 1T e T
a ab a ba
b= b=
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Fiar 53=0; ¢3=0 ist

a b _a b a @
5 e — e gl = ¢l

Fir ag=0; b0 und alle ganzen #=0 ist

(3= 5 (7= (3 =20 (8)7=()

Herr Schrutka von Rechtenstamm beweist in seiner oben zitierten
Arbeit einige Sitze iiber linear unabhidngige Quaternionen. Er be-
nutzte dabei bestimmte, von ihm zur Abklirzung der Rechnungen
eingefithrte Symbole. In meine Bezeichnungen iibertragen heiflen sie
(ab), (abc), (abed). Fir diese Symbole beweist er eine ganze Reihe
von Relationen. Diese Symbole lassen sich durch Determinanten er-
setzen, die ich folgendermafien definiere: Sind die a,, beliebige
Quaternionen, so sei

(CPRUT
= Qyp Agp =0y Aoy
Oy g
! Oy Qg Oy ‘
og | 19 a, (1) a
i Uy Oy Oy | = ag| 2 % \ — O } v ‘ +oay |t
a a Qa a.,
32 33 31 33 31 32 |
103y Qg Ogg
u. s. w. und allgemein fiir alle ganzen 7 => |
Q11 Q2. .Q1g N G2y - O,5—1 Q3,541 -Q2y ’
Qo3 Q2. .Q2q — Z (_ 1):+ 1 014 31 . -03,5—1 (3 g41 (3
I 3=1 i
Ay Que. Qunl Q1 Qus—1 Quotr < Gpy |

Dann 14fit sich der von Herrn Schrutka von Rechtenstamm,
L. ¢, Abschnitt 10, ausgesprochene Satz {liber linear unabhidngige
‘Quaternionen folgendermafien ausdriicken: Die beiden Quaternionen a
und b sind dann und nur dann linear unabhingig, wenn

;|

a

ist. Die drei Quaternionen a; b; ¢ sind dann und nur dann linear
unabhéngig, wenn
a b ¢

b ¢|F0
b

=1}
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ist. Die vier Quaternionen a; b; ¢; d sind dann und nur dann linear
unabhingig, wenn

la 0 ¢ D
a b ¢ b
@ b ¢ o T (10)
a b ¢ 9

ist.

Die oben definierten Quaternionendeterminanten lassen sich flir
die Theorie des Quaternionenkdrpers benutzen. Wie oben definiert,
ergeben, wenn a und b irgend welche Quaternionen sind, die Aus-
a

. a
driicke a == b; a b und wenn b 3=0 ist, auch i und rg wieder Qua-

ternionen. Also bilden alle Quaternionen einen Korper, den ich mit O
bezeichne. Ich definiere nun: Vier linear unabhingige Quaternionen
sollen eine Basis von Q heiflen. Eine Basis von Q bilden z. B. die
Quaternionen 1; 4;; 4,; 4,. Nach einem von Herrn Schrutka von
Rechtenstamm, 1. c., Abschnitt 13, bewiesenen Satz lassen sich dann
alle Quaternionen linear und eindeutig mit reellen Koeffizienten durch
eine Basis a; 0; ¢; D von Q darstellen, wobei

Afa; b;oe; D)0

sein mufl, wenn man unter A (a; b; c¢; D) die auf der linken Seite
von (10) stehende Determinante versteht. Insbesondere ergibt eine
leichte Rechnung

A (15 4y 4y 1) = — 24, (11

Ahnlich wie Herr Schrutka von Rechtenstamm von seinem
Symbol (abcd) beweist, daB es eine reelle GroBle darstellt, 148t sich
dies auch von A (a; b; ¢; D) beweisen. Nennt man also A (a; b; ¢; D)
die Diskriminante der Basis a; b; ¢; D von Q, so ergibt sich, daf
jede Basis von Q eine reelle Diskriminante hat. A (a; b; ¢; D) 146t
sich auch durch die Komponénten der Quaternionen a; b; c¢; D aus-
driicken, und zwar ergibt sich durch eine Rechnung, die wegen ihrer
Langwierigkeit hier nicht mitgeteilt werden soll, das Resultat

dy @y Gy dag
b, b b, b
Ada; by oo b)) = —24 , (12)
€y €4 Co Gy
d, .d, d, d,

woraus sofort ersichtlich ist, da A (a; b; ¢; D) reell ist. Fir a = 1;
b-=4; c=i,;, D=1, geht (12) in (11) Giber. Nach (12) ist, wenn
die Komponenten von a; 0; ¢; D ganze Zahlen sind, A (a; b; ¢; 9)
eine reelle ganze, durch 24 teilbare Zahl. Es sei nun definiert: Ist
fiir eine Basis von Q mit ganzzahligen Komponenten A (a; b; ¢; d) =
= =24, so soll a; b; ¢; d eine Minimalbasis von Q heiflen, und

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KL, Abt. ITa, 137. Bd. 12



164 E.'Gollnitz

zwar eine eigentliche Minimalbasis, wenn A\ (a; b; ¢; D) = —24 ist,
und eine uneigentliche Minimalbasis, wenn 2\ (a; b; ¢; ) = + 24 ist.
Demnach bildet jedes der folgenden acht Systeme

1, iy, 2y, 1g;
1, —i, 1y, — 153
— 1, i, 1y, — 1y;
1, —i,, —i, 1y;

—1, —1, 1o, 1s;
— 1, i, — 1y, i,
— 1, —i, — 1y — 1,

eine eigentliche Minimalbasis und jedes der acht Systeme

—1, iy, 1y, 1y;
I’ - il? i2’ Z3’
1, 1y, — 1, iy;
1, i, iy, %y;

1, —14, —1y —i,

eine uneigentliche Minimalbasis von Q.
Ist a eine beliebige Quaternion und 7 =1 ganz, so sind wegen

JAN (afl; an+1; a’7+9; Cl"’+3) — 6 ((1" un+1 au+2 au+3 +
+ qnt+s ({”12 Qi1 d[__an—}-? ' g quts—qnts &h— ! a‘ll:{—E):O
die Quaternionen a"; a®t1; @*+2; q*+3 linear abhidngig. Insbesondere

konnen als die Quaternionen a; a%; a®; a* fiir keinen Wert von a
eine Basis von O bilden. Wegen

o

a

p=]

=aa*—a?da=(@—a) N (a)

2|
]

a |

sind die Quaternionen a und a? dann und nur dann linear abhingig,
wenn ¢ = U oder wenn a = @, d. h. wenn a eine reelle Quaternion ist.!

1 Nach Enzykl. der math. Wiss., Ia, 4, Nr. 10, oder nach Hurwitz, Vor-
lesungen iiber die Zahlenthcorie der Quaternionen, Vorlesung I, Formel 23 (Berlin:
1923), lautet die charakteristische Gleichung der Quaternionen

a?2—2 gy a-+N(a) =0
a2—(2 ayp—a)a =0.
Sie gilt fiir alle Quaternionen a. Also sind a und a2 dann und nur dann linear ab-
hingig, wenn die Quaternion 2 ay—-a reell; d. h. @y =ay=a3 =0 ist. Also muf
dann auch a reell sein.

oder



Beitrdage zur’ Quaternionentheorie. 165

Aus A (a; a%; a®; 0) folgt, daBl auch die drei Quaternionen a; a2; a3
stets linear abhingig sind.!

§ 3. Definition und elementare Eigenschaften der Quaternionen-
funktionen.

M sei eine beliebige Menge von Quaternionen

a
3

! .
=Nz
e

s5=0

Ist jeder Quaternion,3 von N eine Quaternion

3
— .
m ———Z Ws s
a=10

zugeordnet, so soll w eine Funktion von j heiien und mit w =7f(3)
bezeichnet werden. Der Stetigkeitsbegriff 1483t sich wie bei Funktionen
komplexen Arguments einfithren. Die Funktion f(3) soll in j, stetig
heifien, wenn 3, zu M gehdrt und zu jedem e =0 ein 8 =138 (3p; ) = 0

existiert, so daf
If@O—FGo <=

ist, sobald

l3—80| <0
ist. Ist & von 3, unabhdngig, so soll f(3) in M gleichmidBig stetig
heifien. Ebenso wie in der komplexen Funktionentheorie lassen sich
dann die folgenden Sitze beweisen: Sind f; (3) und f,(3) in M stetig
(gleichmaBig stetig), so sind in M auch die Funktionen f, (3) 2=, 3
und f, (3).f, ) und sofern in M f,(3) =0 ist, auch die Funktionen

i1 @ 11.6)
f. 3 f2 3
in der abgeschlossenen Punktmenge N in R, stetig, so ist hier f(3)
beschrdnkt. Man nennt { (3) eine ganze rationale Funktion, wenn sie
eine Summe von endlich vielen Gliedern der Form

[ und | stetig (gleichméfig stetig). Ist die Funktion f(3)

Oy 3" 0y 3%+ -0k 3" pga

ist, wobei 7,; 1,;. 1, ganze Zahlen, k=0 ganz und a;; a,; ... Gy
konstante Quaternionen sind. Dann folgt sofort, daf} jede ganze rationale
Funktion f(3) in jedem in R, gelegenen endlichen Bereich I stetig ist.

1 Sind a; b; ¢; b vertauschbar, so findet man A(a; b; ¢; d) =0 etwa aus
Formel (28) der oben zitierten Arbeit von Herrn v. Schrutka oder aus der ihr
entsprechenden Formel

1 - - - -
FA(Q; b; ¢; D)= (abed+dCHa) —(cbab+bdabi.

Also bilden vier vertauschbare Quaternionen nie eine Basis des Quaternionenkérpers.
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Die gebrochene Funktion 1w = L fihrt die Kugeln des 3-Raumes
5

in die Kugeln des w-Raumes {iber, und zwar gehen die Kugeln des
3-Raumes, die durch den Nullpunkt gehen und nur diese in Ebenen
des w-Raumes iiber.

Im folgenden soll der Begriff der Konvergenz einer Quaternionen-
reihe aufgestellt und einige spezielle Reihen untersucht werden. Es
sei die unendliche Folge von Quaternionen

2
3

300 =\ g =1; 2; 3; in inf.
A_I 3 3
=0

vorgelegt. Diese Folge soll konvergent heiflen, wenn die vier Folgen

reeller Zahlen ,
205 2@ 2O, c—=0; 1;2; 3

konvergent sind. Die Quaternionenfolge 3™ ist also dann und nur
dann konvergent, wenn es eine Quaternion 3 und zu jedem &= 0 ein
N=2N() =0 gibt, so dafi fur alle rz=> N\

I3 —p| <=
ist. Man schreibt dann
53— lim 3(”).
1N —> o0

Es sei nun flr alle ganzen 7 =1

n
8y = Z 3(0)'

c=1
Existiert dann
lim 8§, =g,
H—> 0O
so heifit die Reihe
[e o]
3@ (13)
c=1

konvergent und 8 ihr Wert. Die Reihe (13) ist also dann und nur
dann konvergent, wenn es eine Zahl 8 und zu jedem =0 ein
N=N()= 0 derart gibt, daf§ fiir alle ganzen n> N

|8,—8| <<¢
ist. Die Reihe (13) soll absolut konvergent heifien, wenn

D13 (14)

a=1
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konvergiert. Aus der Konvergenz von (14) folgt die Konvergenz
von (13). Ebenso wie in der Reihentheorie mit komplexen Gliedern
|48t sich zeigen, daB (13) absolut konvergiert, wenn entweder

o ]3etn)
lim e = k<1
s>o0 |37
oder
lim \/[3@]' =g <1
53—
ist. Konvergiert die Reihe o
as 3°

und ebenso die Reihe

o0
O} © IO
S‘ q(l“) 8/1, agd) 3"-: . a(:‘;) &/lffs a}(\'3)+1 ,
=0
wenn flr alle s >&, wo >0 ist, g
I af? af) o I=lal; Z 7 =g
T=1

ist. Ohne weiteres ergibt sich, dafl die drei Potenzreihen mit reellen
Koeffizienten

ilir alle § des Raumes R, konvergieren. Ihre Werte seien beziehungs-

weise m1t e, cos 3, sin 3 bezeichnet. Dasselbe gilt von den Reihen

Y‘_’_ und Z o
! (364_1) N

deren Werte beziehungsweise mit cof 3 und fin 3 bezeichnet seien.
Fiir zy =2, =0 gehen die so definierten trigonometrischen und hyper-
bolischen Funktionen in die entsprechenden Funktionen komplexen
Arguments {iber. Da in absolut konvergenten Reihen auch hier die
Glieder in betiebiger Reihenfolge angeordnet werden diirfen, gilt

eb = cof 3+-fin 3.
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Es sei nun #, =0, d. h. 3 eine »rein imagindre« Quaternion (nach
Hamilton ein Vektor). Dann ist nach (6)

B=—N@; #=—3N@; 3 ={NE)

und allgemein fiir alle ganzen 7=0

%UIZ !51411; 541L+1:3|5|4”; 54”+2: _i5 dut2, 5471+3:_6l2 42
Also folgt fiir rein imaginére 3
o -
& —Z (—1y |3|‘“ ) \—‘(_1)? 3127
et i & Zo+1)V
s=0 s5=20
e‘%:cos]5}+%i— sin 3] (15)
P
und ebenso
& = cos |5[——5— sin [3].
131
Hieraus folgt weiter
e b — 1,

d.h. fiir rein imagindre Quaternionen jist & zu e~ reziprok. Nach (15)
laBt sich eine Reihe von Werten der Exponentialfunktion berechnen.
Fir 6 =1; 2; 3 ergibt sich sofort

2riy mig _ — s |
et =1 ¢ ;e =i e =, 2\/3
g s 5l
e’ _;I_HG, e’ = VB8 +i ciriaVel 1; 6, t=1;2; 3
\/2| 2
‘-:7’5\/3‘
e ! = —1

In diesen Formeln 146t sich auch i, durch — i, ersetzen. Weitere
trigonometrische und hyperbolische Funktionen seien fiir alle 3, in
denen die auftretenden Nenner nicht verschwinden, definiert durch

o nj sin 3. __cosy __ Cosj
tang 3 — cosg,l’Ta g3= Osa,cotgg_ si_na-[ Cotgy = sin 3
N LY S _ fing _ cof3 _ojy

tang 3 = cof 3 [; Lang3 =, coj3 cotg 3 = 1'1113 ; Cotg 3 = |- fing
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Hieraus folgen ohne weiteres die vier Relationen

tang 3 cotg3 — 1; Tang 3 Cotg3 = 1;
tang 3 cotg 3 = 1; FTang 3 Cotg 3 = 1.

Die Gleichung (1d) stellt ein Analogon zur Euler'schen Gleichung
¢* =cosx+isinx dar, gilt aber nur fiir rein imagindre 3. Es soll
nun eine allgemein giiltige, der Euler'schen Gleichung entsprechende
Relation aufgestellt werden. a sei eine beliebige Quaternion, fiir die

s=1

definierte Quaternion j, (nach Hamilton’s Bezeichnung die Achse
von a) zuordnen, flir die j; = —1 ist. Im Intervall 0 < g, == ist
ferner ein Winkel ¢, durch

B

a
COS (g = i"r; sin g = —— \/ vas

bestimmt. Dann 146t sich a in der Form

a = |a| (cos v,+jq sin 1, (16)
darstellen, und es ist
a = !a (cos ®,—jq Sin @,).

Alle Quaternionen der Form cos o,4j, sin ¢, liegen also auf der
Einheitskugel NV (3) = 1 um den Nullpunkt von R,. Mit Hilfe dieser
Darstellting solcher Quaternionen a 146t sich das Analogon zur
Moivre’schen Formel ableiten. Es ist ndmlich flir alle ganzen n =1,

und wenn
Do

s=1

ist (diese Voraussetzung soll stets gemacht werden, wenn die Dar-
stellung (16) fiir eine Quaternion benutzt wird)
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a* ={al"(cos (n@y) + josin (29,)) (17)
und wenn a mit b vertauschbar ist,
ab = |ab]| (cos (o + o) + ja sin (va+7v)), (18)

da dann j, =j; ist.
Nun ist fir alle ganzen #=0, wenn =0 (mod 2) ist,

. ot "
(Ge2)* = (R x"=(—Dz y"
und wenn #=1 (mod 2) ist,

n— 1
(e2)" —(]L) : ]& =(=0"

3

Also ist fiir alle Quaternionen g, fiir d1e> 22320 ist,

s=1

V(G0 GerPeth)
Z ( (Ec)’ (§G+ 1)!) o

=

&-25-{—1

Z(— DA (25), + Z( 1) [CEEE
5=0
¥ = cosy -+ j, siny. (19)
Wegen
et = cosy —jpsiny
folgt dann
cosy — HEH R
5 ;
et —e et et —ei
siny = ,)]E (= %,

Da jjz?:jl' ist, lassen sich noch leicht die folgenden Beziehungen
aufstellen:
fin g = —jesin (p); sing = —jpfin iz x);
cofx = cos (j1); cos g = cof (1),

und da j; eine mit jeder ganzzahligen Potenz von p vertauschbare
Quaternion ist,

tang ¢ = —j; tang (j 1); tang y = — j, tang (j;1):
Lang ¢ = — j; Tang (j;1); Tang ¢ = —j, Tang (j, 1);
cotg ¥ = j; cotg (j;1); cotg ¥ = jy totg (j; 1);

Cotg r =j; Cotg (j, 1); Cotg t = j; Cotg (jy1)-
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Fiir alle ganzen n=1 ist j,; —j, Damit lassen sich leicht die
Formeln

et = cof (ng) + fin(ny); et = cos (ng) + j, sin (ny)
ableiten. Wegen der leicht zu beweisenden Formel (ef)* — et folgt
also
(cosy + j, sinp)* = cos (ny) -+ j, sin (1)
und
(cof x + finp)* = cof (ny) + i, fin (ny).

st ¥ mjt y vertauschbar, so folgt wegen j.y =1j, =], noch
etth —cos(r +y) + jysin(E + y).

§ 4. Definition und Untersuchungen {iiber Integrale im
Quaternionenraum R,.

In der Punktmenge M in R, sei die stetige Funktion f (3)
definiert. C sei eine in IR gelegene Kurve. Ihre Parameterdarstellung sei

=) hy=t=T, 5=0: 1;2; 3.

Diese Kurve verbinde die in It gelegenen Punkte P, und P mit-
einander. Dann hat also P, die Koordinaten

2= (f); 5=0:1;2;3
und P die Koordinaten
=, (T); s=0;1; 2; 3.
Den Punkten Py und P sind beziehungsweise die Quaternionen
3
—\',o
do LJ

=10
und

3
3:2251;

=0

zugeordnet. Die Funktionen o, (f) seien im Intervall {;, == ¢ = T stetig
und eindeutig. Lidngs C ist dann

TG =% (2525 2) = 0 (‘Do (B); 0, (8); 85 (B); 0y (1) =

—F@)= V‘ i F, (2).
=Y i.F.)
s=0
Dann folgt sofort, dafi die F.(f) im Intervall {, =<¢{=<T stetige,
reelle Funktionen der reellen Variablen ¢ sind. Es seien nun fiir # > 0



172 E.'Go6llnitz,

3
Bos 31 dase '5'":8; 35:3_’2"(—_5)7.1;5:0;1;- -1
A

=

beliebige Punkte auf C, die durch die Parameterwerte t#;%;1,;.
..1, = T bestimmt sind. Weiter sei
3

N
.::Zz(:°)i1;5: 1;2;. .

=0

>

[

N\

ein beliebiger Punkt auf C zwischen 3, und 3,4+, d. h. es soll 3s ZU
einem Parameterwert gehoren, der zwischen den zu  und 3,4,
gehorigen Parameterwerten gehort. Dann sei

B, = Z F3) Go—3e1)

a=1

und

T, = Z (35—'35—1) T (5’)

s=1

Es sei nun zu jedem =0 ein 3=238(s)>0, ein N=N(s)=0,
ein # und ein ¥ vorhanden, so daf fiir alle ganzen 7 > N, sofern
flir alle ganzen s der Strecke 0 <o =

Jo—de—1 | <3
ist

| P—F | <c¢
und

! ‘}‘n%(’lr ! <z

ist. Dann sollen % und # die beiden bestimmten Integrale von
f@3) ldngs der Kurve C heiflen und mit

B
?:JCT(a) d3
60(;

3
*T=jff(s) d3

dog;

bezeichnet werden. Der Kiirze halber fithre ich nun die nidchsten
Rechnungen nur fiir die Grofien #, und # durch. Wenn man

beziehungsweise mit

3
FG) =19 Goiz32:%) = S‘is'l»a(zo;ﬂl;zg:zg)
(

i

i
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setzt, so folgt nach der Definition von #, und nach (3)

n

) ) o) /\) (‘
= Z (% (=320, 20, 26 )(Z(f)_z0(°_1)>

c=1
3 an
v N P Y e
= 0 (el B ) e
1=1 =1
3 2
/ N ~ Y ~N
£ 3 3 (o Cosi R ) (0—st)
—16—1
)
+ Z Z ( be (9, 200, 200, 20 (z((f)_cf)s—l))>
T=10=1
-+ il Z (92 (~(5) z(ﬂ) z(‘-?) d(“)) (2(5)_~ («—1)))
a=1

. e e ~ /\_ . _
iy "4y G5 20520 ) )

<,1, (200, 2090, 2 ) (29— 26 1)))

—1 v s (= (f)’ 1)’ N() N(u)) (”(s)‘_ﬂ(a 1))}

Geht man nun in dem oben angegebenen Sinn, dafi ndmlich
13s—3s—1] << 0 sein soll, fiir 1z — oo zur Grenze liber, so folgt nach dei
Definition des 1eeller1 Kurvenintegrals

—Jﬁf@dn—ﬂ»o 2 chd~°+s jld

=1

+Z’Gﬁ d~o+’1f~}) d“a"‘%j;gd” +i3fnpl dzy, —
¢
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fjlj by dze“’.eﬁ’l dzs_iaf% dz,. (20)
C C C

Ebenso wiirde sich ergeben

~j[‘f(3)d5—fqodzo——4_|f dz, +Ezf%d~_

a=1

+ vz' [4’ dzo"'ilﬁ)sd”o+Z>f¢1d‘3+’3f%d~1
C
f])sz -_1,,fq)3dd _ fp1d~,, @1)

In (20) und (21) ist zur Abklrzung

«

b = s (25215253 %5); 3 = 0; 15253

gesetzt.
Die so definierten Integrale sollen nun an einigen Beispielen
berechnet und zur Definition neuer Quaternionenfunktionen benutzt
werden.

Beispiel I: C sei die Strecke

2, — =1%,06=0;1;2;3,

S

o
3

die die Punkte O und g:Zm’ i; miteinander verbindet. Dann er-
=1

gibt eine leichte Rechnung wegen (6)

L

V') 9 92

ey "
?[ R A + 1y ) i, =&

ve 0
C

X

@4

Beispiel II: Ist C derselbe Integrationsweg und

SO ist




~)
(@2
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Eine einfache Rechnung ergibt dann

¢ :

) ) r

fg,-dg, :?[5- dy—= E
“C

[

3 3
Beispiel Ill: Es seien a:Zasis und D:Zb:i: zwei be-

c=0 s=0

liebige Quaternionen und ¢ die durch

b,—a,

LO0=E=0,,0=0;1;2;3
)

definierte Verbindungsstrecke der Punkte a und 0. Dann ergibt sich
aus (20) und (21)

b

p2—a2+ab—Da
fgda = —

a.
und
b
p2—a2—ab+Dba
jdy = — %9
a.

C

so dafi also dann und nur dann

b

b
_52—(1'-’
Jcada-—j[adg— 5

ag

ist, wenn a und b vertauschbare Quaternionen sind. Etwas lang-
wieriger 15t die Berechnung der Integrale

b b
]Cg,‘f dy undj(‘g,‘l ay.

Man findet, daB diese beiden Integrale dann und nur dann
. . . b3—ad |
einander gleich und zwar gleich . sind, wenn a und b ver-

tauschbare Quaternionen sind. Es ist ndmlich allgemein



176 E.'G6llnitz,

3

3
bH-—a 2 2
)Cg,‘z dy="" 5 Y+ a, Z az—b, Z bs
=1

3=1
ac

i agb,—a; b}
+ i, <—azas+b2 b— 2= ")
e
=1

+ (@y+by) (@ by—a, by) 1y

+ (ay+by) (a3 by—a, by) i,

+ (a,+0b,) (@, by—a, b))

3 3
.:( r—bt) % ¢ 2
+Z{Z_ ‘13 ) Z(a,f,+a: b;-l—b,))}

\
=1

s=1

und

3
sbz_‘ )bs
+ Z{z’,(—ao ai+by bi4- 0—03 % >}

+ (ay+b,) (ay by—a, by) 4,
+ (@y+bo) (a, by—ay by) 1,
+ (a,+0b,) (@, b,—a, b,)1i,

3 3
\ l- (a‘t_b‘t) 2 2
+ Z {‘FS Z (ac+acb5+bﬂ)} .

=1 =1

Es ist also

0 b i
)C(}?dg—jfg‘?daz’)(%_kbo) a; ay, a3 =
b, b, b,
a a 2

— —;-(a+& +b+b) (ab—ba).

t
., 1
§ 5. Uber das Integral J[: 5 d3.

1g

¢ sei die gerade Verbindungsstrecke der Quaternionen 1 und
5

g:sz i, Dann ist € bestimmt durch die Parameterdarstellung
=1

|
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zo = 1+(x,—1) 0=<i<1.
2, —x,0,6=1;2,3 - =

Hieraus folgt
3

NE={l+ @0t + 2 Y 2=rptig+],
s=1
wenn man zur Abkiirzung
p=NQ@—2x+1; ¢=2(x,—1)

setzt. Setzt man weiter

e Bl N@—H
No)—2%,+1 NG —2x,+172
s0 ist
NG) = p{E+4)P+Bj (22)
Hierbei ist wegen B:Ii+;{§+f§ stets B=0. Also ist \/E

reell. Unter \/E soll der positive Wert der Quadratwurzel ver-

standen werden.
E_ {
logy = )(»7 d3, (23)
0
1g

so ergibt eine einfache Umrechnung

Definiert man nun

tdt ’ dt R
+Z( (t+A)2+B/ Z,( (t+A) +B)' @4)

Durch die Substitution

t+A=1u\/B %: /B

folgt
1

ai ! /al ctan 1+4 arct 4
2 = — \ 3 e ang —
J (t+ A4+ B \/BJL & VB! & \/Br)

und
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1
.,,..—_ fmpp— Og: (_._ )‘) -— —— —— /al Ctang —

A
— arctang \7:)

]

B!

Wegen (24) ist also der reelle Teil von plogy bestimmt durch

[t At

1+4 \
—= ( arctang ~—_—'_:,- — arctang 1 -+

\/B! /B | B “\/B

3 .

=12 (42 "'B Vo (A8

+ 2 log A * La)2 log A4*+B
s=1

o
A a2

Axs
— == (arctang

VB

! +4 — arctang —--

VB v ')

_ v, 1+2A4+4°+B
A*+B

= log

2

N (¢
Wegen A‘3+B:pi und 1+2A+A2+B:1]JQ) ist also der

1 . —_
reelle Teil von log 1 gleich—Z—IOg N(y) oder gleich log \/N ),

unter \/ N (p): den positiven Wert dieser Quadratwurzel verstanden.
Also folgt aus (24)

3
_ Y 1 . N (1) —=,
log x=1log \/N(p) + ————r v{z;xa (arctano =0
Ve L VNG
— arctano‘ L\’}
\/‘\ M) —)
Wegen
arctang y,—arctang y, = axctancr I Vs
+y, 9,
148t sich die letzte Gleichung, wenn man
_ NO)=x Y1

1 =

i }.3 —_— —Tﬂ’j
VN (@)—a5 \/N()—

setzt, auch in der Form schreiben:

4m

log y =1log \/N@) +

\/ () = {zo ¥, arctang \/A ®)— xo}
L — a3

o

-

1
=1
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arctang VN @— 8
S p N\, 4, (25)

=log \/N () + %/
VN@—F = .

oder
(x—=x,) arctang \/_N (x) —d
T p (26
logy =1log \ /N () + - 0
\/1\, (&)7;1;0,

Der Logarithmus einer Quaternion 148t sich also durch (23)
oder (26) darstellen. Damit ist aber noch nichts bewiesen iiber den
Zusammenhang der Funktionen ¢t und log y. Die Funktion log
hat die in folgenden Sitzen ausgedriickten Eigenschaften:

Satz 1. Es sei # =0 eine beliebige ganze Zahl und y3=0
eine beliebige Quaternion. Dann ist

log (t*) = n log 1. 27)
Beweis: Fir =0 und n=1 ist (27) richtig. Es sei also

2122, Ist (27) richtig, so ist (27) wegen

log (z"*+1) =log (£"1)
= log (x")+log
—nlogy +logy
= (n41)logy

auch richtig, wenn man » durch n-+1 ersetzt, wobei nur noch

log (" x) = log ") + logy

zu beweisen ist. (Siehe Satz 2.) Um also (27) vollstindig zu be-
weisen, ist noch

log @*) = 2logy (28)

zu zeigen. Nach (6) und (26) ist aber

log (x*) = log \/]\dej +

2

! 3
N NE (s 3
/
' s=1

(r?—a5+ 47+ x5+ 23) arctang I, S
rg—ri—x—x;

/ 3 21
i ar O a2 A 2
VAQ) Y

=1

‘Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1., Abt, ITa, 137. Bd. 13
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Hierbei ist aber weiter
3

N2 ={N @)} B—r+ri+rB+13=2x%, Z %, 1;

c—=1
und
3 \ 2 3 : 3 3
NQ@Y)— (25— Zx? =\ r—ad + Zx§ Zx§+zé A 22| =
-
g=1 =0 e=1 s=0 3—=1
3
— 42 Z ¥
s=1

Also geht die letzte Gleichung, wenn man noch die Formel

2y

1—y2

2 arctang ¥ — arctang

3|
auf y = \_/f\_/(g);'%' anwendet, iiber in

%o
N2l
2 arctang M 3

- ¥,
log 0% = 2log \/N ()| + = X 4
vV V=)

s=1

Wegen (25) ergibt sich hieraus (28), womit Satz 1 vollstindig
bewiesen ist.

Satz 2: Es seien

3 3
E:Z”’cic und §) = ) Yets t==0; y==0
6=0 =0

zwei vertauschbare Quaternionen. Dann ist

log (1 y) = logy + logy.

Beweis: Es existiert nach Voraussetzung eine reelle Zahl X,
so dafl y,= Az, fiir 6 =1;2;3 ist. Danach ist wegen (3)

! 3 2| /s
INEY) (T — Y | =0mgtI)\ [ Y 2
N R EESIV)

und
3

3
LY — % + Z %:y: = (¥ + ) Z X5 T

s=1 ¢=1
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Also gilt
log (ry) = log \/N ()} + log \/N (y)’
3 / 3 9
i, | N@y) —(xoyo — 1 Z‘)
s=1 . . =1
—+ S arctang : .
\/" Z x2 KoV —— A Z x2
s=1 =1
Diese Gleichung geht, wenn man
arctang 3 : 5, = ar Jl y’
g ¥, + arctang y, = arctang ———>— (29)
1—_3/1}2

auf

= \/N(g)—to; — VN
%o Yo
anwendet, iiber in, da flir vertauschbare Quaternionen j, — i, ist,

log (rY) =108 \ /N (x)| + log \/N (v)!

S N (1) —a2!
+ jyar ctancﬂm + jyarctang MV T V70 VN ()8
%o Yo
= logy + log,

womit Satz 2 bewiesen ist.
Fir jede Quaternion y folgt sofort

1
o(y— 1) — [
10 (& ) lob \7( ) ]' g 1 IV (l;) »

das heif3t
log @~") = —logy.

Ferner ist flir alle ganzen n=1

log (=) = log ((¢")~*) = — log (") = — n logy:.
Also gilt Satz 1 fiir alle ganzen 1z—O

Sind schlieBlich ¢ und y wieder vertauschbare Quaternionen, so ist

log -

e

= =
Il
—
o
uq
o=
I
a
L
@]
Q
=
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§ 6. Uber die Integrale

s : t .
]C md?[ - d3.
lig 1—|—5

0 0¢

¢ sei die durch
te=a,t 0t=<1;5=0;1:2;3

definierte gerade Verbindungsstrecke der Punkte O und y in R,.
Dann ist
3
143 -’:]+At-—9f10\ Pors

3:1

und
N +3%)=1+2:3—2
3
wenn zur Abklrzung a{ — Zx?:A und {\N'(3)}* =D gesetzt ist.

s=1
Setzt man noch

B={NQ@)}*
so folgt weiter
N1+ =1+2AL+B1
Zur Bestimmung der beiden reellen Integrale
g dt £dt
L= s arasa W —f1+'7Az‘ P F B

0
setze man

Y[ — A" N = i
so daf also (\/N'ist reell)
3

— 2
J— - .2
VN —M= R (9}2: X

ist. Flir alle ¢ ungleich O ist also \/K — M= 0. Ist y keine reelle
Quaternion, so bestétigt man leicht, daf

1 - E+Ft G+Ht
B2 MEP+N Pt W /N 22—t W /N
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1_  F—= — H=

ist, wobei W=\/2(\/N —M) E=G= ST
Z V'

1 .
ist.

Tow\/N
Dann ist aber
1 1
1 dt 1 tdt
Sy .
2\/NJ 24t W+ /N 2WN/NJ 2+tW+\/N
0 0
1 1
dt I f tdt 30)
2 tWa+\/N' 2W\/NJ 2t W+\/N"
0

1
-+ —
o\/ N
0
Durch die Substitution
Wl

e VT

W NN+ M %
N (@)

dt .
— = N —
48 \/\/ 4 2
folgt, ergibt sich hierbei
= W42
T

2 \/\/_X it
Xy (&2—'—1) ( Tﬂ W s
, VE 1)

1
[ di _
P tW 4+ /N V)
== TF
2 \/\/V'~%’zi

aus der

[%
()

3|

;8
V@[ L

s=1

1
t N /
f d == V@) arctang o
12+t W4\/N Y ¥

U]
T

3

= N %

= — alctangh—‘3 81)
i

— arctang
x, %,
TV 2

Qe

/
/

s=1

und ebenso
Yo

1
[lt ) -
[ —, = N arctang
J B—tW4\/N %y / 3
0 1 — / Zx‘;)'

(82)

c=1
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1] _ W

Weiter ist )
dt (2
PatWAN/N g PEIWH /N

1]

I

are

3
[\

V< :

=+ =i arctang_°3l.

% i
1 "—‘\/ Z v
=1

T (33)

. 1 o /l 3 h)}
——2~10g<N(a):2\/Zx; +1)

a=1

Setzt man zui Abkiirzung
2 x,
~1-NG)

und

NQ)+2\/ Z 22 + 1
NQ)_O\ Z,*L'f + 1

so folgt wegen (31) bis (33) nach einer kmzen Umrechnung aus (30)

L —

—L:,,, IOQ Q‘

arctang ® +
(34)

Ji= 41,1'0 Z
AY

s=1

u e

Wegen
% _ F't N H't
2 M2 +N "~ 244 W \/'Ni W \/Xri’

1 e
- ) — J R . /,_ D) T: b
wo F=—H'=ggp W \/ (V¥ ) = N Q)\ h.

! 3

ist, folgt weiter
e
BJ, = A,(L s U + —@ arctang ®;
/8
I,
/
=1
1
Jy=— —log ¥t \,( )alctano . N
(35)

8 N (x) \/ Z'L_



Beitriige zur Quaternionentheorie. 185

Nach (34) und (35) ergibt sich, wenn p nicht reell ist,

1
L [_(+Amat _
f1+2At"+Bt4 folit i A=
’ ;18
Yon | ) a2
2 '\/ Z (36)
ZN()alctang P+ — 4N() log W'

Nach (20) ist also wegen (36), wenn man fiir nicht reelle

Quaternionen g
X
1
arctang r = ]C T d3
]
0¢

und
; 1
: =d ———d
Arctang g fl 3 3
0c
setztl,
3
1 log W
arctang ¢ = —- arctang b+ ogg -~ Z x5 15, 37
z : Bt (37)
V
o=1
oder
arctang r = % arctang ® + &%) log (38)
4 \/NQ)—%
und
log¥ Y\
1 og .
Arctangr—= —-arctang ® — - —3—— Z Ysls
2 = (39)
\/ Z 5
oder
—x,) log ¥
Arctangr = ! a1ctar1g P — (e—7)log (40)

A\/NQ@)
Hieraus folgt
arctang (—py) — — arctangy;
Arctang (—r) = — Arctang 1.
1 Durch die Bezeichnungen soll nichts {iber den Zusammenhang von aictang

und Arctang y mit tang p und Tang p angedeutet werden. Dasselbe gilt. von den
spiter zu definierenden Funktionen artang y und Avtang y.
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Also sind die beiden Funktionen arctang ¢ und Arctang r ungerade
Funktionen. Ferner ist

Arctang ) = arctangy.
Da fiir rein imaginédre (1, = 0) Quaternionen g
®=0

ist, sind arctang p und Arctang p flir rein imagindre Werte des
Argumentes p selbst rein imagindr.

Es sei nun
r
ol
artang r = T d . (41,
3

0@
Hierbei ist, wenn aile Abkiirzungen dieselben Bedeutungen wie oben
haben,

N(l—g) = 1—2 At*+ B3

und
3

1—32 = 1— A2+ 21, z‘Zmz

Also ist nach (20) und (41)

1 3
. 1 1—£2 N (2) LNV (PN
“lf“"”—'“o%fmd”‘y@ ’”sz‘““

0 =1 0
Fihrt man zur Abklirzung (42)
3
2.\ 22
V<
c=1 . @
=N @

und
N@+2x+1
N Q@)—2 x5+1 -

ein, so ergibt eine analoge Rechnung wie oben

1

a ey AN
TR R TIe 5 arctang 0 + B, log A

0 \/ S‘L
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und

1
12 dt N )
R LN - arctang C]

o 1 }7 :‘:.)

\
=1

_NVN®,
g‘r— log -\,

it

Also geht (42) uber in
* —_— 1 y 1 . . 4
artang p = —- log A+ - Jyarctang 0. 43y

Ersetzt man hier y durch —y, so geht A in seinen reziproken
Wert Uber, wiéhrend © ungedndert bleibt. Also ist auch artang r
cine ungerade Funktion, d. h. es ist

artang (—x) = —artang .

Aus der Berechnung des Integrales

L
)C Lo (44)
I—3

0
folgt ohne weiteres, daf}
L X
1 1
—— = — d
‘)El__ag‘f’j jfl_ézcﬁ
()t‘ ()L-

ist, da sich, wenn man (44) nach (20) entwickelt, die letzten sechs
Integrale wegheben. Setzt man also

L
1
vtang x = :][ —3 ds,
Oc

$0 ist stets
artang y = Artang 1.

Wegen N (1) =N(@): jf=-—1 und da die arctang-Funktion
reeller Argumente ungerade ist, ergeben sich leicht die Beziehungen

avtang y = —j, arctang (j, 1);
attang (1) = jparctang y;
jp Arctang (j, 1) =  artang 1.
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SchlufSbemerkung.

Man kann auch die Differentiation von Quaternionenfunktionen
einfiihren. Dabei muff man zwei Differentialquotienten unterscheiden,
die man analog den obigen Quotientenbezeichnungen etwa mit

ATE
L-E—") und Iiii?)— bezeichnen kann. lhre Untersuchung behalte ich
&5

mir einer spéteren Gelegenheit vor.
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