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Beiträge zur Quaternionentheorie
Von

E rich  G ö lln itz  (C hem nitz)

(Vorgelegt in der Sitzung am 23. Februar 1928)

Einleitung.
Die Quaternionen werden meistens benutzt, um geometri

sche oder physikalische Untersuchungen auszuführen. Aus diesem 
Grunde hat sie auch H a m i l to n  in die Wissenschaft eingeführt. In 
verhältnismäßig wenigen Arbeiten wird auf sie als höhere komplexe 
Zahlen eine Algebra, Zahlentheorie oder Funktionentheorie aufgebaut. 
Lineare Quaternionengleichungen hat Herr Lothar S c h r u t k a  Edler 
von Rechtenstamm in seiner Arbeit »Über die Auflösung linearer 
Quaternionengleichungen« (Sitzungsber. der Akad. der Wissensch. in 
Wien, mathem.-naturvv. Klasse, Bd. CXV, Abt. IIa, Mai 1906) be
handelt* Eine Zahlentheorie hat Herr H u r w i t z  in seiner Arbeit »Vor
lesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen« (Berlin, 1919) 
ausgebaut. Im folgenden sollen, einige funktionentheoretische Unter
suchungen mitgeteilt werden. Dabei sollen die Quaternionen als Punkte 
eines vierdimensionalen Raumes 7?4 gedeutet werden, wie die 
gewöhnlichen komplexen Zahlen als Punkte der Gauß’schen Zahlen
ebene. Ich bezeichne die drei Hamilton’schen, linear unabhängigen, 
imaginären Einheiten mit ix, i2, z3 und um Summenzeichen zur 
Abkürzung anwenden zu können, setze ich stets i()—  1. Nach H a 
m il to n  ist dann _

. .  _  . .  _ .  _  _ .  \ o)
l 2 —  %2 , 1 g '/_<j —  Zg > 3̂ ^3 —  i

Die Quaternionen bezeichne ich stets mit kleinen deutschen Buch
staben, ihre reellen1 »Komponenten« mit denselben kleinen lateini
schen Buchstaben, wie das Beispiel

zeigt. Von den Hamilton’schen Bezeichnungen benutze ich nur die 
folgenden: Der absolute Betrag der Quaternion n soll mit

bezeichnet werden.

1 Sogenannte Biquaternionen sollen also von der Betrachtung ausgeschlossen 
■werden.

- Soweit nichts anderes bemerkt ist, verstehe ich unter der Quadratwurzel 
reellen Zahl stets den positiven Wert dieser Wurzel.

r  3
V
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Unter der Norm der Quaternion a verstehe ich
3

N(a) =  [ a j2 a\.
o = 0

Es ist also dann und nur dann iV(ci)=rO, wenn a0 r= — a.> =
— ß3 — 0 ist. Die Quaternion

(X --  Ö-Q Ctg) 'l't)

soll die zu a konjugierte Quaternion heißen. Dann folgen ohne weiteres
die Gleichungen __

(5) =  a; |ä| =  |aj; N  (a) =  N  (a);
|a-t-B| ^  |a| -4-1B|; N (a h )  =  N(a) N(h).

Bevor ich nun zu den eigentlichen Untersuchungen übergehe, ent
wickle ich erst einige (zum Teil schon bekannte) Hilfsbetrachtungen..

R • § LEs seien
3 3

et =  aa ia und b b  ̂i, (2)
o = 0 a = 0

zwei beliebige Quaternionen. Dann ist die Summe a + 6  definiert durch
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ci +  6 -—■ (fl3 +  &0) iG
a = 0

und ihre Differenz durch
3

a—£> =  V  (tarj— b„) i„.
L—i
a = 0

Das Produkt a 6 ist erklärt durch

ci h =  a0 b0— ax b1~ a 2 b2—a3 b3 +
+  (cIq b1-ha1 bf)-\-ci2 b3—ci3 b2) +

+  (cIq b2~\-ü'2 ^3) '̂2
+  (a0 bs +  az b0 +  a1 b2—a 2 bt) i3.

Hieraus folgt
3 3

ci f> +  f> (i := 2 (a0 b0— V  a z ba) +  2 V  (a0 ba +  aQ b0) i z (4)
Z_j /_1

und 3 = 1 0 = 1

fl h— b fl =  2 (a2 b3—a3 b2) i x +  2 (a3 bx— b3) i2 +  2 (a 1 b2—a2 b^) i3 (5)

(3>
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Beiträge zur Quaternionentheorie. 1 5 9

oder in Determinantenform
*
h 2̂ H

a b— b a =  2. a 2 as

h h CO

wobei die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile zu 
entwickeln ist. Wenn c eine weitere beliebige Quaternion ist, gelten 
für Quaternionen die in folgenden Gleichungen ausgedrückten Rechen
gesetze f l + £ _ £  +  a . (a + ^  +  c _  a + (fj +  c). (a &)c =  a (fcc) ;

(a+b) c =  a c + b  c; c (a+b) =  c a + c  b.

Unten werden die aus (3) leicht abzuleitenden Formeln

0 — Clo
3

Cla+ 2
0  —  1

d3 =  a o - 3  q0 V  fla +  [ 3 a\ — ^

0 =  1 

3 3

(6)

(7)

: 1

r »  / O 9 . 9  9 . 9 9 \• 2 \ CL J &2 “1“ ̂ 1 ^3 +  ^2

0 — 1
(8)+ 4  Uq 5 —

- 3 = :
benutzt. Aus (3) folgt noch für b =  a

iV (a) — ci ä — ä ci.
D e f in i t io n :  Zwei Quaternionen a und b sollen vertauschbar 

heißen, wenn a b =  b a ist.
Vertauschbare Quaternionen gibt es, denn jede Quaternion ist 
z. B. mit ihrer konjugierten Quaternion vertauschbar. Die mit einer 
festen Quaternion c vertauschbaren Quaternionen bilden eine Gruppe, 
sowohl wenn als Gruppenoperation die Quaternionenaddition als 
auch wenn als Gruppenoperation die Quaternionenmultiplikation 
definiert wird; denn sind etwa a und b zwei mit c vertauschbare 
Quaternionen, so sind auch die Quaternionen a-f-b und a b  wegen

(a+ b) c =  a c + b  c
— c a + c  b 
■ - c (a+ b )

und

(a b) c =  a (b c) 

=  a (c b) 

=  (a c) b 

=  (c a) b 

—  c (a b)
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1 6 0 E. G ö l ln itz ,

mit c vertauschbare Quaternionen. Die Quaternionen a und 16 sind 
dann und nur dann vertauschbar, wenn

ist, wie sofort aus (5) folgt. Weiter gilt für vertauschbare Quater
nionen der S a tz :  Die mit einer festen Quaternion a vertauschbaren 
Quaternionen b bilden eine überall dichte Punktmenge in R±.

B e w e is :  90? sei die Menge der mit ci vertauschbaren Quater
nionen 6. b sei ein beliebiges, aber fest gewähltes Element von 90?. 
s >  0 sei beliebig gegeben. Dann sei

Also gibt es in jeder Umgebung jeder Quaternion b von SO? eine 
so definierte Quaternion c. c gehört aber auch zu 9J?, denn aus (9) 
folgt, daß es eine reelle Zahl X gibt, so daß

Also gehört c zu 9)?, womit der Satz bewiesen ist.

§ 2. Über lineare Quaternionengleichungen und linear unabhängige
Quaternionen.

Aus der Gleichung

(9)

5 = 0
wobei

sei. W egen
3

ist dann

8

bz — aQ\ \  a 1; 2; 3

ist, woraus sich sofort

oder

ergibt. 1̂ ^2 ' 3̂ --  ^1 ^2 • ^3

folgt für a ^ : 0
a
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Beiträge zur Quaternionentheorie. ] 6 1;

£ n =  l >
wenn a={=0 ist.
D e f in i t io n :  Es sei

- 1  Qa 1 =

Dieselbe Lösung hat die Gleichung

N  (a) ’

a_1 soll die zu n reziproke Quaternion heißen, 
a und a~ ] sind nach dieser Definition vertauschbare Quaternionen. 
Es ergeben sich ohne weiteres die Gleichungen

(a_1) 1 =  ci; (a b)_1 =  b-1 a_ t ; a_/' a" =  a" a ~ 11 =  1;

(an) 1 =  (a-1)  ̂ =  a - "; (a_ ") 1 =  (a_1) n =  a”, 

wobei n ^ O  ganz ist, wenn man für alle a

rt° =  1
und für a ^ O

a~" =
a"

{JV(a)}«

Wie ohne weiteres ersichtlich ist, haben die linearen Gleichungen

fl =  b 

£ a =  b,

setzt.

und

wenn a und b beliebig gegebene Quaternionen sind, die ein
deutig bestimmten Lösungen

E =  6,
beziehungsweise

l  =  h a - 1.

D e f in i t io n :  Es sei für b 0

Für diese Quotienten ergeben sich leicht die folgenden Relationen

iV(b) ’
a a

T 1
--

■y
|ö|
1BT

Für cz^:0 ist

a + b  a b a + b  a b
“ l — i -  7 1  +  T ,; _  ' T  +  ' 7

a r a b  t a b a
— \-v = -----1; o . i— — | c i c i i c i c .
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Für 6 ^ : 0 ;  c^= 0  ist

a b 
b ' 1 c

b n 
c 1 ’ h

Für a 4 =0 ; 6 * 0  und alle ganzen « 0 ist

6 (  a ' r ^  b ( a V "  7  &
a 1 J  b ' 1 a ’ V b 7  \ ab 1;

_b_V' 
a /

Herr S c h r u t k a  von Rechtenstamm beweist in seiner oben zitierten 
Arbeit einige Sätze über linear unabhängige Quaternionen. Er be
nutzte dabei bestimmte, von ihm zur Abkürzung der Rechnungen 
eingeführte Symbole. In meine Bezeichnungen übertragen heißen sie 
(ci b), (a b c), (a b c b). Für diese Symbole beweist er eine ganze Reihe 
von Relationen. Diese Symbole lassen sich durch Determinanten er
setzen, die ich folgendermaßen definiere: Sind die ap3 beliebige
Quaternionen, so sei

«11 «12

Q.21 ^22
— «11 «22 «12 «21’

«11 Clio «13

«21 ^22 «23 =  «11
CI22 «23

CI j 2
^21 «23

+  «13
«21 «22

«31 «32 «33
«32 «33 1 «31 «33 «31 «32

11. s. w. und allgemein für alle ganzen n >  1

Ölt CI 12 . • Al 11
n

«21 • 02, , - 1 fl‘2, 3+1 • fl 2 11

«21 a-22 • • fl2 «
= X (~

- 1 ) 3 +  1 Ql , Q31 • • 03, 3 —  1 fl3, a+1 • «3«

f l «  1 fl« 2 ■ • Q« n fl« 1 • • fl»/, 3 — 1 «», 3 +  1 • Q»«

Dann läßt sich der von Herrn S c h r u t k a  von Rechtenstamm, 
1. c., Abschnitt 10, ausgesprochene Satz über linear unabhängige 
'Quaternionen folgendermaßen ausdrücken: Die beiden Quaternionen a 
und b sind dann und nur dann linear unabhängig, wenn

a b 
ä b =1=0

ist. Die drei Quaternionen a ; b ; c sind dann und nur dann lineal- 
unabhängig, wenn

a b c
ä b c 4 : 0
a b c
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Beiträge zur Quaternionentheorie. 163

ist. Die vier Quaternionen et; 6; c; b sind dann und nur dann linear 
unabhängig, wenn

a c

ä b c b

n b c &

ä b c b

(10)

ist.
Die oben definierten Quaternionendeterminanten lassen sich für 
die Theorie des Quaternionenkörpers benutzen. Wie oben definiert, 
ergeben, wenn a und b irgend welche Quaternionen sind, die Aus

drücke et ±  b; a b  und wenn b =j=° ist, auch jp und w jeder Qua

ternionen. Also bilden alle Quaternionen einen Körper, den ich mit 0  
bezeichne. Ich definiere nun: Vier linear unabhängige Quaternionen 
sollen eine Basis von Q heißen. Eine Basis von 0  bilden z. B. die 
Quaternionen 1; it \ i2; z3. Nach einem von Herrn S c h r u t k a  von 
Rechtenstamm, 1. c., Abschnitt 13, bewiesenen Satz lassen sich dann 
alle Quaternionen linear und eindeutig mit reellen Koeffizienten durch 
eine Basis a; b; c; b von O darstellen, wobei

A  (a; b; c; b) 0

sein muß, wenn man unter A  (a; 6; c; b) die auf der linken Seite 
von (10) stehende Determinante versteht. Insbesondere ergibt eine 
leichte Rechnung

A  (1; i2; i3) =  —  24. (11)

Ähnlich wie Herr S c h r u t k a  von Rechtenstamm von seinem 
Symbol (a b c b) beweist, daß es eine reelle Größe darstellt, läßt sich 
dies auch von A  (a; b; c; b) beweisen. Nennt man also A  (a; b; c; b) 
die Diskriminante der Basis a; b; c; b von Q, so ergibt sich, daß 
jede Basis von O eine reelle Diskriminante hat. A  (a; b; c; b) läßt 
sich auch durch die Komponenten der Quaternionen a; b; c; b aus- 
drücken, und zwar ergibt sich durch eine Rechnung, die wegen ihrer 
Langwierigkeit hier nicht mitgeteilt werden soll, das Resultat

A ( a ;  b; c; b) =  — 24

ao a x a2 Ci,

K h b.

co ^2 c,
dQ dx dey dt

(12)

woraus sofort ersichtlich ist, daß A ( a ;  b; c; b) reell ist. Für a =  1; 
h — i1\ c — i2\ b =  i3 geht (12) in (11) über. Nach (12) ist, wenn 
die Komponenten von a; b; c; b ganze Zahlen sind, A ( a ;  b; c; b) 
eine reelle ganze, durch 24 teilbare Zahl. Es sei nun definiert: Ist 
für eine Basis von Q mit ganzzahligen Komponenten . A ( a ;  b; c; b) =
— r t  24, so soll a; b; c; b eine Minimalbasis von Q heißen, und

Sitzungsber ichte  d. mathem.-naturw. Kl., Abt. II a, 137. Bd.
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1 64 E. Göllnitz ,

zwar eine eigentliche Minimalbasis, wenn A  (a; b; c; b) 
und eine uneigentliche Minimalbasis, wenn A  (a; fi; c; b) =  
Demnach bildet jedes der folgenden acht Systeme

— 24 ist, 
■4- 24 ist.

1, h
1, — *i> H

— 1, h> —  h
1, 2̂» h

- 1 , — *1. h
- 1 , iv 2̂> h
- 1, H

eine eigentliche Minimalbasis und jedes der acht Systeme

- 1, Hi H  >
1, h> H »
1, '̂2’ H »
h H >

-  1, h> h\
-  1, —
— 1, h'

1, 2̂> h

eine uneigentliche Minimalbasis von Q.
Ist ci eine beliebige Quaternion und n ^  1 ganz, so sind wegen

A ( a " ;  ct"+ 1 ; a ,,+ 2 ; a" + 3) =  6 (ci" a"+1 an+'2 a“ + 3 +

+  o « + 3  ci, ,+ 1 a M— ci7'“*“2 n " + 1  q11 f l” ~*~3 — q m+ 3 ci" ct”"̂ 1 c i " + 2)  —  0

die Quaternionen a"; a1l+l; a"+2; an+s linear abhängig. Insbesondere 
können als die Quaternionen a; fl2; fl3; a4 für keinen Wert von et 
eine Basis von O bilden. Wegen

ci Q- 
ä Ö2

=  fl fl- -a2 0 =  (ä— a) N  (a)

sind die Quaternionen a und a2 dann und nur dann linear abhängig,, 
wenn et =  0 oder wenn a =  n, d. h. wenn ci eine reelle Quaternion ist.1

1 Nach Enzykl. der math. Wiss., Ia, 4, Nr. 10, oder nach H u rw i tz ,  Vor
lesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen, Vorlesung I, Formel 23 (Berlin 
1923), lautet die charakteristische Gleichung der Quaternionen

a2—2 a0 a-\-N (a) =  0
02—(2 aQ—ä) a =  0.

Sie gilt für alle Quaternionen n. Also sind a und a2 dann und nur dann linear ab
hängig, wenn die Quaternion 2 a0—ö reell, d. h. =  a2 =  a3 — 0 ist. Also muß
dann auch a reell sein.

oder
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Beiträge zur Quaternionentheorie. 165

Aus A  (a; a - ; a3; 0) folgt, daß auch die drei Quaternionen a; a2; a3 
stets linear abhängig sind.1

§ 3. Definition und elementare Eigenschaften der Quaternionen-
funktionen.

9# sei eine beliebige Menge von Quaternionen
3

a = y  z3 ü .
L__I
3 = 0

Ist jeder Quaternion ,3 von äft eine Quaternion

tt) Wa ü
a = 0

zugeordnet, so soll tt) eine Funktion von 3 heißen und mit tt) =  f (3) 
bezeichnet werden. Der Stetigkeitsbegriff läßt sich wie bei Funktionen 
komplexen Arguments einführen. Die Funktion f (g) soll in $0 stetig 
heißen, wenn zu 9J? gehört und zu jedem e ;> 0 ein 8 r r  § (g0; 3) >  0 
existiert, so daß

I f (ä)—f (ao) I < s
ist, sobald

! 3 3o I ^  ^

ist. Ist § von Iq unabhängig, so soll f (§) in gleichmäßig stetig 
heißen. Ebenso wie in der komplexen Funktionentheorie lassen sich 
dann die folgenden Sätze beweisen: Sind fx (3) und f2 (3) in 9# stetig 
(gleichmäßig stetig), so sind in SR auch die Funktionen fj (5) ±  f2 (g) 
und fj. (ä) - f2 (ä) und sofern in f2(§ )^ :0  ist, auch die Funktionen

und stetig (gleichmäßig stetig). Ist die Funktion f (§)
I2 w  I2 w

in der abgeschlossenen Punktmenge in R A stetig, so ist hier f (5) 
beschränkt. Man nennt f (§) eine ganze rationale Funktion, wenn sie 
eine Summe von endlich vielen Gliedern der Form

a, i " ' a2 ä«*.. . a 1; f k  a*+1

ist, wobei nx \ n?; . Uk ganze Zahlen, k ^ O  ganz und ö j ; a2; . . . a*+j. 
konstante Quaternionen sind. Dann folgt sofort^ daß jede ganze rationale 
Funktion f(g) in jedem in iv*4 gelegenen endlichen Bereich stetig is t

1 Sind n; b; c; b vertauschbar, so findet man A(<1; B; c; b) =  0 etwa aus
Formel (28) der oben zitierten Arbeit von Herrn v. S c h r u t k a  oder aus der ihr
entsprechenden Formel

1 _ _ _ _
— A ( ö; 6 ; c; b) =  (a b c b-hb cb ä) — (cB a b-hb ä 6 c).
6

Also bilden vier vertauschbare Quaternionen nie eine Basis des Quaternionenkörpers.
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Die gebrochene Funktion lu =  — führt die Kugeln des g-Raumes
ö

in die Kugeln des ro-Raumes über, und zwar gehen die Kugeln des 
g-Raumes, die durch den Nullpunkt gehen und nur diese in Ebenen 
des lu-Raumes über.

Im folgenden soll der Begriff der Konvergenz einer Quaternionen- 
reihe aufgestellt und einige spezielle Reihen untersucht werden. Es 
sei die unendliche Folge von Quaternionen

ii — 1; 2; 3; in inf.
3 =  0

vorgelegt. Diese Folge soll konvergent heißen, wenn die vier Folgen 
reeller Zahlen

S (1); 2 (2). Ä(3). 0  — 0; 1; 2; 3

konvergent sind. Die Quaternionenfolge ist also dann und nur 
dann konvergent, wenn es eine Quaternion 5 und zu jedem 3 >  0 ein 
N = N ( 3) >  0 gibt, so daß für alle n > K

ist. Man schreibt dann l ä ^ - ä i c

3 =  lim f ’l

E s sei nun für alle ganzen 11 ^  1

11

a= l

lim §n =  §,

,(°)

Existiert dann 

so heißt die Reihe
OO

OO

c = 1
ä(3) (13)

konvergent und § ihr Wert. Die Reihe (13) ist also dann und nur 
dann konvergent, wenn es eine Zahl §> und zu jedem s >  0 ein 
N  =  N (s) >  0 derart gibt, daß für alle ganzen n >  AT

|S„— §! < £

ist. Die Reihe (13) soll absolut konvergent heißen, wenn

a = l
läw l (14)
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Beiträge zur Quaternionentheorie. 167

konvergiert. Aus der Konvergenz von (14) folgt die Konvergenz 
von (13). Ebenso wie in der Reihentheorie mit komplexen Gliedern 
läßt sich zeigen, daß (13) absolut konvergiert, wenn entweder

ist. Ohne weiteres ergibt sich, daß die drei Potenzreihen mit reellen 
Koeffizienten

für alle g des Raumes R± konvergieren. Ihre Werte seien beziehungs
weise mit e*, cos 5, sin 5 bezeichnet. Dasselbe gilt von den Reihen

deren Werte beziehungsweise mit cof § und firt 5 bezeichnet seien. 
Für z2 =  z3 = 0  gehen die so definierten trigonometrischen und hyper
bolischen Funktionen in die entsprechenden Funktionen komplexen 
Arguments über. Da in absolut konvergenten Reihen auch hier die 
Glieder in beliebiger Reihenfolge angeordnet werden dürfen, gilt

=  k <  1

oder
lim \ /  | ̂  | 1 =  q <  1

ist. Konvergiert die Reihe OO

absolut, so tut dies auch die Reihe
OO

und ebenso die Reihe
OO

wenn für alle o >  ^  wo -fr ;>  0 ist,

X = 1

OO OO OO

OO OO
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Es sei nun s0.=  0, d. h. g eine »rein imaginäre« Quaternion (nach 
H a m i l to n  ein Vektor). Dann ist nach (6)

=  - J V ® ;  a» =  - äAr (ä); t  =  W m *

und allgemein für alle ganzen n >  0

34 fl - 1 2 14 11 • ^4  ■/i'—1—1 - I i  I 4  • -y4 11-\~2 ----- - j a I 4  ?/■*!“2 • ^4 7/4-Jj ----------   j  | ^Ö — i 6 I > a — öl ö I »o — I 9 I ’ o — ö 1 Ö 

Also folgt für rein imaginäre §

OO oo
ß > = V  (— i)3i ^ l  +  _ i _  V  (—

Z_J V (2 a)! | g j (2 o +  1) ! ’
3 =  0

e’' ~  cos lg] +  -pj- sin |g-| (15)
läl

und ebenso

— cos 1*1-----ß— s in I ä I •
läl

Hieraus folgt weiter
e  ̂ j =  1,

d. h. für rein imaginäre Quaternionen § ist zu e~* reziprok. Nach (15) 
läßt sich eine Reihe von Werten der Exponentialfunktion berechnen. 
Für a r = l ;  2; 3 ergibt sich sofort

e~' '3 =  1 ; e 'a =  — 1 ; e =  i3\ e 3 =  ~  \ J 3 1

n 7° i
~4 1+^3 “1T~ V 3 +  ?3 z (/- + /-) \/ 21 1 1 o oe — — T~r, e =  v —ö“  ß ' = 1  o; t = l ;  2; 3;

V / 2 1 2

\/  :i
Z_j

1

In diesen Formeln läßt sich auch is durch — i. ersetzen. Weitere 
trigonometrische und hyperbolische Funktionen seien für alle g, in 
denen die auftretenden Nenner nicht verschwinden, definiert durch

sin i sing cos 3 cos
tans ä  =  r— 7 1 ; Tang 3 =  - ä - ; cotg 3 =  - r - i ,  C otgä =  !7Tcos y  u 1 cos i u sin i 1 sin %

t##9 8 = ; 2,11,0 i  =  cot5» = ' S 1 ; Sots 3 =  r ^ ' ä
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Hieraus folgen ohne weiteres die vier Relationen

tang g cotg g =  1; Tang  g Cotg g =  1 ;

tang g cotg g =  1 ; Sang g (Sotg g =  1.

Die Gleichung (15) stellt ein Analogon zur Euler’schen Gleichung 
e' x =  cos x-k-i sin x  dar, gilt aber nur für rein imaginäre g. Es soll 
nun eine allgemein gültige, der Euler’schen Gleichung entsprechende
Relation aufgestellt werden, a sei eine beliebige Quaternion, für die

V  ^ = j = 0
Z_]
3=1

ist. Einer jeden solchen Quaternion ci läßt sich eine durch

3

£ a , i ,
a — 1

V ^” 0 = 1

definierte Quaternion ja (nach H a m i l t o n ’s Bezeichnung die Achse 
von a) zuordnen, für die r= — 1 ist. Im Intervall 0 ^ c p rt^ 7: ist 
ferner ein Winkel epn durch

~ f ---- 1
«o 1 ■ V ' »cos cpa =  ' - ; sin cpa - -  ~—r  l  / > ai
|a | ja| y  Z_i

bestimmt. Dann läßt sich a in der Form

a =  | a | (cos ©n+jn sin (p0) (16)
darstellen, und es ist

ö =  J ci I (cos cpa—j„ sin Cpn).

Alle Quaternionen der Form cos tpn+jn sin cpn liegen also auf der 
Einheitskugel Ar ( g ) =  1 um den Nullpunkt von Mit Hilfe dieser 
Darstellüng solcher Quaternionen n läßt sich das Analogon zur 
Moivre’schen Formel ableiten. Es ist nämlich für alle ganzen n ^ .  1, 
und wenn

£ 4 * 0
3 =  1

ist (diese Voraussetzung soll stets gemacht werden, wenn die Dar
stellung (16) für eine Quaternion benutzt wird).

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



170 E. G ö lln itz ,

a,! =  j o j11 (cos (n cpn) +  jn sin (n <pn)) (17)

und wenn n mit 6 vertauschbar ist,

a b =  |ab | (cos (©„ +  <p6) +  j„ sin (<pa+?b)), (18)

da dann jn =  jö ist.
Nun ist für alle ganzen n  5^ 0, wenn n =  0 (mod 2) ist,

(k ¥)” — (— 1)i’ i'" 
und wenn n =  1 (mod 2) ist,

(jfiS)" =  (j?) h  f  —  (— 0 ^  fcE"
3

Also ist für alle Quaternionen £, für die V  x \ z £  0 ist,

ifi- v A iE i ' ) 20 , ( j a ’)23+1Ni _
— V (2a)! (2 a +  1)!/

o =  0

oo oo

(2a)! (2a +1)! ’
3 = 0  3 = 0

Ir £e — cos £ +  jE sin £. (19)
Wegen 

folgt dann
e~h1 — cos £ — jE sin £

eh£ -I- h s cos £ =  -------------- ;

gj£ 4' -- 4' gjj; 4' ---------g-iE 4‘
Sln  ̂= ----- 9j-------1 =  1------2j -----4

Da j| f j4. ist, lassen sich noch leicht die folgenden Beziehungen 
aufstellen:

fitt £ - -  — jf sin (jE £); sin £ =  — jE fin (jE £); 
cof £ =  cos (js £’); COS £ =  cof Qs £),

und da jE eine mit jeder ganzzahligen Potenz von £ vertauschbare 
Quaternion ist,

tang £ =  — jE tang (jE £); tang £ =  — jE tang (jE £):
£ang £ — jE T ang (jE £); Tang £ =  — jE Sang (jE £);

cotg l  — h  cotg (jE £); cotg £ r= jE cotg (jE £);
Gotg £ =r jE Cotg (jE £); Cotg £ =  jE Sotg (jE £).
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Für alle ganzen 11 ^  1 ist j„E =  jE. Damit lassen sich leicht die 
Formeln

=  cof (»{) +  [in (ni)\ euk s =  cos (n j) +  j,. sin (ri£)

ableiten. Wegen der leicht zu beweisenden Formel (e*)11 =r e11̂ folgt 
also

(cos £ +  js sin );)n — cos (nf) +  \x sin (n j)
und

(cof t  +  fitt D n — cof ( n f )  4- j,: fin («£).

Ist £ mit 1) vertauschbar, so folgt wegen t) =  j£ =  noch 

tjs + ‘> =  cos (j +  l)) +  iE sin (j +  lj).

§ 4. Definition und Untersuchungen über Integrale im 
Quaternionenraum R4.

In der Punktmenge äft in K4 sei die stetige Funktion f (5) 
definiert. C sei eine in gelegene Kurve. Ihre Parameterdarstellung sei

z3 — v. (t)\ t0 ^  t T\ g =  0; 1; 2; 3.

Diese Kurve verbinde die in $31 gelegenen Punkte PQ und P  mit
einander. Dann hat also P 0 die Koordinaten

^ M =  <ps(f0); o =  0; 1; 2; 3

und P  die Koordinaten

Z 9- ^ { T ) \  a =  0; 1; 2; 3.

Den Punkten P0 und P  sind beziehungsweise die Quaternionen

äo= v ä» ,

3 =  0

und

S = f z * ü
3 =  0

zugeordnet. Die Funktionen co.-Jt) seien im Intervall t0 ^ L t ^ T  stetig 
und eindeutig. Längs C ist dann

f (s-) =  ^ (s0; si ; -2; h )  — % (?o (0; ? i (0; ?2 (0; ? 3 (0) =
3

=  F(t) =  Y j i ° F M
3 =  0

Dann folgt sofort, daß die Fz (t) im Intervall t0 <^t stetige, 
reelle Funktionen der reellen Variablen t sind. Es seien nun für 11 >  0
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äo; ä i i 3*2;• - ö n  =  &  b  =  y < 0)^ ;  a =  0 ; l ; .  . 11i._i
" = 0

beliebige Punkte auf C, die durch die Parameterwerte 
. J n — T  bestimmt sind. Weiter sei

3✓N /N
.11

T = 0
/N

ein beliebiger Punkt auf C zwischen b  und g0 + i, d. h. es soll g3 zu 
einem Parameterwert gehören, der zwischen den zu b  und g0 + 1 
gehörigen Parameterwerten gehört. Dann sei

11 

G =  1
und

11

Es sei nun zu jedem e >  0 ein 6 =r 8 (s) >  0, ein N  =  AT(s) >  0, 
ein ¥  und ein *F vorhanden, so daß für alle ganzen n >  Ar, sofern 
für alle ganzen o der Strecke 0 <  a ^  11

b — b - 1 ! < §
ist

j 9n— ¥\  < s
und

! «f, — ¥  1 <  s

ist. Dann sollen 3* und *F die beiden bestimmten Integrale von 
f(g) längs der Kurve C heißen und mit

S
p =

5o c
beziehungsweise mit

3

^  =  *j- f (3) d 0

00̂ '

bezeichnet werden. Der Kürze halber führe ich nun die nächsten 
Rechnungen nur für die Größen und 3» durch. Wenn man

3

f (ä) ~  $ (Z0 ' "1 ’ z 2 ’> ^  (£o > ̂ 1’ '~2 > ^3)
3 = 0
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setzt, so folgt nach der Definition von und nach (3)
n

Vn =  V  (<|,o$0; 4=); ^)(4°)-V3- 1)N
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<3 =  1

3 n

— ^  ^ , ( 4 a); 4 °);%); 2;)) (s(<0—zt(=-D)
z = l  o =  1 

3 11

+ V  V ^ ^ 0(%);S!.);a?);4-))
T = 1 0 = 1  

3 ll

+ ^  ^  (43); 43); 4°; 43))(43)—4S_1

+ h V  ^ 2(4a); 4G); 43); 43)) (4a)—2*(3~v3
3 = 1

+ h  ^  ^8 (40); 4a); 43); 43)) (43)—43_1))
o=l

11

+ h ^  (̂ h (43); 4G); 43)) (4o)- 4 3_1)))
o = i 

u

—  «'s 2 ]  ('^i (so,; s f ,; s f ,; ^  (4 1’— ^5’"'1,)
0=1

— h (43); 43); 4a); 43)) (43)—43_1))
0 =  1

Geht man nun in dem oben angegebenen Sinn, daß nämlich 
i§3—go-! 5 <  8 sein soll, für n-+ oo zur Grenze über, so folgt nach dei 
Definition des reellen Kurvenintegrals

3  3 3

p = £ f ( t ) d j = f ' h ‘isl> - £ f i '  <*«>+y  > - J  ' h ä - -
5 C  0=1 C  C=1 C
"C

+  ^  ia jtya d z0 +  *1 dzs +  h j ^3 d z1 +  h  j ' t y  1 ^ '--2 —
c=i c c c c
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H  J  ' t * 3  d ^ ' l  J  P l  d ^ 3  23 ^2 (20)
c c c

Ebenso würde sich ergeben

3  3 3

?  =  j ^ f ( $ ) d ö =  J 4o dzo — ^  f e ' dso +  ^ ° dZz
p 5=1 n a=l f■liy. o  o  l.

3

+  y  iz j ^3 dz0 +  it 3 +  i.2 J * rj  ̂ dz3 +  i5 J ' d z x

3=1 c c c c

—  it j \  dz3 — 72 3̂ ^  — h  j~ 'h  dzr  (21)
c c c

In (20) und (21) ist zur Abkürzung

4*3 =  ( ^0 ; « ! ; Ä21Äs)i  3 =  0 ;  1 ; 2 ; 3

gesetzt.
Die so definierten Integrale sollen nun an einigen Beispielen
berechnet und zur Definition neuer Quaternionenfunktionen benutzt 
werden.

B e is p ie l  I: C sei die Strecke

— —  0 <  t ^  xa; a =  0; 1; 2; 3,
*o

3

die die Punkte 0 und £ =  ^ \ r 3/3 miteinander verbindet. Dann er-
G— t

gibt eine leichte Rechnung wegen (6)

^ C 7 -r o— —x l— xl . £-
d b - A - h d h — --------- ö--------- +  *0 > =  -x-.a

"c üc 3=1

B e i s p i e l  II: Ist C derselbe Integrationsweg und

so ist

<|>0 =  zl — ^  z:; =r 2 z0z,; a-=  1 * 2 ; 3.
ar=l
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Eine einfache Rechnung- ergibt dann

175

°c 0C

3

B e is p ie l  III: Es seien a =  ^  a3 ia und t> m  ^  b. i- zwei be-
C =  0 3r=(j

liebige Quaternionen und c die durch

z. — a z -\- ^  t\ 0 ^ t ^ b 0; o =  0; 1; 2 ; 3

definierte Verbindungsstrecke der Punkte a und b. Dann ergibt sich 
aus (20) und (21)

, 6‘-—a2 +  ab—Im
l d l - --------- ö----------

und
&

. h 2 — et2—ab +  ba
l d h — --------- p---------

so daß also dann und nur dann

ist, wenn a und 6 vertauschbare Quaternionen sind. Etw'as lang
wieriger ist die Berechnung der Integrale

b 6 

f d l  und

Man findet, daß diese beiden Integrale dann und nur dann
b3— a3

einander gleich und zwar gleich - - -—  sind, wenn a und B ver-
O

tauschbare Ouaternionen sind. Es ist nämlich allgemein
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3 = 1 3 = 1

und

+ y   ̂ ia l — ala , +  blba
al ba — az bp

+  K  +  &o) (a2 b3— as K ) h  
+  (a0 +  b0) (a3 bx ax bs) i2
-H (a0 +  b0) (ßj b2 ^2 ^i) 3̂

j-  ä2 di =  - ^ 3- ? +  «o £  « S - i o  Y  «

, \  ■ i ■ i •' , * 72 , aabl— a lb a\\“f” /  \ ^ ( —üq a a-hP()b0-\---------g )

Es ist also
6

+  (Ö0 +  Z\») (a3 b2 ~ a2 h ) h  
+  (#0 +  &o) (<2j &3---£Zg /'2
+  (a0 +  b0) (a2 b^— ax b2) i 3

+  g j h i ^ z * 0 ^ ( a ! + a „ j s + « ) j .

*T ^ (^o +  öo)
*■1 2 3
d'-̂  cbc) cî
b]_ b2 b3

— ( a + ä  +  £>+b) (afi— 6 et).

§ 5. Über das Integral - j i -|- d %.

ic
S sei die gerade Verbindungsstrecke der Quaternionen 1 und
3

l  — ^  xz is. Dann ist (£ bestimmt durch die Parameterdarstellung
:=1
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S0 = l + ( * o — \  0 <  / <  1. 
z, — xat\ a —  1 ; 2; 3/

Hieraus folgt
3

.V (ä) =  { 1 +  (* „ -1 )  ty- +  p  £  *5 =  p  +  tq +  1,

wenn man zur Abkürzung

P — AT(i’)—2 Xq +  1; q — 2 (,r0— 1) 

setzt. Setzt man weiter

, *o— i p _  iV (t)—4
-  .V (j;) 2 *0 +  r  { iV ( j) -2  *0 + 1  }S ’

so ist
AT(ä)=/>{(f+>4)ä+ 5 } .  (22)

Hierbei ist wegen B =  stets B ^ O .  Also ist \ / B

reell. Unter \ / B l soll der positive Wert der Quadratwurzel ver
standen werden.
Definiert man nun

£
log£ =  d$, (2"3)

so ergibt eine einfache Umrechnung

i i
d t , ^  f* t d t

Beiträge zur Quaternionentheorie, 1 7 l

P log l  — (x0 1 )J y  +  A y  +  B +  (*0 1 )'J  y + -Aj2 +  ß  +
0 0

+  Z  ( x i f ( t + A r + ß j +  Z  (*’ ’° f [ t + A y + ß j ' (24>

Durch die Substitution

A  =  u  v /  R!
dut + A  =  u s /B< ^ - = s / S i

folgt
1

d t  1 ! 1 + A  A

o
und
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t d t  . 1  ( \ + A f + B  A [ t l + A
=  — log v -------arctang -

J ( t + A y + B  2 ö A* +  B s y B  \ °  s jB .
0

A— arctang — — 
S/51

Wegen (24) ist also der reelle Teil von p l o g g  bestimmt durch

+
f  x0— 1 A ( x 0— l)2̂  I l - \-A  A  '
( w — ^ r )  r ^ v i  - arc,an* ^

+  (5 r iO *  l0„ d  +  4 1 + *  +  V  M lo g 0  + 4 ! ± 5  _
2 Z _ j 1 2 g  .42 +  5

-4. 3̂ / 1 +  A  A  \)
--------- a rc tan g---- —---- arctang — > =

\ /B" { V B  \ /B > j I

p  , 1 +  2 A + A * + B— — lo g ----------------------
2 ö A * + B

W egen A-  +  B  =r —  und 1 +  2 A  +  A 2 +  B — ist also der 
P  P

reelle Teil von log £ g le ic h - i - ^ g  ^ ( i ')  odei' Sleich log \ / 'N j ^ ) ,

unter \ J n  {£)> den positiven Wert dieser Quadratwurzel verstanden. 
Also folgt aus (24)

3

log j =  log yAWrV +  1 V  L Xl (arctang —
^ ( 0 - 4 ^ 1  l S /Ar (E)-*50— 1

* o - !  ^— arctang —  -  \

Wegen
v —Varctang y. —arctang y 0 =  arctang - - 1-----2 -

1 +jv1 y.,

läßt sich die letzte Gleichung, wenn man

^ (?) xo . ,, _ xo 1
~  . / T 7 >: \  ■ &  ’ >2 ~\ / n g ) - 4  ■ s / m d - %

setzt, auch in der Form schreiben:

3 _____________

log £ =  log W ^ w j i  +  , 1 V  [io arctang *o'j, _
V N t ö - x V ^ X  x0 I
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arctang 1̂ ,
1' \  x, t.

arctang
(25)

o d e r

(i‘— xo) arctang (E) V
(26)logg =  log ^ ( j ) !  +  -------------

V  A (i)— 'ru'

Der Logarithmus einer Quaternion läßt sich also durch (25) 
•oder (26) darstellen. Damit ist aber noch nichts bewiesen über den 
Zusammenhang der Funktionen und log j. Die Funktion log j; 
,hat die in folgenden Sätzen ausgedrückten Eigenschaften:

S a tz  l: Es sei u ^ O  eine beliebige ganze Zahl und £ = ^ 0  
.eine beliebige Quaternion. Dann ist

B e w e is :  Für n — 0 und n — l ist (27) richtig. Es sei also  
■7/ ^  2. Ist (27) richtig, sb ..ist (27) vvegen

.auch richtig, wenn man n durch n + 1  ersetzt, wobei nur noch

log (£» $  r= log fe") +  log £

zu beweisen ist. (Siehe Satz 2.) Um also (27) vollständig zu be
weisen, ist noch

log (£») =  11 log £. (27)

lOg (j" + 1) =  lOg (£»■£)

=  log (e”) +  1oSE 
=  n log i  +  log i  
=  ■(«+!) log £

log (E2) =  2 log £ 

zu zeigen. Nach (6) und (26) ist aber

(28)

log ( f )  =  log s j N j f j '  +

+

(j2—x%+ x'i+ x \+ x\) arctang

Sitzungsberichte d. m athem .-natunv. K l., Abt.. H a, 137. Bd. 13
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Hierbei ist aber weiter

M ( f )  =  {iv(j)}ä; £* - 4 + 4 + 4 + 4 = 2 *0 Y * . ü

3

und

— V  xA — l ^ x ° ; —xl + ^  xl \ xl+x'ö — V x l \  =
\ a = l  /  \o = 0  o = l  /  \ a = 0  a = l  /

3

=  4 V
a = l

Also geht die letzte Gleichung, wenn man noch die Formel

2 y
2 arctang jy =  arctang -— —2

auf y —  V iY ̂  X~ü anwendet, über in
xo ___

2 arctang 3

log (£2) =  2 log \/iV(E)l H----------- -^ -4 °,-------------V  *3 *3.
v iV(s)—*o

Wegen (25) ergibt sich hieraus (28), womit Satz 1 vollständig 
bewiesen ist.

Satz 2: Es seien

3 3

E =  ^  und E=f=®»
o=0 a=0

zwei vertauschbare Quaternionen. Dann ist 

log fe t)) =  log £ +  logt).

B e w e is :  Es existiert nach Voraussetzung eine reelle Zahl X, 
so daß y .  — \ x z für a =  1; 2; 3 ist. Danach ist wegen (3)

y  N  (e 9) — | v 0 — ^  **y°j =  (x +>o) y  ^  *=

3 3

E — V o  +  2  F  *° +  >^  X  ia'
0 = 1  0 = 1
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Also gilt

log (g \j) =  log \/iV(£)l +  log N/iV(t))!

3 / 
v *3 *3
Z_j
3 =  1 arctang

V o
3 = 1

Diese Gleichung geht, wenn man

arctang y \  -l- arctang y 2 =  arctang - 1 (29)
1 —JVi

auf
~  =  \ / N  (f)— Xi1. -  =  v / iV f t lF ^ 1

* o  ’  2 y  o

anwendet, über in, da für vertauschbare Quaternionen j£ =  jt) ist, 

log fe l)) =  log +  log v /V Ö j )1

+  j£ arctang (?) +  jt) arctang
xo y 0

=  log g +  log t),
womit Satz 2 bewiesen ist.
Für jede Quaternion j: folgt sofort

— lxi —  lo.o-—£— — lo.crr.log fe“ 1) =  log ^T T  =  log J +  log
N ( £ )  ö t  

das heißt
log (t'_1) =  — log i'.

Ferner ist für alle ganzen n ^ l

log (j-») =  log ((j”) - 1) =  — log (£«) =  — n log £.

Also gilt Satz 1 für alle ganzen n =  0.

Sind schließlich £ und t) wieder vertauschbare Quaternionen, so ist 

log 1  =  log =  log i —log t).
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§ 6. Über die Integrale
£ i-

c sei die durch
z0=z x .t;  0 t ^  1; o =r 0; 1; 2; 3

definierte gerade Verbindungsstrecke der Punkte 0 und jl; in R±. 
Dann ist

0 = 1

und
3

. V ( l + ä2) =  1 +2 4 - 2  Y d  + D,
0 = 1

3

wenn zur Abkürzung x l — V  x\ =  A  und {Ar(g) }2 =  Z) gesetzt ist.
L—i
3=1

Setzt man noch
B  =  {tffc)}2,

so folgt weiter

AT( l + ä2) — 1 + 2  A P  +  Bt*.

Zur Bestimmung der beiden reellen Integrale

T _  f  d t  T  —  C  d t
1 1 _l_ 9  A /2  , R l i  U n  2 I 1 , o  J  /•> 7,l + 2  4 f 2-KB/4 2 J  l+2^4/2+ £ /

0 0
setze man

^ = 4 ; -v = i ’

so daß also ( y O v ' i s t  reell)

\ / N  M - p y ^ ) y X X"
G = 1

ist. Für alle £ ungleich 0 ist also \ / A 7 — M >»0.  Ist £ keine reelle 
Quaternion, so bestätigt man leicht, daß

1 E + F t  G + H t
+

^  +  2 M t - +  N  f- +  t W +  \ / N '  t2— t W +  \ / N
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ist, wobei W =  E = G  =  ; F  =

=  2 ~ W \ / N l 1St 
Dann ist aber

i i
1 f  d t  1 C t d t

B J 1 =  o T T v i / „  . i TT7 ■ . /^ I  +

Beiträge zur Quaternionentheorie.

2 v / .V J  t '  +  l W +  \ / N  2 W  \ / N ' J  l -+ 1 W +  s / N ‘
0 0
1 1

1 r  d t  1 C t d t
2 s/ n J  t*— t W +  \ / N l 2 W  \ / n 'J  f— t W +  \ / N  '

o o
Durch die Substitution

,  w  4 /  /T r  W '21

aus der

—  = .  /T7^ . I s / n '  +  m ' _  *0
</« \ / V jV “ T  - V  2-----------3v©

folgt, ergibt sich hierbei
=h IV  + 2

2 y V x '1 -  —
r  n  r  * d *f  d t    x 0 i  --------

i - ± t w  +  \ y N ‘ N (&J __ (^2+ i ) v v -- 4F + i J l V ” 1 W/’
±  w

2 \ /  \/:vVl. Tt l2i
4

d t  N M  v
— 1 arctang ---------

t* +  t W + \ / N '  *0

— arctansf

/ 3 |
v  „

. L * ’
3 = 1 N  (r)

=  arctang
/ *0 /,_3 i

1 + v  /  y

und ebenso \

f  d t  N (l)‘ -----------— arc tang--------------------- 0
J  t -— t W +  \ / N  *0
" ' l - . l y . r l

L—i

183 

H  —

(30)

(31)

(32)
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Weiter ist 1 1 TT _W

1 8 4  E. G ö lln itz ,

=  y I o g ^ © ± 2 ^ X * 5  +  1

Setzt man zur Abkürzung
<j> --------------

und

■ i y
r 4 -  (2 t -+- W) . =F ~r

r ______ dt_____  _  I 2 — } 2

J  t*d=t W +  \ / N '  ~  0 t ' ± t  W +  s / X 1
0

f~3 i
t ' V  xi

i~» i \ V  4 ?  a;
;------a- - —  arctanr 0

3

X \

2 x0

3

N(£) +  2 y / £ x l  +  1

qr — ___________ 0=1 ____
/ 3 I

N ( l ) - 2 K / y x i  +  1/

so folgt wegen (31) bis (33) nach einer kurzen Umrechnung aus (30)

J\ _-J— arctang O H------------L=.— log
1 4 x0 I 3

(34) X-

Wegen

n
3 = 1

t 2 F 't  H ' t
t±+  2 Mt -  +  N  t- +  tW - h  \ / N '  t 2— t W +  \ / N [’ ______

' vo p  =  ~ H ' = 2W= w = -  m )' =  ^  d  y
’  3 = 1

ist, folgt weiter

B J 9 = --------- - JM =  log*F +  ——  arctang <E>;
/ 3 i 4 xn
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Nach (34) und (35) ergibt sich, wenn £ nicht reell ist,

Beiträge zur Quaternionentheorie. 185

r  (1 + Ä t 2) d t  _  
x°J  1 +  2 A t 2 +  Bt ±  0 1 0  2

h \ I Z xl  
2̂ a r c ta n g * + _ _ ^ log(r

/ 3

(36)

Nach (20) ist also wegen (36), wenn man für nicht reelle 
■Quaternionen £

arctang % — J+ y ^ T »  d l
oc 

und
E

Arctang £ =  ^ - ^ - j ~ 2d^ 

oc
setzt1,

3
1 ,  loglF V  •

arctang £ =  —  arctang <P H----------_ ------. . ^  xa i3, ^

v
oder

und

arctang £ =  4 ” arctan§ ^  *̂-
2 4 v'JVöö—4 !

3
1 log*F V'Arctang £ =r — arctang ------------^

oder

4 \ ' Z X'V 0=1

1 ,  (r—xn) log
Arctang £ =  — arctang $  — - - ,

2 4 \ / jV  (£)—*?,
Hieraus folgt

arctang (—£) =  — arctang £; 
Arctang (—£) =  — Arctang £.

ö = l

(38)

(39)

(40)

1 Durch die Bezeichnungen soll nichts über den Zusammenhang von arctang £ 
und Arctang £ mit tang j: und Tang £ angedeutet werden. Dasselbe gilt, von den 
später zu definierenden Funktionen cirtcmg £ und Slrtnng £.
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f'86 Ei G ölln itz ,

Also sind die beiden Funktionen arctang £ und Arctang £ ungerade 
Funktionen. Ferner ist

Arctang £ =  arctang £.

Da für rein imaginäre (x0 =  0) Quaternionen £

<I> =  0

ist, sind arctang £ und Arctang £ für rein imaginäre Werte des- 
Argumentes £ selbst rein imaginär.
Es sei nun

"e
Hierbei ist, wenn alle Abkürzungen dieselben Bedeutungen wie oben 
haben,

N  ( 1 <—$) —  1 — 2 A t 2 +  B t
und

3

Also ist nach (20) und (41)

l

Führt man zur Abkürzung (42)

2 .  , V

und

o
t±—  2 M t * + N ~

dt
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und

C dt  N(r )  N  ( r ) , .
I ---------Vr—r— Vr =  — arctang 0  ■— - —  log A.I t*— 2 M t 2 +  N  » ö 8 .rn

\  i> :
Also geht (42) über in

1 . 4  1 •artang £ =  — log A -+- — jE arctang 0. (43)

Ersetzt man hier £ durch — £, so geht A in seinen reziproken
Wert über, während 0  ungeändevt bleibt. Also ist auch artang £
eine ungerade Funktion, d. h. es ist

artang (— £) =  — artang £.

Aus der Berechnung des Integrales

i'

-j — 2^ä (44>

«C
folgt ohne weiteres, daß

E 1'

»c °c

ist, da sich, wenn man (44) nach (20) entwickelt, die letzten sechs 
Integrale wegheben. Setzt man also

Beiträge zur Quaternionenth.eorie. 1 8 7

so ist stets

artang £ =  SIrtang £.

Wegen .V (jE £) =  N  (£); j| r = — 1 und da die arctang-Funktion 
reeller Argumente ungerade ist, ergeben sich leicht die Beziehungen

artang £ =  — jE arctang (jE £); 
artang (jE £) =  jE arctang £; 

jE Arctang (jE £) =  nrtang £.
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1 8 8 E. G ölln itz , Beiträge zur Quaternionentheorie.

Schlußbemerkung.

Man kann auch die Differentiation von Quaternionenfunktionen 
einführen. Dabei muß man zwei Differentialquotienten unterscheiden, 
die man analog den obigen Quotientenbezeichnungen etwa mit 
d f ({) d f (z)
— und .— bezeichnen kann. Ihre Untersuchung behalte ich 

«n 1 d l
mir einer späteren Gelegenheit vor.
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