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Über die (Quaternionenfunktionen log g und 
arctang g

Von

Erich G öllnitz (Chem nitz)

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. Mai 1928)

Einleitung.
In meiner Arbeit »Beiträge zur Quaternionentheorie« (Sitzungs- 

ber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, math.-naturw. Kl. vom 26. Februar 
1928) habe ich die Funktionen log £ und arctang £, wo £ eine 
variable Quaternion ist, definiert, ohne ihren Zusammenhang mit 
den Funktionen und tang £, beziehungsweise Tang £ zu unter
suchen. Diese U ntersuchung soll in dieser Abhandlung nachgeholt 
werden.

Ich bezeichne die Quaternionen wieder mit kleinen deutschen 
Buchstaben, ihre reellen1 Komponenten mit den entsprechenden 
kleinen lateinischen Buchstaben. Ferner seien iv  i2, z3 die drei 
Hamilton’schen imaginären Einheiten und iQ—  1. Alle weiter vor
kommenden Bezeichnungen benutze ich wie in meiner zitierten 
Arbeit.

Es sei 3

c = 0

eine variable Quaternion. und (S2 seien die geraden Verbindungs
strecken der Punkte 1 und £, beziehungsweise 0 und £, die durch 
die Parameterdarstellungen

so =  i+ O o — * ) \  o ^ ^ i ,  
za =  x9t; a — 1; 2; 3 J

beziehungsweise
z  ̂ — xz t\ 0 ^  1; o =  0; 1; 2; 3

bestimmt sind. Dann habe ich die Quaternionenfunktionen log £ 
und arctang £ durch die Gleichungen2

r*  1 /— B
log £ — -+> — log C + j E arctang —  (i)

J i s 'T°
<s,

1 Biquaternionen sollen auch diesmal von der Betrachtung ausgeschlossen sein.
Siehe die Formeln (26) und (37) meiner oben genannten Arbeit (weiterhin

kurz als »Beiträge« zitiert).
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3 5 2 E. Göl ln i t z ,

und

arctang g r=
f s  1 ,  1

X  W d * =  T arctang

definiert, wo zur A bkürzung1
/ 3I

<h —  __Z__Q__•
-  1 — N  (j) ’ 

fc) =  C;

2 * 0

i p __ C-t-2 B  +  l
~  C— 2 B + 1

gesetzt ist.

§ 1. Über den Zusammenhang der Quaternionenfunktionen
ee und log £.

Die Funktion ist in § 3 meiner »Beiträge« durch die 
beständig konvergente Reihe

definiert. Mein Ziel ist, zu beweisen, daß die Funktion et und log £ 
Umkehrungen voneinander sind. Setzt man zur Abkürzung

Nun ist jE nach Definition eine rein imaginäre Quaternion und 
jj£| == 1. Also gilt nach der Formel (15) meiner »Beiträge«

i Alle vorkommenden Quadratwurzeln sollen stets den positiven Wert dieser 
Wurzeln bedeuten.

oo

Bu =  arctang — , 
x0

so folgt

sin u —
tang u    B

\ / 1 +  tang2 u xo

(3)

und

cos u = (4)

— cos 1 + j E sin 1.
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Da u  reell ist, folgt hieraus wegen (3) und (4)

e1!' u=  cos « + j£ sin u
oder ______

___, i  / 1 *1
v/“c V c '

Da für zwei vertauschbare Quaternionen a und B 
ga+I) — ea'

ist und da log \/~C als reelle Quaternion mit der Quaternion ]^u 
vertauschbar ist, gilt wegen (5)

g lo g  £ —  g l o g \ /  C + jj . U

— ^OSV/C .ß's«

— x0+ \s B
oder ,>»« =  £. (6)

Ist ferner — ê , so ist wegen B ^ O  nach der Formel (15) 
meiner »Beiträge«

l) — eXo+̂  D — ex» (cos B + \ l sin B).
Also gilt dann

xl sin2 B

Die Q uate rn ionenfunktionen  log j: u nd  arc tang  £. 3 5 3

und

B 2 

0 =  1

N(l)) =  e2x° (7)

, ex». j£ sin B  _______ .
/ -s 9r 2 •Z e2^ x ; s i

7 ^

------------------—
/ s~\e2x"xl sin2 B  (g)

0 =  1

und
/  3

V 1 1 Sin2B
_ —\ ! e 2x*/  z?2 >

y Q exo cos B
0 =  1

/ 3

——-—-—  =  tang B. 
vo

S itzu n gsb erich te d. m athem .-naturw. K l., Abt. IIa , 137. Bd., 5. 6. Heft. 26

(9)
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2 *o=l

I 3

log t) — log +  jt) arctang
__  J'o

z= log y / e2x<> +  j£ arctang (tang B )

=  * o + h B

=  £•
Es ist also

log(t*) =  j. (10)
Aus (6) und (10) folgt aber, daß die Funktionen es und log £ 

Umkehrungen voneinander sind.

so folgt aus (1) wegen (7), (8) und (9)

§ 2. Berechnung der Integrale

£ T h d i u n d £ ^ ü d i -
e, e.

Längs GL ist, wenn wieder

x * =  B ; iVfe) =  C

gesetzt wird,

3 =  1
Ja z----------  Je! ~ ------------ >*’ (11)

M ) 2

Z.j
/ a =  l

h h -  1--------

— V  X\ +  X Q ^  X -X

B
M = — B t + x 0 / j E; ( 12 )

1 =b jjg — 1 Bt xüt)i\ (13)1

1 Hier und in den betreffenden folgenden Formeln gehören stets die oberen 
Vorzeichen zusammen und ebenso die unteren.
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Die Quaternionenfunktionen log j und arctang £. 3 5 5

N(1  i  j,j$) — (1 ~t“ t B )2 "t" xo^  — C t2 -f- 2 B t  +  1. (14)

Wegen (11) bis (14) ist also längs (£2

1 _ 1 *+■ B t x0 t 'fo
1 rb  j j 5 2 B t +  1 (15)

Die in Formel (20) meiner »Beiträge« auftretenden Funktionen 
4*0 > 'W’ ^ 2’ ^3 sin d a ls0 durch

^0 r 'n  -r-
1 -t- B t

C t2 = ^ 2 B t +  1 

txo xa
B (Ct2 ^p 2 B t  +  1) 

bestimmt. Zur Berechnung der Integrale

’ 4'  1 wd i

; a =  1; 2; 3

£
<£2

1

müssen die beiden Integrale

und

So

d t
Ct2 = p 2 B t + l

£

td t

bestimmt werden.
Durch die Substitution

t
B_

~C

Ct2 = p 2 B t + l

u x 0 d t  _ x0
C d u  C

folgt

- H ' L Z

d t 1
£ S i  —ßr d  il

Xq

x 0

C
xlu2 x\ 
—q T  +  ~Q>

1 (  . C = f B—  —  I a rc tan g ---------------arctang
%n V X n

B

C=f B  =F b
1

r= —  arctang
1 + (C q=ß )(=F B)

xl

— —  arctane *° (C B ±  B ) 
~  x 0 S  x ^ C B + B 2
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3 5 6 E. G ölln itz,.

oder
o  1 , *o
3 ‘ = - ^ arc tan g - i ± s

( 16)

Durch dieselbe Substitution folgt weiter

Xr. 11 ~4~ B X n
C z n B  - 0 ---------------

C C
C X() U ~

o

± 1
x0

2 C
log

C ± B  \ 2
\B

1 + B

1 4 + C 2 = F2B C+B^
2 C=  ^ V lQg '"U ' ~ J . ~ Pa ------ ± -7 s r -S r

B
"C

W egen x l + B 2 =r C ist also

3 2 — — • Si -I— (C-t -  2 5  +  1).2 C (17)

W egen (16) und (17) ist also nach der Formel (20) meiner 
»Beiträge«, da sich die letzten sechs Integrale wegheben,

n (1-1- 2? t) x0 d t
j *  1 d= ja ä  ̂ Jo C t2 -h  2 B  t +  1

(1 -i- B  t)x'sdt 
Ct2= p 2 B t+ l +

3

3 =  1

•i -+-txo - ^ f  -xo d t  

Ct2= p 2 B t+ l
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Die Q uate rn ionenfunktionen  log £ u n d  arc tang  £. 3 5 7

3 (
1 { \ - t -B t ) x Q± B t x Q y l  r 1_________ "______B

C t2= p 2 B t  +  l Z j W ,  C r-= F 2 B t+ l
J O  — I */o

o , : r 1 ( B ^  B 2t= p t  x2) d t
-  *o • *5i -i-J sj^ C f2= F 2 B t + l

„ n  (B ^  C f)  d t  
— x0 • h J o C t2 = F 2 B t + l

=%o • $ i +  -^js Sj —f“ C ji' r̂+r log (C 2 B  +  1)

=  x0 ■ Si ^  "g“ j.£ ( C ±  2 5  +  1).

Also ist

j p ~ i +  ja ~d % — arctans  iog ( c — 2 B + l ) (18)
(S*

und

e.

§ 3. Über eine Beziehung zwischen den Funktionen log £ 
und arctang £.

Zunächst ist

j l ± i  r =  -------- - - ° -~ 1- - —  =  =t= h  • ( 2 0 )

1 ^  // V '/

v l ^ /

Setzt man zur Abkürzung

u =  l= b jE& 

so gilt nach (1) wegen (20), wenn-
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3 5 8 E. Göllnitz ,

—  V ? "log u =  log \/iV (u ) =b jE arc tang----- — ----- (21)uQ

Dabei ist nach der Definition von u

3  9 9

JV(M) =  (1=F +  =  C = F  2 B +  1
0=1

und
/ 3 18

. /  y ui . /
V s  _ V ^  s

#o 1 —f— B  1 rt“ B

Also geht (21) über in

log (lzfc jE j)  =  y  log (C =F 2 B +  1) ±  U arctang ~ ^ ß ~ -

Nach (18) und (19) ist also

j P ' T T y "  d l - ~  h  l°S  (1 +  jE£) (22)

und
f s 1

- — 7— ^8 =  jE log (l — jEj). 
i  U

(23)

Unter den Voraussetzungen des § 4 meiner »Beiträge« lassen 
sich leicht, wenn f (j), ft (j), f2 ( j ) , ----- f„ ($) integrierbare Quater
nionenfunktionen sind und wenn 1 ganz und a eine konstante 
Quaternion ist, die folgenden Relationen beweisen, wobei die Be
zeichnungen des genannten § 4 benutzt sind:

• 8 " "
f  £ f ' ( S ) ä j  =  £ - f c  (24)

^ 3°C 0=1 0 = 1 ̂ äoC

*r  (25)
^ SoC 0=1 0=1 ^ äoC

- £ 3af (&)d& =  a - f 8 f($)ä r> (26)
t/äo/- »'Jo/-.
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Die Quaternionenfunktionen log £ und arctang £. 3 5 9

r s  r 3
4  =  f(b)dy, (27)

- f i S f($) a ä  $ =  f - f 8 f (z) d  s la ; (28)
'Jüoq Wäô -. J

f (&) a d  $ — !■ £  f (j) d  §|a. (29)
Jhor Iväo/- /C  v~ooc

Sind nun a ^ : 0  und f>=£:0 irgend zwei Quaternionen, so ist 

a-1 (a+ fi)  6_1 =  b-1 +  a- 1 .

W endet man diese Formel auf

a =  l +  jää; 6 =  1 — h i
an, so folgt

(i+jaa)-‘ . 2 . ( i - y ) - i  =  (i+jja) - i + ( i _ j 8ä)-i;

( l + i a ^  +  a - j a r 1 =  2 { ( l - j iä) (1+ U )} -1;
1 1 2 

+
1 + )ää 1 + ä2 

Also ist nach (22), (23), (24) und nach der Definition von arctang £ 

2 arctang £ =: — jE log (1 +  jE £) +  jE log (1 — jE £) 

oder, da l + j s £ und 1 — jE £ vertauschbare Quaternionen sind,

2 arctang £ r= jE log ) ?s 1 • (30)
1 "T" Je E

Ersetzt man in (30) £ durch jE £, so folgt wegen jj E =  jE

2 arctang(jE£) =  jE log • (31)

Schließlich folgt noch aus (30) durch Anwendungen von (18) und (19)

x  1
2 arctang £ =  arctang Y ' ~ ß -----   q~ h l°g (C — 25 + 1 )  +

X  1
+  arctang  ̂ — 1- j£ log (C + 2  B  +  1) =
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3 6 0 E. Göllnitz ,

1 — B 1 + 5  1 .
- a rc tan g ------------------------------- h jE log W =

X q dj

7 — B 2

=  arctang <3> +  jE log

Damit ist aber die Formel (37) meiner »Beiträge« auf einem 
neuen W eg bewiesen.

§ 4. Über den Zusammenhang der Arcustangensfunktion mit der
Tangensfunktion.

Da nach dem Schluß des § 6 meiner »Beiträge« 

artang j; =  — jE arctang (jE g)
ist, gilt nach (31)

2 artang .£ =  log (1 + $  — log (1— (32)

Nun ist nach Definition (siehe § 3 meiner »Beiträge«)

tang £ =  =  (cof e)“ 1 .fitti*.

Hieraus folgt aber

=  (ß^ +  l ) - 1 («’ — 1).

Für t) 2 artang £ ist also wegen (32)1

tang (artang) £) =  {)  ( { z i f  ~ J)

=  2 - 1. 2 i -.

Daher ist
tang (artang £) =  £, (33)

i Das folgende gilt, da l-f-£ und 1 — £ vertauschbare Quaternionen sind.
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D a ^ + l  und e1’ — 1 vertauschbare Quaternionen sind, ist

— 1 2 e ‘J
1 +

Die Quaternionenfunktionen log £ und arctang £. 361

+  1 +  1
und

1 — 1 2
e'f +  l e'i +  l ’ 

denn auch e** ist mit e1’ + 1  vertauschbar. Also folgt nach (32) für

£ —  taug - |-

die Relation

2 artang (tan81 )  =  log -  log ,

=  log 2 4- log (el0 — log (^  +  1) — log 2 +  log (el) +  1)

=  1).
Da folglich auch

artang (taug £) =  £ (3 4 )

ist, so sind wegen (33) und (34) die Funktionen tang £ und artang £ 
Umkehrungen voneinander. Nach § 3 und § 6 meiner »Beiträge« gelten 
weiter die Formeln

artang £ =  — jE arctang (jE £) (35)
und

tang £ — jE tang (jE £). (36)

Ferner ist nach der Definition1 von arctang £

l o g ^  y r  {
~ 4 B h

o=l
Jarctang E —  3 —  h '

'xa log*F\2Z  XG l o g  ¥  

( - 4 5 - )
* 0 = 1

Es folgt also aus (33), da alle auftretenden Funktionen ungerade 
sind,

tang ( — jE arctang (jE £)) =  £, 

oder, wenn man £ durch jE£ ersetzt, wegen jjj.E =  jE 

tang (jE arctang (— £)) =  — jE £

l  Siehe Formel (38) meiner »Beiträge«.

S itz u n g sb e r ic h te  d. m a th e m .-n a tu n v . K l., A b t. I la , 137. B d ., 5. u . 6 . H eit. 2 7
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3 6 2  E. G ö l l n i t z ,  Die Q uate rn ionenfunktionen  log  j  und  a rc tang  y.

oder
tang (js arctang j) =  jE £

oder
— j>; tang (jarctang E arctang £) =r £

oder schließlich
tang (arctang je) £. (37)

Entsprechend läßt sich auch

arctang (tang £) =  £ (38)

beweisen. W egen (37) und (38) sind also auch die Funktionen 
tang £ und arctang £ Umkehrungen voneinander.
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