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Uber die Quaternionenfunktionen log p und
arctang 1

Von
Erich Gollnitz (Chemnitz)

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. Maj 1928)

Einleitung.

In meiner Arbeit »Beitrdge zur Quaternionentheorie« (Sitzungs-
ber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, math.-naturw. KIl. vom 26. Februar
1928) habe ich die Funktionen logy und arctangy, wo y eine
variable Quaternion ist, definiert, ohne ihren Zusammenhang mit
den Funktionen ¢ und tang p, beziehungsweise Tang p zu unter-
suchen. Diese Untersuchung soll in dieser Abhandlung nachgeholt
werden.

Ich bezeichne die Quaternionen wieder mit kleinen deutschen
Buchstaben, ihre reellen? Komponenten mit den entsprechenden
kleinen lateinischen Buchstaben. Ferner seien 4, 4,, 4, die drei
Hamilton’schen imaginiren Einheiten und 4, —= 1. Alle weiter vor-
kommenden Bezeichnungen benutze ich wie in meiner zitierten

Arbeit.

Es sei
c=0

eine variable Quaternion. €, und €, seien die geraden Verbindungs-
strecken der Punkte 1 und j, beziehungsweise O und g, die durch
die Parameterdarstellungen

2o = 14 (x,—1) £; o
4t 6 =1;2;3

IA
IA

I

beziehungsweise
=1t 0=t=1,6=0;1;2;3

bestimmt sind. Dann habe ich die Quaternionenfunktionen log y
und arctang p durch die Gleichungen?®

1 = . B
logy = J(: ?da = log \/C +j, arctang p (1)
1 -0
€,

1 Biquaternionen sollen auch diesmal von der Betrachtung ausgeschlossen sein.
Siehe die Formeln (26) und (37) meiner oben genannten Arbeit (weiterhin
kurz als »Beitriige« zitiert).
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und

r 1 1 1
arctangg:)(:——dg:—arctang<l>+*j log W )
MEEET 2 4k @)

definiert, wo zur Abkilirzung?

=1

2%
b o _.
1—N@)
N@=C;
v — C+2B+1
- C—2 B+1

gesetzt ist.

§ 1. Uber den Zusammenhang der Quaternionenfunktionen
et und log 1.

Die Funktion ¢t ist in § 3 meiner »Beitrdge« durch die
bestidndig konvergente Reihe
[= o
r
X

definiert. Mein Ziel ist, zu beweisen, daB die Funktion et und log g
Umkehrungen voneinander sind. Setzt man zur Abkiirzung

B
% — arctang —,

%o
so folgt
t B
sing = ——8% 2, 1+Iij;
\/1 +tang?u % x5
sinw = \/ @®)
und

cCos# —

\/ C (4)
Nun ist j, nach Definition eine rein imagindre Quaternion und
ljs| = 1. Also gilt nach der Formel (15) meiner »Beitrige«

¢ = cos 1+j, sin 1.

1 Alle vorkommenden Quadratwurzeln sollen stets den positiven Wert dieser
Wurzeln bedeuten.
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Da n reell ist, folgt hieraus wegen (3) und (4)

€t" = cos u-+ijy sin

ien__ X . ¥ _
et _TC‘T_’_}E\/I—%‘ ()

Da fiir zwei vertauschbare Quaternionen a und b

oder

et — ga b

ist und da log \/_C'_ als reelle Quaternion mit der Quaternion j,u
vertauschbar ist, gilt wegen (5)

elogx —— elog\/6+jl. u

— glo /C |xu
( AN
—7/V
der =%+ B
oder elogg:E_ (6)

Ist ferner ) = ¢t, so ist wegen B =0 nach der Formel (15)
meiner »Beitrdge«

y = " ® = % (cos B+j, sin B).
Also gilt dann

3
2 <12
Ny = (32760(0052 B+ Z kit S;Br; B) ;

=1
N(y) = e2% (7
und
, e* . j. sin B \
o= ol ji
Ze-‘m sin? B (8)
\/ so=1
und

/ ZJ'“ N
\/ / "\ sin? B

a=1 : s ) Tpg
, \/ 62"0:1 B?

e¥ocos B

V Zyd ©)

—==L _ —tang B.
Yo
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Ist

3
D :Zyﬂiv)

s=0

so folgt aus (1) wegen (7), (8) und (9)

VI

s=1

log y = log \/N (y) + j, arctang

Yo
= log \/e®% -+ j, arctang (tang B)
=% +j; B
=1
Es ist also
log (&%) = 1. (10)

Aus (6) und (10) folgt aber, dafi die Funktionen e und log
Umkehrungen voneinander sind.

§ 2. Berechnung der Integrale

* 1 ogiund [ g
; un - .
J§1+ua 5 ng—m g

e, G,

Léings €, ist, wenn wieder

\ Zxa— s N@p)=C

=1

gesetzt wird,

= ,'—-** = s (11)

Js5 = ¢ B
j13 = — Bi+xtjg; (12)
1 44,3 = 1 F Bt =F x,1j; (13)t

1 Hier und in den betreffenden folgenden Formeln gehdren stets die oberen
Vorzeichen zusammen und ebenso die unteren.
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N1 =i = FiBP + x5 =CLF2Bt+ L
Wegen (11) bis (14) ist also lidngs €,

I 1 FBlF i,
lxj3 CRPF2Bt+1°

Die in Formel (20) meiner »Beitrdge« auftretenden Funktionen

$os Uy; g5 g sind also durch
. 1Bt
W= CExoBiA 1

— F txy % —1.90.
$=prrFeBisn; O B3

bestimmt. Zur Berechnung der Integrale

: 1 p
)61"'—‘1365

2

miissen die beiden Integrale

o« _ ([t at
“1= | CE=F2Bi+1

und

R

I tdt
2 = f CEF2Bix1
bestimmt werden.
Durch die Substitution

folgt = %o du

1 ( C+B + B >
— —|arctang — arctang

A %, %
C¥B =FB
1 x x
= — arctang 0 _ "0
% 1+(C+§g(+3_)
0

— _1_ arctan _&_T-_B:—‘:@
Tz, 8 i CB+B°
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oder
1
N — g R N
= arctang =B (16)
Durch dieselbe Substitution folgt weiter
rou=B x
cxgp 2 ——=—" .2 4
N ___i _;:_:_ C C n
Ve = ¢ vourtag
L. o
C=x=B C=x B-
_ 1 (7% wan B s du
- C w41 Cuz, n2+1
=B B
3 E
(Cx2y
1 Xy B
= 4+ —.
50 %8 (—T—B>2 =T
14
N7
1 log 0 2+ C2 2B C+B? _'__2 o
—72C Yo+ B? =T
Wegen x3+B2 = C ist also
J==*—~ B - log (CF2B+1). (17
C 1+ ZC

Wegen (16) und (17) ist also nach der Formel (20) meiner
»Beitrdge«, da sich die letzten sechs Integrale wegheben,

P 1 [ (FBYxdt
3[ Txjy3 87 ), CBF2Bti+1 —

2

— X, dt

L[ (B Y at
"'Z Ct’—ZBt+1+Z CeF2Bitl (T
0

#txo-%—-xo dt

.
1
+2’5£ CeEoBi+1 [~

s=1
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— ., X,
(LF Bl)w Bty - s I F Bzt Ao
:j: CetF2Bt+1 Z ,  Ce=F2Bi+1 -

s=1

« . ([P BFBtFI)dL
=% CPF2BI+1
0

. (1 (BFChHdt
=2 .3 +]~f pg—
0r1 T , CEF2Bit+1

. . B
:xo.Sl+B]§S,—T-C]E<:I_-T-Sl+ 5C log (C+2B+l))

L,
:xo.&?—z—}g log (C4=2 B +1).

Also ist

1 X 1, .
S———dj= — .1 —
Joi T3 3 = arctang — 5 5 Jx log (C—2B+1) (18)

L - e L,
fl—]a d 3 = arctang 1+B+?]ylog(c+2B+l). (19)

0(,;

§ 3. Uber eine Beziehung zwischen den Funktionen log g
und arctang y.

Zunédchst ist

j,l'—'-‘igl; = —_G___=1__ = 4= ]'E . (20)

Setzt man zur Abklirzung
u=l=j 5

so gilt nach (1) wegen (20), wenn-

3
u :ZUG 75

ist,



358 E. Gollnitz,

e=1

\/ Zni |

log u = log \/N (u) == j, arctang

Dabei ist nach der Definition von u

N@) = (1FB)y +Z "“‘ = CF2B+1
o=1
und
T VA
\/ a=1 =1 0 .
u 1= B ~ 1=FB

Also geht (21) tiber in

log (14, 1) :% log (C= 2 B+1) == j, arctang

X
1=+ B
Nach (18) und (19) ist also

t 1 ,
- —dir—=—1, log (1 4+i, 1
)CO T4, 48= Thlos (1+i)

o7}

und

: 1
—d 3 =j;log (1— ;).
]E: 1, 4= klogl =0

¢,

@1)

(22)

(23)

Unter den Voraussetzungen des § 4 meiner »Beitrdge« lassen
sich leicht, wenn §G3), , 3), .3, -- -+ 1 3) integrierbare Quater-
nionenfunktionen sind und wenn # =1 ganz und a eine konstante
Quaternion ist, die folgenden Relationen beweisen, wobei die Be-

zeichnungen des genannten § 4 benutzt sind:

JE Zf(a)da—Ef . () d 3;

°C =1

"9 <s>da—2f JOLZE

¢ 5—1

3 8
afGdy=at @35
£ f

c e

(24)

(25)

(26)
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38 B
fGdy= (3)d3; 27
j{aas aja[ocfzos (27)

°c

3 3
fGads;= { fG) da}a; (28)
£ JEC
3 B
jC f@ady= {j[ f® ds}a- (29)
aoc ﬁoc

Sind nun a==0 und b3=0 irgend zwei Quaternionen, so ist
a l(a+5) b1 =b-1+a L
Wendet man diese Formel auf

a=14j3 b=1—jy3
an, so folgt

(A4+j3) 2. (1—j3)™ = A +j; ) +0—j; 975

A+ +(1—5 97 = 2{(1—j;3) A+
1 1 2

—+ — = 5
1+j33 1—j33 143

Also ist nach (22), (23), (24) und nach der Definition von arctang g
2 arctang y = — j; log (1 +j; 1) +j; log (1—j; 1)

oder, da 1-j,x und 1—j, ¢ vertauschbare Quaternionen sind,

2 arctang ¢ = j; log —i};k—i (30)
t

Ersetzt man in (30) ¢ durch j 1, so folgt wegen ji,;z: =i

. . I+
2 arctang (j, ) = j; log 1__; : (31)

Schliefilich folgt noch aus (30) durch Anwendungen von (18) und (19)

x 1, ,
2 arctang r = arctang T}iﬁ — 5k log(C— 2B+1)+

¥ 1,
+ arctang 1—:3 +?]Elog(C+ZB+1):
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Yo L %
1—B 1+B 1,
— arctang p + 5 log W =
0
=1

1,
— arctang ® + - i log ¥

Damit ist aber die Formel (37) meiner »Beitrdge«
neuen Weg bewiesen.

auf einem

§ 4. Uber den Zusammenhang der Arcustangensfunktion mit der

Tangensfunktion.
Da nach dem Schlufl des § 6 meiner »Beitrdge«

artang p = — j arctang (j, 1)
ist, gilt nach (31)

2 artang.r = log (14+3) — log (1—1y).

Nun ist nach Definition (siehe § 3 meiner »Beitrdge«)

= (cof )~ fin g

tang r = cofy |

Hieraus folgt aber

= (1)1 (& —1).
Fir y = 2artang p ist also wegen (32)*
1 . -1/1 .
tang (artang) 1) = <1i—i+ 1) <i — >
—271.2y.

Daher ist
tang (artang 1) =g,

(32)

(33)

1 Das folgende gilt, da 14y und 1—p vertauschbare Quaternionen sind.
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Da ¢?+1 und e?—1 vertauschbare Quaternionen sind, ist

eV —1 2eY
I+ i = o1
und
eh—1 2
1 - eV 41"’

denn auch eV ist mit ¢"-+1 vertauschbar. Also folgt nach (32) fiir

r = tang lzi

die Relation

")—mu_zﬁ__lo 2
2/ % ev4-1 8 o1

2 artang (tang

—log 2+log (") —log (e"+1) — log 2+1log (eV+ 1)

=1
Da folglich auch
artang (tang r) =1 (34)

ist, so sind wegen (33) und (34) die Funktionen tang ¢ und artang x
Umkehrungen voneinander. Nach § 3 und § 6 meiner »Beitrige« gelten
weiter die Formeln

artang ¥ = — j, arctang (j, 1) (35)
und
tang r — — j, tang (j; 1). (36)

Ferner ist nach der Definition! von arctang r

1og11r Z
v Z (xg log‘IJ')

o=1

w

]arclang r —

Es folgt also aus (33), da alle auftretenden Funktionen ungerade
sind,
tang (— j, arctang (j 1)) =1,

oder, wenn man y durch j;r ersetzt, wegen ijE:jE

tang (j; arctang (— 1)) = —j; 1

1 Siehe Formel (38) meiner »Beitrige«.
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oder
tang (j arctang y) = j, &
oder
— ]; fCIIIg (j.arctang T arctangy) = L
oder schliefilich
tang (arctangy) = 1. (37)

Entsprechend 1afit sich auch
arctang (tang 1) = 1 (38)

beweisen. Wegen (37) und (38) sind also auch die Funktionen
tang ¢ und arctang y Umkehrungen voneinander.
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