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Uber
teilerfremde Zahlen und deren Potenzsummen

Von

Dr. O. Gruder

(Vorgelegt in der Sitzung am 18, Mai 1928)

Die Frage nach der Summe der n-ten Potenzen derjenigen
Zahlen der natlrlichen Zahlenreihe, die kleiner als eine ganze,
positive Zahl x und zu derselben teilerfremd sind, hat zuerst
Thaker (1850) und kurz hierauf Binet (1851) aufgeworfen; spiter
haben sich mit derselben Frage Lucas (1877) und Nielsen (1923)
befait. Wir schicken eine kurze Zusammenstellung der von den
angefiihrten Autoren erhaltenen Resultate voraus, um im Anschlufl
hieran ein allgemeineres Problem aufzustellen, dessen Losung die
vorliegende Arbeit bezweckt.

Thaker?! hat als erster eine Formel flir die Summe der 1-ten
Potenzen der ¢ (x) Zahlen, die zu «x teilerfremd und Kkleiner als x
sind, aufgestellt, und zwar auf einem Wege, &dhnlich demjenigen,
der gewdhnlich bei der Ableitung des Ausdruckes fiir die Euler-
sche Funktion ¢ (v) beniitzt wird. Thaker beschrankt sich bei
seiner Beweisfiihrung auf den Fall, daf x aus hochstens drei Prim-
zahlen besteht und bemerkt schliellich: «Das Gesetz dieses Aus-
druckes fidllt in die Augen und kann ohne Schwierigkeit verall-
gemeinert werden.«

Binet? hat auf einem Wege, der von demjenigen Thaker's
ganz verschieden ist, und zwar unter Beniitzung unendlicher Reihen
einen Ausdruck aufgestellt, der fiir jede beliebige Anzahl von Prim-
zahlen giltig ist.

Lucas3® hat die Formel Binet's unter Anwendung des Ge-
dankenganges von Thaker in eine der symbolischen Theorie
Bernoulli'scher Zahlen besser angepafite und elegantere Form
gebracht.

1 A. Thaker, Ein Beitrag zur Zahlentheorie. Crelle’s Journal fiir reine und
angew. Mathematik, Bd. 40, 1850, p. 89—92.

A. Thaker, Solution d'un probléme sur la sommation d’'une somme e
puissances. Nouvelles Annales de Mathématiques, Tome X, 1851, p. 324—330.

2 J, Binet, Mémoire sur Yapplication de la théoric des suites a la serie des
nombres premiers & un nombre composé. Comptes Rendus de I'Acad. de sciences,
Paris, Tome 32, 1851, p. 918 —921. '

3 E. Lucas, Sur les théoréemes de Binet et de Staudt. Nouvelles Annales
de Mathémat., 2e Serie, Tome XVI, 1877, p. 157—160.
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Nielsen! hat auf einem Wege, der von demjenigen Thaker’s
und Binet's verschieden ist, die Formel erhalten:

« _ o) V(= 1y <n+1“ - s
— ) (— 1) § =7 B, Pyj_y ah—2i+1,
S n41 +=D n+1 24 /) i2im¥
i=1

Hierbei ist 2 die Anzahl der Primfaktoren p, q,..., + von z, ferner

Pi=(p'—1) (¢—1)...(+"—1)

und die B; sind Bernoulli’sche Zahlen in der nicht symbolischen
Bezeichnungsweise.

Die Problemstellung der angefiihrten Autoren 146t sich, wie
folgt, verallgemeinern: Die Zahlen a,, a,,. ., as seien irgendwelche
(von 1 verschiedene) Teiler einer ganzen, positiven Zahl x. In der
Zahlenreihe O, 1, 2, 3, ., (v—1) streiche man alle Zahlen, die
durch mindestens einen der gewdhlten Teiler a,, a,,..., a, teilbar
sind. Die Summe der n-ten Potenzen der {ibriggebliebenen Zahlen
ist zu suchen.

Im folgenden wird gezeigt, daff auch bei dieser allgemeineren
Problemstellung der bekannten Formel

(B+x)it1—B,
n+1

Q-1 421 4 +(x__1)n —

die folgende, analog gebaute FFormel fiir die Potenzsummen S,, der-
jenigen Zahlen entspricht, die kleiner als x und durch keinen der
gegebenen Teiler a,, a,,. ., a; teilbar sind:

_ (AB4+x)"—A, 1By
- 141 '

Sy

Die hierbei auftretenden Zahlen A, 4,, 4,,. ., Ay41 hidngen in ein-
facher Weise von den Teilern a,, a,,..., a; ab. Bezeichnet v ein
Symbol fiir das kleinste gemeinsame Vielfache, dessen Bedeutung
im Text des ndheren umschrieben wird, so ist:

Ay =v(l—ai=) (1—ai=?). . .(1—ai~Y),

Unter der Bedingung, daf} die a,, a,,. ., as zu je zweien teilerfremd
sind, gilt die einfachere Formel:

A= (1—ai7Y) (1—ai ). ..(I—a ).
Wihlt man insbesondere als die Teiler a,, a,,.. ., as einfach alle

Primzahlen von x, so ist obige Bedingung jedenfalls erfiillt und

1 N. Nielsen, Traité élémentaire des nombres de Bernoulli, Paris, 1923,
p. 321.
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man erhdlt den Spezialfall, den Thaker, Binet, Lucas und
Nielsen behandelt haben.

Obige Formel fir S, 148t sich leicht dann beweisen, wenn
die gewihlten Teiler a; zu je zweien teilerfremd sind. Zur Be-
handlung des allgemeineren Falles, bei welchem die Teiler a; der
Bedingung, zu je zweien teilerfremd zu sein, nicht unterworfen
werden, schien es zweckmdiflig, den Begriff der »Zahlengesamtheit«
einzufiihren, um einen algebraischen Ausdruck fiir gewisse Gruppen
teilerfremder Zahlen zu erhalten. Die hierbei aufgestellten Defini-
tionen und Regeln fiir die Rechnung mit »Zahlengesamtheiten«
liefern einen einfachen Beweis obiger Formel fir S, und gestatten
auch einige anderweitige Beziehungen zwischen Gruppen teiler-
fremder Zahlen aufzustellen. Von den erhaltenen Resultaten sei
angefihrt:

Analog zur Euler'schen Funktion ¢ (¥) (Anzahl der ganzen,
positiven Zahlen, die <<x und zu x teilerfremd sind) gibt es eine
Funktion ®© (x, 2), welche die Anzahl der Zahlen angibt, die <<«
sind und durch genau %2 Primzahlen von x teilbar sind. Bezeichnet
man mit H; die Gesamtheit der Zahlen, die kleiner als x sind und
durch %, aber nicht mehr als durch %, der beliebig gegebenen
Teiler a,, a,,. ., as der Zahl x teilbar sind, so bestehen zwischen
den so definierten »Hauptgesamtheiten« H, H,,. ., H; einfache
Beziehungen, fiir die wir (im Sinne der aufgestellten Definition fiir
die Operationen mit Gesamtheiten) die folgende Form erhalten:

Hk:i(—l)f*k(;\)x Gy, k=0,1,2,. .,

i=k

Hierbei bedeuten die (; solche Zahlengesamtheiten, die immer un-
mittelbar angeschrieben werden konnen, also als bekannt anzusehen
sind. Bezeichnet %; die Anzahl der Zahlen der Gesamtheit H; und
&, dasselbe fiir G, so bestehen auch zwischen den Zahlen /;, und
den leicht zu berechnenden Zahlen g; die entsprechenden s+ 1
Gleichungen:

hy = Z (—1)i—* <i) & k=0,1,2,. . s

i=k

Wahlt man als Teiler a,, a,,. ., as von x einfach alle Primzahlen
P, q,.. der Zahl x, so geht h, in ¢ (x, %) iiber und man erhélt fiir
die Anzahl aller ganzen, positiven Zahlen, die <z und mit x
genau k Primzahlen gemeinsam haben, den Ausdruck

P@R= (1Y @ (§> v

dtx
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Hierbei ist die Summe uber alle Teiler d von x zu erstrecken,
i bezeichnet die Anzahl der Primzahlen von J und fiir d =1 ist
i =0 zu nehmen; p.(d) bezeichnet die bekannte zahlentheoretische
Funktion. Fir 2 =0 geht ¢ (x, k) in ¢ (x) Uber.

Unter Zuhilfenahme der zwischen den Gesamtheiten H; be-
stehenden Beziehungen nehmen wir eine weitere Verallgemeine-
rung des die Potenzsummen betreffenden Problems vor: Es ist die
Summe der #-ten Potenzen derjenigen ganzen, positiven Zahlen zu
suchen, die kleiner als x und durch &, aber nicht mehr als durch #,
der beliebig gegebenen s Teiler a,, a,,...,a; von x teilbar sind.
Wihlt man insbesondere als diese Teiler alle Primzahlen von x,
so erhdlt man als Spezialfall die Summe der n-ten Potenzen der
w(x, k) Zahlen, die genau k Primzahlen mit ¥ gemeinsam haben.
Auch bei dieser zweiten Verallgemeinerung der Problemstellung er-
gibt sich fiir die gesuchte Summe wieder die Formel

_ (A B —I—Af)1’+1 ‘Au—i-l B'H—H

Si n4-1

wobei die 4; nur von den gewihlten s Teilern a,, a,,. ., g und
von k abhingig sind.

Herr Prof. Dr. Ph. Furtwidngler hatte die Freundlichkeit, bei
Durchsicht des Manuskriptes Vereinfachungen der Beweise und
Verbesserungen der angewendeten symbolischen Bezeichnungen,
insbesondere die Einfilhrung der Variablen tr, anzuregen. Es sei mir
gestattet, Herrn Prof. Furtwidngler auch an dieser Stelle meinen
wirmsten Dank zum Ausdruck zu bringen.

1.

Es sei x eine natlirliche Zah] und g, a,,..., a,; seien irgend-
welche Teiler von x. Die Summe den #u-ten Potenzen aller ganzen,
positiven Zahlen, die kleiner als ¥ und durch keine der Zahlen

a,, ay,. .., as teilbar sind, mége mit S, (x,a,, a,,. ., a;) bezeichnet
werden. Zwischen
Sy () = 0" 1" 42" .. +(r—1)" (1)

und S, (¥, a,) besteht die einfache Beziehung
-\
Su(#a,) = S, (¥)—ar S (i) o
n ¥ 4y n 10 a, . ()
Unter der Annahme, daf die Teiler a,, a,,. ., a; zu je zweien
teilerfremd sind, kann leicht die zu (2) analoge Beziehung zwischen
Su (% ay, @y .., a5) und S, (%, a,, a,,. ., as_y),

wie folgt, erhalten werden: Alle ganzen, positiven Zahlen, die < r
und durch Kkeine der Zahlen a4, a,, .., a,_, teilbar sind, mégen
mit %, %,,. ., - bezeichnet werden. Die x; seien so geordnet, daB
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Xy Ngyo -y T durch a; teilbar und xpyy, Zp4s,. .., #, durch as nicht
teilbar smd Man darf daher x; = a,y; fir z— 1, 2,..., & setzen.
Ist nun ¥ = a,# und bezeichnet man noch alle ganzen positiven
Zahlen, die <<z und durch keine der Zahlen Qs gy o ., as—y teilbar
sind, mit u,, #,,. ., 1, so ist leicht zu zeigen, daf§ die Gesamtheit
der Zahlen 1, u,,. .., #, mit der Gesamtheit der y,, y,,..., ¥; liber-
einstimmt. (Jedes der #; mufi wegen u;a, <<x unter den y; vor-
kommen, aber auch jedes der y¥; wegen y; << unter den u;) Es

ist also:
IEEIREON
i=k+1 i=1 i=z1

wodurch der folgende Hilfssatz bewiesen ist:

Sind a,, a,,..., a; zu je zweien leilerfremde und ausonsten
beliebige Teiler von x, so gilt fiiv die Summe der n-ten Potenzen
aller ganzen, positiven Zahlen, die << x und durch keine der Zahlen
Ay o, a, teilbar sind, die Rekursionsformel

S (v, ay, ay.. .., as) =

e Q (a n i
=S, (%, yy Agye oy as—l) ai S, (a a; ay,y. ., as—1> (3)

fiir s =1 und die Formel (2) fiir s—=1.
Fiir die Summe (1) besteht die bekannte Formel:

B+x)"1—B, 44

Sty =22 4

Hierbei sind die Bernoulli'schen Zahlen B, mit den aus der Re-
kursionsformel

By=1, (B+1))=DB, fur k> 1 ®)
ich ergebenden Wer B, = 1B—1 = L
sich ergebenden Werten 1= 5 2 =g s = 55

und in der symbolischen Schreibweise B, = B* zu verwenden.
Fibhrt man (4) in (2) ein und setzt dann zur Abkiirzung
I —ai=1=C;, so erhdlt man, wenn C' statt C; (auch C° statt C)
geschrieben wird:
Sy (1, a,) = (CBHN ™ = Crpr Bus
n+1

Es sind also S,(x¥) und S,(x,a,) Polynome (z+1)*" Grades in x,
die an der Stelle x = 0 verschwinden. Durch vollstdndige Induktion
folgt aus (3), daB auch S,(, a,, a,,..., a;) ein Polynom in x ist,
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das diese beiden Eigenschaften hat. Man darf daher den Ansatz

machen:
. (AB+,‘L’)“+1—A,,+1B,,_¢_1
Sp(x, ay, @y ., a5) = — (6)

Fiir s =1 ist nach obigem 4; = 1—ai~!. Nimmt man, um die 4;
fiir ein allgemeines s zu berechnen, in der Formel

(EB+-Y)”+1—E1/+1 Bty -
41 @)

So (¥, ay, @y, v oy asy) =

die Werte _ ‘
Ai=l—ai)(1—ai . .1 ~a;:} 8)

als richtig an und fiihrt (6), (V) in (3) ein, so ergibt sich durch
Vergleich beiderseitiger Koeffizienten von a#+1-7:

A[ = ﬂ,-—a;—l‘q;,
also nach (8)

Ai=1—ai) (I—ai)...(I—ai), (9)
womit (9) durch vollstdndige Induktion fiir alle s=1 erwiesen ist,
da es fiir s =1, wie oben gezeigt, richtig ist.

Setzt man

Sy (@ ayag,. .., a5) = Z bi s =i S, (x) = Z b, o %",
i=0 i=0

so ergibt sich aus (6), (9) und (4):
b= (1—al=) (1—af ™). .(1—ai") by

wodurch die Abhédngigkeit der b; ; von den b;, in Evidenz gesetzt
ist. Wir erhalten den

Satz: Sind a,, a,,. ., a, irgendwelche Teilev einer ganzen,
positiven Zahl x, die der Bedingung geniigen, daf je zwei vou ilmen
teilerfremd sind, und ist

Aj=(1—ai=) (1—al Y. .(1—ai-Y), )

so gilt fiir die Summe dex n-ten Polenzen aller ganzen, positiven
Zahlen, die kleiner als x und durch keine dev Zahlen a,, a,,. as
teilbar sind, die Formel

. (AB+J')'1'+1—A11+1BH+1
- n4+1 ‘

S{I (’1’,) ap 612, M) a’S.) <10)

Wihlt man 111 (10) als Teiler a; einfach alle Primteiler der
Zahl x, so erhdlt man den (in der Einleitung erwdhnten) von
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Thaker, Binet, Lucas und Nielsen behandelten Spezialfall, und
swar insbesondere die Formel von Lucas.

Die Formel (10) gilt auch fiir # =0; dies folgt aus der Er-
wigung, daff die Formel (4) flir # =0 giiltig ist, wenn vereinbart
wird, daf§ in

Sy () =024 1742+ 4 (x—1)*

fiir 72 =0 der Wert 0°® =1 gelten soll. Aus (10) folgt fiir # =0:
Sy (¥, a4, @y, ., a5) = A B+ A;Byy—A B = A,x.

Setzt man hier den Wert von A4, aus (9) ein, so erhdlt man die
folgende naheliegende Verallgemeinerung der Euler'schen Funktion
w (¥), die leicht auch direkt bewiesen werden kann:

Sind a,, @,,. .,a, irgendwelche Teiler von x, die in allen
Kombinationen zu je zwei teilerfremd sind, und bedeutet

o (%, a, ay. ., a)

die Anzahl der ganzen, positiven Zahlen, die kleiner als 2 und
durch keine der Zahlen a,, a,,. ., as teilbar sind, so ist

I I / 1
D(X, Ay, Agye v vy Bs) = x<1—;—1’><1— ;—). .(\I—ZS>_ (11)

2

Eine gleiche Verallgemeinerung der Euler'schen Funktion ¢ ()
hat Zsigmondy?! im Anschluff an eine Formel von Kronecker
gegeben. Wir werden im folgenden die Voraussetzung, daffi die
a, a,- as zu je zweien teilerfremd sind, fallenlassen und auch
fur diesen Fall sowie fiir andere, allgemeinere Falle die der Formel (10;
entsprechenden Beziehungen und crlelchzeltlg weitere Verallgemeine-
rungen der Funktion ¢ (t) erhalten.

2.

Die Frage nach der Summe der m-ten Potenzen der Zahlen
€, €. ., € die nach irgendeiner Vorschrift gegeben sind, 146t sich
offenbar immer dann beantworten, wenn es gelingt, die Gesamtheit
dieser %k Zahlen in andere Zahlengesamtheiten zu- zerlegen, fiir
welche diese Frage bereits beantwortet ist. Um eine Zahlengesamt-
heit aus anderen Zahlengesamtheiten aufbauen zu kdnnen, benotigt
man gewisser Festsetzungen flir das Rechnen mit Zahlengesamt-
heiten, die wir zunédchst vereinbaren wollen, Festsetzungen, die viel-
leicht auch anderweitige Anwendungen gestatten.

Gesamtheit. Jede wohldefinierte Gesamtheit von % Elementen
€y €. . ., € bilde die Gesamtheit K. Wir schreiben

K=/{(e,e,. .,ep.
1 K. Zsigmondy, Zur Verallgemeinerung der Funktion 7z (r) in der Zahlen-
theorie. Crelle’s Journal fiir reine und angew. Mathematik, Bd. 111, 1893, p.344—346.
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Als Elemente der Gesamtheit mogen Zahlen angenommen
werden, die gleich oder verschieden sein konnen; die Anzahl £ der
Elemente soll immer endlich sein.

Gesamtheit G (x). Die Gesamtheit der x Zahlen O, 1, 2,.
(v—1) wollen wir immer mit G (x) bezeichnen:

G =(0,1,2...,x—1) (12)

Hierdurch ist ( (x) fiir ganzzahlige x = 1 definiert; G (0) wird
unter (15) eingefiihrt.

Gleichheit. Zwei Gesamtheiten K, und K, mogen gleich
heiflen, wenn sich die Elemente von K, und K, so anordnen lassen,
daf d1e beiden Zahlenreihen identisch sind. Zahlen, die etwa in K,
mehrmals vorkommen, missen daher auch in X, g1e1ch oft auftreten.

Addition. Unter der Summe zweier Gesamtheiten K, und K,
verstehe man die Gesamtheit K, die aus allen Elementen von K,
und K, besteht.

Wir schreiben:
K, = K,+K, oder einfacher K, == K, +K,, (13)

da im allgemeinen durch Anwendung des Zeichens + anstatt +
ein Miflverstdndnis nicht zu beflirchten ist.

Teilgesamtheit. Die Gesamtheit K, heifie eine Teilgesamt-
heit von K,, wenn jedes Element der Gesamtheit K, unter den
Elementen von K, vorkommt, und zwar in K, mindestens so oft,
als in K,. Ist K, eine Teilgesamtheit von K, und K, eine Teil-
gesamtheit von A,, so ist offenbar K, — K,.

Grofier und Kkleiner. Ist K, eine Teilgesamtheit von K,
und besteht nicht die Gleichung K, = K,, so wollen wir sagen,
dafl K, grofler als K, und K, kleiner als K, ist.

Subtraktion. Die Subtraktion zweier Gesamtheiten: K, =K,
sei nur fiir den Fall definiert, dal K, eine Teilgesamtheit von K
ist. Die Gleichung

K, — K, =K, oder einfacher K; — K,—XK, (14)

bedeute: die Gesamtheit K, ist in der Weise zu bilden, daf man
alle Elemente von K, wegldfit, welche in der Teilgesamtheit X,
vorkommen. Zahlen, die in K, mehrmals vorkommen, sind ent-
sprechend oft in K, zu streichen.

Die Nullgesamtheit (+(0). Die Operation A, K, ist nach
obigem auch fiir den Fall K, =K, definiert, da auch in diesem
Falle K, eine Teilgesamtheit von K, bildet. Das Resultat der
Operation K,—K, fiir den Fall K, — K, wollen wir die Nullgesamt-
heit (Gesamtheit ohne Elemente) nennen und mit ( (0) bezeichnen.

G(0)=K—K (15)
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Mehrere Additionen und Subtraktionen. Nach obigem
ist fiir zwei beliebige Gesamtheiten die Subtraktion nicht immer
ausfithrbar. Ist aus mehreren Gesamtheiten K|, K,, K,,. durch
Additionen und Subtraktionen eine neue Gesamtheit zu bilden, so
sei immer stillschweigend vorausgesetzt, dafi, ohne Riicksicht auf
die Reihenfolge der vorgeschriebenen Operationen, immer zuerst
alle Additionen oder wenigstens so viele durchzufithren sind, dafi
die vorgeschriebenen Subtraktionen, wenn solche (iberhaupt aus-
fithrbar sind, moglich werden.

Multiplikation erster und zweiter Art. Ist die Gesamt-
heit K = (e, €,. ., éx) und eine Zahl m gegeben, so sei unter der
»Multiplikation erster Art« der Zahl # und der Gesamtheit X die
Bildung der Gesamtheit

(me,, me,,. ., izey) (16)

verstanden und das Resultat werde mit m K bezeichnet.
Hingegen werde die Addition von m gleichen Gesamtheiten

K+K+. .+K mit mxXK (17)

bezeichnet und als »Multiplikation zweiter Art« definiert. Fiir
K = (e, e,, €,) sei also

XK = (e, c,. &, &, ¢y, €,).

Wir vermerken zwecks spéterer Anwendung: Ist % die An-
zahl der Elemente der Gesamtheit K, so ist die Anzahl der Elemente
von mK ebenfalls gleich # und die von m XK ist gleich mk.

3.

Die vorstehenden Vereinbarungen gestatten algebraische Aus-
driicke fiir gewisse Gesamtheiten teilerfremder Zahlen aufzustellen.
Den aligemeinen Betrachtungen schicken wir einige einfache Bei-
spiele fiir das Rechnen mit Gesamtheiten voraus.

Fur die Gesamtheit der ganzen, positiven Zahlen, die kleiner
als ¥ und durch einen Teiler a von x nicht teilbar sind, ergibt
sich durch Anwendung der Bezeichnung (12) sowie der Opera-
tionen (14) und (16) der Ausdruck:

\

G@)—a G < 2) .

Bezeichnet H (¥, a,b) die Gesamtheit derjenigen Zahlen von
(s (x), die durch die Teiler a,b von x nicht teilbar sind und v (a b)
das kleinste gemeinsame Vieltache von a und b, so ist offenbar:

\ \ / \

Ha,b)=G@—a ((9 oo (% )+ 0lad) G (7(%1'55)
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Sind p,, p,,. ., ps alle Primteiler von x, so erhdlt man fiir die
Gesamtheit aller ganzen, positiven Zahlen, die << x und zu x teiler-
fremd sind, den Ausdruck

G — N ,G(i-)+v Noxel) ~>—.. (18
®) 277\, LR )
ik
+ (=1 P py. P G< A
1B s PPy Ps'

Derselbe Gedankengang, der gewdhnlich beim Beweis der bekannten
Formel fiir die Euler'sche Funktion o (¥) beniitzt wird, liefert auch
den Beweis von (18).

Die Anzahl der Zahlen von G (¥) ist nach (12) gleich 3. Hat
man also fiir irgendeine Gesamtheit X eine Darstellung von der Form

K= -+ v,'G ZJ,',’
=) G (b (19)

erhalten, so kann die Anzahl der Zahlen von A unmittelbar abge-
lesen werden und ist offenbar gleich

X >1 —+ b,‘.
]

Dieses und die fritheren Beispiele zeigen, dafi es in solchen ein-
fachen Féllen moglich ist, mit den gleichen Hilfsmitteln, die sonst
nur zur Bestimmung der Anzahl gewisser Zahlen flihren, durch
Hinzunahme des Begriffes der Zahlengesamtheit nicht nur die An-
zahl dieser Zahlen zu Dbestimmen, sondern auch einen Ausdruck
flir den Aufbau der betreffenden Gesamtheit zu erhalten. Ein Aus-
druck von der Form (19) gestattet (wie spéter gezeigt wird) in ein-
facher Weise eine Formel flir die Summe der #n-ten Potenzen aller
Zahlen der Gesamtheit K abzuleiten. Auf diesem Wege werden
wir im 7. Abschnitt eine Formel fiir die Summe der #-ten Potenzen
aller Zahlen erhalten, die << # sind und mit ¥ genau %k Primzahlen
oder allgemeiner genau % Teiler von s beliebigen Teilern gemeinsam
haben.

4.

Schon bei einfachsten zahlentheoretischen Fragen treten ge-
wisse Typen von Gesamtheiten auf. Man kann zwei Formen solcher
oft vorkommender, typischer Gesamtheiten unterscheiden, die wir
nachstehend definieren wollen.

Elementare Gesamtheiten. Die Zahlen a,a,,. .,a. seien
irgendwelche Teiler der natlirlichen Zahl x. Das kleinste gemeinsame
Vielfache von a;, a;,. .,a;, mbdge mit v(a;, aj,. . .a;,) bezeichnet
werden. Wir bilden aus Gesamtheiten von der Form (12) durch
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Multiplikationen erster Art (16) und Additionen (13) Gesamtheiten
(g Gy,- -, Gs nach folgender Vorschrift:

Gy =G (%
G, =a, G<

2\ 2\ x
—r~)+a‘, G<~)+ ..+asG<-)
a 2 a, ag

1 2 S

(17_1}(611[1)(7(—1: \)+1(a1 3)G< L).;.

v(ay a,). v(a, ay)

+ v(as—y as) G(——l ~—)

v(as_yas) !

(zl,_Zv(cL,, a;, . a,/)b( 44/1)) (20)

v(a; a;
k—=1,2,3,. .,s

In Gy ist die Summe {ber alle Kombinationen ‘' Klasse 7, 4,,. .7
der s Indices 1,2,3,. ., s zu erstrecken. Die so definierten
s+1 Gesamtheiten G, mdgen elementare Gesamtheiten ge-
nannt werden.
Aus (20) folgt, dafi die G, in bezug auf die Zahlen a,, a,,.
., as symmetrisch sind. Weiters ergibt sich aus (20), dafi eine
elementare Gesamtheit nie mit der Nullgesamtheit (15) zusammen-

fallen kann, da in (20) x durch v teilbar also %gl ist.

Hauptgesamtheiten. Sind irgendwelche s Teiler a,, a,,. .,as
der Zahl x gegeben, so kann die Gesamtheit G (x) = (0, 1, 2,. ., x2—1)
eindeutig in s+1 Teilgesamtheiten H,, H,, H,,. ., H,, wie folgt,
zerlegt werden:

H, umfasse die Gesamtheit aller Zahlen von G (x), die durch
keinen der Teiler a,, a,,. .,as teilbar sind; A, umfasse alle Zahlen
von G (¥), die durch irgendeinen, aber nicht mehr als einen, der
gewdhlten Teiler ay, a,,. ., as teilbar sind; alligemein sei H; als die
Gesamtheit aller ganzen, nichtnegativen Zahlen definiert, die kleiner
als x und durch %, aber nicht mehr als durch %, der Zahlen a,, a,,. ., as
teilbar sind. Die so definierten s+1 Gesamtheiten H, migen
als Hauptgesamtheiten von G (¥) bezeichnet werden.

Die Hauptgesamtheiten H, sind (ebenso wie die elementaren
Gesamtheiten Gy) in bezug auf die a, a,,. ., as; symmetrisch, denn
die Zahlen in H; bleiben offenbar ungeindert, wenn die Teiler
a,, a,,.. ,as einer Permutation unterzogen werden.

Die Hauptgesamtheit H, ist immer von der Nullgesamtheit G (0)
verschieden, da in Hs mindestens ein Elemrent, die Zahl Null, vor-
kommen muB. Die Hauptgesamtheit H, ist — wenn von dem
trivialen Fall a; = 1 abgesehen wird — ebenfalls immer von G (0)
verschieden. Diesbeziiglich verhalten sich also H; und H, so, wie
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die elementaren Gesamtheiten G, deren keine mit G (0) zusammen-
fallen kann. Hingegen kann jede von H, und H; verschiedene
Hauptgesamtheit H, mit der Nullgesamtheit zusammenfallen, wie
das folgende Beispiel zeigt: Ist s=3, a, =ab, a, =bc, a, =ca
und sind die a,b,¢ zu je zweien teilerfremd, so gibt es in G (x)
keine Zahl fiir die Hauptgesamtheit H, und es ist H, = G(0) zu
setzen.

Im Sinne der fiir die Gleichheit zweier Gesamtheiten auf-
gestellten Definition erfiillen die Hauptgesamtheiten die Gleichung

H+H +Hy+. +H;=G(%) (21)

Dies ergibt sich, wie folgt: Jede Zahl von G (x) ist entweder durch
keine oder genau durch eine, oder genau durch zwei, usw. oder
schliefilich durch alle s der Zahlen a,, a,,. ., as teilbar. Alle Zahlen
von G (¥) kommen also unter den Zahlen der Hauptgesamtheiten H,
vor. Anderseits ist jede Zahl, die in einer Hauptgesamtheit H; vor-
kommt, der Gesamtheit G (x) entnommen worden, kommt also auch
in G (x) vor. Zahlen, die etwa in H; und H; gleichzeitig vorkommen,
gibt es nicht, da dies der Definition der Hauptgesamtheit wider-
sprechen wiirde. Die Gleichung (21) ist daher bewiesen.

Es ist die Frage naheliegend, ob sich fiir jede der s 41
Hauptgesamtheiten H, ein Bildungsgesetz aufstellen 146t, nach
welchem man die Hauptgesamtheiten H, aus Gesamtheiten von der
Form G (y) durch Operationen der Addition, Subtraktion und Muiti-
plikation aufbauen kann. Wir zeigen im nichsten Abschnitt, daB
aufler der Gleichung (21) noch weitere s Gleichungen zwischen den
H, bestehen und werden auf Grund dieser Gleichungen solche
Aufbauformeln fiir jede der s+1 Hauptgesamtheiten erhalten.

5.

Eine Gesamtheit ist offenbar dann als bekannt anzusehen,
wenn man auf Grund der Definition dieser Gesamtheit die Elemente
derselben unmittelbar anschreiben kann. In diesem Sinne ist die
Gesamtheit G (¥) nach (12) eine bekannte Gesamtheit. Die
elementaren Gesamtheiten G, sind ebenfalls als bekannt anzusehen,
da die Definitionsgleichungen (20) unmittelbar die Elemente von G,
liefern. Hingegen konnen die Hauptgesamtheiten H, zunichst noch
nicht als bekannt gelten, da die Elemente der H; fiir den allgemeinen
Fall nicht angeschrieben werden kénnen. Wir zeigen nun, in welcher
Weise man die unbekannten Hauptgesamtheiten H, aus den be-
kannten elementaren Gesamtheiten G, aufbauen kann.

Zwischen den elementaren Gesamtheiten (G und den Haupt-
gesamtheiten H; bestehen die folgenden s+1 Gleichungen:

> (,j) X H; = G (22)

i=k
fir k=0,1,2,. .,s.

y by Sy
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Beweis: In (22) ist durch das Zeichen X die Multiplikation
zweiter Art« (17) vorgeschrieben. Demgeméifl enthilt der Summand

.
(12) X Hy= H;4Hi+. .+H,

N\
jedes Element von H; genau (;) mal; die Hauptgesamtheit H; um-
fafft definitionsméflig alle Zahlen von ( (%), die durch 7, aber nicht
mehr als durch 4, der Teiler a,,a,,. ., as teilbar sind. Da in (22)
die Summe tlber alle Werte i = % bis 7 = s erstreckt wird, so stellt
die linke Seite von (22) die Gesamtheit aller derjenigen und nur
derjenigen Zahlen von G (x) dar, die durch £ oder durch mehr
als k Teiler (beliebig gewdhlt unter den Teilern a,, a,. ., a;) teilbar
sind, und zwar kommt hiebei jede Zahl von G (¥), die durch i,

aber nicht mehr als durch ¢ Teiler teilbar ist, genau <7§> mal

vor. Es bleibt zu zeigen, dafl auch die rechte Seite von (22), die
elementare Gesamtheit (r;, alle diese Zahlen, nur diese Zahlen und

in der gleichen Weise jeweils <,§> mal als Element enthdlt. Beachtet
man, dafl definitionsmifiig nach (20):

mn

: S (F s
(IA‘ - 2 Uy, G (‘J};’) y M = (k) y (23)

h=1
v, = v (a,vl, Qiyo ooy a.,-k)

ist, so sieht man, dafl die Summanden von (23), das ist die Gesamt-
heiten

x , X
Th=uv,G <;h—> = <O Un, 1 og, 2 up, (U_/z — 1) v/,> 24

aus lauter Zahlen bestehen, die <<« und durch v, teilbar sind. Eine
durch v, teilbare Zahl ist jedenfalls durch % Teiler teilbar und da
in der Summe (23) alle mdglichen Kombinationen von % Teilern
(gewdhlt aus den a, bis a,) vertreten sind, so kommen in Gy alle
Zahlen von G (x) vor, die durch irgendwelche % der gegebenen
Teiler a,, a,,. ., as teilbar sind; es kommen aber in (3 auch alle
Zahlen von G (x), die durch mehr als & Teiler teilbar sind, vor,
da jede solche Zahl auf mehrfache Art durch % Teiler teilbar ist.
Es bleibt zu zeigen, daBi die in G; vorkommenden Zahlen, die

durch 7, aber nicht mehr als durch ¢ Teiler teilbar sind, genau (,:)

mal vorkommen.
Beachtet man, daf nach (24) die in 7; vorkommenden Zahlen
voneinander verschieden sind, so ergibt sich, daffi eine Zahl in Gy
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nur so ‘mehrmals vorkommen kann, dafl sie in verschiedenen 7,
vorkommt. Ist eine Zahl durch 7, aber nicht mehr als durch 7 Teiler
teilbar (fiir Zahlen in G ist das nur flir /=% moglich) so kann

7 o»

man aus diesen 7 Teilern (;) Kombinationen von je % Teilern bilden.

Bildet man zu jeder dieser Kombinationen die entsprechenden Werte
der vy, also etwa

’ o

i

Uy, Ugye oy Upy 7= (k)’

so mufl eine Zahl, die durch ¢ Teiler teilbar ist, auch durch jedes

dieser v, bis v, teilbar sein und daher in jeder der entsprechenden
Gesamtheiten (24), in

T]) T-gv- TH

je einmal vorkommen. Eine Zahl, die durch 7 Teiler teilbar ist,

kommt also in ( sicher mindestens (k) mal vor. Sie kann aber
\

auch nicht mehr als mal vorkommen, denn wenn sie in einem
V4 ’

weiteren 7,44 vorkommen wiirde, so wire sie durch mehr als
i Teiler teilbar, was gegen die Voraussetzung ist. Gibt es also
Uberhaupt in G (%) Zahlen, die durch 7, aber nicht mehr als durch

i Teiler teilbar sind, so kommt jede solche Zahl in G, genau <;)
/

mal vor. Gibt es aber flir ein ¢ solche Zahlen in G (¥) nicht, so ist
dann immer fiir dieses ¢ die entsprechende Hauptgesamtheit H; mit
der Nullgesamtheit identisch und solche Zahlen konnen daher weder
auf der linken Seite von (22), noch auf der rechten Seite von (23)
vorkommen. Die elementare Gesamtheit G, umfafit also alle die-
jenigen und nur diejenigen Zahlen von G (x), die durch % oder
mehr als % Teiler von ¥ — beliebig gewéhlt unter den vorgegebenen
Teilern a,, a,,. ., a; — teilbar sind, und es kommt hiebei jede Zahl
von G (x), die durch 7, aber nicht mehr als durch ¢ Teiler teilbar

ist, in G, genau (;) mal vor. Da das gleiche fiir die linke Seite

von (22) bereits gezeigt wurde, so ist hiedurch (22) fiir alle %
bewiesen.

Die Gleichungen (22) gestatten die Hauptgesamtheiten H, durch
die elementaren Gesamtheiten G auszudriicken. Man bemerke, da$
Gleichungen zwischen Gesamtheiten von der Form (22) in der
gleichen Weise behandelt werden konnen, wie gewdhnliche lineare
Gleichungen, sofern die im 2. Abschnitt definierten Operationen in
Betracht kommen: Aus der Gleichheit zweier Gesamtheiten K, = X,
folgt m K, — m K,, wenn nach der ersten und m X K, =m X K,,
wenn nach der zweiten Art multipliziert wird. Ebenso folgt aus
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K, = K, und K; = K, auch die Richtigkeit von K, 4= K, = K, 4= K,
(wenn die Substraktion durchfiihrbar ist oder — was widerspruchs-
frei moglich, flir unsere Zwecke jedoch nicht notwendig — der
Begriff der negativen Gesamtheit eingefiihrt wird).

Es ist daher erlaubt, aus der Gleichung (22) zu schlieBen:

N N S

M () x =Y (M) x Y (i) x B @9
k =k

k=n L =1 1=

Nach (17) ist a X (b X K)=(ab) X K. Man darf also die
Doppelsumme nach den H; ordnen und erhdlt als Koeffizienten, mit
dem H; nach der zweiten Art zu multiplizieren ist, den Ausdruck

=T a3 den) = =) (e

Dieser Ausdruck! hat den Wert O flir 2> % und den Wert 1
fir ¢ — #. Es verschwinden daher in der Doppelsumme auf der
rechten Seite von (25) alle H; bis auf H, und man erhilt:

. 141 n+2
Hﬂ,:(ln-"<7 i >>< G11+1 +( 2 >>< Gn—kz—-

(D) (Sj%) X Gs.

Wir lassen eine Zusammenstellung der Bezeichnungen und
Resultate des 4. und 5. Abschnittes folgen.

Es bezeichnen: a, a,,..., as; beliebig gewdihlte s Teiler
der natiirlichen Zahl »; G (¥) die Gesamtheit der Zahlen
0,1,2,. .,(x—1); H, die Gesamtheit aller ganzen positiven
Zahlen, die <wx und durch keinen der s Teiler teilbar sind;
H, die Gesamtheit derjenigen Zahlen von G (x), die genau
durch % Teiler von x teilbar sind, wobei diese % Teiler
unter den gegebenen s Teilern zu wédhlen sind; G, Gesamt-
heiten, die wie folgt, definiert sind:

Al 4 x
Gp = Z v (ai(, Qiyy - -y Qiy) G (y (a,- s Qi o, ail)> o
k:l,zy‘ .S, GO:G(:‘;)’

wobei die Summe {iber alle Kombinationen k-ter Klasse

i,4. .,%, der Indices 1,2,. .,s zu erstrecken ist und
1 Wegen LTSRN i—n ist dieser Ausdruck fiir 7 > 7 identisch mit
)\ ) \1-—1 '
(é) (1_])'i—n

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Ila, 137. Bd,, Ileft. 30
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U (Giy Giy - .,a,'k) das kleinste gemeinsame Vielfache von
Qiy. -5, bedeutet.

Zwischen den elementaren Gesamtheiten G,, G,,. .,G;
und den Hauptgesamtheiten H, H,,. .,H; bestehen die
folgenden s+1 Gleichungen:

S

Z(;)XHi:: G, £k=0,1,2,...,s. (28)
i=k
Die Auflésung dieser Gleichungen nach den H; ergibt
die dquivalenten s+1 Gleichungen:

Z(—l)"*’“ <7§> X G=H, t=0,1,2,. .,s. (29)
i=k

Wie sich aus den unter (16) und (17) eingefiihrten Bezeichnungen
ergibt, ist in (27) die Multiplikation mit v (@;,. .a;,) nach der ersten

Art, in (28) und (29) die Multiplikation mit (;) nach der zweiten

Art durchzufiihren.

Da alle Zahlen in G, nach (27) bekannt sind, so stellen die
Gleichungen (29) fiir jede der Gesamtheiten H, Aufbauformeln dar,
welchen man alle Zahlen in H, entnehmen kann.

6.
Es sei bemerkt, daB die fiir |zj<< 1 konvergente Entwicklung
k
z ok k+1 sk41 k+2 sh+2
i~ +< 1 )” "'( 2 +-

die Gleichungen (28) und (29) in der folgenden symbolischen Form
zu schreiben gestattet:

Hk

Gr

Gy = H* = H,, H,— G(0) fiir k> s (30)

Gr=Gy, G, =G O) fir 2=s. (31)

Man hat hiebei die rechten Seiten dieser Gleichungen nach
Potenzen von H, beziehungsweise G zu entwickeln, hierauf die
Potenzexponenten als Indices zu setzen und beim Glied H; be-
ziehungsweise G5 abzubrechen, da bei s Teilern die G und H;
nur fir 2=s definiert wurden, also fiir 2= s als mit der Null-
gesamtheit zusammenfallend definiert werden konnen. Dies ergibt
z. B. flir £=0:
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Hy= G (1—G'+G—. +(—1)G)=
=G —G+G—.  +(—1)GC =G—G+G,—. . +(—1)Gs

in Ubereinstimmung mit (29).

1.

Es ist nunmehr moglich, die Problemstellung des ersten Ab-
schnittes weitgehend zu verallgemeinern:

Es seien irgendwelche Teiler a,, a,,. .,a; der ganzen, positiven
Zahl ¥ gegeben. Die Summe der n-ten Potenzen aller ganzen,
positiven Zahlen, die <<« und durch %, aber nicht mehr als durch &,
der gegebenen s Zahlen teilbar sind, ist zu suchen.

Die Zahlen, deren mn-te Potenzen hier zu summieren sind,
bilden die Hauptgesamtheit H; und die Losung obigen Problems
kann daher der Formel (29), wie folgt, entnommen werden:

Bezeichnet S, (K) die Summe der #-ten Potenzen aller Zahlen
der Gesamtheit X, so folgt fiir die unter (13), (14), (16), (17) de-
finierten Operationen:

Sy (K, = K,) = S, (K)) == S, (K,)
Sy (@ K) =a* S, (K) (32)
Sy (@ X K)y=aS, (K).

Wendet man diese Gleichungen auf (29) und (27) an, so ergibt sich

SuHy = ) (=17 +(3) 8.6y, B0 3)
r==k
x—1
Sn (Gr) == Z ke Sﬂ ( G(%))7 Sll (GO) — Z " (34)
v i=0
V= (a,-l, iy vy a,‘),), r=1.

Fir die Gesamtheit G(3) = (O, 1,2,. %— 1) ist nach (4):

x n+1
(B 2)" B

(35)

SIL(G(%)) = a1

wodurch der Weg fiir die Berechnung von S, (f;) vorgezeichnet ist.
Um die hier folgenden Formeln einfacher zu gestalten, sei
bemerkt, dafl die Beziehung

v (ay, @y Ay )= (@i, ai,. . a))"

die fiir ganzzahlige m =0 offenbar richtig ist, auch fiir m — — 1
verwendet werden darf, wenn das Symbol v (a;", a7t,. ., a!) durch
] 2 r
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v(at a7, ., al.:1) = (v (ai,ai,. ., a,~1,))_1 (36)

i

definiert wird. Fihrt man nun (35) in (34) ein, so folgt:

n
1 n+1 . .
Si WZmZ( i )Bff"’“'”“" (37)
i=0
N i—1 gi—1 i) > 1 £ (4) — .
L=y vt e e =L LGO=1 @Y
v

. . . s .
In (38) ist die Summe {iber (1) Werte von v (a;l—i, 5 a;ﬁ:l)

zu erstrecken, die den Kombinationen 7,,. .., 4, der Indices 1,2,. ., s

)

entsprechen. Fithrt man schlieBlich (37) in (33) ein und setzt noch
S 1" ' .
Y (3) = 4w = 41w, 1=, (39)
r==k
so ergibt sich die fir #=0,1,2,. .,s giiltige Formel

(A (k) B+x)"+1—4, 1 (k) By 1
7 '

Su (H /e) =

(40)

Die Formeln (38) und (39) kann man in eine {bersichtlichere
Form bringen. Aus (38) folgt fiir alle Werte der Variabeln t (wir
schreiben —t anstatt © um Konformitdt mit spéteren Formeln zu

erhalten):

D@ (—or=v0—cai) ((—caf ). (1—cai=l) @)

r=0
Hierbei moge ausdriicklich vereinbart werden, daffi mit v wie mit
einer Variabeln zu multiplizieren und dann
v.l=v()=1, v.ait=v(@ ) =al"? v.ai a1t =
=v (e ay™),. (42)
zu setzen ist. (Fir ¢ =0 ist nach (36) unter v(ay%a;t. .) die
1
Zahl —————— zu verstehen.)
V(@ Agy- +)
Setzt man symbolisch
@) =1t fir v=0, £,(G) =0 fur > (43)

(das letztere ist eine sinngeméfle Ergdnzung von (38), da es fiir
v = s keine Kombinationen # ter Klasse aus s Elementen gibt), so
kann (41) auch in der Form geschrieben werden:
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1
141(3)

und fiir (39) ergibt sich im Sinne des 6. Abschnittes die folgende
symbolische Schreibweise:

v(l—rcai™) (I—raf™). .(I—tai?t) = (44)

* (] . .
A (k)= (_117(%))"—“’ (i) =1,(i), t°3) = 1. (45)
Man hat in (45) die rechte Seite nach Potenzen von #(3) zu ent-
wickeln, hierauf die Potenzexponenten als Indices zu setzen und
wegen (43) beim Gliede # (7) abzubrechen.
Fiir =0 folgt aus (45) in Verbindung mit (44) (auch aus (39)
und (41));

A (O) =v(l—ai™) (1—al™). .(1—al), (46)

Fiir i =1 folgt aus (44) oder (38): t,(l):(s

nach (39): "
wo=Ser )l

r==

>. Es ist daher

und hieraus folgt:
A (B)=0 fir k<<s, A, (F)=1 fir k=s (47)
was zwecks spiterer Verwendung vermerkt sei.

Die Summe der n-ten Potenzen irgendwelcher Zahlen ergibt fiir
=0 die Anzahl dieser Zahlen, wenn (um auch die Zahl O zihlen
zu konnen) 00 =1 gesetzt wird. Aus (40) ergibt sich fur # =0 als
Anzahl der Zahlen in H; der Ausdruck

Ay (®) Byx+ A, () B,—A, () B, = A, (k) %, (48)

eine Formel, die im nidchsten Abschnitt weitere Schliisse er-
moglichen wird.

Sind die a,,a,,. ., a; zu je zweien teilerfremd, so kann in
allen Formeln dieses Abschnittes das Symbol v weggelassen werden;
dann geht die Formel (46) in (9) Giber und die Formel (40) liefert
als Spezialfall fiir £#=0 die Formel (10).

Als Ldsung des zu Beginn dieses Abschnittes gestellten
Problems ergibt sich der Satz:

Bezeichnet fi (x) die Summe der wn-ten Potenzen aller ganzenm,
nichtnegativen® Zahlen, die kleiner als eite natiivliche Zahl x und

Wir schreiben hier »nichtnegativen« anstatt »positiven«, da fiir # =0 in
Js (x) die Zahl 09 inbegriffen ist. Die Formel (4), welche die Grundlage von (35)
und (40) bildet, ergibt fiir =0 einen richtigen Wert, wenn 0°=1 gesetzt wird.
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genaw duvch k der belicbigen Teiler a, a,,. .,as von x fteilbar sind,
so gilt fir k=0,1,2,. ., s die Formel:
1
.ﬂ@:m@w+@ Ay y1(B) By oty (49)

n4-1

Hierbei ist

. — —_1\r—* v ) — —_tk (Z) (39)
A@_Z(D’@%@—Fh@ﬁa @@
r==k

und die t, (i) evhdlt man durch Vergleich der Koeffizienten von o
auf beiden Seiten der Gleichung

. ) . 1 (38)
— e (1— g«)—l ol —rtai Yy = — = \
v(i—sai=) (I—sai™). (1—wai=) = @Q
wenn (@) = 1t,(@) fiv =0, ") =0 fiir r > s, gesetzt wird. Fiir
k=0 ist {,() = 1 und insbesondere ist

Ai(Q)=v(l—ai)(1—ai™). .(1—ai), (46)

8.

- Wird in (49) x als eine Variable aufgefafit, so ist f;(x) ent-
weder ein Polynom vom Grade #+1 oder es verschwindet identisch.
Beweis: Es seien a,,a,,...,a, irgendwelche ganze, positive
Zahlen und v(a,,a,,...,as) =v. Fiir jede durch v teilbare natiir-
liche Zahl # ist f; (¥) die Summe der n-ten Potenzen aller Zahlen der
Hauptgesamtheit H;. Der Deutlichkeit wegen moge hier Hj (%)
anstatt A, geschrieben werden. Die Anzahl der Zahlen in H, (%)
ist nach (48) gleich 4, (k)x und der Koeffizient von a"+1 in £, (x)

1
ist nach (49) gleich mAO (k). Hieraus ergibt sich, da f; (x) nur

dann ein Polynom vom Grade m <<#u-+1 sein kann, wenn H (%)
mit der unter (15) definierten Nullgesamtheit zusammenfillt. Aus
H; (x) = G(0) folgt aber f(x¥)=0. Ist also 4,(k)=0, so ist jede
durch v teilbare natlirliche Zahl v eine Wurzel von f;,(¥) =0, das
heift fz(¥)=0, w. z. b. w.

Wie im 4. Abschnitt bemerkt wurde, ist Hs(x) immer und
H,(¥) immer dann von G(0) verschieden, wenn unter den a,,
@yy. .,as die Zahl 1 nicht vorkommt Wir erhalten das folgende
Korrolar zu dem im 7. Abschnitt angefiihrten Satz:

Sind  a,, a,,. .,as irgendwelche von 1 wverschiedeme, gawnze,
positive Zahlen wund v ihv Rleinstes gemeinsames Vielfache, so
evistieren s+1 Polynome f,(x), f; (x),. .,fs (%), welche die folgenden
FEigenschaften haben:

1. Fiir jede positive Zahl x des Moduls v ist f,(x) gleich der

Summe dev n-ten Potenzen aller Zahlen dev Hawptgesamitheit Hy(%).
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2. Die Polynome f,(x) und f;(x) sind vom Grade n-+1.

3. Fiir 0<<k<<s ist f,(x) entweder ein Polynom wvom Grade
n-+1 oder es verschwindet identisch. Das letztere ist dann und
nur dann dev Fall, wenn es unter den Zahlen 0,1,2,. .,v—I1
keine solchen gibt, die gemaw dwrch k der gegebemen s Zahlen
Ay Aoy ., Qs teilbar sind.

Zwischen der Bernoulli'schen Funktion

(B+X)”+l— 741

Bx= n+1

und den Funktionen f; (¥) besteht sonach eine gewisse Analogie: B (x)
hat fir alle ganzen, positiven x und f (#) fir alle ganzen, positiven
und durch v teilbaren x die Eigenschaft, die Summe der #-ten Potenzen
gewisser Zahlen zu ergeben. In diesem Sinne kann gesagt werden,
daf die Polynome f;(x) fir die positiven Zahlen des Moduls v die
gleiche Rolle spielen, wie die Bernoulli'sche Funktion B (%) fiir die
natiirlichen Zahlen.

Aus (21) kann die folgende einfache Beziehung zwischen den
fi(®) und der Bernoulli'schen Funktion B (¥) abgelesen werden:

B(x) =fo )+ (0)+f, W+ +f(@) (50)
Nach (47) und (49) verschwindet der Koeffizient von x in den
Polynomen f; (%), f; (%),. .,fs— (¥). Hieraus ergibt sich die bemerkens-
werte Tatsache, daff in der Gleichung (50) die Bernoullische Zahl

1
B, = — 5 nur in B(x) und in f;(¥) vorkommt.

9.

Es bezeichne g3 und /%, die Anzahl der Zahlen der Gesamt-
heiten Gp und H;. In diesem Abschnitt sollen, ohne Beniitzung der
fiir die Potenzsummen erhaltenen Formeln, Ausdriicke fiir g; und 7,
abgeleitet werden.

Bezeichnet A (K) die Anzahl der Zahlen einer Gesamtheit K so
ist offenbar:

AK, +K) = AK,) = A(K,)
A@K)=AK), Ala X K)=a A(K), A(G@x)==x

Wendet man diese Gleichungen auf (27) und (29) an, so ergibt sich

IA

k=<s, gy==x (B1)

X
gk — ) 1
" v (a,-i, Qi+ - a.,-k)

S
N
hy = Z (—1)i—* (,i) S O=k=s. (52)

i=k
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In (51) ist die Summe tiber@)Werte von v(a,. .,a;) zZu er-

strecken. Es ist also g der Koeffizient von (—r)* im Polynom

(1“671><1_22>‘ (h——) ng(— (53)

wenn, wie bei (41), vereinbart ‘wird, daB mit v wie mit einer
Variabeln zu multiplizieren und dann
1 1 1 1

v.i=1l, v—=—, v — = -
a; a4, ap,. di, U (@iy Qi - Biy)

zu setzen ist. Schreibt man symbolisch g’ anstatt g; ferner g; =
fiir i>s (das letztere ist eine Konsequenz der im 6. Abschnitt auf-
gestellten Definition G; = G (0) fiir > s), so ergibt sich der Satz:

Bezeichnet hy, die Awnzahl allev ganzen, nichiuegativen Zahlen,
die kleinev als eine matiivliche Zahl ¥ wund gemaw durch k der
beliebig gegebenen Teiler a,,a,,. .,as von x teilbav sind, so gilt fiir
k=0,1,2,. .,s die Formel

v : £
hy = —1)— 5
w= Y (e = g (54)

L:L
und die g; (symbolisch g) ergeben sich als Koeffizienten des
Polynoms

wfi-20-2) (-P=Tecv=y o

i=0

Insbesondere ist:

ho:xv<1~ai><l—-al2> (l—c—z—) (56)

1

Bei Verwendung der symbolischen Schreibweise in (54) und (53)
ist nach Potenzen von ¢ so zu entwickeln, wie wenn g’ wirkliche
Potenzen wiren, und dann g‘=g; auch g°= g, (g; =0 fiir i>5s)
Zu setzen.

Sind die Teiler a,,a,,. .,as; zu je zweien teilerfremd, so kann
das Symbol v in (53) und (56) weggelassen werden und man
erhédlt als Spezialfall den weiteren Satz:

Bezeichnet p (x,k) die Anzahl aller ganzen, nichinegativen Zahlen
die <<x und gemaw duvch k dev beliebigen Primteilev p,,p,,. ., ps
von x teilbar sind, so gilt fiir k=0,1,2,. .,s:
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N
ok

% (%, k)—@(—l)‘ *(z) < = e (57)

i=k

wnd die g; evgeben sich als Koeffizienten des Polynoms

x(l— », ) (1— ’ ) <1— pi> :,-Zgi (—o.  (58)

=0

Ist s die Anzahl aller Primteiler von x, also ¢ (x, k) die Anzahl
der gamzen, wichtnegativen Zahlen, die <<x und mit x genan k Prim-
teiler gemeinsamn haben, so kann o (x,k) auch in der Form ge-
schrieben wevden:

5 ()= (—10 ) p@ (1) = (59)

d:x

In (89) ist die Summe {ber alle Teiler & von x» zu erstrecken:

u(d) ist die bekannte zahlentheoretische Funktion und ¢ bezeichnet
dle Anzahl der Primteiler von d; fiir d—=1 ist i=0 zu setzen.
Fir 2=0 geht (569) in die bekannte Formel fiir » (x) {iber. Fiir
k= s wird auch die Zahl O gezihlt.

10.

Wir haben im zweiten Abschnitt zwei Operationen, durch welche
eine Zahl mit einer Gesamtheit verkniipft wird, definiert: die
Multiplikation erster (16) und zweiter Art (17). Fir die spezielle
Gesamtheit G (¥) = (0, 1,2, .,x—1) soll nunmehr noch eine Ver-
kniipfung dritter Art eingefithrt werden.

Multiplikation dritter Art. Wir bezeichnen dieselbe durch
die linke und definieren durch die rechte Seite der Gleichung:

a G (%) :l -_—aG(2> (60)

oder explizite
1 a
aG(x)—--~:<Oa,1a,2a, .,(—1' —1>a),
a a

wobei naturgemidf a als Teiler von x vorausgesetzt wird. Die
Multiplikation dritter Art der Gesamtheit G (x) mit einem Teilgr a
von x besteht sonach aus zwei Operationen: Es ist zuerst das «x

in G (x) mit — multiplizieren (rechtsseitige Operation), und
17
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x
a
ersten Art zu multiplizieren (linksseitige Operation).

Hat man G (¥) mit mehreren Teilern a,, a,, nach der
dritten Art zu multiplizieren und die so entstandenen Gesamtheiten
zu addieren oder zu subtrahieren, so ist es naheliegend, die
folgende Schreibweise zu vereinbaren.

dann ist die so entstandene Gesamtheit G< > mit ¢ nach der

(6,489 G &)+ ) = 4, G () —+a,6.(3)
' (61)
1

1

2

1 p 1
(a,— a,) G (%) <¥“1 — T,_,) =a, G -a—l—az G (%)
Die linken Seiten der Gleichungen (61) seien durch die rechten
Seiten derselben definiert; diese Schreibweise ist eindeutig, wenn
beachtet wird, dal auf beiden Seiten obiger Gleichungen die
Zeichen + und — die Operationen der Addition, beziehungsweise
der Subtraktion der Gesamtheiten

1 1
@ G <’1’,) _Z: ay G (,’V) a,

. . 1 i
anzeigen und nicht etwa zu den Zahlen a,, - gehoren.!
2

Als Beispiel flir die Multiplikation dritter Art sei bemerkt,
daB man den Ausdruck (18) fiir die Gesamtheit aller ganzen,
positiven Zahlen, die <<z und zu x teilerfremd sind, nach (60)
und (61) in der folgenden Form schreiben kann:?

1 Ein Miflverstindnis ist jedenfalls ausgeschlossen, wenn man unter
Beniitzung der in (13) und (14) fiir die Addition und Subtraktion von Gesamt-
heiten eingefiihrten Zeichen —-, 2, die Gleichungen (61) in der Form schreibt:

1 1 1
(al—T—ag) G (%) (—— 4+ —) =a; G (x) 7 4+ as G (%)
1

ay dg ay

1 1 1 1
(a1 a5) G (¥) (—- - —) =4, G () — = a5 G (v) —
ay ag 1 9
2 Hier ist G (x) mit den einzelnen Gliedern des Polynoms
(I=pp (A=py) (—ps)=1l—p1—pPp— ... +P1P2—
(=S pipe .. ps

nach der dritten Art zu multiplizieren und die so erhaltenen Gesamtheiten (Produkte
dritter Art) sind je nach dem. Vorzeichen der Multiplikatoren: 1, — py, — po, ...
zu addieren oder zu subtrahieren:

1
G@)—p G® ’;*— ~+p1Ps G (%) -+

1 P17
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1
(1—p;) (1—py) (l—ps)G(x)(\l_ F >

1

1 .
(=) (=)
by bs
Die Multiplikation dritter Art gestattet einige der erhaltenen
Resultate in eine TUbersichilichere Form zu bringen. Nach (27)

und (60) ist:
Gy :Zv @iy. - ai) G (v

1
via, - ap) 62)
1=k=<s, Gy= G®).
Die s+ 1 Gleichungen (62) kann man, wie folgt, zusammenfassen:
S
k=0

=v(l—ra). (Q—ray G(x)v<l—

) =)
a, as

Hier ist mit v wie bei (42) zu multiplizieren und

1 1

ai a; o U(dil, ai, )

zu setzen. Wird ferner (wie im sechsten Abschnitt) symbolisch G*
statt G, und G*¥= G (0) fir k> s geschrieben, so ergibt sich die
folgende Darstellung fiir die elementaren Gesamtheiten Gy:

GO
1+tG

=v(l—rza,). (1—’643)6;(.1«’)1/(]——-’:—\) (1— : ) (63)

g as

Auch fiir die Hauptgesamtheiten X} kann eine dhnliche Auf-
bauformel aufgestellt werden. Aus (28) und (29) folgt:

S

Z(_l)k Gy = Z(_ 1) (c — 1 H,, (28 a)

k=0 k=0

i(——l)kt" Hy, = Z(—Uk (c+ 1) Gy (29 )

k=0
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oder in anderer Schreibweise:

G° HY
= (64)

I+t G I+(—1)H Gy
} = G(0)furk=s.

G° H° H,

I++1)G — T i14+tH (65)

Wird in (64) ¢ durch t+1 ersetzt, so ergibt sich (85);
hiedurch ist in Evidenz gesetzt, daf die Gleichungssysteme (28)
und (29) dquivalent sind.

Wird in (63) © durch t+1 ersetzt, so folgt durch Vergleich
mit (65):

H°

Trem = (I—(x+1)ay)

(1_(c+1)as)G(x)v<1_f;'ll> (1— tzl ). (e8)

7

Diese Identitdt in t liefert durch Vergleich der beiderseitigen Koeffi-
zienten von (—t)* Aufbauformeln fur die Hauptgesamtheiten H,,.
Insbesondere ergibt sich flir die Hauptgesamtheit H| die Darstellung:

Hy=v(l—a,) (1—a,)

(1~as)G(x)v<1——dl—><1—a—12> (1_%)

1

11.
Nach (66) besteht H; aus Gesamtheiten von der Form

b G (%) % Die Anzahl der Zahlen der Gesamtheit & G (1:)% ist nach

(60) gleich —z—. Bezeichnet also wieder %; die Anzahl der Zahlen

in H,, so ergibt sich aus (66) die folgende Identitit in = zur Be-
stimmung der /:

NV DE ot =
IL'( ) k
L=(

B {4 ( JEER T
_,w<1——a1 ) 2 ) (1 =) 67

Der letzte Satz des 9. Abschnittes kann daher in der folgenden
Fassung ausgesprochen werden:
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Bezeichnet ¢ (v, k) die Anzahl aller ganzen, nichinegativen
Zahlen, die << x und genaw durch k der beliebigen Primiciler
PPy 2 Ps vom x leilbar sind, so ist o (v, k) der Koeffizient
von (— )% im Polynom

L R -

Ist s die Auzahl aller Primteiler von x, so ergibt der Koeffizient
von (—rt)* die Anzahl dev ganzen, nichtnegativen Zahlen, die < x
sind und mit x gemaw k Primzahlen gemeinsam haben (k=
=0,1,2, s).

Fiir t—= —1 ergibt sich aus (68) als Summe aller Koeffizienten
von (—)* naturgemifl die Zahl x, das ist die Anzahl der Zahlen
von G(x)=(0,1,2, ..,x —1).

Far =0 fallt (68) mit der bekannten Formel fur ¢ (x)
zusammen, wenn als s die Anzahl der Primzahlen von x ge-
wihlt wird.
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