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Zur Bestimmung des Lebesgue’schen Mafles
linearer Punktmengen, deren Elemente durch
systematische Entwicklungen gegeben sind

Von
Ludwig Holzer (Graz)

(Vorgelegt in der Sitzung am 21. Juni 1928)

Im folgenden wollen wir eine Anzahl von Lehrsdtzen (iber
das Mafl linearer Punktmengen geben, deren Elemente durch irgend
welche systematische Entwicklungen, also Dezimalbriiche oder
allgemeine g-adische Briiche, weiter durch Kettenbriiche und durch
sogenannte Liiroth’sche Reihen gegeben sind. (Uber die letzteren
vgl. O. Perron, Irrationalzahlen [1921], p. 116f)

Im § 1 werden die bisherigen Resultate {iber systematische
Briiche kurz aufgezdihlt. Dies ist notwendig; denn im § 3 werden
hievon Anwendungen gemacht, die wieder fiir die Lehrsidtze eben
dieses Paragraph 1 Analogien bieten.

§2 gibt die Sdtze {(ber Kettenbriiche, die die bisherige
Theorie liefert. Die Beweise werden nur bei neuen Sitzen oder,
wo sich Vereinfachungen ergeben, durchgefiihrt.

In § 3 wird das Problem der Mafibestimmung von Mengen in
Angriff genommen, deren Elemente durch Liroth’sche Reihen
gegeben sind. Die Sdtze sind grofitenteils denen vollig analog, die
sich ergeben, wenn die Elemente als Kettenbriiche vorgelegt sind,
aber meist etufacher zu beweisen.

Es ergeben sich aber auch Sitze iiber Mengen Liiroth'scher
Entwicklungen — eine Abkiirzung, die wir statt Entwicklungen in
Liiroth’sche Reihen vielfach gebrauchen werden —, bei denen ein
Analogon aus der Theorie des Mafles der Kettenbruchmengen bis
jetzt nicht bekannt zu sein scheint. Die Beweisfiihrung hiezu liegt
eben in der schon erwidhnten Anwendung der bereits bekannten
Lehrsitze des § 1.

Wir wollen uns durchwegs auf das Intervall (0, 1) be-
schrinken, weiter soll von rationalen Zahlen durchwegs abgesehen
werden.

Die wichtigsten der von uns verwendeten Sétze sind die von
den homogenen Mengen (vgl. K. Knopp, Mengentheoretische
Behandlung einiger Probleme der diophantischen Approximationen
und der transfiniten Wahrscheinlichkeiten, Math. Ann., Bd. 95 [1925],
p. 409 bis 426).

Eine homogene Menge ist eine solche von konstanter Dichte.
Beschridnken wir uns auf mefibare Mengen, die im ganzen Intervall
(0, 1) homogen sind, so fiat eine solche homogene Menge entweder



422 L."Holzer,

das Mafp 1 oder das Maf 0 (Knopp, a. a. O, p.+12). Jede meB-
bare Menge, deren Dichte in jedem Teilintervalle von (0,1) < §
ist, wo 8 <1, ist homogen vom Mafle 0. Ist hingegen die Dichte
einer meBbaren Menge in jedem Teilintervall von (0,1) =38, wo
§>0, so ist sie homogen vom MaBie 1 (Knopp, a.a. O, p. 413).
LaBt sich jedes Teilintervall (2, B) von (0, 1), in dem die Menge M
nicht leer ausféllt, in abzdhlbar viele getrennte Unterintervalle 7,
zerlegen, so dal X7, ={f — a| ist und M.i, der Menge geometrisch
dhnlich ist, so ist A/ homogen.

Zwei homogene Mengen M und WV sollen von derselben Art
heifen, wenn beide das MaB 1 oder beide das Maf O haben.

Folgerecht miissen wir cine Menge M auch dann im ganzen
Iutervalle (0,1) homogen nennen, und zwar homogen vom Mafe O
nennen, wenn sich im Intevvall (0, 1) Teilintervalle angeben lassen,
i denen der betreffende Teil der Meuge leer ausfdllt und das
Mapp der Menge 0 ist.

Hiedurch erbalten wir vielfach eine bedeutende Vereinfachung
der Beweisflihrung. Man vergleiche die Beweise der Sitze 2,3
des § 2, der Sitze 2,3 des §3 oder den folgenden &duBlerst ein-
fachen Beweis: Es ist mit Hilfe der Sitze {iber homogene Mengen
ohne weiteres klar, dafi die bekannte Cantor’sche Punktmenge N das
Aafl O hat; sie besteht aus allen triadischen Briichen des Intervalls
(0-1), in denen die Ziffer 1 nicht vorkommt Die Menge N ist
ndmlich homogen; denn sie ist einerseits der Teilmenge 7N im

Intervall ’
i = (k.S“!’, (k+1)3—1’j

(p ganz, positiv; k2 ganzzahlig, k+ 1= 3#) dhnlich, sofern 7/ \" nicht
leer ist, anderseits kann N eben wegen des Vorhandenseins leerer
Intervalle nicht das Maf 1 haben.

Intervalle wollen wir im allgemeinen mit kleinen lateinischen
Buchstaben bezeichnen, und zwar soll die Linge des Intervalls
dieselbe Bezeichnung haben wie das Intervall selbst. Andere Mengen
wollen wir durchwegs durch grofle Lateinbuchstaben, und zwar durch
M, N; R, S, T bezeichnen, vor allem durch die beiden ersten.
Diese Buchstaben sollen in anderer Bedeutung nicht verwendet
werden. Eventuell wollen wir zur Unterscheidung Indices oder

Klammern beifiigen, z. B. My, M(—IZ‘— ) k). Da der Begriff » Ableitung

einer Menge« in der ganzen Arbeit nicht vorkommt, so soll M
nicht die Ableitung von M bedeuten, sondern eine von M irgendwie
verschiedene Menge. Unter der Summe M+ NV der Mengen M und N
wollen wir die Menge der Elemente verstehen, die in mindestens
einer der Mengen vorkommen, und zwar auch dann, wenn die
Mengen nicht elementefremd sind. Fiir die Summe mehrerer oder
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abzahlbar vieler Mengen wollen wir das Summenzeichen Y ge-

brauchen. Den Durchschnitt zweier Mengen M und N schreiben
wir als Produkt M N. Fir den Durchschnitt mehrerer oder abzidhlbar
unendlich vieler Mengen wollen wir das Produktzeichen Il verwenden.
DaB die Menge M in der Menge N enthalten ist, werde durch
M < N ausgedriickt, wobei die Mdglichkeit, dafi M und N iden-
tisch ist, also M eine uneigentliche Untermenge von N\ ist, nicht
ausgeschlossen sein soll.

Unter Anwendung der Bezeichnungsweise von L. Schlesinger
und A. Plessner, Lebesgue’sche Integrale und Fourier'sche Reihen
(1925) wollen wir das Mafi der Menge M stets als m M schreiben,
weiter das auflere Maf mit w2, M, das innere mit z; M. Unter
»MaB« ist stets das Lebesgue’sche Maf} gemeint. Die Komplementir-
menge von M in bezug auf das Intervall (0,1) soll ibereinstimmend
mit Schlesinger CM heiflen. Die Buchstaben C und m werden
im anderen Sinne nicht verwendet. »Nullmenge« soll in Uberein-
stimmung mit den meisten Verfassern mit »Menge vom MaBe Null
gleichbedeutend sein; hingegen soll die fiktive Menge, die aus
keinem Element besteht, »leere Menge« heiflen. »Fast alle« x soll
heiBen: alle x des Intervalls (0, 1) bis auf eine Nullmenge. Hingegen
wird das Wort »fast alle« vermieden in dem sonst oft gebrauchten
Sinne: alle abzdhlbar unendlich vielen bis auf endlich viele Aus-
nahmen. Von den aus der analytischen Zahlentheorie bekannten
Symbolen o und O wird vielfach Gebrauch gemacht und vereinzelt
auch das Zeichen == flir »asymptotisch gleich« verwendet.

Nicht aufgenommen wurden die Untersuchungen des Ver-
fassers tiiber das MaB von Mengen, deren Elemente durch Engel-
sche Reihen erster Art gegeben sind (vgl. Perron, a. a. 0.). Es ist
ihm einerseits nicht gelungen, umfangreiche numerische Rechnungen
zu vermeiden, anderseits scheint die Untersuchung vollig isoliert
zu stehen.

Inhaltsverzeichnis.

§ 1. Bestimmung des Mafles systematischer Briiche mit beliebiger Grundzahl g.
§ 2. Bestimmung des Mafles von Kettenbruchmengen.

§ 3. Bestimmung des Mafles von Mengen, deren Elemente durch Liiroth'sche
Reihen gegeben sind.
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§ 1. Uber das Mafl von Mengen systematischer Briiche.

Die Mafibestimmung von Mengen dyadischer Entwicklungen
von Irrationalzahlen hat in neuerer Zeit die nachfolgenden Sitze
ergeben (vgl Knopp, a. a. O, p. 409f, daselbst auch weitere
Literaturangaben):

Sei x eine Irrationalzahl in (O, 1). Die Anzahl der Stellen 1
in der dyvadischen Systembruchentwicklung von x unter den #
ersten Ziffern hinter dem IKKomma sei E (1, x). Dann seien Mengen
dadurch definiert, daff fiir ihre Elemente » der Reihe nach die
folgenden Gleichungen gelten:

E(u, x)= Z—«—i—o(fz), (Borel).
1
E (i, x) = -—+ 0(72 2 '), (Hausdorff).

E(n, v = 7,;+ 0] (\/12_20—5{72), (Hardy-Littlewood). (I}

E(n, x)=- 10 (\/IZ log logn), (Khintchine).

Von diesen Mengen ist jede in der vorangehenden enthalten.
Alle diese Mengen haben, wie die rechts zitierten Verfasser zuerst
hzwiesen haben, das Mafi 1.

Hingegen hat die Menge der Zahlen x, fiir die
7 - .
E (i, v) = 5 0 (\/.’z), (Hardy-Littlewood), (IH

richtig ist, nur das Mafi O.

Die diesen Gleichungen geniligenden Zahlen bilden durchwegs
homogene Mengen. Dies kann sofort eingesehen werden nach
einem allgemeinen, von Herrn K. Knopp herrtihrenden Kriterium
(Knopp, a.a O, Satz 7, p. 416). Dafl die Gleichung (I) fiir fast
alle a 11cht1g, d1e Gleichung (II) hingegen fiir fast alle x falsch ist,
wollen wir kurz als den ersten und zweiten Hardy-Littlewood'schen
Satz bezeichnen.

Fiir die Systembruchentwicklungen mit anderer Grundzahl g
gelten, wie sofort einleuchtet, analoge Séitze. Im allgemeinen pﬂegt
die Helle1tun0 dieser zu unte1ble1ben und nur auf die Analogie
hingewiesen zu werden. Da wir aber aus diesen Sédtzen (fur
allgemeines g) weitere ableiten wollen, so sind wir in die
Notwendigkeit gesetzt, eine Herleitung des ersten Hardy-Little-
wood’schen Satzes flir allgemeine Grundzahlen g zu geben, die
ich um so weniger unterdriicken mochte, da sie auch, fiir ¢ = 2
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spezialisiert, viel einfacher ist als der Originalbeweis. Wir be-
haupten den

Satz 1. Gegeben sei die Grundzahl ¢ =1 und eine ganzc
nicht mnegative Zahl I <<g. Weiter liege v in (0,1) und sei
irrational. Heifst dann H (1, x) die Auzahl derjenigen wnter den
ersten u-Stellen der g-adischen Euntwicklung von x linter dem
Komma, die denw Wert I haben, so ist die Meuge der x, so daf

1
H@yx= " +0(\/u log n),
homogen vom Mafe 1

Es ist Kklar, daB, wenn unter den -ersten Stellen von x
hinter dem Komma sich & solche befinden, die einen bestimmten
Wert /1 haben, das Mafl der Menge der so definierten x sich mit

@l

ergibt. Schreiben wir kurz

so wird das erwdhnte MafB

also gleich dem X-ten Glied in der binomischen Entwicklung von
(a+b):. Der Quotient zweier aufeinanderfolgenden dieser Glieder,
L — A

. b . .
des A-ten und A+ 1-ten ist 1)— — Er nimmt daher als Funktion

von A betrachtet monoton ab. Daher nehmen die Glieder mit wach-
sendem A zuerst zu, bis zu einem grofiten, wo der Quotient
durch 1 geht, und nehmen dann fortwédhrend ab. Das Maximum
wird, wie man leicht sieht, fiir A = [bn] oder A = [bn] 41 erreicht.

Ein Glied mit x=bn !/ \/n log 1 ist daher bei hinreichend
grofem # und nach unten beschrdanktem ! im Falle des negativen
Vorzeichens grofler als alle vorhergehenden, im Falle des positiven
Vorzeichens grofler als alle folgenden Glieder.

Nach Erledigung dieser duflerst trivialen Bemerkung wollen
wir die Menge M unseres Satzes niher ins Auge fassen. Heifle &
eine bestimmte ganze positive, festgehaltene Zahl. Die Menge M (%, 1)..

flir die o
| H(n,0) —anj<k \/nlog n

ist, hat dann das Maf
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wo die Summe tliber die nicht negativen Werte von % zu erstrecken
ist, die kleiner als an—#& \/n logn und grofier als an-+k \/ﬂ log 1
sind. Wir bezeichnen mit / eine irrationale Zahl, so daB

1N/ log 1 = [ \/n Iog ] +1

ist.
ist
ES 1S 11—k <W’T:T.."___‘M
\/nlogn
Bei ins Unendliche wachsendem = konnen wir daher
I=%k+0
\/n log

schreiben.

In der vorstehenden Summe flir #2 M (B, 7) ist bei hinreichend
groBem n daher das Glied

grofler als alle vorhergehenden, hingegen das Glied

7 — S
- bi wiog i —1 /i Tog
V= (a7‘z+l \/nlog n) GV Vet Vi og
S 1
griofier als alle folgenden. Es ist offenbar b=a; b =a <: _§,> wiirde

nur im Falle dyadischer Entwicklungen gelten.

Es ist daher U=V In der Summe von weniger als
n-Gliedern, die gleich w2 M (& n) ist, ist offenbar U das
grofite Glied.

Es ist wegen a+b=1:

ul gbn—1 Vilogn pan+i Viiogn

T (ol \/ 1 log m)! (@n+1\/nlogn)

Nach der Stirling'schen Formel ergibt sich sofort flir U folgende
Abschatzung: Wegen

1l = \/971:11 n" e (1+0<1z>)

erhalten wir fur U:
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1 \/; . gbn—I Vilogn

2% (an-+1\/nlogn)an+t Vulogn

ban+l Vilogn (1 + O( >)
7

(bu—I \/ nlog n) bn—t Vulogn \//cm-l-l \/nlogn \/b n—I \/% log 1 .
Wir kénnen
1
U= \/— A.B.E. (1+o(g>>

setzen, und zwar sehen wirt, indem wir statt 2. .7 (a+5) schreiben,
dal der Reihe nach

U=

1
A= \/ abu+1(b—a)\/nlogn—I*logn ’

an at bn bn
= ( an+IN/nlogu ( bu—IN\/nlogn )

( a bn—I \/ﬂ log 17 \l Vi logn
E=|— nrosn
b an+l \/M logn/

gesetzt werden kann. Wir schétzen der Reihe nach A4, B, E fir
unendlich werdendes # ab.

Man sieht sofort, dafl

ist, genauer

fir b>a (d. h. § =2) und

2
A= 1,,,,_ : +O'<10g”)

\/ab \/;

flr »=a (d. h. im Falle dyadischer Briche).
Weiter ist

log B=anlog —— + bulog

] [loon
1ok \/Oé’“ l_ivlﬁ_fz

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Il a, 137. Bd., 7. Heft. 32
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oder
1 )/ P logn\
logB—an(ﬁl\/ og1¢+2a2 0214)4_

logn 2 logn ) < [log? ﬁ)
+Zm<b \/ 7 + 20° u +0 \/ w
vereinfacht

(11N, Fgﬁ)
ZOgB—Z(—a—_l_Z—)lOgM_I_O(\/T’

daher wegen

l2:k2+0(

L)
\/ n log n}

R log? 11)
lOgB_—2—<; -—-)lOg%-FO(\/ 7 N

woraus sich sofort

p=i D (1 of /75

ergibt.
Weiter ist L -
1 l \/log 17 \l Vi logn
E=|— 2t
14— \/ ogn
ab n
daher
1% \/log n
log E=1\/n logn log
14 logn
ab n
Es ist
log —— 1 fiir z—0: — 224 0 (2%,
daher

7 o
logE=1\/nlogn (_ﬁ\/oin+0<\/ Oia%»‘

Dies vereinfacht sich zu
2

21
log E = — 25

log® n )

n

dogn+0O <

oder einfacher wegen
1

12:k2+0 —_—
(\/1410314)
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und

e _, (i)
n k it

)
zu
2k [ Jlog u
log E = - log n+ O K\/T ,

E—=mn «b [I—I—O (\/ZO?)}

Dies gibt insgesamt

1 4 1

Rl (0 S B =D
U=mn2 (w5 ) [1+o<1)].\/2i
/2T
Nun ist
14 1_ =3
a ab b og—1

Daher erhdlt man sofort, da der rechtsstehende Ausdruck fiir alle
in Betracht kommenden Zahlen g negativ und dem absoluten Betrag
nach nicht kleiner als 12 ist, fiir U die folgende Abschitzung: (wegen
k=1

: U=mun"3.0(1).

Nun ist

m M (kyn) =nU.
Daher ergibt sich
m M (k,n) =n=2.0(1).

Nun bilden wir die Menge

o0
M, :Z M (, p).

p=n

Es ist

[+ o]
m My, 52 m M (%, p),
r=mn
woraus sofort
m My, =un"1.0()
folgt.
Die Komplementirmenge CM unserer Menge M erfillt die

Bedingung, daff _ A
) | H (n, x)—an|
lim sup. —————"—=="00

it — 00 \/nlogn

Es mufl daher bei festgehaltenem & CM Untermenge von My,
fir jedes # sein. Da aber lim e M, = 0, so mufl m CM = O sein.

n—> 00
Es folgt m M= 1.
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Zum Beweise einer Verallgemeinerung des genaueren Satzes
von Khintchine reicht unsere Methode nicht aus. Wir legen darauf
kein Gewicht. Fir die Beweisflihrung zu den Sédtzen 8 und 9 des
§ 3 wiirde sogar die schwiichere éltere Borel'sche Abschitzung, dafi

H@u,x)y=an-+on)

fiir fast alle x richtig ist, geniigen.

Was den zweiten Hardy-Littlewood'schen Satz betrifft, so soll
die folgende Skizze des Beweises einer Verallgemeinerung fiir be-
liebiges g geniligen:

Nach dem sogenannten Bernouilli'schen Theorem der Wahi-
scheinlichkeitsrechnung (vgl. E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung
[1903], p. 99) la4Bt sich das Mafl der Menge M (k, 1, <) der Zahlen ¥,
die die Bedingung .

|H (1, x)—an| < (k-+2) \/n
erfiillen, durch
k+=
Via

2 s
—= e rdit <,
\/T

0

mit ¢, — 0 flir 7 — oo ausdriicken.
Die weitere Durchfithrung des Beweises kann véllig nach
Herrn Knopp (a. a. O, p. 418) erfolgen.

§ 2. Bestimmung des Mafies von Kettenbruchmengen.

Die Bestimmung des Mafles von Kettenbruchmengen ist in
neuester Zeit von Herrn K. Knopp in seiner auch sonst oft zitierten
Abhandlung »Mengentheoretische Behandlung. . sehr vereinfacht
worden (vgl. p. 420 bis 426 dortselbst). Wir bemerken, da unter
Beschriankung auf mefbare Mengen die Knopp’schen Ausfiihrungen
sich noch vereinfachen lassen.

Hilfssatz 1. Ist f(x) eine positive beschrimnkie monoton ab-
nehmende Funktion, sind weiter M und N zwei beschrdnkie mefibare
Mengen von gleichem Mafe und der Eigenschaft, dafp die Restmenge
M= M—MN durchwegs aus Punkien besteht, die grifier als jeder
Punkt von N sind, dann ist

f ) dr= f ) d
M N

Dabei sind die Integrale im Lebesgue’schen Sinne zu verstehen.
Ausdriicklich mufi bemerkt werden, dal der Satz unabhédngig davon
gilt, ob die Menge M N viglleicht leer ausfillt. Weiter geht aus der
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nun folgenden Beweisfiihrung leicht hervor, dafi der Satz auch gilt,
wenn die Punkte der erwdhnten Restmenge M’ nur bis auf eine
Nullmenge die Bedingung erfiillen, grofier als jeder Punkt von N zu
sein, weiter, auch wenn m N=m M ist und die sonstigen Be-
dingungen erfiillt sind. Dieser auch an sich interessante Satz ist eine
Erweiterung der bekannten Eigenschaft einer monoton abnehmenden
Funktion, das fiir 8>« und ¢=>0

14 b+
f Sfdx= | f(x)dx
a a+4c

ist. In der letzten Ungleichung kénnen wegen der Monotonie von f(x)
die Integrale auch im Riemann’schen Sinne verstanden werden.
Beweis: Wir wollen die die Lebesgue’'schen Integrale approxi-
mierenden Summen bilden, die den Darboux’schen Summen fiir das
Riemann’sche Integral analog sind (vgl. z. B. Schlesinger und
Plessner, Lebesgue’sche Integrale und Fourier'sche Reihen (1925),
p. 130f; Kamke, das Lebesgue’sche Integral (1925), p. 99f,; de la
Vallee-Poussin, Integrales de Lebesgue (1916), p. 46.
Betrachten wir also statt des Integrals

[f(x) dx
N

N'® (N m N, Y o (V) 1 N
A

k=1 k=1
"

die folgenden Summen

Hierin soll . 7:2 N, eine beliebige Zerlegung von N in
k=1
elementefremde, mefibare Teilmengen von durchwegs positivem Mafle
und respektive ¢ (R) und ® (R) die obere und untere Grenze von f(x)
in irgendeiner Teilmenge R des Definitionsbereiches sein. Sind also
fin. sup. und fin. inf. abkiirzende Bezeichnungen fiir obere und untere
Grenze, so ist

k k

fin. inf.z D (V) e Ny = fin. sup.z o (V) m N, :ff(x) dx.
v

In derselben Art ergibt sich aus jeder Zerlegung 111':2 M,

k=1
in elementefremde, mefbare Teilmengen von durchwegs positivem MalBe

fin. inf.Z D (M) m M, = fin. sup.z"o (M) m My, sz(nc) dux.

M



432 L. Holzer,

Nun konnen wir jeder Zerlegung von AN
N=N+N,+ +N,
eine solche von M in dieselbe Zahl = von Untermengen
M= M,+M,+ M,

zuordnen, dafl stets m M, —m Ny ist (k=1,2, ., u). Um dies in
zweckentsprechender Art auszufiihren, gehen wir so vor: Wir fiigen
zu N, . M eine Teilmenge R, von M’ hinzu, so dafl m R, —m (N,— N, M)
wird. Dann wird N;.M und R, elementefremd.! Setzen wir N, M+
+R, = M,, dann ist daher

m M, —=mN,.
Die Restmenge M—M, hat dann dasselbe MaB wie N—N,
m (M—M,) = m (N—N,).

Hierauf bilden wir M, in vdllig analoger Art wie M,. Wir fiigen
zu N, (M—AM,) eine Teilmenge R, von M’—R, hinzu, die das MaB

12 [My—(N,, M—M,)]

hat. In dieser Art fahren wir fort. Zuletzt bleibt eine Restmenge M,
iibrig, die wegen m N = m M das Mafl von N, zu ihrem Mafl und
N, M zur Untermenge hat.

Nun wollen wir bei beliebig vorgegebenem % (¢ ganzzahlig,
1 = k=) zwei entsprechende Glieder der Summe

D (Ny) m Ny, O (M) m M,

vergleichen! Es soll M auf die oben dargelegte Art aus N, hervor-

gehen. Wir behaupten: »
D (N = P (My).

Dies zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dafl ® (M) = @ (M, Vy),
sofern dieser Durchschnitt M N nicht leer ausfdllt. Denn da jeder
Punkt von M, — My N, zu M, aber nicht zu N gehort, ist
My—M, N, << M’ und daher ist der Funktionswert in einem be-
liebigen Punkte von M,—M; N, nicht grofler als in jedem von M,
also auch in jedem Punkte von M N, Die Voraussetzungen zeigen
ja sofort, dafi der Funktionswert in einem beliebigen Punkte von M’
nicht grofier als in jedem Punkte von M ist. Sollte aber M, Ny
leer ausfallen, so gilt aus den eben erwdhnten Griinden ebenfalls
® (N ='® (M;). Wir konnen daher wegen m M, — m Nj schreiben:

Q(Ny) m Ny = O (M) m M.
1 Hier machen wir Gebrauch von dem Satze, dafi jede Punktmenge A{, deren
Maf #: M = o ist, sicher Teilmengen vom Mafle B hat, wo B < ¢ ist (Carathéodory,
Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 2. Aufl. [1927], p. 288).

l
4
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In der geschilderten Weise konnen wir zu jeder das Integral
ff(1)dx von oben approximierenden Summe Zd) (N m N eine

Summe Z@(Nk) m N, zuordnen, die nicht g1oﬁer ist. Es folgt:

Y

k

fin. inf. Z ® (V) m N = fin. inf. o (My) m M.

Das ist nichts anderes als

[ fdr= [ f@dx.

Wir wollen einen Kettenbruch

1 1 1]
r=7—+——+

+.
la, ~ lay  a

kurz ¥ ={a,, a,, a;,, .} schreiben. Weiter nennen wir #" den
Kettenbruch
20 — {am Aty Auto }

Wir wollen auch manchmal schreiben statt

Ay, vy Qpy Aty - }

auch
v =Aay, @y a3, ., ay; ¥V},
WO
) = {an+1, Apt2y Dutsy - }
ist.
Seien % und T— der n-te und n—1-te Ndaherungsbruch der
3 7n—1

vorstehenden Kettenbruchentwicklung von z. Es sei also

Tu Tui 1
— {aly 42, d3, oy Au—1y Qyyy - - {a’p azy 3] anﬁlf-
Sn Sn—1
Dann ist bekanntlich
Py ¥ v . Vit Sp—
r= L(;——“, weiter | "1 = (— 1)
Sp—q1 A5, Yn Su

Wir behaupten nun &dhnlich Herrn K. Knopp:

Satz 1. Jede mefbave Menge M von Elementen v, der Eigen-
schaft, daf mit x auch jedes zugehdrige ™ fiiy beliebiges n zur
Menge M gehort, ist homogen wnd hat daher das Maf 1 oder das
Map 0.
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Wir beschrdnken uns also auf mefilbare Mengen. Der Beweis
des Herrn Knopp kann noch etwas vereinfacht werden.

Hiezu uberlegen wir, daf§ der Nachweis geniigt, daB, wenn das
Maf8 der Menge 8 << 1 ist, die Dichte & in beliebig kleinen Teil-

1498

intervallen des Intervalls (0,1) die Bedingung & =< ist. Herr

Knopp stellt dies durch eine Reihe sehr scharfsinniger Schllisse fest.
Wir gehen so vor: schreiben wir mit Herrn Knopp

A =y, vy y=a, r,=Db, S_1=c, S, =d,
so wird durch die Transformation

__ay+b
T ocy+d

das von y —a® erfiillte Intervall (0, 1) aut das zwischen Z— und
?I—Z abgebildet. Dieses Intervall heifle 7. Beschrinke ich x aut
Elemente aus M, so miissen auf Grund der Voraussetzung die y
Elemente aus M sein. Moglicherweise erhalte ich aber auch bei
dieser Beschrankung des y durch diese Transformation Werte x, die
nicht zu M gehdren (das ist durch die Voraussetzung nicht aus-
geschlossen). Heifit M’ die durch diese linear gebrochene Trans-
formation aus y erhaltene Menge, so ist ¢ M < M’ und daher
mGEM)=mM.
Fiihre ich jetzt Inhaltsfunktionen fur M und M’ ein, und zwar

F(x)—=1 fiir Punkte von M,

F (x) = 0O sonst;

G (x) = 1 fur Punkte von M,

G () = 0 sonst, so ist

a—+c
b+d

mM = |dy= ’ff (1)d1|

M
(’l

Nun fithren wir in dieses Lebesgue'sche Integral neue Ver-
dnderliche ein durch die Substitution

v ay+b
Wir erhalten cy—+d

G () |
2l = <cy+d>2

]
m M = ey +d)?
0

ab
il
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d
rungsbriiche sind, und daher wird einfacher

N a b
Nun ist ”‘; zl =1, da - und —- aufeinanderfolgende Néhe-
i !

dy

A

m M’

Ist m M =23, so sind M und N zwei Mengen, die den Be-
dingungen des Hilfssatzes 1 entsprechen, wenn wir unter NV das

1
Intervall (0, 8) verstehen. Die Funktion f(y) = WIF ist monoton
abnehmend. Daher haben wir
, dy 1 < 1 1>
| ——= = ——— = ].
m M= (cy+d)* ¢ \cd+d d

0

Hieraus kann man in ganz analoger Weise wie Herr IKnopp
1+3

Z

auf & < schlieffen. Ist also i ein Element von M, so wird

. T T+ 7"n—1 .
das Intervall zwischen ——*—- und "= mit wachsendem # be-
Sn—1 Sp+Sp—1

. . L ) 3
liebig klein. Es ist weiter erst recht die Dichte von i M =< 1%—'.

Féllt also in einem Teilintervall (a, B) von (0, 1) die Menge M nicht
leer aus, so gibt es innerhalb dessen beliebig kleine Unterintervalle,

143 . . » -
so daff die Dichte in denselben =< —— ist. Dies giit aber nattirlich

Z

auch dann, wenn die in (e, §) liegende Teilmenge von M in die leere
Menge ausarten solite.! In allen diesen Fillen schliefit man aus den
Sétzen in der Einleitung leicht, da M homogen und daher m M =0
sein muf.

Die Menge M kann daher, wenn sie mefibar ist, nur das Ma@ 1
oder das Mafi O haben.

Die obige Bedingung geht also, wie aus dem Beweis zu er-
sehen ist, darauf hinaus, daf — #hnlich wie auch Herr Knopp sich
ausdriickt — eine Aussage U iiber die Teilnenner von x, wenn sic
fiir ein irvationales x aus (0,1) gilt, auch fiir alle zugehdrigen 1)
vichtig ist. Dann ist die Menge der x, fiiv die W vichtig ist, homogen.

Nicht notwendig fir die Glltigkeit, des Satzes ist, dafl ein
solches x nicht vielleicht auch als #( zu Kettenbriichen # gehtren
konnte, die nicht zu M gehoren.

1 Diesen Umstand hat Herr K. Knopp nicht in Betracht gezogen. Seine
Heranziehung etleichtert beispielsweise den Beweis von Satz 2 erheblich.



436 IL."Holzer,

Die von Herrn Knopp gegebene Formulierung des Satzes ist
etwas enger: sie besagt, dafl die Aussage U entweder fiir alle x™
richtig ist oder flir keines.

Nehme ich beispielsweise die Menge der Kettenbriiche, so dafi
a, = U, wo U ganz positiv und flir alle Elemente der Menge und
alle 2 fest ist, widhrend # beliebig ist, so erfiillt sie unsere Be-
dingung, aber wnicht die engeve Kmnopp sche Formulierung. Dasselbe
gilt von der Menge, aus deren Teilnennern eine bestimmte positive
ganze Zah!l k ausgeschlossen ist. Diese Mengen sind also homogen
(vom MaBe 0).

Zugleich zeigt die obige Gleichung

ay
’
m M f TEwE

dafl bei eigentlichen linear gebrochenen Substitutionen Nullmengen
in Nullmengen und meflbare Mengen mit von Null verschiedenem
MaBe in ebensolche lbergehen. (Eigentlich heiit die linear ge-

‘ab

brochene Substitution, wenn ihre Determinante ’f Z‘:l:o Der Satz

ist auch auf andere Art leicht zu beweisen, aber mnichi selbst-
verstdndlich.)

Satz 2 (Satz von Knopp). In den Kettenbruchentwicklungen
fast aller Zahlen tritt eime jede matiivliche Zahl, und zwar eine
jede unendlich oft als Teilnenner auf. Beweis:

Es sei M die Menge aller Zahlen, flir die der Satz nicht gilt,
d. h. daB nicht alle ganzen Zahlen unendlich oft als Teilnenner
auftreten, weiter sei % eine beliebige, vorldufig festgehaltene positive
ganze Zahl, M (k) die Menge aller Zahlen, in deren Kettenbruch-
entwicklung der Teilnenner 2 liberhaupt nicht auftritt, M, die
Menge aller Zahlen, die nur endlich viele Teilnenner haben, die
gleich % sind.

Der nun folgende Beweis unterscheidet sich dadurch von dem
durch Herrn Knopp gegebenen, dafl er jede Rechnung vermeidet.

Zunichst beweisen wir: 7 M (k) = 0. Wir nennen M (3, k) die
Menge aller Zahlen, deren #-ter Teilnenner (i ganz, positiv, fest) nicht
den Wert % hat! Dann ist, wie sofort ersichtlich,

1 Daf M (k) meBbar ist, sieht man sofort: Es ist M (1, k) mefibar (siehe weiter
unten). Aus der Mefbarkeit der Zahlen x von M (4, k) folgt die der Zahlen y von

M (i=4-1, k) wegen der Bedingung y = o wo z der Reihe nach die Werte 1, 2, ...,
2+

k—1, k, k-1, ... annimmt. Halten wir fiir den Augenblick ein solches z fest und nennen

M (i+1, k, 2) die Menge aller dieser #, wenn » ein Element aus M (7, k) ist, so ist

diecse Menge offenbar mefibar, daher auch M (+~1, k)= » M (41, &, z). Damit ist

auch die Mefbarkeit von A (7, &) fiir jedes 7 durch vollstindige Induktion bewiesen.
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1 1
m M(1, k)_l—vvF+ 1

oder mM(l, k) < 1.

M (k) erfullt die Bedingungen unseres Satzes 1, ist somit ho-
mogen; denn mit x gehort auch 20" fur jedes ganzzahlige positive #
zu M (k). Daher kann m M (k) nur entweder 1 oder O sein. Ersteres
ist aber wegen m M (1,k) << 1 und M (k) < M(l,%k) ausgeschlossen.
Es folgt: m M (k) = 0.

/ \

b
Bezeichnet weiter ]l/[(g, k) die Menge der Zahlen

_ay+b
T oey+d’

wo % eine beliebige rationale Zahl des Intervalls (0, 1), der vor-

a
[4 c

. . . b .
letzte Ndherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von i (beide

Briiche auf die kleinste FForm gebracht) und y eine beliebige Zahl
von M (%) ist. Dann ist wegen m M (k) =0 auch mM(%, k> =0, da

die Zahlen der letzteren Menge aus denen der ersteren durch eine
eigentliche linear gebrochene Transformation hervorgehen.

Es ist offenbar \ N
M=y M(? k)

b

a

wo die Summe Uber alle abzdhlbar unendlich vielen rationalen

Zahlen % des Intervalls (0,1) zu erstrecken ist. Daher ist M, als

Summe von abzédhlbar unendlich vielen Nullmengen eine Nullmenge.

Endlich ist -
M :‘.Z Mk,

=1

also aus demselben Grunde auch mM =0, womit der Satz Dbe-
wiesen ist.

Die Analogie der Menge M (&) mit der Cantor’schen Punktmenge
ist klar.

Die Bedeutung des Beweises liegt auch darin, dafi er sich
sofort auf den weiteren, anscheinend neuen Satz anwenden ldfit:

Es ist somit auch M (k) mefibar als Durchschnitt der abzdhlbar vielen Mengen
M@, k) (i=1,2,3, ..). In @dhnlicher Art ist bei allen anderen.unterdriickten Be-
weisen, dafl die betrachteten Mengen Borel'sche sind, vorzugehen.
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Satz 3. Jede beliebige Zifferngruppe von n endlich vielen Zahlen
(ki by by, .y Rya, k) (12 fest) kommt in den Kettenbruchentwicklungen
fast allev Zahlen unendlich oft in dev vovgeschriebenen Reihenfolgse
vor, genauer gesagt: bei gegebener Zifferngruppe (ky, ky, . Ry_y, k)
gibt es bei fast allen x ={a,, a,, .} unmendlich viele gamzzahlige
p=0, sodaf} a1 ="ry, dpi2 =k, .@pyn—Fk, ist oder auch: bei
den Kettenbruchentwicklungen fast aller x finden sich zu jeder be-
liebigen Zifferugruppe (R, k,, ku—1, ky) wunendlich viele zuge-
horige ¥, die wie folgt beginnen:

w01 = {ky, ks s Ry ).

Beweis: Heifle zur Abkiirzung K die Gruppe der #u-Ziffern
(ky, By Ry, .., Ry); M(K) sei analog wie bei Satz 2 die Menge der z,
aus deren Teilnennern die Gruppe XK ausgeschlossen ist, genauer
gesagt: gehort x ={a, a,, ..} zu M(K), so soll es keinen Wert
von p (p=0,1, .) geben, daBl etwa alle n-Gleichungen

Qpt1 — kl) Appo == kg, oy Ay — k,,
durchwegs erfiillt sind.

Weiter heifie M (1, K) die Menge jener Zahlen, bei denen die
Zifferngruppe (k,, ., %,) nicht an erster Stelle vorkommt; sei also x
ein Element von M(1, K), so ist in der Kettenbruchentwicklung

r= {ap ay, oy Ap—1y Gy 51"(”)}
mindestens eine der Zahlen a;=3=k; (j =1,2, ., n).

Es ist dann offenbar:

mM, K)=1—|{ky, by, ., by — by by, ., R+ 1} < 1.

M(K) ist homogen und meBbar. Letzteres wird ganz analog
wie in Fufinote 3 fiir M (k) bewiesen. Es mufl daher m M (K)=1
oder m M (K) = 0 sein. Ersteres ist ausgeschlossen wegen
MKy < M(1,K) und m M(1,K) << 1. Es folgt: m M (K) = 0.

Die weitere Fiithrung des Beweises erfolgt vollig analog der
des Satzes 1.

Satz 4. Wird eine Menge von Kettenbriichen x = {a,, a,,. .}
durch die Bedingung a, = O (p,) charakterisiert, wo w©, eine

. . L o
monoton ins Unendliche wachsende Funktion ist, so dafp ~**1 1,
oo DOn
. ) . . 1 .
so ist das Maf der Menge 1, wenn die Reihe V_‘P — konvergiert,
n
n=1

hingegen O, weun diese Reihe divergiert.

Dieser von Herrn Knopp (a. a. O, p. 425) bewiesene Satz
folgt unmittelbar unter Anwendung des Satzes 1 aus dem ilteren
von Bernstein und Borel herriihrenden:
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Satz 5. Wird eine Menge von Kettenbriichen durch die Be-
dingung o, = a, = by, (o, b, ganz positiv, e, = b,,), begrenzt, so hat
sie nur dann ein positives Mafi, wenn alle o, mit einer endlichen

[>0]

Aitzahl Ausunahmen den Wert 1 haben und die Reihe Z .
n

konvergiert. n=1

Nun konnte man nach Satz 5 glauben, dafi die Zahl 1 eine
Sonderrolle spielt, indem sie gewissermafien am hédufigsten vor-
kommt. Denn nach diesem Satze erhalten wir sofort eine Null-
menge, wenn die Zahl 1 nicht unendlich oft als Teilnenner vor-
kommt. Nach dem von Herrn Knopp gefundenen Satze 2 ist diese
Sonderstellung nicht vorhanden, da nach ihm die Menge das
Mafi O hat, wenn irgendeine beliebige Zahl % nicht unendlich oft
als Teilnehmer vorkommt.

Satz 6 (Satz von A. Khintchine). Die Menge aller Zahlen x,
deren Kettenbruchentwicklung x = {a,, a,, a,, .} die Bedingung
n
Zaj #) = O (n1+59
J=1

erfiillt, hat fiir jedes ¢ > 0 das Maf 1 (Mathematische Zeitschrift,
Bd. 18 [1922], p. 289).

Dieser Lehrsatz sei nur der Vollstindigkeit halber angefiihrt,
sowie wegen der Analogie zu Satz 7 des § 3.

§ 3. Bestimmung des Mafies von Mengen, deren Elemente durch
Liiroth’sche Reihen gegeben sind.

Eine im Intervalle (0, 1) liegende Zahl x wird durch eine
Liiroth’sche Reihe wie folgt dargestellt:

1 1
LD+l

1
A

1 |
4, (@, + Vdy(d, + 1) dy+17F

Dabei sind die d; (f == 1,2,...) ganze positive Zahlen = 1. Wir

wollen sie Teilnenner dieser Entwicklung nennen.! Die Darstellung
ist fiir alle irrationalen x eindeutig.

—+

1 Die gewdhnliche Bezeichnungsweise, wie sie auch Herr O. Perron a. a. O.
verwendet, ist:
1 1 1

+ e
71 91 (@1—1 ¢
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Diese Zahl wollen wir auch kurz mit |d,, d,, dy,. | oder
auch [dl, dyy doy. .y dy_y, dy; ,v,l| bezeichnen, wo x, den folgen-
den Ausdruck bedeuten soll: x, = |dy41, duta.. |-

(Die mit einem Teilnenner 4, behaftete Zahl ﬁ miifite

1
vorkommendenfalls mit |d,,| bezeichnet werden zum Unterschiede
von |d,| = Absolutbetrag von d,.)

Statt Entwicklung in Liroth’sche Reihen wollen wir auch
Liiroth’sche Entwicklung sagen und die Teilnenner entsprechend
auch manchmal als Liiroth'sche Teilnenner bezeichnen.

Die d, sind, wie schon erwédhnt, ganze positive Zahlen = 1.
Wir wollen gelegentlich auch d, (+) schreiben, um die Abhingig-
keit von x hervorzuheben.

Es mogen die ersten # der Zahlen d,, d,, d,,. ., d,—4, d,
bei festem # bestimmte Werte haben, natiirlich ganze durchwegs
positive Zahlen. Wir fragen nach dem MaBle der Mengen jener
Zahlen, deren erste n Liiroth’sche Teilnenner die oben erwihnten
Werte haben. Kurz, wir fragen nach dem Mafi der Menge M’ aller
Zahlen x, deren Liiroth’sche Entwicklung wie folgt beginnt:
¥ =|dy, dy, dg. ., du—1, du; 1|, wo u << 1, sonst beliebig ist.

Die Menge M’ ist offenbar ein abgeschlossenes Intervall, hat
somit eine grofite und eine kleinste Zahl. Die kleinste Zahl lautet
wie folgt:

1 4 1 _1_+ 1 1
d+1 d,@d +1) 4,

4+ i
d, (dl +1). dpy(@n+1) 4,
p— |d1, dZ’ . du—l, dil; i)

wiéhrend die grofite offenbar erhalten wird, wenn ich alle 4; fiir
i>mn. .1 setze. Sie hat daher den Wert:

dyy dyye oy diy 1, 1, 1,0 | =

1

. 1 1 \
4@, + D). .d,(dy+1) (

7t

= d,, dg,. ., diy| +

Die beiden Zahlen sind Endpunkte eines Intervalls der Linge

1
d,(d, + 1)d,(dy +1). dy(du+ 1)

Es ist somit
1
d,(d, +1)dy(dy + 1)..d,(d, + 1)

mM =

Wir haben die obige abéndernde Bezeichnung aus wichtigen Griinden gewihlt,
namlich damit die Analogie zwischen den Sidtzen des § 2 und 3 besser hervor-
tritt, Es ist dg=qr — 1 fiir k=1, 2, 3,...
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Nunmehr wollen wir die Zahlen d,,...,d, wieder bei festem
n wie folgt begrenzen:

o =d=by, 0, =d, <b,,. .,0,<d,<b,.
Die o; und b; ({ =1,2,..., 1) sind ganze positive Zahlen, u. zw. sei
ad; é bg.

Die so erhaltene Zahlenmenge, sie heifle M,, hat dann als
Mafi die Summen der Léngen der Teilintervalle, die wir erhalten,
wenn wir fir die d; alle den obigen Ungleichungen gentigenden
Werte einsetzen. Es wird daher das Maf3 von M

1
Z d(d, + 1)dy(dy + 1). .dy(d, +1)

=d =by, o, =dy =by,. .0 =dy=by).

wm M, —

Dies 14fit sich leicht in das folgende Produkt umformen:

by bs b,
1 1 1
M, = )
m M, Zd1 @d,+1 Zdz (dy + 1) dy(dy + 1)
d = o ds = a, ds = dy
on
Z 1
d, (d,
Nun ist fur b, > a; dn=u””< 4+ 1)
by
1 1 1
Z 24+ 1) " oy bi—1
2=y

Es ergibt sich somit als Mafl der obigen Menge, falls alle b, > a,

sind
7
1 1
m M, = I—l<—d-——- — ZJ-——1>'1
i i
=1

Nun wollen wir den Grenziibergang # — oo vornehmen. Wir
erhalten eine Menge M — lim M,, deren Elemente x den Be-
dingungen: =00

o, =d, =b, o,

IA

d, < b,,.

geniigen, falls x = |d,, d,, d,,. ist, und- deren MaB sich

1 Der Fall, daB einzelne oder — im Grenzfalle 7= oo — auch unzihlig
viele «; = b; sind, wird durch das Resultat miterledigt. Man sieht sofort, daB in
letzterem Falle — also wenn der Wert unzdhlig vieler Teilnenner bestimmt ist —-,
nur eine Nullmenge vorliegen kann.
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[s.o]
11z]lI:li11¢11¢M,:r]< ! —- ! )
ergibt. 7 —> 00 i i bi—1

Diese Menge hat dann und nur dann ein von Null ver-
schiedenes Mafi, wenn das vorstehende unendliche Produkt kon-
vergiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, dafi die ¢; bis auf
eine endliche Anzahl Ausnahmen den Wert 1 haben und die Reihe

o 1
Z bi—1

i=1

konvergiert. Da zur Konvergenz dieser Reihe die der Reihe

[s.o]

1
bi
i=1
notwendig und hinreichend ist, so konnen wir den Satz aus-
sprechen:

Satz 1. Wird aus dem Intervalle (0,1) eine Teilmenge durch
die Bedingung hevausgegriffen, daf die Elemente sich in Liiroth-
schen Reihen eutwickeln lassen, deven Teiluenner d, den Be-
dingungen

oy =d =b,0,=d=0b, wu=d =0b,.

gentigen, so hat die Menge nur dann ein von 0 verschiedenes Maf,
wenn alle o; mit einer endlichen Anzahl Ausnahmen den
oo

Wert 1 haben und die Reihe 2 bl

i

konvergiert.
i=1

Auf den ersten Blick ist auffallend, dafl wir hier fiir die Teil-
nenner der Liroth’schen Reihe dieselbe Bedingung aufstellen
miissen, wie fiir die Teilnenner einer Kettenbruchentwicklung nach
dem Borel-Bernstein’schen Satz, damit die Menge ein von 0O ver-
schiedenes Mafl hat.

Eine wichtige Frage ist selbstverstdndlich flir die weiteren
Untersuchungen, ob hier wieder der Lehrsatz gilt, daff eine Menge
homogen ist, wenn mit x zugleich jedes 0 fiir belicbiges » in
der Menge enthalten ist. Dies ist in der Tat der Fall:

Satz 2. Es erfiille eine mefbave Menge M von Elementen x:
v =\|d,, dy,. dy, duts,. | die Bedingung, dafp mit x auch jedes
P |d,,+1, utoy dugsy. | in der Menge M enthalten sei. Dann ist
diese Menge homogen wnd hat also entweder das Maf 1 oder
das Maf 0.
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Beweis: Es ist

a Xy
¥= — 4
4 d1 (dl -+ 1) dy_q (du—l =+ 1) d, (du =+ 1)

WO

a ]

- = [d]y dg:- dﬂ—la dn, (

c
ist. Soll x zu M gehoren, so mufl auch x, zu M gehbren. Hat M
das Mafi 1, so ist der Satz bewiesen. Hat M ein Mafl § < & << 1,
so gilt: Durch die obige Gleichung- wird das Intervall zwischen
O und 1 in x in dasjenige zwischen
d,, dy,. dy_y, dy+ 1,| und |d,, d,,. dy_y, dy,l

in » umgeformt. Das letztgenannte Intervall heifie 7. Punkte der
Menge ¢ M werden offenbar nur so erhalten — laut Voraussetzung —,
indem man fiir x, in der obigen Gleichung ein Element aus M ein-
setzt. Aber laut Voraussetzung wird dabei, wenigstens nicht bei
allen diesen Mengen M, immer ein Punkt von M erhalten. Heifit
also M’ die durch die obige Transformation aus M entstehende
Menge, so ist offenbar i M << M'.

Es ist aber, da die Transformation eine Ahnlichkeitstrans-
formation ist,

m M
M= —— = i
W A A Dy + 1), dydy ey D

wenn die Intervallinge — wie auch sonst oft — durch denselben
Buchstaben wie das Intervall bezeichnet wird. Man findet daher
die Dichte von M’ innerhalb 7 wie folgt:

JZM <4<,
da
1 M/
l’i{,,, =mM =3

ist, und erst recht die Dichte von m (i M) < $&. 7 wird aber mit
wachsendem # beliebig klein, u. zw. 148t sich jedes irrationale x
in (0, 1) mit solchen beliebig kleinen Intervallen liberdecken. Es
ist daher die Bedingung erfiillt, daf die Dichte der Menge in be-
liebig kleinen Intervallen << & << 1, somit ist die Menge homogen
vom Mafle O ist.

Der Satz 2 gilt auch dann, wenn die Menge M nicht mefibar ist.
Zundchst muf in diesem Falle #, M = 1 sein, da man sonst auf ge-
nau dieselbe Art schliefen kdnnte, dafy die Dichte in jedem noch so
kleinen Intervalle <<#& << 1 ist und somit die Menge eine Nullmenge,
also mefibar seiim Gegensatz zu der Voraussetzung. Ist aber ms; M << 1,
so ist doch jedenfalls m; M << & << 1. Dann kann ich genau so

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw, Kl., Abt, Il a, 137. Bd., 7. Heft. 33
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schliefflen, dafi das innere Mafi der Teilmenge in beliebig kleinen
Intervallen j immer die Beziehung m; (Mj) << j & erfillt. Die
Komplementdrmenge CM erfiillt dann die Bedingung, daf
i, [(CM)j] = (1—%)j ist, hat somit in jedem Teilintervalle von
(0, 1) eine Dichte = 1—%, daher die Dichte I und das &duBiere
Mafl 1. Daraus foigt m; M — 0. Die Menge M hat also das duflere
Mafl 1 und das innere Mafi O, ist somit homogen.

Satz 3. In der Entwicklung fast aller Zahlen des Iutervalls
(0, 1) in Liiroth’sche Reihen kommt eine jede natitrliche Zahl als
Teilnenner und eine jede unendlich oft vor.

Beweis: Sei k eine gegebene ganze positive Zahl. Wir be-
zeichnen mit M (k) die Menge aller jener Zahlen, wo bei der Ent-
wicklung der Elemente in Liiroth’sche Reihen der Nenner % nicht
vorkommt, mit M; hingegen jene Menge, wo in der genannten Ent-
wicklung der Teilnenner £ nur endlich oft auftritt. Weiter heile M
die Menge, also die Menge der Zahlen, bei denen nicht jede natiir-
liche Zahl %k als Teilnenner bei dieser Entwicklung unendlich oft
auftritt. Dann heifit unsere Behauptung » M = 0.

Zunidchst erflillen alle drei erwdhnten Mengen die Eigen-
schaften von Satz 2. Sie sind auch mefibar. Denn es ist leicht zu
zeigen, dal sie Borel'sche Mengen sind.

Weiter sei M (1,%) die Menge jener Zahlen, wo in der ge-
nannten Entwicklung der erste Teilnenner von % verschieden ist.
Es wird 1

mM(1, k) =1 FET 1)

daher: m M (1, k) << 1.

Es ist M (k) eine Teilmenge von M (1, k), daher m M (k) <
=mM(1,%). Es ist aber M (k) homogen und mefibar, daher ent-
weder m M (k) = 1 oder m M (k) = 0. Da nun erstere Moglichkeit
wegen m ME)=m M (1, k) und m M(1,k) <<1 ausgeschlossen ist,
so folgt: m M (k) = O.

. . . . a .
Bezeichnen wir weiter mit M <7, k\/ die Menge der Zahlen,

a Xu
PR + ,
c d@ +1)d,dy,+1) ..d,d,+ 1)

X =

a " . .
wo e eine feste positive Zahl << 1 ist, deren Entwicklung in eine

(abbrechende) Liiroth’'sche Reihe % =|d,, dy ..., dy_y, dy,| lautet,

wihrend x eine beliebige Zahl aus M (k) sein soll. Kurz, die
Menge M (%,k) sei die Menge aller Zahlen |d,, d,,. ., d,_y, dyy; 1,
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wo—?—: |d,, d,,. dj—y, dn| ist und u zu M (k) gehdrt. Dann

ist aus der obigen Darstellung der Elemente sofort ersichtlich, dafi

’

die Menge M (%, k) mit der Menge M (k) geometrisch #hnlich ist.

Es ist daher M (ch_’ k> —o.
\

/

Offenbar ist
M, = Z M(% k),

a

c

wo die Summe Uber alle abzidhlbar unendlich vielen rationalen
Zahlen zu erstrecken ist und daher

m M, —= 0.
Endlich folgt aus
[o.2)
M= Z M,
k=1

und m M, = O, dafi auch m M — O ist. Man sieht die Analogie in
der Beweisfiihrung zu Satz 2 des § 2.

Satz 4. In den Liivoth’schen Entwicklungen fast aller Zahlen
kommt unter den Teilnennern eine jede Zahlengruppe (R, ky,. ., ky)
unendlich oft in dev vorvgeschriebenen Reihenfolge vor, genauer:
ist (ky, ky,. ., ky) eine gegebene Gruppe von n-Zahlen, so ereignet
es sich bei dem Liivoth’schen Entwicklungen fast aller Irvational-

zahlen x:
v =|d,, dy, dg. |,

dafp der Reihe nach dyiy = Ry, dpyo — kyy. ., dpiyy = &y, wivd, und
zway fiiv unzdhlig viele ganzzahlige p.

Der Beweis ist vollig analog dem des Satzes 3 vom § 2.

Hilfssatz 1. Heifle 84, a, a,,.., ayy, an das Intervall der
Zahlen |dyy oy du; _u] wmit beliebigem uw<<1 und zungleich die
Linge dieses Intervalls, so gilt fiiv die genannte Intervalldnge:

1
8a,, dy... duey, dn = Z @ D 04y, dyy. .., dy—y-
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Beweis: Die Menge 39, 4,....q, ist die im Beweise des
Satzes 1 erwihnte Menge M’'. Es ist daher
1
3 =
Gy dut @ g G 1) dyy (Bpg + 1) dy (A + 1)
und weiter

1
4 =
dy, dy.- oy dy—q dl- (dl + 1). . dn~1 (dn——l + 1) »
woraus sofort der obige Satz folgt.

Wir sehen somit, dafl das Verhdltnis

04,, d,.... dy—q. du
Ody, do.., di—y

nur von d, abhidngt, im Gegensatze zu den Kettenbruchentwick-
lungen, wo der analoge Quotient

B(ll, dyse ooy dAp—1. Ay
aau yyeeey dgp—2, dp—1
noch auBler von a, von den vorhergehenden Zahlen a,, a,,. .,a,_,;

abhdngig ist. Dies zeigt, dafl das Problem der Mafibestimmung von
Mengen Liirothscher Entwicklungen jedenfalls leichter und einfacher
ist, wie das entsprechende Problem der Mafibestimmung von
Kettenbruchmengen.

Sei # eine beliebige feste, ganze positive Zahl, desgleichen
seien 7, o, § ganze positive Zahlen, u. zw. » =< n, § =< #, o < 8.
Dann heile M’ (k; »; n) die Menge der Zahlen, in deren Liroth-
scher Entwicklung unter den ersten Endziffern der Teilnenner %
genau an 7 bestimmten Stellen sich vorfindet. Weiter sei
M (k;v; m) die Menge-der Zahlen, wo unter den # ersten Liiroth-
schen Teilnennern die Zahl % genau an 7 beliebigen Stellen vor-
kommt. Endlich heie M (k; o; B; #) die Menge der Zahlen, wo
unter den # ersten Ziffern in der genannten Entwicklung der Teil-
nenner 2 sich nicht weniger als o-mal und nicht ofter als $-mal
vorfindet. Wir haben

1 n—r
m M (k; 7; n):g*"(l——?) mit g=k@E+1).
S

Denn nach dem Beweise von Satz 1 wird

1
2, (2 + 1) 2y g+ 1), 2y (2 + 1)

m M (k; v, n) = é—’Z

wo die n—r-fach unendliche Summe iber alle Zahlen z,, z,,..., 2,
von 1 bis oo zu erstrecken ist mit der Ausnahme
2, = k(r=1,2,. .,n). Nun 18st sich aber die #-—r-fach unendliche
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Summe sofort in das Produkt der Summen von #—7 gleichen
Reihen auf. Eine jede derselben ist

o o]
! 1
Z 1l+1)°
=1
wobei der Wert I — % und nur dieser ausgeschlossen bleibe. Diese

1
Reihe hat aber 1—7 zur Summe. Hieraus erhdlt man aber sofort
S
fiir das MaB
1 n—vr
m M (ks vy n) = g <1M &>

o
S

Nun denken wir uns die Menge M (%; »; n) gebildet, indem
wir die 7-Teilnenner, die den Wert 2 haben, an beliebige der

n-Stellen 1, 2,..., » setzen. Da dies auf (;f) Arten moglich ist und
dadurch ebenso viele elementefremde Mengen desselben Mafles
m M’ (k; r; n) entstehen, so folgt
_ [ 1\
m M (k5 r; n) = (\V) g7 <1~ Tg—)

Betrachten wir nun die Menge M (k; o, B; #)! Da wieder
sehr leicht zu sehen ist, daBl zwei Mengen M (k; #,; #) und

M (%k; v,; #) mit », gz v, — abgesehen von rationalen Zahlen, von
denen wir génzlich absehen — elementefremd sind, folgt leicht
6 1 i
n\ -
m M (k; o, §; n) = Z <r> g (1 — —g—)

Das ist aber genau derselbe Ausdruck, der bei systemati-
schen g-adischen Briichen das Mafi der Menge angibt, deren im
Intervall (0, 1) liegende Elemente unter den #-Ziffern hinter dem
Komma nicht weniger als & und- nicht mehr als B enthalten, die
einen bestimmten Wert (z. B. den Wert 1) haben. Wir sind somit
in der Lage, die Forschungen von Borel, Hardy-Littlewooed und
so fort {iber Mafibestimmungen dyadischer Briiche auf das in Rede
stehende Problem der Mafibestimmungen Liiroth’'scher Entwicklungen
zu libertragen.

Wir konnen insbesondere den folgenden Satz aussprechen
unter Anwendung der beiden Hardy-Littlewood’schen Sitze:

Satz 5. Heifst K (k, n, x) die Anzahl dervjenigen untev deun
ersten n-Teilnennern in dev Liivoth’schen Entwicklung eimer Zahl
v des Intervalles (0, 1), die den Wert k haben, so ist die Gleichung
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K (b n, 1) = % + 0 (\/n log #)
fiir fast alle x vichtig, hingegen die Gleichung
K@ n %)= 12’ + 0 (\/n)

Sir fast alle x falsch. Hiebei istv

g=k(+1).

Unser Satz 1 gestattet eine noch etwas weitere Ausgestaltung,

wenn wir die Bedingung fiir 4 in der Form

dw = O (px)

setzen, wo ¢, eine mit # monoton ins Unendliche wachsende
Funktion darstellt. Dann ist die so definierte Menge M homogen
(nach Satz 2).

1 . 0
Konvergiert die Reihe Z , S0 haben die durch die Un-

Pu

gleichungen
dy (%) < [k gu] + 2,

wo % eine beliebige ganze positive Zahl ist, definierten Mengen

M (k) nach Satz 1 ein positives MaB; denn mitz n konvergiert
oo
1
auch die Reihe Z—— Eshat auch die Menge M —= Y M (%
% ] + 2 ge M=) M@
k=1

ein positives MafBl; da sie aber homogen ist, so ist m M — 1.

Divergiert L, so ist die Menge M (k) fiir jedes % eine
n
o0

Nullmenge, somit auch die Menge M —= ZM’(k) als Summe ab-

k=1
zdhlbar unendlich vieler Nullmengen. Wir haben daher den folgen-
den Satz:

Satz 6. Die durch die Bedingung d, — O () bestimmnte

Menge M — wo ¢, eine mit n monoton ins Unendliche wachsende
[~
Funktion ist — hat das Maf 1, weun 2 e konwvergiert.  Sie
n
n=1
o0

hat hingegen das Maf 0, wenn Z divergiert.

k=1

Gy
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Auch ein dem Satz von A. Khintchine {iber Kettenbruch-
entwicklungen vollig analoger Satz 14dfit sich hier beweisen durch
fast wortliche Ubertragung von dessen Beweisfithrung.

Betrachten wir das Lebesgue’sche Integral

f d, (v) dx,
M (a)

erstreckt (iber die Menge M (a) jener x, deren Liroth’sche Ent-
wicklungen fiir jedes k& die Bedingung 4, (v) << a B' 1< (z = 0) er-
fiilllen.

Wird lim M (@) = M gesetzt, so ist nach Satz 6 m M — 1,

a —> oo
da die Elemente von M fiir unendlich werdendes % ja die Be-

dingung erfiillen
’ dy = O (nt+3)

oo

1
und die Reihe Z7ﬁ+— konvergiert.

=1

Bilden wir zunichst f d,(x)dx tiber das Intervall 8g,. a,....ayy. dy

und setzen hiefiir den Augenblick d, = d, so erhalten wir

1
ftdﬂ (}L') dy = _:i:.l_ adn dy.eov dy—y

°dys dy,. - dyp—y.d

Diesen Ausdruck haben wir in bezug auf alle fiir die Menge
M (a) zuldssigen Werte von d,, d,,. ., dy,—1 zu summieren. Wir
erhalten offenbar:

1 1
aar ™ M(a) < 7

Indem wir noch die letzte Summation in bezug auf d zwischen
den Grenzen d =1 und d = [an't?]—1 ausfiihren, erhalten wir:

d,(x) dx << Blogn,

A ()

wo B von = unabhiingig ist.

Die weitere Beweisfilhrung kann wortlich wie bei Herrn
A.Khintchine (a. a. O, p. 290f) erfolgen, da er zu derselben Un-
gleichung gelangt. Wir erhalten:

Satz 7. Die Menge aller Zahlen x, deren Liiroth’sche Enit-
wicklungen x = |d,, do, dy, .. .| die Bedingung
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Zaj (%) = O (u'*3)

ji=1

evfillt, hat das Map 1.
Wir wollen im folgenden die Menge der Zahlen betrachten,
deren Liiroth'sche Entwicklung die Bedingung erfiillt, dafi die Gleichung

Kk n, x)= + O(\/nlogn)

k(/e+1)
fiir jedes #=1,2,3,. erfiillt ist. (Die Definition von K (&, n, %) ist
dieselbe wie im Satz 5 des § 3.) Diese Menge heifie im folgenden S.
Sie ist der Durchschnitt von abzéhlbar unendlich vielen Mengen T,
die so definiert sind, dafl die Gleichung fiir ein bestimmtes # erfiillt

ist. Da nun nach Satz 5 des § 3 m T, = 1, anderseits S— rl T
k=
ist, so folgt w2 S=1. '
Nun sei weiter ¢ (f) eine flir alle ganzen positiven Werte von /
definierte positive Funktion von endlicher oberer Grenze L. Die Reihe

% gﬁ)lﬁ)” ist dann sicher konvergent. Ihre Summe heife .J. Sei
k=1
weiter ¢ eine beliebig kleine positive konstante Zahl.

Wir konnen zeigen, dafi fiir jedes x aus S die Grofle % y' w (d))
el

I=1
bei hinreichend grofiem #n schlieilich zwischen J—e und J+-¢ bleibt.
Zunichst denken wir uns eine Zahl ¥ so gewihlt, dafl
ke

S 20, e

D AN S
T+ 1) =173

wird. Greife ich unter ,den n Zahlen
dp dgy 5] du

nur jene heraus, die gleich <% sind, so ist die Anzahl derselben
wegen der Zugeh'c')rigkeit von x zu S:

und ihr Beitrag zur Summe ZZ(P(dZ) daher, da ¢ (x) =< L jeden-

=1

( /logn)
k(k—l—l)

falls endlich ist:
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Wir erhalten daher als Beitrag jener Liiroth’schen Teilnenner

dy @y, -y duoyy Ay die =% sind, zur Summe 717 Z % (dy):

=1
2O of, )

\/' 7

"Mw
Sl
+
\-/

und daher

Nun lassen wir bei festgehaltenem %' die Grofie # ins Un-
endliche wachsen. Wegen

O(\/@) =o0 (1)

kénnen wir schlieilich # so grol werden lassen, daffi der zweite

Summand rechts seinem Absolutbetrag nach <_§, bleibt. Es folgt

<z

daher fiir hinreichend grofies #:

n
L) ey = T
=1
Anderseits sei K! eine ganze positive Zahl, so daf L <=
K+1 ~ 2
Der Beitrag jener Liiroth’schen Teilnenner d,, d,, ..., d,_4, d,, die
n

1 .
= K sind, zur Summe 72@(([;} 1t -sich so abschitzen: Ihre

1=1
Anzahl ist wegen der Zugehorigkeit von x zu S durch den Ausdruck:
i =~ |+
. 1.2 2.3 7 K(E+1)
+0(\/nlogn)— +0(\/1¢log7i)

abgeschitzt, ihr Beitrag ergibt sich daher

1 Eine Verwechslung mit X (k, n, x) ist wohl ausgeschlossen.
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Diejenigen unter den Liroth’schen Teilnennern d,, d,, ..,
dy_y, dy, d1e =< K sind, liefern hingegen analog wie frither zur

Summe — Zcp (d;) den Beitrag:

]——1
— —
IR0 (l%g<, log
. z(1+1)+0 \V w7+ 0 \/ "
Es folgt:

RN L (%ﬁ

—_ < _ !

L Z(P(dl>=‘]+1{+l +O\\/ 7 )

=1
Lassen wir bei festgehaltenem K die Zahl # ins unendliche

I
wachsen, so erhalten wir wegen T < -—und O (\// g ﬂ) o (1)

fir hinreichend grofie #:

ki3
= Yo =T+e

I=1
1.

Da nun  willkirlich ist, so ndhert sich P Z v [d; (x)] fur
=1
alle ¥ aus S der Grenze J. Wegen #2 .S — 1 konnen wir daher sagen:
Satz 8. Ist ¢ (f) eine fiir ganzzahlige positive t definierte po-
sitive Funktion von endlicher oberer Gremze L und sind d, (x), d, (%),
., dn (%) die Liivoth’schen Teiluenner einer Irrationalzahl im Inter-
vall (0,1), so ist die Gleichung

1 >

. 1 o
R ;” L) ()] = Z U+

fiir fast alle v vichtig.

- 1 . . .
Ist insbesondere o () = so sind die Bedingungen des

t )
Satzes 8 erfiillt. Gehen wir von dem links stehenden Mittelwert zur
reziproken Zahl {iber, so kdnnen wir sagen:

Satz 9. Das harmonische Mittel der ersten w Liiroth’schen
Teilnenner einer Zahl ¥ (0 <<x << 1), ndmlich

"

1 1 1
Lo et Taw
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ndhert sich fiir fast alle x der Grenze

1
(= o]
Vb
L P +1)
Hier ist wegen
(==} (=~} 1
1 1 =
Z I jzl (= #l=%

elementare Summierung moglich und es ergibt sich als Grenzwert
des harmonischen Mittels 1-55..

Wie man sieht, stehen die Sédtze 1, 2, 3, 4, 5, 6 des § 2 in
volliger Analogie zu den Sétzen 2, 3, 6, 4, 7 (der Reihe nach) des § 3.
Man fragt unwillkirlich, welchen tieferen Grund diese Analogie hat.




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1928

Band/Volume: 137_2a

Autor(en)/Author(s): Holzer Ludwig

Artikel/Article: Zur Bestimmung des LebesgueA’schen MaBes linearer

Punktmengen, deren Elemente durch systematische Entwicklungen gegeben
sind. 421-453



https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35757
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=185363

