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Die Fehlertensoren und das
Fehleriibertragungsgesetz der vektoralgebraischen
Elementaroperationen

Von

Alfred Basch in Wien
(Mit 2 Textfiguren)

(Vorgelegt in der Sitzung am 12. Juli 1928)

§ 1. Der mittlere Fehler eines Skalars.

Wiéhrend in fritherer Zeit die Ausgleichsrechnung auch dann,
wenn sie, wie es die Regel war, sich mit der Behandlung geo-
metrischer Aufgaben befafite, vollends auf dem Boden der Skalar-
mathematik stand, beginnt man in den letzten Jahren die vektorische
Betrachtungs- und Behandlungsweise plangemif in sie einzufithren.!
Die bisherigen Veroffentlichungen sind mehr oder weniger der
Behandlung von Spezialaufgaben gewidmet. Die folgenden Zeilen
befassen sich mit zwei Grundfragen der vektorisch vorgehenden
Fehlertheorie: der Frage der Fehler-, beziehungsweise Genauigkeits-
kennzeichnung und der Frage der Fehlerlibertragung.

Liegen flir eine Skalargrofie X direkte oder indirekte Beob-
achtungen vor, so wird man immer anstreben, aufler ihrem wahrschein-
lichsten Wert (auch vorteilhaftester oder plausibelster Wert genannt)
den sogenannten »mittleren Fehler« p,, anzugeben, dessen Quadrat
der im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung definierte Mittelwert
sdmtlicher mdglichen Fehlerquadrate ist. Bedeutet x bei direkter
Beobachtung den bei einer Bestimmung von X begangenen Fehler,
bei indirekter Beobachtung jenen Fehler, der eine nach den Regeln
der Differenzenrechnung sich ergebende Funktion der Fehler der
direkt beobachteten Grofien ist, B (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte
fir das Auftreten des Fehlers x, so ist

= (B wds=M) 1y

1 R. Dietzius, Ausdehnung der Korrelationsmethode und der Methode der
kleinsten Quadrate auf Vektoren. Diese Berichte. Abt. IIa, 125. Bd., 19186,
p. 3 bis 20.

R. Schumann, Vektoranalytischer Ausgleich geschlossener geodatischer
Figuren in der Ebene. Zeitschr. f. Vermessungswesen. Jahrg. 1926, p. 609 bis 626,
644 bis 662, 705 bis 712. (Daselbst weitere Literaturangaben.)

Derselbe, Uber vektorischen Ausgleich geschlossener geodatischer Figuren
im Falle beliebiger Gewichte fiir Strecken und Richtungen. Diese Berichte. Abt. Ila,
136. Bd.,, 1927, p. 429 bis 434. )
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Im weiteren soll fiir Mittelwerte im Sinne der Wahrscheinlich-
keitsrechnung immer nur das zuletzt angegebene Symbol ver-
wendet werden. Der Vorzug des mittleren Fehlerquadrates gegen-
tiber anderen mittleren Fehlerpotenzen liegt darin, daffi es unter
Voraussetzung einer Gaufi’schen Fehlerverteilung aus einer end-
lichen Anzahl wahrer oder scheinbarer Fehler mit der gréBten
relativen Genauigkeit bestimmbar ist. Die hier folgenden Betrachtungen
sind aber von der Giiltigkeit des Gaufi’schen Gesetzes vollkommen
unabhidngig.

§ 2. Der Vektor und sein Fehlertensor.
Liegt ein System von # durch Beobachtungen irgendwelcher

Art bestimmter Skalare X, (v=1, #) vor, so Kkann dieses
System von Zahlen als Punkt mit den rechtwinkeligen IKoordinaten
X, X, in einem Raum von mnDimensionen oder in gleich-

wertiger Weise durch einen Vektor £ in diesem Raum gedeutet
werden. Die Berechtigung dieser Anschauungsweise wird sich aus
ihrer ZweckmiBigkeit ergeben. Die Genauigkeit der Ortsbestimmung
des Punktes, beziehungsweise die Genauigkeit des Vektors ¥ ist
hinreichend gekennzeichnet, wenn der mittlere Fehler der Kom-
ponente des Vektors in einer beliebigen durch den Einheitsvektor e
gegebenen Richtung bestimmbar ist. Sind e, (v =1, 1) die Ein-
heitsvektoren in den Koordinatenrichtungen (Grundvektoren), so
ist der Fehler des Vektors

m 13
X :ZXV ey, L :va ey
1 1
und der mittlere Fehler in der durch den Einheitsvektor

n

92
¢ :va ey, (Zp’, =1, py, Richtungskosinus
1 1

gegebenen Richtung
pe =M@ =cM{.)c=cTc ! (2)

T = M (x.y) ist als Mittelwert — daher auch als Summe —
symmetrischer Dyaden ein symmetrischer Affinor, das ist ein Tensuor,

der als »Fehlertensor« bezeichnet werden soll. Die % n(n + 1)

rechtwinkligen Skalarkomponenten des Fehlertensors erhdlt man
durch linksfaktorielle und rechtsfaktorielle Multiplikation des Ten-
sors mit je einem Grundvektor. Demnach sind die » Hauptglieder

eTe,=eMQ.D)e=M@)=p) (v=1, 12) (8a)

1 Hier und im weiteren bedeutet a.b das »unvollstindige« oder »Gibbs'sche
Produkt« der Vektoren a und D.
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die mittleren Fehlerquadrate der #-Vektorkomponenten. Die
% #n (n —1) Seitenglieder
e.To=eM1.0) e =M mn) = pd = pik

(0, A =1, n; 23=Nh) (3d)

sollen als »mittlere Fehlerrechtecke« bezeichnet werden. Die mitt-
leren Fehlerquadrate sind immer positiv; die mittleren Fehlerrecht-
ecke konnen positiv, null oder negativ sein.!-Bei Darstellung mit
Hilfe der Tensorkomponenten ergibt sich fiir das mittlere Fehler-
quadrat der Vektorkomponente in der Richtung ¢

e = M (¥, py+% pot . . .4 pu)* = ZP‘%\ P+P2 @)

4, k=1

also die immer positiv definite quadratische Form der Richtungs-
kosinus, deren Vorzahlen die mittleren Fehlerquadrate und die
mittleren Fehlerrechtecke sind.

§ 3. Der Kotensor und das Fehlerhyperellipsoid.

Zu dem Fehlertensor

u“‘f]! 9“‘122’ 11 g N )
T= (i = pite) 4)
p"lzl 1 P'?l 2 . P‘Izl 1
gehort der Kotensor
Un, Um’ U1 n
ko T = . ((,-7.4 p— U‘,\ -/.), (5)
Uup [Jﬂg) . l]my

1 Das Verschwinden des Fehlerrechteckes p2 ist das Zeichen fiir die voll-

stiindige korrelative Unabhéngigkeit der Febler xx und .. Das trifft nicht nur bei
Giiltigkeit des Gauf-Bravais’schen Fehlerverteilungsgesetzes zu, sondern bei jedem
zweidimensionalen Fehlerverteilungsgesetz, bei dem bei vorgegebenem Verhiltnis
xx xn die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Auftreten des Fehlerpaares (v, 4))
nur von dem Betrag des Produktes ax 1), abhidngig ist. '

e — 2
P = N = P P B
wird als Korrelationskoeffizient zwischen wxx und x) bezeichnet. Da
9 .9 1
Vit B30, — 150, = 0,
(Cauchy-Schwartz'sche Ungleichung), so ist

—1<m=<1
Die Grenzfille
oo =11

bedeuten die vollstindige positive, beziehungsweise die vollstindige negative
Korrelation, d. h. funktionellen linearen Zusammenhang zwischen xx und m.
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dessen Glieder die aus der Matrix von T gebildeten Unterdetermi-

nanten sind. Es sei

R = S” (T) = ip%l, P'%)‘Z’ P';Zln][

die Determinante oder die #n-te skalare Invariante des Tensors T.

Das Hyperellipsoid

W

pkoTy = Z Uadzdh =R

#h=1
besitzt in dem Punkte mit dem Ortsvektor y die zu

1

grad (y koTy) =ko Ty

[\~]

normale Tangentialhyperebene

jkoTy = Z Uondwon=R.

%, h=1

(©)

®)

Wird auf sie vom Bezugspunkt aus das Lot gefillt, so gilt

fir den Ortsvektor 3 des Durchstofipunktes, da das Lot
grad (yko TY) parallel ist,

Durch Einsetzen dieser Gleichung in (8) erhilt man

_ R
T (ko Ty)e
und somit fiir den Ortsvektor des DurchstoBpunktes
R .
8= woTygr OV
und fiir das Quadrat des Lotes p
7? J— z? —_ R2
== (ko T p)2
Setzt man in (2)
grad () koTy) koTy
jgrad W ko Ty)| — |koTy|’

zZu

9)

d. h. rechnet man das mittlere Fehlerquadrat in der zum Gradienten

des Hyperellipsoids im Punkte y parallelen oder in der

zur
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Tangentialhyperebene normalen Richtung, so ergibt sich bei Bertick-
sichtigung der Gleichung (6) des Hyperellipsoids

s (koTy)TkoTy) _ ykoT)TkoT)y
hee == (ko T p)? - (ko Tp)? -
_, hkoTy R?

T (ko Ty T (koTt))g'1

Das auf eine Tangentialhyperebene des Hyperellipsoids (G)
gefdllte Lot gibt somit den der Richtung dieses Lotes entspre-
chenden mittleren Fehler an. Das Hyperellipsoid (6) kann daher
zutreftend als »mittleres Fehlerhyperellipsoid« oder kurz als
»Fehlerhyperellipsoid« bezeichnet werden.?

Das mittlere Fehlerhyperellipsoid gibt aber nicht nur die
mittleren Fehler als Normalabstinde der Tangentialhyperebenen
vom Mittelpunkt an, es lassen sich ihm auch die mittleren Fehler-
rechtecke entnehmen. Die zu der durch die Achsen x, und x, ge-
legten Ebene normalen linearen Mannigfaltigkeiten beriihren das
Hyperellipsoid (6) in Punkten, in denen

"
e, ko T =\ U,,y,=0
hy=) Ve
v=1
(6 =1,2,. = mit Ausschluff von % und A).

Diese n-2 Gleichungen von Hyperebenen bilden im Verein mit
der Gleichung (6) des Hyperellipsoids die #»-1 Gleichungen einer
Konturellipse. Die Elimination der #-2 Koordinaten x, aus den
Gleichungen der Kontur geben die Gleichung des das Hyper-
ellipsoid umbhiillenden, zur =z, x-Ebene normalen Hyperzylinders,
gleichzeitig die Projektion der Kontur auf diese Ebene:

PRIE — 2 PDIaIn P IR = P PN — P (10)
1 Nach einer geldufigen Beziehung der Affinoralgebra ist
. ko T ko T
TS R’

daher ist

koT)TkoT)=RT1TkoT=RkoT.

2 Bei Anstellung wahrscheinlichkeitstheoretischer Betrachtungen spielt die
gesamte Schar der mit dem mittleren Fehlerhyperellipsoid (6) konzentrischen,
dhnlichen und #hnlich liegenden Hyperellipsoide

) ko Ty = const

eine wichtige Rolle. Sie sind die Hyperflichen konstanter Wahrscheinlichkeitsdichte.
Werden wabhrscheinlichkeitstheoretische Bstrachtungen aber nicht angestellt, so
reicht zur Genauigkeitscharakteristik die eine Fldache der Schar, das »mittlere
Fehlerhyperellipsoid« aus, das dann kurz als »Fehlerthyperellipsoid bezeichnet
werden kann. '
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Das ist die Gleichung der »mittleren Fehlerellipse«, die fiir
die Genauigkeit der Projektion des gesuchten Punktes oder Vektors
in die x, x-Ebene kennzeichnend ist. Die mittleren Fehler ., und
My sind durch die Abstinde der achsparallelen Tangenten vom
Mittelpunkt der Ellipse gegeben (siehe Fig. 1).

ph = OACD = OFEB = 3,

erscheint wirklich durch zwei flichengleiche Rechtecke dargestellt,
deren Seiten Fehler sind. pj: i ist der unter Voraussetzung des
Wertes p.. des Fehlers #, im Mittel zu erwartende Wert des
Fehlers x, p.;’x:p.n, der unter Voraussetzung des Wertes p,;, des
Fehlers 1, im Mittel zu erwartende Wert des Fehlers x,.

Fig. 1.

Die Gleichung (10) der mittleren Fehlerellipse ist im {ibrigen
nichts anderes als die Versonderung der Gleichung (6) des mittleren
Fehlerhyperellipsoids fiir den zweidimensionalen Fall.

§ 4. Die Linearkombination von Skalaren.

Eine beliebige Linearkombination

7.L
F :Za, X,
1

der durch Beobachtungen irgendwelcher Art bestimmten Skalar-
grofien X, X, X, besitzt den Fehler

f:Za,xv: gr.

1
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Hiebei bedeutet
k12 1
— oF
g :Zav ey :Zlev»-—ﬁX— — grad F = grad f
1 1 ’

den Gradienten von F, das eine skalare Ortsfunktion ist. Das
mittlere Fehlerquadrat

wr=M()=M(@gr)? =gM@.g=gTg=

7
=g eTo=(gad Fyp= ) phocon. (11)
% h=1

¢ bedeutet hiebei den Einheitsvektor in der Richtung des Gra-

dienten von F. Der mittlere Fehler der Funktion F
wer = |grad F| . (11

ist demnach gleich dem Abstand p.. der das mittlere Fehlerhyper-
ellipsoid tangierenden Niveauhyperebene (F — const) vom Mittel-
punkt multipliziert mit dem Betrag des Gradienten von F. Das ist
aber nichts anderes als der Betrag des Unterschiedes der Werte
der Funktion F im Mittelpunkte des mittleren Fehlerhyperellipsoids
und in einer der beiden es tangierenden Niveauhyperebenen.

Nach denselben Gleichungen (11) oder (11’) ist der mittlere
Fehler einer beliebigen Funktion

FX, X, X))

zu rechnen, sofern die Mittelwerte von Produkten hoéherer Ordnung
nach den Fehlern x, bei Berlicksichtigung der Werte der zweiten
und hoheren Differentialquotienten von F nach den Koordinaten X,
gegen Mittelwerte von Fehlerprodukten zweiter Ordnung vernach-
lassigt werden konnen.

§ 5. Der affin transformierte Vektor.

Wird der fehlerhaft bestimmte Vektor

112
X ZEX' ey
1
einer affinen Transformation ® unterworfen und durch sie in
X =dx

umgewandelt, so machen die Fehler y von ¥ die gleiche Affin-
transformation in die Fehler ' von ¥’ durch. Der Fehlertensor des
transformierten Vektors

=M@ =M@;.Pp)=dM3.)P. =PTP.. (12)
d, ist hiebei der zu ® konjugierte Affinor.
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Sind A,, Ba, Ca die Glieder der Affinoren A, B, T, so sind
nach einer bekannten Beziehung der Affinoralgebra die Glieder des

Dreifachproduktes
r] —=ABT
1

Px), f— Z Av.p Bpa Cs)q

p,o=

und falls T' = A,
12
Py = Z Axp ch Ay

p,e=1
Bezeichnet man mit o, die Glieder des Transformations-
affinors ®, so ergeben sich die Glieder des Fehlertensors T’/ des
transformierten Vektors X' (mittlere Fehlerquadrate und mittlere
Fehlerrechtecke) aus

W, — Z H;Jc axp Oxa- (13)

p, =1
So wire beispielsweise im dreidimensionalen Fall, wenn man
die Koordinaten tblicherweise mit x, ¥, 2 bezeichnet

2 2 2 2 2 2 52 2
Paw = Piv O ~+ Payy Oy + 22z Oz + 2 tyz Oy Oz +
2 2
—+ 2 P«zv Oz Oxy —+ 2 l"‘xi’ Oxx U.xy
19 2 2 2 -+
Pyz = Porx Oz Ozx = gy Oy Oy = Pz Oty O (1 3,)

9 >
=+ Wy (o'jg/ Ozz + Oy a:y) + W (ayz Ogy —+ Oy U-zz) +

5
+ 13y (O Oy + 0y O1).

Bei geometrischer Darstellung der Genauigkeit der Vektoren
durch das mittlere Fehlerhyperellipsoid erweist sich aber die Be-
ziehung zwischen den alten und neuen mittleren Fehlerquadraten
und Fehlerrechtecken als weit weniger kompliziert. Ist

yYkoT'y —R' =0
die Gleichung des mittleren Fehlerhyperellipsoids des transformierten
Vektors, wobei

R=8ST)=S8,(@T®) = (S, ®?S,(T) = (S, P2 R

bedeutet,. so ist, da
ko' = ko (@ T ®;) = (ko ®) (ko T) (ko @)

1 Vgl. z. B. J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung. Zweite Auflage,
Stuttgart, 1926, p. 317.
ko (®; @, ®3) = (ko P;) (ko P,) ko .
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ko ® ko @
' c
S, (@) koT S, @)

) y =y @7 (ko T) Py =yko Ty = R.

Die Ortsvektoren 1) des alten Fehlerhyperellipsoids gehen aus
denjenigen des neuen 1)’ durch die Affintransformation ®—1 hervor,
oder umgekehrt: Man erhilt das mittlere Fehlerhyperellipsoid des
transformierten Vektors, wenn man dasjenige des Ausgangsvektors
der gleichen affinen Transformation unterwirft wie den Vektor selbst.

§ 6. Die Linearkombination von Vektoren.

Es liege eine Linearkombination

S =) 0uWs
ZU

von mit ihren Fehlertensoren T, gegebenen Vektoren vor. Der
Fehler dieser Linearkombination ist

()

8 = vaw 1%
L

1
und ihr Fehlertensor

Te=M@.8)=M{(o a;+0, 0,4 .0, 00). (0 0,40 Qg+ . . .0 0g)} =
=afM(a,.a)+. .03 M(a,.a0)+a, 0, M(a,.0,4+0,.0,)+.
0y 0 M (ao—l-ao+ao- aa—l)"

Unter der wesentlichen Voraussetzung, daffi zwischen den
Fehlern der verschiedenen Vektoren keine Korrelation besteht, ist

fir
pxs  M(a.a) =0
-oder flir beliebige Komponenten

M ((lr,’ % A, l) = 0.

In diesem — aber auch nur in diesem Fall — ist
o
T@ :Z 013: Tu) (14)
w=1

and es gilt flir jedes beliebige Glied des Fehlertensors

0
P'%, 2 :Z UEJ PE), % (1 41)

w=1
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wobei pg ., das betreffende mittlere Fehlerrechteck, beziehungs-
weise im Falle der Gleichheit von % und A das betreffende mittlere
Fehlerquadrat des Vektors U, ist.

Sind z. B. % und B die Ortsvektoren zweier Punkte Py,
beziehungsweise Pp der xy-Ebene, so kann man die Bestimmungs-
stlicke der Fehlerellipse des von Pp nach P4 fithrenden Vektors
E=UA—PB aus den Bestimmungsstlicken der Fehlerellipsen der
beiden Punkte rechnen:

> 9 9
WG, xx = Pixx + P82y
9 2 2
DG, xy = ML wy + M8
9 — 2 2
PG yy = B, 9y T PO g0

Die Fehlerellipse des Verbindungsvektors ist auf Grund dieser
Gleichungen leicht aus den Fehlerellipsen der beiden Punkte Pj4
und Pp zu konstruieren.

§ 7. Der mittlere Fehler des Skalarproduktes.

Das Skalarprodukt
S=UAB

zweier in der Genauigkeit ihrer Angabe durch ihre mittleren Fehler-
tensoren Ty und Ty gekennzeichneten Vektoren % und B besitzt

den Fehler
s=Ba+Ab+ab

und das mittlere Fehlerquadrat
pis = M) =M®a)?+ M@ +2MBa.AH),

wobei Glieder von hoherer als der zweiten Ordnung nach den
Fehlern a und b hinweggelassen wurden. Bei korrelativer Unab-
hdngigkeit der Fehler a und b ist M (a.b) =0, daher unter dieser
Voraussetzung

w2 =BM(a.a)B+AMG.HA=BTyB + ATyA. (15

Jeder der beiden additiven Teile ist von dem einen Faktor
des , Skalarproduktes und von der Ungenauigkeit des anderen
Faktors beeinflufit. Man gewinnt die Quadratwurzel des ersten
Teiles durch Multiplikation des in der Richtung von 8B genommenen
mittleren Fehlers von [ mit dem Betrag von 3, die Quadratwurzel
des zweiten Teiles durch Multiplikation des in der Richtung von U
genommenen mittleren Fehlers von B mit dem Betrag von . Man
konnte hiezu auch in der in § 4 geschilderten Weise die mittleren
Fehlerhyperellipsoide der beiden Vektoren heranziehen.
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Durch Einfiihrung der Skalarkomponenten von %, 8B, Ty und
Ty in die Gleichung (15) — tbrigens auch durch rein geometri-
sche Uberlegungen — kann man sich aber iiberzeugen, dafi man
die Vektoren 9 und B so behandeln kann, als ob sie an die durch
9 und B gelegte Ebene gebunden wiren. Diese Ebene werde als
zy-Ebene gewihlt, so dafl sdmtliche auflerhalb dieser Ebene ge-
legenen Komponenten der Vektoren 9 und 5

A.—A4,=4,=. =B.=B,=B,=—=. =0
sind. Es ist somit
p2 = Bip? + 2 B, B, n? + B2

ss A, ax A, vy A an -7
3 9 9 (1 o )
+ Aip2 + 24, A% + A
B, vy B, xy B,y

Der in der Richtung von B genommene mittlere Fehler von
‘Y und der in der Richtung von 9 genommene mittlere Fehler von
P sind dann aus den an Stelle der mittleren Fehlerhyperellipsoide
tretenden mittleren Fehlerellipsen der als an die Ebene B3 =0
gebunden behandelten Vektoren zu entnehmen! Der in der
Richtung von B (bezh. %) genommene mittlere Fehler von 9
(bezh. B) ist der Betrag des aus dem Mittelpunkte der mittleren
Fehlerellipse von U (bezh. B) auf die zu B (bezh. A) senkrechte
Tangente der Ellipse gefillten Lotes. Die moglichen Fehleranteile
von U und B — ihre Kleinheit wurde vorausgesetzt —, die aufler-
halb der durch 2 und B aufgespannten Ebene liegen, beeinflussen
den mittleren Fehler des Skalarproduktes nicht.

§ 8. Das Vektorprodukt im dreidimensionalen Raum.

Die Gesetze der Fehleriibertragung bei der duBleren Produkt-
bildung sollen hier nur fiir die Félle des dreidimensionalen Raumes
und der Ebene verfolgt werden. Diese Fille zeichnen sich durch
ihre praktische Bedeutung aus und sind die einzigen, bei denen
zur Darstellung des &dufieren Produktes von Monovektoren durch
einen neuen Vektor nicht ein Raum ho6herer Dimension heran-
gezogen werden mufl.

Es sei T =[AVB)

das #ufere Produkt der Vektoren 2 und ¥ im dreidimensionalen
Raum, das in diesem Raum durch das sogenannte Vektorprodukt —
also wieder durch einen Vektor — darstellbar ist. Sein Fehler ist
bei Vernachldssigung von Gliedern hoherer Kleinheitsordnung

f= [aB]+ [AD]
und sein Fehlertensor

T = M(§.f) = M{(a B] + [Ab)). (a B] + [Ab])}-

1 Die mittleren Fehlerellipsen der Vektoren U und B sind durch die
Gleichungen (19), § 10 dargestellt.
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Unter der wesentlichen Voraussetzung der Korrelativen Un-
abhingigkeit der Fehler a und b ist

M(a.8) =M (@®b.a) =0
und

Ty = —BM(@.0)8 —AMB.HYA = — BTy B — ATy % (16)

Die Unterklammerung des Vektorsymbols ¥, beziehungsweise 5
bedeutet, dafl dieser Vektor mit einem nachbarlich angeschriebenen
auf duBere Art (vektoriell) zu multiplizieren ist! Von den skalaren
Komponenten des Tensors Tg sei je ein Hauptglied und ein Seiten-
glied nachstehend angegeben:

2 — 2,2 2 2 ,,2
03, xx = By i, 22 — 2 By B p3, y= + BZ pii, yy +

+A3H!%,zz_2AyAzu%,yz+A§ P-%,yy ( I)
16
p'%’yz = Bx By P")zls ¥z By Bz !"‘é(: s T B‘l: P*%(,yz -+ B:L Bz P‘%I, xy -+

+ 4, Ay Pv%, xz Ay A, P'E}, xx T A% P'Z%,yz + A, A, I-L%S, xye

Die anderen Haupt und Seitenglieder koénnen durch zyklische
Permutation der Indizes =z, ¥, 2 leicht gewonnen werden.

Von den beiden Summanden des Tensors Tg ist der erste
nur vom Vektor ¥ und von der Fehlerhaftigkeit des Vektors
beeinflufft. Er ist nichts anderes als der Fehlertensor des durch
den als fehlerfrei angesehenen § (sprich: Axiator B) transformierten

Vektors 9, denn es ergibt sich, wenn man die Regel (12) tber
Fehlertensoren affin transformierter Vektoren anwendet und den
Tensor Ty eines Vektors A = B A sucht, wobei man B als

fehlerfrei betrachtet,
Ty = (§) Ty ®)e=—13 Ty 3B.

Das Fehlerellipsoid macht nur die einfache Transformation &

durch und wird durch sie, da der Axiator ein ebener Affinor ist, in eine
ebene Scheibe umgewandelt. Die Ebene dieser Scheibe steht senk-
recht zum Vektor B. Ihre elliptische Umrandung geht aus der in
der Richtung ¥ gesehenen Kontur des Iehlerellipsoids hervor,
indem diese Kontur zuerst auf die zu B senkrechte Ebene projiziert,
dann in dieser Ebene um einen rechten Winkel gedreht und im
Verhéltnis |B|:1 zentrisch gestreckt wird. Aus der elliptischen Um-
randung der Scheibe, beziehungsweise aus ihren Projektionen auf
die Koordinatenebenen sind in der aus Fig. 1 ersichtlichen Weise
die von der Fehlerhaftigkeit von ¥ herrtihrenden Teile der skalaren
Glieder des Tensors Tg zu entnehmen. Die von der Fehlerhaftigkeit
des Vektors B herriihrenden Teile gehen auf gleiche Weise aus

1 Vgl. J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung. Zweite Auflage,
Stuttgart, 1926.
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der elliptischen Umrandung einer Scheibe hervor, die durch
Projektion der in der Richtung von 9 gesehenen Kontur des.
Fehlerellipsoids von 8 auf die zu ¥ senkrechte Ebene, Drehung dieser
Projektion in ihrer Ebene um einen rechten Winkel und zentrische
Streckung im Verhiltnis |2|:1 hervorgeht. Die den gleichen Achsen-
paaren entsprechenden skalaren Tensorglieder, die von der Fehler-
haftigkeit der beiden Vektoren herriihren, sind schlieilich additiv
zu vereinigen. Von der mit den Methoden der darstellenden Geometrie
durchfiihrbaren Konstruktion des Fehlerellipsoids des Vektorproduktes
sei nach diesen Andeutungen des Ganges der Behandlung hier-
abgesehen.

§ 9. Der mittlere Fehler des Tripelproduktes.
Der Fehler des als Inhalt eines Spates erscheinenden Tripel-
rodukt
produktes V—9%BGE

kann im Sinne der Vektoralgebra des dreidimensionalen Raumes als
inneres Produkt von §—=[AB] und € angesehen werden und
besitzt daher — Kkorrelative Unabhingigkeit der Fehler der einzelnen
Vektoren voneinander vorausgesetzt — auf Grund der Beziehung
(15) das mittlere Fehlerquadrat

PJ?I‘/V: @T%@ + %T@%,

das bei Berlicksichtigung von (16) die nach den drei Vektoren
A, B, € symmetrische Form annimmt

oy = [BC) Ty [BEC] + [CA] Ty [€ A + [AB] T [A D). (17)

Jeder der drei Summanden ist nur von der Fehlerhaftigkeit
des einen der drei Vektoren beeinfluffit. Er ist seinem Zahlenwert
nach das Quadrat des Inhaltes einer prismatischen Schichte, deren
Grundfliche die durch zwei der Vektoren gebildete Seitenfldche
des Spates und deren Stdrke die halbe, senkrecht zu dieser Seiten-
fliche gemessene Starke des Fehlertellipsoids des dritten Vektors ist,

§ 10. Das Vektorprodukt in der Ebene.

In einer anderen Weise als in den Paragraphen 8 und 9
moge nun die Fehlerhaftigkeit des Vektorproduktes zweier an die
xy-Ebene gebundenen, in ihren Fehlern voneinander korrelativ
unabhingigen Vektoren 9 und B oder, was dasselbe bedeutet, die
Fehlerhaftigkeit der *durch diese beiden Vektoren bestimmten
Parallelogrammflache untersucht werden. Das Vektorprodukt und
die Parallelogrammfldche konnen als Vektor senkrecht zur xy-Ebene
oder auch als Skalar

F=A4.B,— A, B,

angesehen werden. Der Fehler dieses Ausdruckes ist bei Vernach-
lassigung von Gliedern hoherer Kleinheitsordnung

f=a,B,—a,B, + A.b,— A,b,
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und das mittlere Fehlerquadrat bei Berlicksichtigung der korrela-
tiven Unabhédngigkeit der Fehler a und b
P*jg”f p— B? P*%[, yy 2B, B_j {L%‘[, xy + Bj P-gI, xx +
+ A} p‘%:)’)’ — 24,4, P“%,xv + Aﬁ BB, (18)

Nun lauten die Gleichungen der mittleren Fehlerellipsen der
Vektoren ¥, beziechungsweise B (vgl. Gleichung 10)

S‘Z
3 2 . 2 9 __ 2 2 4 - AU
W yy ¥ 2 Py B3 PR = M My — Ml ey = g
(19)
S‘l
, . Pl 9 2 2 4 _ B
] N L o e e N B

Sy und Sy bedeuten hiebei die Flicheninhalte der beiden
‘mittleren Fehlerellipsen; Sy :w, beziehungsweise Sg:w, die Fldchen-
inhalte der von konjugierten Halbmessern dieser Ellipsen gebildeten
Parallelogramme. (Siehe Fig. 2.)

Sind Dy, beziehungsweise ag die in der Richtung von 2, be-
ziehungsweise A gelegenen Halbmesser der mittleren Fehlerellipse
von 9, beziehungsweise 3, so ist

(B Se (A S
e — bu ) am) p

Nun ist aber
Sy

T

10

S
: |by| = ny und Tﬂt;f%\ — 1y

ng und g sind nichts anderes als die senkrecht zu by. beziehungs-
weise ay gemessenen Hohen des Parallelogramms der konjugierten
Ellipsenhalbmesser und es ergibt sich
pir = (|8 np)* + (|A] ny)?, (18)
d. h. (siehe Fig. 2): das mittlere Fehlerquadrat der Parallelogramm-
fliche ist gleich der Summe der Quadrate der Inhalte von zwei
Fldchenstreifen, von denen jeder eine Lidnge vom Betrag des
einen Vektors und als Breite die halbe senkrecht zu diesem
Vektor gemessene Stidrke der mittleren Feh1e1e111pse des anderen
Vektors besitzt.
Zu dem letzten Ergebnisse wire man auch durch kon-
sequente Spezialisierung der im § 8 angesteliten Betrachtung gelangt.

1 Der erste Teil des mittleren Fehlerquadrates P}f
B{p‘g[ vy — ZBxB p.%[ xj,—k-B;—’“ug'[ v

gleicht dem § 8, Gleichung (16°) zufolge der zz-Komponente von —%Tm% Im
zweidimensionalen Raume stimmt{ — §B ko Tg(% mit B ko Ty B iiberein,
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§ 11. Mittlerer Flichenfehler eines Polygonzuges.

Die Eckpunkte A4,, A, A, eines Poligonzuges der Ebene
mogen die Ortsvektoren 9, U, A, besitzen.
Der doppelte Flicheninhalt des Polygonzuges ist

2 % = Z [g‘)Lu N +1y
1

der doppelte Flachenfehler bei Hinweglassung von Fehlergliedern
hoherer Ordnung

2 f = Z [aw @[w +1 2[03—1)]

124

Fig. 2.

(die Addition und Subtraktion im Index ist zyklisch aufzufassen).
Das vierfache mittlere Fehlerquadrat des Fldcheninhaltes ist sodann
bei Annahme korrelativer Unabhidngigkeit der Fehler der einzelnen
Vektoren

4 p‘%/ - Z ggrﬂ’i‘l - %[tﬂ—l? Tu) (9/((”-{—1 - S\]r[m —1? =
1

= Z (g(('%%l _ QIU) ~—1) kO Tu) (%[u) +1 g[u) —1) =
1

0
\ ' /0 y o
== (2[0; +1_91-u)—1)2 77(Zu' 1 (20>
1
1 Betreffs der zweiten Gleichsetzung vergleiche die Fufinote des vorigen
Paragraphen.

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. Ki., Abt. IIa, 137. Bd., 8. Heft. 44
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Hiebei bedeutet T,, den mittleren Fehlertensor des Vektors 9,
1, die in der Richtung senkrecht zu U, s — w—_y gemessene halbe
Stédrke der mittleren Fehlerellipse des Punktes A4,,.

Das mittlere Fehlerquadrat der Flidche eines Polygonzuges ist
somit unter der Voraussetzung, daf die Fehler der Lagenbestimmung
der einzelnen Eckpunkte voneinander korrelativ unabhingig sind,
gleich dem vierten Teil der Summe der Quadrate der Inhalte von
Flachenstreifen, von denen jeder einzelne von der Fehlerhaftigkeit
der Lagenbestimmung eines Eckpunktes beeinfluit ist. Die Lénge
eines solchen Flichenstreifens ist gleich der Verbindungsstrecke der
beiden dem Punkte benachbarten Punkte, seine Breite ist gleich
der halben, senkrecht zu dieser Strecke gemessenen Stdrke der
mittleren Fehlerellipse des betreffenden Eckpunktes.

Zusammenfassung.

Es wird zunidchst gezeigt, dal die Fehlerhaftigkeit eines
ungenau bestimmten Vektors in einem beliebig dimensionalen Raum
durch einen Tensor des betreffenden Raumes, den »Fehlertensorc,
gekennzeichnet und geometrisch durch das smittlere Fehlerhyper-
ellipsoid« beschrieben werden kann. Im Anschlufi hieran werden
die Fehleriibertragungsgesetze fiir die vektoralgebraischen Elementar-
operationen entwickelt. So wird gezeigt, wie Fehlertensor und
Fehlerhyperellipsoid sich bei affiner Transformation eines fehlerhaft
bestimmten Vektors &dndern, wie sie fiir eine Linearkombination
solcher Vektoren und im dreidimensionalen Raum fiir das Vektor-
produkt zu bestimmen sind. Ebenso wird der mittlere Fehler des
Skalarproduktes zweier Vektoren, des Tripelproduktes im drei-
dimensionalen Raum (Spatinhalt) und der von fehlerhaften Vektoren
der Ebene gebildeten Parallelogrammf{lédche -aus den Fehlerellipsoiden,
beziehungsweise Fehlerellipsen der Vektorfaktoren bestimmt. Schlief3-
lich wird die Regel flir den mittleren Fldchenfehler eines Polygon-
zuges mit ungenau bestimmten Eckpunkten angegeben. Die fiir die
Ublichen Zahlenrechnungen der Praxis im Falle rein rechnerischer
Vorgangsweise notwendigen Skalargleichungen sind, wie an einigen
Stellen gezeigt wird, aus den Tensorgleichungen durch Komponenten-
zerlegung leicht zu gewinnen.
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