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1. In dem Bestreben, die »darstellende Geometrie« auf den
vierdimensionalen Raum auszudehnen, kann man nach E. Miiller!?
ein axiales Sehbiindel voraussetzen, welches aus den oo? Seh-
ebenen und oo? Sehiiberebenen besteht, die durch eine Gerade «
gehen. Jeder Punkt P des R, ergibt dann eine Verbindungsebene,
welche eine Bildebene a in einem Punkte P} schneidet, und
jede Gerade g ergibt eine Verbindungsiiberebene, welche ¢ in einer

Fig. 1.

Geraden g schneidet. Um eine eindeutige Abbildung des Punkt-
raumes R, zu erhalten, wihlt man ein zweites axiales Seh-
biindel ¢ und projiziert auf eine zweite Bildebene v, die mit o
einen Punkt O gemeinsam hat. Dabei ergeben sich die Projek-
tionen PJ’ und gy’ Wihlt man nun auf o eine durch O gehende
Gerade ¥ und auf 7 eine durch O gehende Gerade z, dann die Ver-
bindungsebene von ¥ und als eigentliche Bildebene ¢ so
kann man o (P}, £6) aus einem Punkt R der Verbindungsiiberebene
[22] auf & (P, g"), ferner 1 (Py, g0") aus einem Punkt 7 der Verbin-
dungsiiberebene [ye] auf e (P gy projizieren (Fig. 1). Die auf =
entstehenden Bilder mdgen als Grundriff und Kreuzrifi bezeichnet
werden. Damit ist wirklich eine eindeutige Abbildung der

L Jahresbericht d. D. Math. Ver., 14, Bd. (1905).
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Punkte P des vierdimensionalen Raumes KR, auf die
Punktepaare P/, P der Bildebene e erreicht; denn jedes
Punktepaar P/, P von e bestimmt auch einen Punkt P von R,.
Niamlich P/ wird zundchst aus R auf o nach Pj, ferner P aus T
auf 7 nach P} {ibertragen. Die Verbindungsebenen von Pj mit a
und von P mit ¢ ergeben dann einen Schnittpunkt P. Ein
Geradenpaar g, ¢ von e ist zur Bestimmung der Geraden &
nicht hinreichend; denn die Ubertragungen gf, g’ bestimmen mit a,
beziehungsweise ¢ zwei Uberebenen, welche eine Schnittebene o
gemeinsam haben, und alle oo? Geraden dieser Ebene haben g’ als
Grundriff und g"” als Kreuzrif. Es gibt nédmlich oo' Geradenpaare
auf der Ebene g, aber oo® Geraden im R,. A

2. Die beiden Geraden @ und ¢ bestimmen eine Uber-
ebene Q. Diese schneidet ¢ in einer Geraden ¢, und ergibt auf
eine Gerade ¢/, den Grundriffi von c¢; anderseits schneidet Q
die Ebene 7 in einer Geraden af’ und ergibt auf ¢ eine Gerade a',
den Kreuzrif von a. Die Geraden ¢’ und a” sollen »die
Kerngeraden« der Abbildung genannt werden.?

Ein Punkt Q von Q bestimmt mit a eine Ebene, welche ¢ in
einem Punkte Q, und « in Q0§ schneidet. Alle Punkte der Ebene
[ Q] haben dann denselben Punkt Q' von ¢ als Grundriff. Ebenso
bestimmt Q mit ¢ eine Ebene, welche a in einem Punkte Q, und 7
in Qf' schneidet. Alle Punkte der Ebene [c Q] haben denselben
Punkt Q" von a™ als Kreuzrif. Die Verbindungsgeraden Q, Q, = ¢q
bilden das Strahlnetz mit den Achsen a und c¢. Die oo? Punkte der
Uberebene € sind durch die co? Punktpaare von ¢ und @’ abge-
bildet, ndmlich alle oo Punkte eines Netzstrahles ¢ sind
durch ein und dasselbe Punktpaar ¢/, Q" der Kerngeraden
¢, a abgebildet. Fiir die Punkte von a ist der Grundri un-
bestimmt und fiir die Punkte von ¢ der Kreuzrifi. Die Abbildung
des Punktraumes R, ist also nicht ausnahmslos eindeutig. Die oot
Geraden von Q haben ¢’ als Grundrif und &” als Kreuzrif. Fiir
eine Gerade des Strahlgeblisches a kann jede durch einen be-
stimmten Punkt von ¢/ gehende Gerade als Grundrif betrachtet
werden; ebenso kann fiir eine Gerade des Geblisches ¢ jede durch
einen bestimmten Punkt von 4’/ gehende Gerade als Kreuzrif be-
trachtet werden.

Die Punkte einer beliebigen Geraden g sind durch
zwei projektive Punktreihen auf ¢ und g" abgebildet,
Dabei ist die Projektivitdt schon durch zwei Punktpaare
bestimmt. Der Schnittpunkt ¢/ von g mit ¢/ und der Schnitt-
punkt Q" von g" mit a"” ergeben nimlich als Abbildung des

1 Sie sind das Analogon zu den Kernpunklen« bei der Abbildung des
Punktraumes Ry aus einem Punkt A auf eine LIbene o und aus C auf y, sodann
Ubertragung von o aus einem neuen Punkt R und von § aus 7" auf eine Bild-
chene =,

G. Hauck, Journal f. r. u. ang. Mathematik, 95. Bd. (1883).

Th. Schmid, Monatshette f. Math. u. Physik, 4. Jg. (1893).
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Schnittpunktes Q von ¢ mit der Uberebene 2 ein drittes
Punktpaar.

Die Punkte einer Ebene ¢ sind durch zwei kollineare
Punktfelder o' und ¢ abgebildet. Dabei ist die Kolline-
ation schon durch drei gegebene Punktpaale bestimmt.
Die Kerngeraden ¢/ und &’ bilden ndmlich ein Paar entsprechen-
der Geraden als Abbildung der Schnittgeraden von ¢ mit der
Uberebene 2.

3. Fur die besprochene Abbildung des Punktraumes R, auf
die Ebene ¢ soll nun die Koinzidenzaufgabe! behandelt werden,
d. h. man fragt nach den Punkten K des R, fiir welche der
Grundrifl K’ mit dem Kreuzril K7 koinzidiert. Da man jeden
Punkt der Bildebene & als ein Punktpaar K’ — K/ betrachten kann,
hat man sich e als zwei sich deckende Punktfelder (eine Identitét)
zu denken. Dabei kann man auch jede Gerade von & als Grund-
1if % und Kreuzrif 2" betrachten, nur gehdren zu einem solchen
Geradenpaare ¥ == k"' alle co? Geraden einer Ebene s, welche @
in einem Netzstrahle O, O, = ¢ schneidet, der durch die Schnitt-
punkte O, Q" von K =%" mit den Kerngeraden ¢/, a’"" abge-
bildet ist.

Werden nun die Punkte Kj und Geraden %) der Ebene a
aus a projiziert, ferner die Punkte K{’ und Geraden %’ der Ebene 7
aus ¢ projiziert, so erhilt man zwei kollineare aviale Biindel. Dicse
erzeugen zundchst durch die Schnittpunkte X der co? entsprechen-
den Ebenen eine zweidimensionale Fliche dritter Ordnung?® des K, —
die Koinzidenzfliche 3 der Abbildung. Eine beliebige Ebene ¢
schneidet ndmlich die kollinearen axialen Biindel in kollinearen
Feldern, deren drei Doppelpunkte die Schnittpunkte der
Ebene o mit der Koinzidenzfliche #* sind.

Der Schnittpunkt der Kerngeraden ¢ und o' kann als ein
auf ihnen liegendes Punkipaar L' = L" betrachtet werden. Zu
diesem Punktpaar gehort ein Netzstrahl L, L, — . Diese Gerade /
mufl auf der Koinzidenzfliche liegen. Jede dmch den Punkt L/ = L'
gehende Gerade kann man als ¢/ — ¢/ betrachlen. Dann bestimmen ¢,
mit @ und ¢J/ mit ¢ zwei entsprechende Uberebenen, deren Schnitt-
ebene s durch ! geht. Beschreibt K’ — K" die Punktreihe auf ¢/ =¢",
so ergeben sich in den Bilindeln @ und ¢ zwei projektive Ibenen-
biischel, welche die Schnittebene ¢ in projektiven Strahlblischeln
L, und L, schneiden. Diese haben [ als selbstentsprechenden Strahl
und erzeugen eine Perspektivachse ¢, deren Punkte der Koinzidenz-
fliche %3 angehdren. Aus den oo! Strahlen des Biischels L/ = L
erhdlt man oo! Erzeugende ¢, welche / in je einem Punkte E
schneiden. Zu ihnen gehdrt auch @ und c.

1 Th. Schmid, Uber das Koinzidenzproblem. Monatshefte f. Math. u. Phys.,
1V, Jg. (1893), VL Jg. (1895).

2 G. Veronese, Behandlung der projektiven Verhiltnisse der Riume von
verschiedenen Dimensionen durch das Prinzip des Projizierens, und Schneidens.
Mathem. Annalen, 19. Bd. (1882), p. 230.
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Die Koinzidenzfliche %3 der Abbildung des R, ist
eine Regelfliche dritter Ordnung, welche / als Leitgerade
besitzt.!

Beschreibt der Punkt K’ — K™ eine beliebige Gerade ' — %"
der Bildebene g, so erhdlt man daraus zwei Uberebenen mit ihrer
Schnittebene 6, die durch den Netzstrahl Q, Q; = g geht, ferner
zwei projektive Ebenenbiischel a, ¢, welche die Ebene ¢ in den
projektiven Strahlblischeln Q,, (), schneiden und daher einen aufo
liegenden Kegelschnitt 2% erzeugen, der durch die Punkte
Q, und Q, geht und welcher der Koinzidenzfliche angehort. Die
Geraden einer Ebene o schneiden %3 in zwei Punkten; deshalb
heiien die Ebenen 6 Bisekantenebenen. Die Bilder der Geraden
einer solchen Ebene o sind in % = & koinzident.

Die kollinearen axialen Bilndel a und ¢ erzeugen
aufier den oo? Punkten K der Koinzidenzfldche %* noch
die oo? Bisekantenebenen o, welche »® nach Kegelschnitten
k%> schneiden.

Ein Punktpaar P, P bestimmt eine Verbindungsgerade & — ",
aber wenn P’ mit P in einem Punkt K’ = K" zusammenfillt, gibt
es oo! Verbindungsgerade. Daraus folgt:

Durch einen Punkt P geht nur eine Bisekantenebene o;
aber durch einen Punkt K von %3 gehen oo! Bisekanten-
ebenen.

Eine Uberebene II schneidet die kollinearen axialen Biindel
a und ¢ in zwei Kkollinearen Strahlen- und Ebenenbiindeln, deren
Scheitel die Schnittpunkte Q,, O, von Il mit cen Achsen a, ¢ sind.
Die Schnittlinie der Ubelebene IT mit der Komzldenz—
fliche »3 ist das Erzeugnis der beiden Biindel Q,, Q,, also eine
iiberebene Linie (Raumkurve) dritter Ordnung %3, welche
durch die Punkte Q, und Q, geht und auch 7 in einem
Punkte E trifft. Die Uberebenen II und @ ergeben ndmlich eine
Schnittebene ¢, welche durch den Netzstrahl ¢ geht und die Leit-
gerade ! in einem Punkt E schneidet, welcher der Schnittlinie an-
gehdren mufl. Die oo* Uberebenen II ergeben oot iiberebene
Linien 3. Ordnung &% auf %3 Werden die Punkte K einer iiber-
ebenen Linie %° aus der Bisekante O, O, = g projiziert, so erhilt
man ein Ebenenbiischel, welches auf ¢ als zwei projektive Strahl-
btischel @' und Q" erscheint, nidmlich jede Ebene als solche
Strahlen von Q' und Q", welche sich im Bilde X’ = K" des be-
treffenden Punktes K schneiden. Diese zwei projektiven Strahl-
biischel erzeugen als Bild von %% einen Kegelschnitt Y — k3",

1 Nimmt man auf der Bildebene = statt der Identitit eine belichige
Kollineation an, so entspricht ihr im allgemeinen eine analoge Regelfliche
dritter Ordnung. Ihre Leitgerade ! ergibt sich aus dem einzigen Punkt-
paar L', L'"'] welches auf den gegebeben Kerngeraden ¢', a'' liegt. Dieses findet
man, indem man zu ¢' die entsprechende Gerade in der Kollineation sucht, die
dann &' in L'"' schneidet. Nur wenn ¢' und a'"' cntsprechende Gerade der Kol-
lineation sind, gehort zu dieser eine Ebene o.
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der durch @, Q" und auch durch den Punkt L' = L" geht
(Fig. 2). Die oo* {iberebenen Linien 2% sind also abgebildet durch
die oot Kegelschmtte welche durch den Punkt L' — L' gehen.

Die Punkte einer Uberebene II sind abgebildet durch
die Punktpaare P, P, welche auf entsprechenden Strahlen
der projektiven Biischel @/, Q" liegen, die sich in je einem
Punkte des Kegelschnittes %% — k¥” schneiden, der das
Bild der Koinzidenzlinie %#* der Uberebene II ist.?

Eine der oo! Uberebenen, welche durch eine Bise-
kantenebene o gehen, schneidet die axialen Biindel in kolline-
aren Blndeln Q,, Q,, welche g als selbstentsprechende Ebene be-
sitzen. Das Erzeugnis %® zerfdllt daher in den Kegelschnitt
k? auf ¢ und in eine Erzeugende ¢; in der Abbildung zerfallt
der Kegelschnitt 2% in eine Gerade ¥ — %' und cine Gerade ¢/ = ¢
(durch L/ = L',

Eine der oo? Uberebenen, welche durch die Leit-
gerade ! gehen, schneidet die axialen Biindel in Kkollinearen

£=£ ' g ~\J;_:m L?ﬁ}-\

SKERD

Fig. 2. Fig. 3.

Biindeln L,, L,, welche [ als selbstentsprechenden Strahl haben,
Das Erzeugnis k% zerfdllt also in die Gerade ! und zwei
Erzeugende ¢; in der Abbildung zerfillt der Kegelschnitt 2% in
zwei durch L' = L' gehende Gerade ¢ — €. Fiir die Uber-
ebene Q zerfdlll 2% in / und die beiden Geraden a, ¢ selbst.

Fiir die oo? Ebenen t, welche durch eine Erzeugende ¢ gehen,
ergibt sich in der Abbildung eine perspektive Kollineation mit
¢ — ¢" als Kollineationsachse.

4. In dem besonderen Falle, wo die Kerngeraden ¢
und a" zusammenfallen, ist die Uberebene @ =—{[ac] eine
selbstentsprechende flir die kollinearen axialen Biindel ¢ und c.
In Q selbst liegen jetzt zwei entsprechende projektive Ebenen-
biischel @ und ¢. Diese erzeugen ein einschaliges Hyperboloid %,
dessen Erzeugende ! (Strahlen des Netzes [a, ¢]) als koinzidente
Punktpaare L'—=I" von ¢ = a" erscheinen. Die Koinzidenz-

1 Sind aufler den Kerngeraden noch vier Punktpaare gegeben, so ist die
Aufgabe, die zur Abbildung der durch die vier Punkte bestimmten Uberebene ge-
hirigen Kernpunkte und den Koinzidenzkegelschnitt zu finden.



626 Th. Sehmid,

flache =23 zerfdllt hier in das Koinzidenzhyperboloid #*
und in eine Koinzidenzebene! x, welche mit dem Hyper-
boloid eine Erzeugende e, des zweiten Systems gemein-
sam hat und auch durch den Punkt O geht.

Hier 146t die Abbildung noch eine andere Deutung zu.
Fir einen beliebigen Punkt P des R, hat die Sehebene {a P] mit
der Koinzidenzebene » einen Punkt P, gemein, der seinen Grundrifl
auch in P’ hat. Da aber P, auf der Koinzidenzebene liegt, so ist
P’ auch der Kreuzril von P,. Man erhilt also dieselbe Ab-
bildung, wenn man die Punkte P aus a auf die Koinzidenz-
ebene % nach P, projiziert, dann das Punktpaar P, P, aus ¢
auf ¢ projiziert und schlieilich wieder aus T auf e. Ebenso

Fig. 4.

hat die Sehebene [¢ P] mit % einen Punkt P,, gemein, fiir welchen
der KreuzriB und auch der Grundriff in P’ liegt, so daB die ganze
Abbildung als Grundri der Punktpaare P, P,, betrachtet
werden kann.

‘Eine beliebige Uberebene I schneidet die axialen Biindel
a, ¢ in Kollinearen Biindeln Q,, Q,, welche die Schnittebene ¢ von
II und @ als selbstentsprechende Ebene besitzen. Das Erzeugnis
zerféllt in den Kegelschnitt %2, nach welchem o das Hyperboloid «*
schneidet, und in eine Gerade %k, welche II mit der Koinzidenz-
ebene gemein hat. Der Kegelschnitt 22 und die Gerade %k haben
einen gemeinsamen Punkt auf ¢, Durch diesen geht ein Netzstrahl /,
der im Schnittpunkt L/ = L' von ¥ = ¥" mit ¢ = a" (dem Bild
von %?) abgebildet ist. Fir die Abbildung von II sind hier die
Biischel @' und Q" perspektiv mit der Geraden k¥ — k" als
Perspektivachse (Fig. 3).

1 L. Hofmann ([Sitz.-Ber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, 130, Bd. (1921),
p. 175] ist schon bei dem von ihm betrachteten besonderen Fall der Abbildung
des R, auf das Vorhandensein einer Koinzidenzebene gekommen.
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Eine beliebige Ebene © schneidet das Hyperboloid »? in
den zwei Punkten E, F, welche auf der Schnittgeraden # von
und Q liegen. In der Abbildung erscheinen diese als Punkte ' — E"
und ¥ — F" auf der Kemgeladen ¢’ = a"'. Anderseits schneidet «
die Koinzidenzebene # in einem Punkte G, dessen Abbildung G/ = G
der dritte Doppelpunkt der Kollineation ist, durch welche die Ebene ¢
abgebildet ist (Fig. 4). Auf der Kerngeraden ¢ = &/’ liegen die
Bilder E' = E" und F' = F" der Punkte E, F. Die ganze Punkt-
reihe » (P) ergibt daher auf der Kerngeraden zwei projektive Punkt-
reihen #/ (P) und «" (P") mit einer Charakteristik & == (E/ F¥ P’ P"").

Legt man durch E, F die Erzeugenden ez und er der Regel-
schar von %2, welcher die Sehachsen ¢ und ¢ angehéren, und durch
F auch die Erzeugende ! der zweiten Schar, so schneidet / die
Erzeugende a in L,, ¢ in L, und e¢g in L. Projiziert man die
Reihe " (P) aus L, und L, auf die Erzeugende eg, so erhilt man
die projektiven Punktreihen #, (P;) und #, (P;) mit E und L als
Doppelpunkten. Dabei liegt P, auf der Sehebene [a P] und P, auf
[c P, also ist P' auch der Grundrif von P, und P" der Kreuzrif
von P,. Da aber P, ein Punkt von »* ist, so ist P/ auch zugleich
der Grundii von P,. Die Charakteristik 3 = (E'F' P' Py ist des-
halb gleich der Chalaktenstlk 6 = (ELP, P,). Projiziert man die
Reihen von ¢g aus P auf [, so erhdlt man

8= (FLL,L,y= (eregac).
Also
0 = (EIF" P/P"/) e (d (,‘61:615).

Die co® Ebenen ¢ des K, sind hier durch die »Gruppe
der oo® Kollineationen« abgebildet, welche die Kerngerade
¢ = a'"" als Doppelgerade besitzen, und zwar ist die Charak-
teristik dieser Doppelgeraden gleich der Charakteristik
der Erzeugenden er und e in bezug auf die Sehachsen
a und c.

Wenn die Ebene ¢ mit der Uberebene Q eine Schnittgerade
ergibt, welche die dem Hyperboloid 2 und der Ebene % gemein-
same Erzeugende e, in einem Punkte E, schneidet, so ist durch #
und % eine Uberebene [#%] bestimmt. In Q gibt es co® Gerade ,
welche ¢, in einem Punkte schneiden — ein Strahlgebiisch. Durch
jede Gerade # gehen oo? Ebenen, von welchen aber nur oo! in
der Uberebene [#%] liegen und die Ebene % in einer Geraden %
schneiden. In diesem Falle (Fig. ) ergibt sich fiir die Abbildung
von ¢ eine Reihe von selbstentsprechenden Punkten auf % = %"
Der zweite Schnittpunkt F von # mit 2 liefert noch einen selbst-
entsprechenden Punkt F' — F" auf der Kerngeraden ¢ = a’/, und
die Kollineation wird eine perspektive. D1eht man eine solche
Ebene um # aus der Uberebene [# %] heraus, so hat sie mit » nur
mehr einen Punkt G gemein, welcher mit E, zusammenfillt; in
der Abbildung hat die Kollineation aufler den Doppelpunkten
E = E" F = F" noch einen Doppelpunkt G/ = G/, der dem
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Doppelpunkt E' = E" auf einer durch ihn gehenden Geraden be-
nachbart liegt. In diesem Falle ist die Charakteristik der Kern-
geraden ¢’ = @', also die Charakteristik der ganzen perspek-
tiven Kollineation im vorangehenden Fall

8 = (ELF P P"Y = (acere,).

Die co* Ebenen ¢ des R,, deren Schnittgerade » mit Q
die Erzeugende e, in einem Punkte E, schneidet und
welche die Koinzidenzebene % in einer Geraden %k treffen,
erscheinen in der Abbildung als perspektive Kollineationen mit
k' = k" als Kollineationsachse, mit / — F" als Kollineationszentrum
und mit der Charakteristik 8 = (acepe,).

Geht die Ebene v durch eine Erzeugende ¢ des
zweiten Systems des Koinzidenzhyperboloides %2, so er-

Pm \
Pl
F"‘F "

cla

Fig. 5.

geben die Schnittpunkte von e mit den Erzeugenden / fiir die Ab-
bildung von © eine Reihe von selbstentsprechenden Punkten auf
der Kerngeraden ¢’ = a. Der Schnittpunkt K von ¢ mit der Koinzi-
denzebene % gibt einen weiteren selbstentsprechenden Punkt X’ — K™
Man erhdlt also wieder eine perspektive Kollineation. Die
Verbindungsgerade eines beliebigen Punktes P der Ebene ¢ mit K
trifft ¢ in einem Punkte E (Fig. 6), durch welchen eine Erzeugende I
des andern Systems von «#? geht. Diese schneidet e, in E,, ferner a
in L, und ¢ in L,. Die Ebene A =[K/] schneidet die Koinzidenz-
ebene % in der Geraden E, K, ferner die Sehebene [4 P] in L, P
und die Sehebene [¢ P] in L, P. Die Gerade E,K wird dann von
L, Pin P, und von L, P in P, geschnitten, so dafl P, und P,
die Projektionen von P aus a und ¢ auf = sind. Die Charakte-
ristik der perspektiven Kollineation ist & — (L' K’ P' P'").
Wegen L' = E|, ferner P’ = P}, und P" = P} = P,; ist

8 = (E,K' P,y P}3) = (E.K P,, P,).
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Projiziert man die letzteren vier Punkte aus P auf /, so er-
hélt man E., E, L,, L,, und es wird 8 = (e,eac).

Eine Ebene », welche durch eine Erzeugende ¢ des
Koinzidenzhyperboloides %* geht, erscheint in der Abbildung
als perspektive Kollineation mit der Kerngeraden ¢/ = o'/ als
Kollineationsachse, einem Punkte K’ — K" als Kollineationszentrum
und mit der Charakteristik 8 = (ace,e). Es gibt co® solcher
Ebenen.

Den Ubergang zwischen den beiden erwihnten Fillen bilden
die Ebenen, welche durch die Erzeugende e, gehen. Es liegt
dann das Kollineationszentrum auf der Achse ¢ — &, und es ist
die Charakteristik 6§ = +1. Liegen e und e, zu a, ¢ harmonisch,
so ergeben sich in beiden Fiéllen harmonische Kollineationen
B =—1).

P
T L g,
R AN T
2”? i
At
P
SKLE™
L' N ' om ’/:*Pm
L o~ "
c-a"

Fig. 6.

Es ist noch der besondere Fall zu erwidhnen, wo die
beiden Sehachsen @, ¢ einen gemeinsamen Punkt U haben,
also auf derselben Ebene ® liegen. Diese Ebene schneidet o
in einem Punkte Cj und v in A%. Das Biischel von Uberebenen,
welche durch o gehen, ergibt projektive Strahlbiischel auf o und 7;
auf ¢ hat man dann projektive Strahibiischel ¢’ und A”. Die Punkte
einer solchen Uberebene haben ihren Grundriff P! auf einem Strahle
von C' und ihren KreuzriB P" auf dem entsprechenden Strahle
von A", Durch ein solches Punktpaar ist aber hier der Punkt P
nicht bestimmt; denn die beiden Sehebenen schneiden sich in einer
durch U gehenden Geraden.

Insbesondere konnen bei der Ubertragung auf e die beiden
Biischel ' und A" in ein Ordnerbiischel zusammenfallen.

5. Zur metrischen Spezialisierung sei jetzt die un-
eigentliche Uberebene Q. des Punktraumes R, ange-
nommen und in ihr ein Poltetraeder X Y Z U der absoluten
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Polaritdt (Fig. 7). Die gegeniiberliegenden Kanten ZU =a und
X Y = ¢ seien als Sehachsen gewihlt und ein eigentlicher Punkt O
als Ursprung, ferner sei [O¢] = a die Grundebene, [Oa] =7 die
Kreuzrifiebene, O Y=y, OZ ==z, {yz] = = ¢ die Bildebene.
Jetzt sind also die Achsen y und z zueinander senkrecht, e und ¢
zueinander ganz senkrecht; o und 7y sind zu ¢ halb senkrecht.
Die Sehebenen [a P] sind zu o ganz senkrecht, ebenso [¢ P]
zu 7. Ks liegt also Orthogonalprojektion vor. Weil ¢ auf o liegt,
ist ¢ auch zugleich ¢, und weil a auf v liegt, ist @ auch zugleich af’
Ist nun Ry, Ry das zu X, Z harmonisch liegende Punktpaar der
auf der Kante X Z befindlichen absoluten Involution, dann liegen
die absoluten Involutionen der Kanten XY =¢ und YZ=d
perspektiv mit R;, beziehungsweise Ry als Perspektivzentrum. Wird

~m

=a

Fig. 7.

also die Ebene o aus R; oder Ry auf die Ebene @ =& projiziert,
so ist dies eine kongruente Ubertragung oder Umlegung
um dle unverdndert bleibende Achse OY —y; dabei wird
d—=/<c

Ist dann Ty Ty das zu Y, U harmonisch liegende Punktpaar
der absolulen Involution auf der Kante Y U, so sind die absoluten
Involutionen auf a und d perspektiv mit T; oder T als Perspekliv-
zentrum. Projiziert man nun die Ebene ¢ aus 77 oder Ty auf die
Ebene B —¢, so ist das wieder eine kongruente Ubertragung
oder Umleoung um die unverdndert bleibende Achse
O Z = z; dabei wird d = a'! Man hat also eine Abbildung der
Punkte P von R, auf die Punktpaare P/, P der Bildebene e er-
halten, und zwar von der besonderen Art, dafl ¢ und 4" in
der uneigentlichen Geraden d der Bildebene ¢ zusammen-
fallen. Es soll jetzt das Koinzidenzhyperboloid #? und die Koinzi-
denzebene % aufgesucht werden.
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Die Verbindungsgeraden R; Ty —=e¢, und R T;—=e, sind
wieder Polargerade der absoluten Polaritdt. Denkt man sich nun
e, als Achse eines Ebenenblischels, so scheidet jede Ebene des
Biischels, die im Raume 84 liegt, das Poltetraeder in einem voll-
stindigen Vierseit, welches aufler Ry und 77 noch vier Eckpunkte
auf a, b, c,d hat. Betrachtet man den auf 4 liegenden Eckpunkt
als L' = L’” so liegt auf a der Eckpunkt L, = LI, der sich durch
Projizieren von " aus T ergibt, und auf ¢ der Punkt L, =1L
der sich durch Projizieren von L' aus R ergibt. Die Dlagonale
L, L, =1, des Vierseites ist dann eine Erzeugende des Koinzi-
denzhyperboloides %2 Dabei ist der Schnittpunkt der beiden
Diagonalen 1, und /,, ein Punkt E, der Polargeraden e, Die
Erzeugende /,, schneidet bei jeder Lage der Ebene die Achse e,
des Biischels und auch e,; daher sind e, und e, Erzeugende jenes
Systems des Hyperboloides, welchem auch a und ¢ angehoren.
Riickt L' = L nach Z, so ergibt sich X Z als Erzeugende Ip, und
rickt es nach Y, so erhédlt man Y U als Erzeugende Ir.

Verbindet man L' = L' mit dem Ursprung O und betrachtet
man auf dieser Verbindungsgeraden die Reihen der sich deckenden
Punkte K — K" so ist die Reihe O K' L' kongruent mit der auf
der Grundebene o liegenden Reihe O Kj L als Projektion aus Ry
und auch kongruent mit der auf der Kreuzrilebene y liegenden
Reihe OK{' Ly': es ist also O Ky = O Ki’. Die Schnittebene O L, L,
der beiden Uberebenen [a@ O L,] und [¢ O L,] wird daher von de1
Sehebene [a Kp] in L, Ky und von der Sehebene [c K¢'] in L, Ki’
geschnitten. Der Schmttpunkt von L, Ky und L, K¢’ ist der
Punkt K selbst. Das Viereck O Ky K K’ st ein Ouadlat die Diago-
nale O X mufl daher durch E, und die Dlagonale K} K" durch E,
gehen, ndmlich durch das zu L, L, harmonisch liegende Punkt-
paar der absoluten Involution von /.

Die Ebene [Oe,], welche alle Geraden OZE, enthilt,
ist also die Koinzidenzebene »; die Ebene [Oe] ist die
Symmetrieebene g, fir welche die Bilder P und P" zu O
symmetrisch 11egen (p. 629). Die Ebenen % und ¢ sind zu-
einander ganz senkrecht.

Betrachtet man X U = b und Y Z = d als Sehachsen,
[Od] =B als Aufrifiebene und |Ob] =38 als Querrifiebene,
und macht man eine kongruente Ubertragung aus Ky und 77 auf
die Ebene o [oder aus 7; und Ry auf die Ebene 7], so erhalt man
eine ganz gleichwertige Abbildung der Punkte P des
Raumes R, durch die Punktpaare P”, PIV auf der Bildebene
joder 7], die aber durch Umlegung wieder mit e zusammengelegt
werden kann.

Je zwei benachbarte Bilder, wie z. B. Grundrifi und Aufrig,
ergeben eine Abbildung von der besonderen Art (p. 629), bei
welcher sich die beiden Sehachsen a und & in einem Punkte U
schneiden und auf derselben Ebene U X Z liegen. Diese Ebene
schneidet o in X und B in Z. Das Biischel der Uberebenen, welche
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durch die Ebene UX Z gehen, schneidet o in dem Parallelstrahl-
blischel X, und f in dem Parallelstrahlbiischel Z,, so dafi die
entsprechenden Strahlen durch denselben Punkt von ¢ gehen. Bei der
Umlegung fallen dann diese beiden Strahlbiischel in ein Ordner-
biischel zusammen, so daf P’ und P" auf einem zu x = z parallelen
Ordner liegen miissen. Durch ein solches Punktpaar wére aber der
Punkt P von R, nicht bestimmt. In der Abbildung sind also die zwei
Punktpaare P, P’ und P”, PV die Eckpunkte eines Rechteckes, dessen
Seiten zu den Achsen ¥ —z und y — # parallel sind. Es ist nun zu
ersehen, daf man hiemit auf die von P. H. Schoute! untersuchte
Abbildung des R, kommt und dafi diese eigentlich eine Vereini-
gung von zwei gleichwertigen Abbildungen durch die
Punktpaare P, P” beziehungsweise P/, PV ist.

Bei der zweiten Abbildung wird das Koinzidenz-
hyperboloid von den projektiven Ebenenbiischeln & und 4 der
Uberebene Qo erzeugt. Die zweiten Diagonalen L, L, — I, der
von den Ebenen des Biischels e, ausgeschnittenen Vierseite (wobei
L, auf b und L, auf d liegt) bilden jetzt das zweite System von
Erzeugenden, zu welchen auch wieder Iz und I; gehort. Die beiden
Hyperboloide haben also die vier Erzeugenden e, e,, I, I7 gemeinsam.
Fiir beide Abbildungen ist [Oe,] die Koinzidenzebene % Tat-
sdchlich ist fir X’ = K" auch K" = KW

6. Eine Punktreihe g ist hier durch zwei &dhnliche
Punktreihen g/, g/ abgebildet, welche durch zwei Paare ent-
sprechender Punkte bestimmt sind.

Ein Punktfeld ¢ ist durch affine Felder ¢/, " abgebildet,
welche durch die Bilder A’ B’ ¢! und A" B" (" eines Dreieckes
A BC gegeben sind. Die zwei Schnittpunkte E, F der un-
eigentlichen Geraden zvon ¢ mit dem Koinzidenzhyper-
boloid %2 ergeben die zwei uneigentlichen Affinitdtsdoppelpunkte
E'= E'"" und F' = F" auf der uneigentlichen Geraden do, = ¢/ — o'
der Bildebene; der Schnittpunkt & von ¢ mif{ der Koinzidenz-
ebene % hat den eigentlichen Affinitditsdoppelpunkt G/ = G als
Abbildung. Zunédchst kann man den letzteren in bekannter Weise
konstruieren.

Sind zwei Ebenen ¢ und ¢ durch je eine Affinitdt gegeben,
so haben diese zwei Affinititen drei gemeinsame Punktpaare,
ndmlich ein eigentliches Punktpaar und zwei uneigentliche
Paare auf do. Um sie zu finden, sucht man zum Dreieck A4} B} C!
in der zweiten Affinitdt das entsprechende Dreieck A BY% CY% und
dann in der Affinitdit AY BY C!'— A4 B% C}i die drei Affinitits-
doppelpunkte. Diese bilden dann die Kreuzrisse P”, QY, Q}f der
drei gemeinsamen Punktpaare, zu welchen man die Grundrisse
P, Qf Qir finden kann. Das eigentliche gemeinsame Punktpaar
Pl P ist die Abbildung des Schnittpunktes P der beiden
Ebenen ¢ und ¢.

1, Mehrdimensionale Geometrie«, I. Teil, p. 85 (1902), Sammlung Schubert,
XXXV. Bd.
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Die uneigentlichen Geraden #, v der Ebenen ¢, ¢ und die
Sehachsen a, ¢ sind vier windschiefe Gerade der Uber-
ebene Q. Sie bestimmen zwei Treffgerade g5 gy, welche
durch die zwei uneigentlichen gemeinsamen Punktpaale
0% OF und Qf, QFf abgebildet sind.! Fiir ¢ — =« geht dies in das
Vorangehende {iber, wobei v=e¢, wird und die Geraden gqy, g
zwei Erzeugende !/ des Koinzidenzhyperboloides %2 sind.

Eine Uberebene II kann durch vier Punktpaaxe gegeben
werden. Sie schneidet die Sehachsen @, ¢ in zwei Punkten Q,, Q,,
durch deren Verbindungsgerade Q, Q, = ¢ die uneigentliche Ebene
der Uberebene II geht. Dabei ist Q; = Qf' und Q, = Qf, woraus
sich das uneigentliche Punktpaar Q', Q" auf der uneigentlichen
Geraden do der Bildebene ergibt. Anderseits schneidet II die
Koinzidenzebene % in einer Geraden k&, fiir welche % — 27 ist. Aus
den Strahlbilischeln, welche sich durch Verbinden von Q, und Q,
mit den Punkten K von & ergeben, erhdlt man auf der Bild-
ebene die Parallelstrahlbiischel Q' und Q", welche hier
pelspektiv sind, weil sich je zwei entsprechende Strahlen
in einem Punkt K' = K" von ¥ — ¥ schneiden. Die Punkte
einer Ebene Q, O, K sind dann durch Punktpaare P/, P" abgebildet,
welche auf entsprechenden Strahlen der beiden Biischel @, Q"
liegen. Die entsprechenden Strahlen der beiden Biischel @', Q'
kann man daher als Ordner bezeichnen (Fig. 3 und 10).

Die Schnittgerade p? der Uberebene II mit der Grundebene
geht durch Q. Da die Punkte der Geraden pf§ (sowie alle Punkte der
Grundebene) ihren Kreuzrif in O haben, so sucht man in zweien
von den vier Affinitdten, welche durch die vier gegebenen Punkt-
paare bestimmt sind, zu O" die entsprechenden Punkte, also die
Grundspuren der beiden Dreiecksebenen. Ihre Verbindungs-
gerade ist dann die Grundspur p, der Uberebene Il und der
uneigentliche Punkt von p, ist Qk. In analoger Weise erhilt
man die Kreuzriispur p, und den Punkt 0%,

Hienach kann man die vorhin erwihnte Konstruktion des
eigentlichen Affinititsdoppelpunktes G’ — G rdumlich deuten.
Nimlich man legt durch die Ebene ¢ eine Uberebene, z. B.
so, daB der uneigentliche Punkt von B’ ¢’ als Qb und jener von
B " ats oY angenommen wird. Diese Parallelstrahlbiischel sind
pelspektlv und ergeben eine Perspektivachse g, welche die Ab-
bildung ¢’ = ¢" der Schnittgeraden der Uberebene mit der Koinzi-
denzebene » ist. Nun legt man durch ¢ noch eine zweite
Uberebene, wobei der uneigentliche Punkt von A’ B’ als P, und
jener von A" B" als Pl gewihlt wird. Die Perspektivachse p der
Parallelstrahlbiischel P, und Phs ist die Abbildung p/ = p" der
Schnittgerade der Uberebene mit x. Der Schnittpunkt von p und ¢
ist der eigentliche Affinitdtsdoppelpunkt G’ = G". Die

1 Dahin ist die Bemerkung bei P. H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie,
I. Teil, p. 96, und bei L. Eckhart, Konstruktive Abbildungsverfahren (1926), p. 28,
Zu erginzen.
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Doppelstrahlen der vereinigten projektiven Strahlbiischel G/ = G
ergeben dann die Richtungen der beiden Punkte E' = E!, und
F' = FY.. Die Charakteristik dieser Biischel ist

3 = G (EIF’P’P”/) = ((1661:6]_:,).

Die oo Ebenen ¢ des Raumes R, sind hier durch die
»Gruppe der oco® Affinitdten (linearen Transformationen)«
der Bildebene & abgebildet; die Charakteristik des eigent-
lichen Doppelpunktes G' = G ist dabei 8; = (a c epep).

Die verschiedenen Arten der Affinitdt ergeben sich aus ver-
schiedenen Lagen der uneigentlichen Geraden # von ® zum
Koinzidenzhyperboloid %% Dieses wird zundchst durch die beiden
Sehachsen in zwei Fidcher geteilt. Bei einer ungleichsinnigen
Affinitdt ist 8¢ negativ, und die uneigentlichen Doppelpunkte sind
reell. Eine solche Affinitdt ist daher die Abbildung einer Ebene ¢,
fiir welche die Schnittpunkte E, F von # in verschiedenen
Féachern von «? liegen, weil dann die Erzeugenden er und e¢p in
bezug auf @ und ¢ ungleichbezeichnete Teilverhiltnisse haben. Bei
einer gleichsinnigen Affinitdt kénnen die uneigentlichen Doppel-
punkte reell, vereinigt oder imagindr sein. Fiir die zugehorigen
Ebenen © hat die Gerade u zwei reelle Schnittpunkte E, F,
welche in demselben Fach liegen, oder # ist Tangente von %2
oder # hat zwei imagindre Schnittpunkte. Ist # eine der
oo8 Tangenten von %% so gehen durch jede solche Gerade noch
co? Ebenen.

Die oo® Ebenen ¢ von R, deren uneigentliche Gerade #
eine Tangente von #? ist, sind durch die Untergruppe der
cod Affinitdten [Art 2 bei Lie-Scheffers, Kontinuierliche Gruppen,
p. 60 (1893)] abgebildet, bei welchen die Doppelstrahlen
der projektiven Biischel G'= G"" zusammenfallen 3=+ 1)

Wenn sich in der vorerwéhnten Konstruktion p parallel zu ¢
ergibt, so riickt der eigentliche Doppelpunkt G’ = G auch ins
Unendliche und wird etwa benachbart zu E' — E (Fig. 8). Der
zweite Doppelpunkt /' — F auf do ergibt sich, indem man durch
den bekannten Doppelpunkt E = EY eine Gerade legt, z. B. p,
und auf dieser zwei Scheitel §' und S” wihlt. Die Biischel,
welche E, P, ¢/ aus S’ und E", P, Q" aus S" projizieren, sind
perspektiv; ihre Perspektivachse # schneidet do, im Doppelpunkt
F' = FY,. Diesem Doppelpunkt liegt die eigentliche Doppelgerade
S =" der Affinitit gegeniiber. Um sie zu erhalten, legt man
durch F' = F"" zwei entsprechende Gerade, etwa von A’ bis zum
Schnittpunkt mit B’ ' und von A" bis zum Schnittpunkt mit
B" C", Diese beiden Reihen sind perspektiv mit einem Zentrum 7.
Durch 7T geht parallel zu p die eigentliche Doppelgerade

1 Eine gleichsinnige Affinitit (Art 1) kann in diese besondere Affinitit
(Art 2) iibergefiihrt werden durch Drehung um G'= G"', bis zwei entsprechende
Potenzstrahlen sich decken.



Koinzidenzaufgabe 'der darstellenden’ Geometrie ‘usw. 635

F=7F" der Affinitdt. Auf ihr liegen zwei gleichlaufend kon-
gruente Punktreihen (um eine Strecke # verschoben), weil sie zwei
benachbarte uneigentliche Doppelpunkte G' = G und E' = E"
haben. Da hier der auf der Koinzidenzebene » liegende Punkt G
in den Punkt E hineinriickt, mul E ein Punkt E, von e, sein; die
Gerade # hat also hier mit der Erzeugenden e, von %2 einen
Punkt E, gemeinsam (vgl. Fig. 5), und solche Gerade gibt es oo?.

Die oo® Ebenen ¢ von R, welche zur Koinzidenz-
ebene % halbparallel sind, indem ihre Geraden # dem
Strahlgebiisch e, angehdren, sind durch die Untergruppe
der oo® Affinitdten [Art 3 bei Lie-Scheffers] abgebildet, bei

" ot

Qo sFo

oy A

_,..*,-.-—-———-—jf‘/—"‘” 7

Fig. 8.

welchen entsprechende kongruente Punktreihen gleichlaufend parallel
liegen, so dafi sie gleichlaufend oder ungleichlaufend &dhnliche
Parallelstrahlblischel mit einem ecigentlichen Doppelstrahl
f =" bilden, wdhrend entsprechende Kkongruente Parallelstrahl-
blischel auch gleichlaufend parallel liegen und zwei benachbarte
uneigentliche Gerade (bei ds) als Doppelstrahlen be-
sitzen.

Durch eine solche Gerade 7 des Strahlgeblisches e, gehen oco?
zueinander ganz parallele Ebenen, deren Abbildungen sich durch
die oo? Parallelverschiebungen des Dreiecks A’ B' C' ergeben. Ver-
schiebt man A’ B C' in der Richtung von f/ = f// um die Strecke ¢,
so wird die Affinitdt perspektiv mit /7 als Affinitdtsachse ' = ¢
und F' = F%, als Scheitel der Affinitdtstrahlen. Verschiebt man
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dann A’ B’ C' in der Richtung von 7, so bleibt die Affinitit immer
perspektiv, wobei sich die Affinitdtsachse % — & parallel ver-
schiebt. Im R, entspricht diesen oo! perspektiven Affinitdten, daf
unter den oo? zueinander ganz parallelen Ebenen, welche durch
eine solche Gerade u gehen, oo! sind, die in der Uberebene [1 x|
liegen und daher die Koinzidenzebene % nicht in einem Punkte G,
sondern in einer Geraden % schneiden.

Die oot Ebenen ¢ von K,, deren Geraden 2 mit e,
einen gemeinsamen Punkt E, haben und welche in der
Uberebene [ux] liegen, sind durch die oco* perspektiven
Affinitdten [Art 5 bei Lie-Scheffers] abgebildet, welche
B — k" als Affinitdtsachse und F — F als Scheitel der
Affinitédtstrahlen haben.

Auf der Doppelgeraden ¢’ = @ = d ist in den beiden letzten
Fillen die Charakteristik 8 = (E;, F' P! Py = (a ¢ ¢re,). Sie ist auch
die Charakteristik fir die ganze perspektive Affinitit und gibt
daher auch in beiden Fillen die Fldachenverzerrung der
Bilddreiecke an. Sie bleibt die gleiche fiir alle Geraden u, welche
dem hyperbolischen Strahlnetz [er e,] angehdren.

Wird die Erzeugende er benachbart zu e, geht also das
hyperbolische Strahlnetz in ein parabolisches iiber, so daff die
Gerade # eine Tangente des Koinzidenzhyperboloides bei E, wird,
dann ist die Charakteristik 8 = +1, und die beiden Bilddrei-
ecke werden daher fldchengleich, wobei die Richtung von
entsprechenden kongruenten Punktreihen mit jener von ent-
sprechenden gleichlaufend kongruenten Parallelstrahlbiischeln Zu-
sammenfallt.

In der Abbildung (Fig. 9) zeigt sich das dadurch, dafl » auch
zu p und ¢ parallel wird und F = F" auf d, benachbart zu
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E' = E" wird. Die durch A’ und 4" gehenden Reihen parallel
zu p sind jetzt perspektiv kongruent; ihr Perspektivzentrum 7' ist
ein uneigentlicher Punkt. Die Doppelgerade f/ — f/ fillt also
hier auch mit de zusammen, so dafl drei benachbarte Doppel-
punkte und drei benachbarte Doppelgerade im Unendlichen liegen.

Die oo* Ebenen ¢ von R, deren Gerade u eine Tan-
gente von %* in einem Punkt von e, ist, sind durch die
Untergruppe der oo* gleichsinnig fldchengleichen Affini-
tdten abgebildet, bei welchen entsprechende kongruente
Punktreihen parallel liegen, so dafl sie gleichlaufend kon-
gruente Parallelstrahlbiischel mit zwei zu d. benach-
barten Doppelstrahlen bilden [Art 4 bei Lie-Scheffers].

Nur wenn man A’ B’ (' so parallel verschiebt, dafl 4’ in
einen Punkt Aj der durch A" parallel zu p gehenden Geraden
zu liegen kommt, werden die Felder flichengleich perspektiv
affin mit einer Achse % = %" parallel zu p. Verschiebt man dann
A’ B' ' in der Richtung von r, so bleiben die Felder flichengleich
perspektiv affin, wobei die Affinitdtsachse sich parallel verschiebt,
indem andere kongruente Punktreihen zur Deckung kommen.

Die co? Ebenen 3 von R*Y deren Gerade u# eine Tan-
gente von %* in einem Punkt von ¢, ist, und welche in der
Uberebene [#«] liegen, sind durch die oo® gleichsinnig
flichengleich perspektiven Affinitdten abgebildet [Art 7
bei Lie-Scheffers].

Riickt er nach e, so ist 8 = —1, und die Bilddreiecke werden
ungleichsinng fldchengleich.

Die cot* Ebenen ¢ von R,, deren Gerade u sowohl ¢,
als auch ¢, schneidet, sind durch die oo* ungleichsinnig
flichengleichen Affinitidten abgebildet, welche eine eigent-
liche Doppelgerade f/ = f"" als Doppelstrahl filir zwei ungleich-
laufend Lkongruente Parallelstrahiblischel besitzen, wihrend die
beiden anderen kongruenten Parallelstrahlblischel gegeneinander
parallel verschoben sind [besonderer [Fall von Art 3].

Kommen die letztgenannten Biischel durch Verschiebung zur
Deckung, so tritt perspektive Affinitit ein, ndmlich schief
axiale Symmetrie [besonderer Fall von Art 5]. Die oo?® zu-
gehOrigen Ebenen o liegen dann in der Uberebene [ux],

Die Kerngerade ¢/ = a/’ = d, enthilt die absolute Involution
der Bildebene mit den absoluten Kreispunkten Jo, Koo als Doppel-
punkten. Betrachtet man diese als L' — L, so gehen daraus zwei
imagindre Erzeugende [j, lx des Koinzidenzhyperboloides »* hervor,
welche die Doppelpunkte der absoluten Involutionen auf @ und ¢
verbinden und daher auch Erzeugende der absoluten Flédche
ziwveiten Grades ¢® sind. AufBler diesen haben %2 und ¢* noch zwei
imagindre Erzeugende ¢ gemeinsam, welche die Doppelpunkte der
absoluten Involutionen von /p und I7 verbinden.

Die oo* Ebenen © von R,, deren Gerade u dem ellip-
tischen Strahlnetz [l; lx] angehort, sind durch die oot
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gleichsinnigen Ahnlichkeiten abgebildet [besonderer Fall der
Art 1].

Ist die Gerade # eine Erzeugende ¢ von »? (Fig. 6), so gehort
sie auch dem Strahlnetz [l Ig] an. Jeder Schnittpunkt von e mit
einer Erzeugenden ! erscheint als ein Punkt L' = L auf do, so
dafl die Kerngerade do, zur Perspektivachse wird.

Die oo® Ebenen ¢ von R,, flir welche # eine Erzeu-
gende e von %% ist, sind durch die oo® perspektiven Ahn-
lichkeiten abgebildet, welche einen Punkt K/ —= K als
I{l// P//I
K'P
teristik haben [Art 6 bei L. Sch.]. Insbesondere sind die oc?
Ebenen ¢ von R, flir welche #—=—¢, ist, durch die oco? zentri-
schen Symmetrien (8 =-—1) mit einem Zentrum K'—=X" ab-
gebildet.

Die oo? Ebenen ¢ von R,, welche zu %« ganz parallel
sind, also durch ¢, gehen, sind durch die oo? gleichsinnig
perspektiven Kongruenzen (Verschiebungen — Trans-
lationen) abgebildet [Art 8 bei L. Sch.], wobei 6 = + 1 ist. Die
Ebene » selbst ist durch die Identitdt abgebildet.

Bei einer Ebene ¢, deren uneigentliche Gerade # die Seh-
achse a schneidet (Halbsehebene), ist der Grundrifi aller Punkte Q
von u ein Punkt Q' von ¢. Die Uberebene [a o] schneidet o in einer
Geraden, deren Grundri8 durch Q' geht. Auf diesem miissen die Grund-
risse aller Punkte von ¢ liegen. Es ergibt sich also eine Affinitat
mit einer singuldren Geraden (Punktreihe) im Grundrif.
Gehort die Gerade # dem Strahlnetz [a ¢] an, so erhidlt man in
der Abbildung die zwei Geraden Q'K’, Q" K, wobei Q/, Q" die
Abbildung des Netzstrahles # und K'=—K'" die Abbildung des
Schnittpunktes von ¢ mit der Koinzidenzebene ist. Die Affinitit
reduziert sich hier auf diese zwei singuldren Geraden, durch
deren oo? Punktpaare die Punkte der Ebene ¢ abgebildet sind.

7 Man betrachte nun e und 7 als Spurfelder, welche wieder
aus R und T auf die Bildebene & iibertragen werden. Jede Uber-
ebene II hat zwei Spuren p%, pJ und auf ¢ die Spuren p,, p,, durch
welche sie eindeutig bestimmt ist.

Die oo* Uberebenen des Raumes R, sind durch die
oot Geradenpaare p,, p, abgebildet. Man erhdlt so ein zum
Zweibildersystem duales Zweispurensystem.!

Nun kann man wieder nach jenen Uberebenen fragen, fiir
welche die Spuren p, und p; koinzidieren. Aus den Spuren
k, =k, welche sich auf e decken, gehen zwei kollineare Spurfelder
auf o und ¥ hervor. Zwei kollineare Felder erzeugen im allgemeinen
durch die oo? Verbindungsiiberebenen der entsprechenden Geraden
eine zweidimensionale Fliache IIl. Klasse; denn eine beliebige

Ahnlichkeitszentrum und 3 = - (ace,e) als Charak-

1 Die Spuren p9, p? auf § und & ergeben ein zweites gleichwertiges Zwei-
spurensystem.
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Gerade ¢ bestimmt mit den Geraden des einen und anderen Feldes je
ein axiales Biindel von Uberebenen. Zwei kollineare koaxiale Biindel
haben drei selbstentsprechende Uberebenen; durch eine beliebige
Gerade g gehen also drei Berlithrungsiiberebenen der Fldche.
Die zwei kollinearen Felder o« und v haben aber hier ihren Schnitt-
punkt O als selbstentsprechenden Punkt; daher zerfdllt die
Fldche III. Klasse. Das Biischel der durch O gehenden vereinigten
Strahlen [, = I, ergibt zwei projektive Strahlblischel O () auf o
und O (%) auf . Diese erzeugen einen Kegel II. Klasse %2 mit O
als Spitze. Alle co! Uberebenen A, welche durch eine Beriihrungs-
ebene A dieses Kegels gehen, haben einen bestimmten Strahl /;, —=/;
des Biischels O als vereinigte Spuren.!

Die zu den oo? velelmgten Spuren kl:k3 (Welche nicht
durch O gehen) gehonoen oo? Uberebenen K miissen ein Gebilde
I. Klasse ergeben, also ein Uberebenenbiischel mit einer Ge-
raden k als Achse. Fiir die Uberebene Qg fallen die Spuren o, = o,
in eine Gerade, ndmlich do, zusammen; daher liegt die Koinzi-
denzgerade k in Qg

Jede Uberebene K der
Koinzidenzgeraden % hat zu-
sammenfallende Spuren k&, — k,.

Jeder Punkt X der Koinzi-
denzebene % hat zusammen-
fallende Bilder K/ — K"

Bei den unter Nr. 5 gemachten Voraussetzungen soll nun noch
die Inzidenz von Punkt und Uberebene mit Hervorhebung der

Dualitdt untersucht werden. \\

Eine Uberebene II (p,, p;)
schneidet Qo in einer Ebene o,
und diese scheidet die Seh-
achsen g, ¢ in zwei Punkten S, S,,
welche eine Verbindungsgerade s
haben, die auf o liegt.

Die Gerade s ergibt mit a eine
Sehebene und S, als Bild Sj aller
Punkte von s, ebenso S; als SY'.
Die ool ganz parallelen Ebenen =,
welche durch den Netzstrahl
S, S; = s gehen und in der Uber-
ebene II liegen, bestimmen mit a
Ube1ebenen welche o in Strah-
len p{ des Biischels Sy schneiden,
und mit ¢ Uberebenen, welche 7
in Strahlen p§’ des Biischels S§’

Ein Punkt P (P, P") be-
stimmt mit O eine Gerade o, und
diese ergibt mit den Ebenen o,
zwei Uberebenen X, E,, welche
eine Schnittebene o haben, die
durch o geht.

Die Ebene ¢ schneidet o in
einer Geraden sy als Spur aller
Uberebenen von ¢, und 7 in s
Die oo! Strahlen p, welche auf
der Schnittebene %, £, = o liegen
und durch den Punkt P gehen,
ergeben mit o Punkte P97 der
Reihe s? und mit v Punkte P§
der Reihe sj. Unter den Strahlen
ist o, welcher o und 7 in O
schneidet, ferner der Schnittstrahl

1 Eine durch O gehende Ebene ergibt mit den Grundspuren 9 Uberebenen,
welche die Ebene 7 in einem Strahlbiischel O schneiden, das mit dem Biischel der

Kreuzrifispuren 1§ projektiv ist.
zweil Bertihrungsiiberebenen,

Die Doppelstrahlen dieser Biischel fiibren zu den
welche aus der
an den Kegel gelegt werden kénnen.

angenommenen Ebene
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schneiden. Unter diesen Uber-
ebenen ist @ und Il selbst, daher
ist der uneigentliche Schnittpunkt
o,y =S’ und der uneigentliche
Schnittpunkt o, p, = S" (Fig. 10).

Die projektiven Strahlbiischel
S’ (p") und S” (p") sind perspek-
tiv dhnlich, weil der uneigentliche
Verbindungstrahl sich selbst ent-
spricht. Der Schnittpunkt von je
zwei entsprechenden Strahlen p’
und p"’ bedeutet die vereinigten
Bilder K’ = K" des Punktes K,
in welchem die zugehorige Ebe-
ne w die Koinzidenzebene x schnei-
det. Die Schnittpunkte liegen auf
der Perspektivachse, welche die
vereinigten Bilder ¥ = 2" der
Schnittgeraden # der Uberebene I1
mit der Koinzidenzebene = be-
deutet (p. 633). Da alle Punkte
von p, ihren Kreuzrif} in O haben,
ist der Schnittpunkt von p; mit
dem Parallelstrahl zu p, durch O
ein Punkt von # =Z%", und da
alle Punkte von p, ihren Grundrifl
in O haben, ist der Schnittpunkt
von p, mit dem Parallelstrahl zu p,
durch O ein zweiter Punkt von
B=k"

Die oo® Punkte P, welche
auf einer Uberebene Il (p,, p;)
liegen, sind durch Punkt-
paare P/ P" abgebildet, wel-
che auf entsprechenden
Strahlen der perspektiv dhn-
lichen Ordnerbiischel S’ (p)
und S (p") liegen, wobei
¥=F"diePerspektivachseist.

Th.°Schmid,

von ¢ mit der Sehebene [a P],
welcher o in P} trifft, und der
Schnittstrahl von ¢ mit der Seh-
ebene [c¢ P], welcher ¢ in Pl
schneidet; daher ist O P’/ = s,
und O P" —=s, (Fig. 11).

Die projektiven Punktreihen
s, (P;) und s4 (P,) sind perspektiv,
weil der Schnittpunkt O sich
selbst entspricht. Die Verbindungs-
gerade entsprechender Punkte P,
und P, bedeutet die vereinig-
ten Spuren &, =#%, der Uber-
ebene K, welche den zugehorigen
Strahl p mit der Koinzidenz-
geraden 2 verbindet. Die Verbin-
dungsgeraden gehen durch das
Perspektivzentrum, welches die
vereinigten Spuren K, =K,
derVerbindungsebene « des Punk-
tes Pmit der Koinzidenzgeraden &
bedeutet. Da P’ und P die
Gegenpunkte der perspektiven
Punktreihen s, und s, sind, ist der
Schnittpunkt der Geraden, welche
durch P’ parallel zu s, geht, mit
der Geraden, welche durch P
parallel zu s, geht, das Perspektiv-
zentrum K, — K,,.

Die oo* Uberebenen II,
welche durch einen Punkt
P (P!, P"y gehen, sind durch
Geradenpaare p,,p, abgebil-
det, die durch entsprechen-
de Punkte der perspektiven
Ordnerreihen s, (P)und s, (P;)
gehen,wobei K, = K, das Per-
spektivzentrum ist.

Hieraus erhdlt man leicht die analytische Bedingung fiir die

Inzidenz

eines Punktes
P{P'(x,5), P" (z, 1)}

und

einer Uberebene

Das Strahlbiischel S’(p") schneidet y in einer Punktreihe, und
das Strahlbiischel S (p'") schneidet z in einer dhnlichen Punktreihe
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Projiziert man diese Reihen aus den sich entsprechenden uneigent-
lichen Punkten von z, beziehungsweise y, so erhélt man perspektiv
dhnliche Parallelstrahlblischel mit der Aufrifispur p, als Perspektiv-
achse. Die Gleichungen der Ordner p'(a,,b,) und p'”(c,,d,) sind:

x . a b ’ b

(I A 1, wobei —° :-bi, also © 4 2 =20

@y 0 a b

z % . C d z n a c
4+ — =1, wobei L =--" also —4+ - = -2 =",
N d, ¢ d ¢ d d c

Durch Addition ergibt sich

N
N

AN

Fig. 10. Fig. 1.

denn b, und ¢, sind die Koordinaten des Schnittpunktes, welcher
auf der Perspektivachse p, (b,¢) liegen mufl. Setzt man

so wird die Gleichung sowohl in #,3,2,u als auch in ,8,7,38
linear, ndmlich
o x+B.y+7.24+0.u+1=0.

Sie stellt” einerseits anderseits
die Punkte vor, welche auf dieUberebenen,welchedurch
einer Uberebene II liegen, den Punkt P gehen.

Soll fiir einen eigentlichen Soll fiir eine Uberebene K

Punkt K der Grundril X’ mit die Grundspur £, mit der Kreuz-
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dem Kreuzril K koinzidieren,
so muf} sein:

r—=—z und ¥y = —u
Jede der beiden Gleichungen
=0 und y4+2u=0

bedeutet eine Uberebene, welche
durch O geht. Bei der ersteren
liegen P’ und P’ auf einem hori-
zontalen Ordner und bei der an-
deren aufeinem aufrechten Ordner.
Beide Gleichungen zusammen
bedeuten die durch O gehende
Schnittebene der beiden Uber-
ebenen, und das ist die Koinzi-
denzebene % Dagegen sind

r—2z=0 und y—u =20

die Gleichungen der Symmetrie-
ebene s (p. 631).

Schmid,

rilspur %, koinzidieren, so muf§
sein:
oo —=—7 und = —3.

Jede der beiden Gleichungen
o+71=0 und f4+3=0

bedeutet einen Punkt, welcher in
Qo liegt. Bei dem ersteren sind
die Ordnerreihen auf x in Deckung
und bei dem anderen auf y.

Beide Gleichungen zusammen
bedeuten die in @, liegende Ver-
bindungsgerade der beiden Punkte,
und das ist die Koinzidenz-
gerade k. Die Gleichung einer
Uberebene K ist

o (x—2)+p (y—u)+1 =0;
daher sind die Uberebenen K zur
Symmetrieebene parallel.

Die Koinzidenzgerade %
des Zweispurensystems ist
die uneigentliche Gerade
der Symmetrieebene a.

Durch einen Punkt P geht eine Ebene [Pe,] mit den Spuren
K, =K, ganz normal zur Koinzidenzebene » und durch [Pe;]
gehen oo! Uberebenen K mit vereinigten Spuren &, = ky normal zur

lxommdenzebene Ao

Soll fiir einen uneigent-
lichen Punkt Lo der Grund-
rif Ly mit dem Kreuzrif L%
koinzidieren, so mufl

X :y —2 =1 =00
sein, und anderseits mufl der
Richtungsquotient
y 1
9=—7=7
X 2
sein oder
ru—y s =

Die erste Bedingung bedeutet
die uneigentliche Uberebene Qco,
und die andere Gleichung bedeutet
eine Uberfliche zweiter Ord-
nung, beides zusammen die in
Q. liegende Schnittfliche zweiter

Fiir eine Uberebene A, bei
welcher die Spuren in eine durch
O gehende Gerade I, =1, zu-
sammenfallen, ist

a=B=7v=03 =00,

und es muf} der Richtungsquotient

T
| TFT%
sein oder

28—By=0.

Die erste Bedingung bedeutet
die Uberebenen durch O, die andere
Gleichung bedeutet eine Uber-
fliche zweiter Klasse; beides
zusammen ergibt den Koinzi-
denzkegel 22 zweiter Klasse
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Ordnung, und diese ist das Koin-
zidenzhyperboloid %% (p. 626).

Fiir eine Uberebene II, bei
welcher die Spuren p; und p,
zueinander parallel  sind
(Fig. 12), werden die Strahl-
biischel S’ und S’ vereinigte dhn-
liche Parallelstrahlbiischel L, =
— L mit der Charakteristik

Op, _a _ b

Op, ¢ d’
und zwar gleichlaufend oder un-

q:

gleichlaufend, je nachdem die
m z
3
Lo = .
® NN -1
. .
AN
u N
y
Wl

!z\\zf”
Fig. 12a. Fig. 12.

Spuren auf verschiedenen Seiten
von O oder auf derselben Seite
liegen.Die Schnittgerade % (&' = k")
mit der Koinzidenzebene » kann
hier als eigentlicher Doppelstrahl
dieser &dhnlichen Bilschel kon-
struiert werden. Projiziert man die
Reihe x aus dem uneigentlichen
Punkte von y, so ergibt sich eine
Perspektivachse £, die + im eigent-
lichen Doppelpunkt schneidet.

Es ist
_1_ 3
q= % B
und
0.8—B.1=0.
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mit der Spitze in O (p. 639). Er
projiziert die Erzeugenden / von
%2 aus O.

Fir einen Punkt P, bei
welchem die Gerade P’'P"
durch O geht (Fig. 13), sind die
Reihen s, und s, vereinigte pro-
jektive Punktreihen auf I, =/,
mit der Charakteristik

__ oP

9= OPIII 4

und zwar gleichlaufend oder un-
gleichlaufend, je nachdem die

Fig. 13a. Fig. 18.

Bilder P/, P auf verschiedenen
Seiten oder auf derselben Seite
von O liegen. Die Verbindungs-
ebene des Punktes P mit der
Koinzidenzgeraden & = e; hat hier
ihre Spuren X, — K, symmetrisch
zu O in bezug auf die Verschwin-
dungspunkte P/, P". Der Hilfskreis
hat die Haélfte der Strecke P’ P
als Radius und geht durch den
Doppelpunkt O. Erliefert zu jedem
Py den entsprechenden Punkt P,.
Es ist

_ OP _x_ g
1=0pP7" — " u
und
r.u—y.z2=0.
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Diese oo0? Uberebenen bilden
also die vorhin erwihnte Uber-
fliche zweiter Klasse.

Als Grenzfall sind die oo?
Uberebenen A zu betrachten
(Fig. 12a), flur welche die Spuren
in eine durch O gehende Gerade
I, =1, zusammenfallen, die den
eigentlichen Doppelstrahl der d&hn-
lichen Ordnerbiischel bildet. Sie
beriihren den Koinzidenzkegel %%

Th, Schmid,

Diese Punkte bilden also die
vorhin erwdhnte Uberfldche
zweiter Ordnung.

Als Grenzfall sind die oo?
Punkte L zu betrachten (Fig.13a),
flir welche die Bilder in einen
uneigentlichen Punkt L' — L,
zusammenfallen, der den zweiten
Doppelpunkt der nunmehr #hn-
lichen Ordnerreihen bildet. Sie
liegen auf dem Koinzidenzhyper-
boloid «2.

Als besondere Félle seien hervorgehoben:

1.UberebenenII, fiir welche
die Charakteristik ¢g= +1 ist.
Die Spuren p,,p, liegen da

.“~..P'
r "
Fig. 14a.

Fig. 14.

symmetrisch zu O. Die Ordner-
blischel sind gleichlaufend
kongruent, ndmlich in der Rich-
tung von ¥ um @ = ¢ verschoben
(Fig. 14).

Der Doppelstrahl &' = 2" riickt
ins Unendliche, und % selbst geht
in die uneigentliche Gerade e,
von % Uber.

Die o?Uberebenen dieser
Art gehen durch dieGeradee,
von x. )

Als Grenzfall sind jene Uber-
ebenen A zu betrachten, fiir wel-
che die Spuren in eine durch O
gehende Gerade /, = I, fallen und
die Ordnerbiischel in Deckung sind
(Fig. 14a).

Die oot Uberebenen dieser Art
gehen durch die Koinzidenz-
ebene «.

Punkte P, fir welche die
Charakteristik ¢ = + 1 ist. Die
Bilder P/, P" liegen da sym-

td = d
te=¢
h" n A
O by &
Cory=
L
7| fAd
Iig. 15. Fig. 15a.

metrisch zu O. Die Ordnerreihen
s, =s, haben hier vereinigte
Doppelpunkte O = K, = K, der
Hilfskreis hat OP'—= OP" als
Radius (Fig. 15).

Fiir solche Punkte ist (p. 642)

1r—z =0 und y—n =0.

Die co® Punkte dieser Art
liegen auf der Symmetrie-
ebene .

Als Grenzfall sind jene Punkte L
zu betrachten, fiir welche L, und
L auf do zusammenfallen und
die Ordnerreihen s;, s, auf O Ly
in Deckung sind (Fig. 154).

Die oo! Punkte dieser Art
liegen auf der Koinzidenz-
geraden k—e,.
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2.UberebenenK, fiir welche
die Spuren in eine Gerade
k, =k, koinzidieren, so daf}
die Charakteristik ¢ = — 1 ist.

Die Ordperbiischel sind un-
gleichlaufend kongruent und
bilden eine symmetrische Invo-
lution (Fig. 16). Die Gerade k, — &,
bildet mit der Parallelen durch O
ein Strahlenpaar. Der eigentliche
Doppelstrahl liegt in der Mitte
zwischen O und %, =k, und ist
die Abbildung 2 — %" der Schnitt-
geraden & von K und %. Jedes
Punktpaar P/, P"" bestimmt hier
eine zentrische Symmetrie, deren
Zentrum K'—= K" auf ¥ ="

Fig. 16.

Fig. 16a.

liegt. Eine solche zentrische Sym-
metrie ist aber die Abbildung einer
der oot in der Uberebene K liegen-
den Ebenen, welche zur Sym-
metrieebene ¢ ganz parallel sind.

Die oo? Uberebenen K ge-
hen durch die uneigentliche
Gerade ¢, von & (p. (342)

Als Grenzfall sind jene Uber-
ebenen A zu betrachten, fir
welche die Spuren in eine durch
O gehende Gerade I, =, fallen
und die Ordnerbiischel eine sym-
metrische Involution mit I, =1,
als Doppelstrahl bilden (Fig. 16a)

Die oo! Uberebenen dieser Art
gehen durch die Symmetrie-
ebene a.
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Punkte K, fiir welche die
BilderineinenPunkt K/ = K"
koinzidieren, so dafl die Cha-
rakteristik ¢ = —1 ist.

Die Ordnerreihen bilden eine
ungleichlaufende Punktinvolution,
welche K/ = K" als Zentralpunkt
hat (Fig. 17). Der Hilfskreis hat
diesen Punkt als Mittelpunkt und
geht durch O. Der andere Schnitt-
punkt mit s, = s, ist die Doppel-
spur K, = K, der Verbindungs-
ebene von K mit 2 —e..

Ps i Kk . 2 LA
2K \K
kPR A

[N u—/p, y u VP’ Yy
P B
f=s, fsd $3=8& |
Fig. 17 Fig. 1

Die oo? Punkte K liegen
auf der Koinzidenzebene =«
(p. 642).

Als Grenzfall sind jene Punkte
L zu betrachten, fiir welche L,
und L2 auf do, zusammenfallen
und die Ordnerreihen eine sym-
metrische Involution auf s, =,
mit O als Doppelpunkt bilden
(Fig. 17a).

Die oo! Punkte dieser Art
liegen auf der uneigentlichen
Geraden ¢, von .
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