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(Mit 2 Textfiguren)
(Vorgelegt in der Sitzung am 2. Mai 1929)

1. Einleitung.

Wenn auf drei parallelen Ebenen &, € G* von denen
zwischen den beiden anderen liegt, durch einen konvexen Korper &
drei Fldchenstiicke §¥/, &, §* mit den Inhalten F/, F, F* ausgeschnitten
werden und wenn p:A das Abstandsverhiltnis (€' €): (€ €*) ist

A= 1), ilt: — — —
A+ ), so gi \/F;)\\/F’+p.\/F*, )

wo fiir A9=0, n.3=0 das Gleichheitszeichen nur dann zutrifft, wenn
% und §F* perspektiv dhnlich sind und der zwischenliegende Teil
von & aus dem verbindenden Kegelstumpf besteht.

Dieser Satz geht im wesentlichen auf H. Brunn (1889) zuriick
und ist seither wiederholt bewiesen worden.! Wir wollen ihn ver-
schirfen, indem wir fiir die Differenz der linken und rechten Seite
von (1) eine untere Schranke suchen;? F/ und F* werden vorldufig
als nicht verschwindend vorausgesetzt.

2. Konvexe Polyeder.
Wir gehen von der Gleichung (9) der erwidhnten Arbeit [2] aus:

S=F O p ok s’ (a+B—2 v). @

Die Bedeutung der Symbole ist die folgende: In @& liegt das
Trapez T’ mit der Mittellinie =/, der Hohe %' und der Fliche
Fl=w'l, in € analog das Trapez T* mit

m*||m, B*||W, f* =m* h¥

1 Vgl. etwa die Literaturangaben in Blaschke, Kreis und Kugel, 19186
(besonders p. 40, 41) und in der unter [2] zitierten Abhandlung.

2 Dabei wird sich zugleich in 8 ein Beweis der Beziehung (1) selbst ergeben,
der mir besonders unmittelbar und durchsichtig erscheint, indem er den Begriff des
gemischten Fldcheninhaltes nicht verwendet und eine Fortsetzung des elementaren
Weges ist, den ich in der Math. Zeitschr., 15 (1922) fiir die konvexen Polyeder ein-
geschlagen habe. Die dortigen Bezeichnungen sind hier grofitenteils beibehalten; auf
p. 109, Z. 2, ist dort s' durch s; zu ersetzen. Der Hilfssatz 1 in 3, 7y und die
Methode der Zerfillung in Bereiche der Klasse p in 6 sind vielleicht auch sonst
verwendbar.
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Ferner ist
=0 f, =k, m*=[pn, (3)

of =% 4)

Es ist f die Fliche des Schnittes von € mit dem (i. a. nicht
konvexen) » Trapezkorper« [2], der 77 und I'* verbindet.

Ein konvexes Polyeder $§ werde von ¢, €, €* in den Poly-
gonen P/, P, P* mit den Flichen F', F, F* geschnitten. Durch alle
Ecken von P/, P* ziehen wir in einer Richtung p der Ebene € die
Sehnen und tiberlagern die beiden so entstehenden Einteilungen,
wie in der erwdhnten Arbeit [2] angegeben. Die Polygone P’ und P*
werden dadurch in je #-Streifen zerlegt. Verbindet man wie dort
jedes Paar entsprechender Streifen durch einen Trapezkorper &,, so
kann man auf jeden der n-Trapezkorper die Gleichung (2) anwenden.
Vervielfdltigt man die Symbole £, f/ m/, m*, W, o, B, T/ T* durch den
Index v fiir die verschiedenen ¥, wirend v fiir alle Paare denselben
Wert hat, so hat man wegen (4):

Fo—F OA4pv)2 =k p. lzf,.—-[a—"lé—-ﬁ);; (v=1, ). (d)
4y
Die Gesamtheit der ¥, bilden einen (i. ai nicht konvexen)

Korper ¥, dessen Schnitt mit € die Fliche 7T habe. Dann finden
wir durch Addition der 7 Gleichungen (5):

ki
By —v)?
T—F O+po2=tn Y mll, ~——
(SN El ‘.

(6)

Wird nun der kleinste konvexe Korper &, der P’ und P* enthilt,
von € in einem Polygom P, mit dem Inhalt F; geschnitten, so ist:

s F=F, F,=T, 7)

VE—ONF+p\FH) =
IS (@\,—v)z

n
= Sas —. V. —. (8
TN/ T+ AN Fl+p \/F* Zm Z By ®)

Wenn zwischen & und €* ein Punkt 4, von §§ liegt, der nicht
zu §, gehort, liberzeugt man sich leicht, daf fiir jeden Querschnitt
des Parallelbiischels @, €%, der zwischen diesen beiden Ebenen liegt,
F lber F, hinausgreift daf§ also die Beziehung (8), wenn wir F,
durch F ersetzen, um so mehr, und zwar stets mit dem Ungleich-
heitszeichen gilt.

3 \Vilzt man ndmlich eine gemeinsame Stiitzebene von P' und P* um das
Prismatoid ®, herum, so dreht sich ihre Spur mit der durch A, gehenden Ebene
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Wir bleiben nun bei der Beziehung (8) selbst. Hier gilt das
Gleichheitszeichen nur, wenn F, =T ist, d. h. wenn alle Seiten-
vierecke [2] der ¥, eben sind; dann fallen aber ¥ und &, zusammen.
Die rechte Seite von (8) verschwindet nur, wenn alle B, = v (daher
auch alle @, =v) sind. Beide Umstidnde konnen unabhingig von-
einander eintreten (vgl. die Beispiele 2 und & in 10). Aber sie treten
zugleich nur ein [2], wenn P’/ und P* perspektivihnlich sind.*
Nur in diesem Fall gilt also in (1) das Gleichheitszeichen.

Will man auf der rechten Seite von (8) aufier A, p., v nur Gréfien
haben, die allein von P’ oder P* einzeln abhdngen (8, kann man ja
jederzeit durch my m, ersetzen), so mufl man 7 entfernen. Dies
kann so geschehen: Wenn die Halbmesser der Hillkreise® von
P!, P* mit 7/, 7* bezeichnet werden, so schneidet € den verbinden-
den Kegelstumpf in einem Kreis vom Halbmesser

r = hv'4p 7,

der den Schnitt €, ¥ ganz enthdlt. Also ist 7=<#2=%, und man darf
/T in (8) durch (\#'+ur*)\/% ersetzen.

3. Hilfssitze.

o) Zwischen zwei parallelen Strecken der Richtung p, nidmlich
AB=c=0 und CD=c sei ein konvexer Bereich ¥ mit der
Fliche F eingespannt; ihm sei ein Polygon P eingeschrieben (in
Fig. 1 ein Sechseck 4 G H K L B), dessen Flache ebenfalls P heifle.

Ferner sei
F—P=<3, 8=0) ©)

und © eine Zahl zwischen Null und Eins. Wir ziehen sowohl in B
als in P je eine Sehne der Richtung p, und zwar mdgen diese Sehnen

m=MN, m' =M N’

proportionale Teile der betreffenden Fldachen, ndmlich (von AB aus
gezahlt) die Teile o ¥ von B und © P von P abschneiden. Wir suchen
eine obere Schranke filir den absoluten Betrag & des Abstandes 11z, w'.
Verldngert man M’ N’ bis zum Rand des Bereiches 8B, so daff die

des Biischels €', €* immer im selben Sinne, iiberdeckt also das AuBere von P,
doppelt. Daher gehen durch ., genau zwei gemeinsame Stiitzebenen jener Art. Jede
von jhnen enthélt eine Kante & von &,, die eine Ecke von P’ mit einer von P* so
verbindet, dafl das Dreieck Ay % (mit Ausnahme von % selbst) ganz aufierhalb &,
liegt usw.

Der Beweis ist mit geringen Anderungen auf den Fall iibertragbar, daf an
Stelle von P' und P* zwei beliebige ebene konvexe Bereiche treten.

4 Beim dortigen Beweis wurde angenommen, daf die Richtung p unter den
Seiten von P' und P* nicht vorkommt. Diese Voraussetzung kann entbehrt werden;
nur mufl man dann schon an einer fritheren Stelle des Beweises, namlich unmittelbar
nach den dortigen Gleichungen (19), die Annahme einfiihren, daff die Seitenvierecke
aller T, eben sind.

5 Das sind die kleinsten Kreise, die P', beziehungsweise P* enthalten.
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Sehne U V desselben entsteht, so habe der Streifen & von 8B zwischen
UV und M N die Fliche 5. Das Stiick von 8B, das durch UV
abgeschnitten wird, hat die Fldche o P+38,, wobei
0=39 =29 (10
|6] = |o (F—P)—3,] (1D
0<<o(F—P)<?.

ist. Also hat man

und wegen (9):

Also ist wegen (10) auch:
|o] << 8. (12)

Da aber ein Spatheck mit zwei Gegenseiten der Lédnge ¢
jedenfalls in B enthalten ist (z. B. 4/ CD B in Fig. 1) und von &
in einem eben solchen Spatheck {iberschnitten wird, ist:

5
h<—. (13)

B) Wir verlegen die Y-Achse eines rechtwinkeligen Systems
nach 4 B und richten die X-Achse so, dafi die Abszissen der Punkte
von CD einen positiven Betrag » haben: er ist zugleich die Breite
von B in der X-Richtung.
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Seien y; =f; (¥), ¥, =f,(») die Funktionen, die den oberen
Rand BD und den unteren Rand A C von B darstellen; s(¥) sei die
Linge der Sehnen der Richtung p (parallel zur Y-Achse), dann ist

s@W=/m—f,(®

im Intervall® [0, b] gleichméBig stetig. Es gibt also zu einem gege-
benen =0 eine Grdfe £=>0, so dafi

lS (xz)_s(x1)| <1, wenn Ixz_'xil <h. (14)

Wir wihlen die Polygone P, die wir &8 einschreiben wollen, von
nun an stets so, daff sie durch eine Anzahl Sehnen s, s,, ... s,
der Richtung p bestimmt sind, die zwischen AB und CJ einge-
schaltet werden, so daf also AB mit s, ferner s; mit s, usw. ein
Trapez bestimmt; die Gesamtheit dieser # Trapeze bildet P. Wihlen
wir die Breiten b, b, . b, aller dieser Trapeze (in der X-Richtung)
kleiner als /# und Uberdies so klein, dafl auch 3:c<<h ist, so ist
wegen (13) auch
k<<h. (15)

Wenn p (x) die Ldnge der Polygonsehne der Richtung p mit
der Abszisse x bedeutet, so gilt iiberall

0=s@®W—p®»<n, (16)

weil p (¥) auch unter den s-Werten desselben Intervalls &, vorkommt.”

1) Die in o eingetlihrten Groflen =, w' kénnen wir als Funk-
tionen von w auffassen. Es ist

| () — ! (0)] = |0 — U V)4 (U V—
und wegen (15) und (14)

jm—UV| <,
wegen (16)
| UV—m| <,
daher
| (o) — ' ()] <27 (17)

Wenn man nun dem Bereich B nicht nur ein einzelnes Polygon
einschreiben, sondern ihn durch eine unbegrenzte Reihe -einge-
schriebener Polygone P; approximieren will, so kann man eine gegen
Null limitierende Reihe positiver Gréfien 7; vorgeben, zu deren jeder,
wie unter § auseinandergesetzt wurde, ein %; und ein 3; (statt des
dortigen % und 8) und demgemif ein P; existiert. Die zugehorige

6 Durch eckige Klammern sei stets ein abgeschlossenes Intervall bezeichnet.
Es #ndern sich ndmlich p (x) und s(x) zwischen denselben Grenzen sy—1
und sy in by stetig, und zwar p (¥) monoton, wobei so=A4 B, sp =CD ist.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt.IIa, 138. Bd., 5. u. 6. Heft. 90
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4. Andere Gleichungen fiir gewisse konvexe Polyeder.

Es wird den in 5 folgenden Grenzilibergang erleichtern, wenn
wir schon die in (6) und (8) auftretende aus endlich vielen Gliedern
bestehende Summe

va J‘ Z], = m:}mvy (22)

durch ein Integral ersetzen. Hiezu beziehen wir das Polygon P’
in 2 auf ein X, Y-System wie in 3, § und das Polygon P* auf ein
paralleles &, 7-System wie in 3, &; es seien wie dort #/ (x) und m* (§)
entsprechende Sehnen der Richtung p. Da aber hiedurch ¢ ein-
deutige Funktion von # ist, kénnen wir m* auch als Funktion von x
auffassen und schreiben, indem wir #* nicht als Operations-, sondern
als Wertesymbol auffassen, #* (¥). Ferner setzen wir:

m* (%) _
'WI/ (x) - B (Af),
B@—o _ m*@—vw (9P _ .
(4’) (;L) - ’WL* (;L') —f(x)' (28)

Es gibt im Intervall® %} einen Wert g,, fiir den
B (xy) = Py =m:m,

wird; denn B, liegt zwischen den beiden Werten, die 3(x) an den
Enden des Intervalles /) annimmt (wenn diese Werte voneinander
verschieden sind). Also konnen wir die Summe (22) identisch so
umformen:

B () —
Z(m —l ) 71V+Zf(ev) Heo @4

Damit f(¥) und B (¥) nirgends unendlich werden, wollen wir
vorldufig voraussetzen, die Polygone P’ und P* mdgen in der
Richtung p je zwei Stiitzlinien haben, in die je eine Polygonseite
hineinfdllt.l® Nun wollen wir flir die erste Summe in (24) eine obere
Schranke angeben: Wenn nédmlich d, der absolute Betrag der
Differenz der zwei parallelen Seiten der Richtung p des Trapezes T
(vgl. 2) ist und ¢ der groite Wert, der unter den d, vorkommt, so ist

mh—w! (1) <<t fur alle v;
b

9 Wir konnen die Hohen h(. der Trapeze, in die P'in 2 zerlegt wurde, als
Bestandteile der X-Achse auffassen, demnach von Intervallen h‘ auf der X-Achse
sprechen.

10 Wir nennen kiinftig einen konvexen ebenen Bereich »beziiglich p von der
Klasse p«, wenn die beiden Stiitzlinien der Richtung p mit seinem Rand von Null
verschiedene Strecken gemein haben.
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ferner hat B (#) in B, =10, b] eine positive untere Grenze g und
8 (v)—v| hat eine obere Grenze G. Dann ist

G2
g

eine obere Schranke fiir den Bruch in der ersten Summe in (24).
Also ist der absolute Betrag dieser Summe Kkleiner als t .S .

Die Polygone P’ und P* wurden in # Streifen zerlegt, wobei
diese Zahl eine durch das Verfahren in 2 bestimmte Minimalzahl
ist. Es hindert uns aber nichts, jeden Streifen (ohne P’ und P* selbst
zu dndern) wieder in mehrere zu zerlegen, indem wir in den ent-
sprechenden Trapezen T} und 7,* solche Sehnen der Richtung p
ziehen, die von ihnen proportionale Teile abschneiden. Die wesent-
lichen Eigenschaften der Einteilung von P’ und P*, auf denen die
Formel (8) beruht, bleiben dabei erhalten. Oder (was auf dasselbe
hinauskommt): Man kann in den Seiten der Polygone P’ und P* Punkte
annehmen, die man als neue eingeschaltete Polygonecken betrachtet.
Daff nun zwei benachbarte Seiten eventuell auf derselben Geraden
liegen, stort die Anwendbarkeit unseres Verfahrens der Uberlagerung
der Einteilungen und seine Ergebnisse nicht. Setzt man nun fiir jede
Einteilung einer unendlichen Folge von Einteilungen eine obere
Schranke H; fiir die Breite der Streifen in P’/ (das ist fiir die
Zahlen 7)) fest und 148t H; fiir i— oo gegen Null limitieren, so ist
auch limt =0, wihrend S ungeédndert bleibt und die zweite Summe
in (24) bei wachsender Gliederzahl ihre Form beibehdlt, durch die
sie unmittelbar unter die Summen subsumiert wird, die beim Riemann-
schen Integralbegriff dem Grenziibergang unterworfen werden. Machen
wir also mit (24) den Grenziibergang 7— oo, so kommt:

7 b b 2
lim ch Y (B_p_ﬂ)f :ff(x)dx:fm'(x) B@O=9F ;. 25
1 0 )

S

B

Dieses Ergebnis wenden wir auf die Gleichungen (6) und (8)
an. Wenn unter den Seitenvierecken der ¥, windschiefe vorkommen,
wird an Stelle eines Stlickes eines hyperbolischen Paraboloides, das
einem solchen Viereck eingespannt ist [2], bei Fortsetzung der Ein-
teilung ein Aggregat von Stiicken verschiedener Paraboloide treten.
Durch den Grenziibergang entsteht schlieillich eine Regelfliche, die,
auch bei beliebigen konvexen Bereichen {/, §* (mit positiven Inhalten)
in &, €%, so definiert ist: Man durchlaufe zwei entsprechende Sehnen
der Richtung p gleichsinnig und verbinde sowohl die beiden Anfangs-
punkte als auch die beiden Endpunkte geradlinig. Die Gesamtheit
dieser Geraden bildet eine Regelfliche . Zu ihr rechnen wir auch
die Teile der Oberfliche von &, die in den gemeinsamen zu p
parallelen Stiitzebenen von ' und §F* liegen, so daB R ein ge-
schlossenes Band zwischen ' und $* bildet und mit diesen
Ebenenstiicken zusammen einen (i. a. nicht konvexen) Korper R,
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begrenzt. Der Schnitt dieses Korpers mit € habe die Flache T,
dann werden durch den Grenziilbergang aus den Gleichungen (6)
und (8), wenn man

b b
L B@—=0 o m* @) —rm WP
‘ f m! (%) J‘B(x)— dx | T dv=1J

0

(26)
0

bezeichnet, die Gleichungen:!
T,—F O+pv2=2xipJ, (27)

hpJ

F—ONF+p\FH= —— i (28
\/ 0 ( \/ +P \/ )— \/T1'+)\ \/I’""‘Pt \/]'1-)(- ( )

Da R, wenn P/ und P* zu unebenen Seitenvierecken AnlaB
geben, windschiefe Teile enthdlt, so sind bei (28) die Bedingungen
fir das Gleichheitszeichen und fiir das Verschwinden der rechten
Seite dieselben wie bei (8).

5. Konvexe Korper mit Schnittpaaren der Klasse p.

Wir setzen zundchst voraus, der Korper werde von den
Ebenen @ und €* in zwei Bereichen § und §* der Klasse p [10]
mit derselben ausgezeichneten Richtung p geschnitten. Dann konnen
wir die Rédnder von §§' und §* durch je eine unendliche Folge ein-
geschriebener Polygone approximieren (wie unter 3, ¢ angegeben)
und diirfen hiezu beidemal dieselbe Reihe der v; verwenden. Die
gleichvielten Polygone der beiden Folgen bilden ein Paar P} Pj,
auf das wir die Gleichungen (26), (27) anwenden dirfen, wobei wir
jetzt die Symbole, die vom gewdhlten Paar abhédngen, durch den
Index ¢ vervielfdltigen:

b

T X () — v; mh (2)]2
Ji:f [ (x) xv,\m, ()] dzx, (29)
. mi (x)
0
T, i —Fiv+pv)=apJ;. (30)

Wenn wir nun die friiheren Symbole ohne den Index 7 den
Bereichen ¥, §* vorbehalten, wobei v =\/F*:F" ist, so konver-
gieren bei ¢ —oco die Funtionenreihen mf, m* in B, = [0, b] gleich-
maiBig (3,9) gegen ' (x), m* (v), und die v; kdnnen als eine Reihe
von Funktionen betrachtet werden, deren jede sich auf eine Konstante
reduziert. Nach Hilfssatz 3 konvergieren also die Integranden von (29)
in B, gleichmiflig gegen den der folgenden Gleichung (31). Es ist
daher die Vertauschung der beiden Grenziibergidnge gestattet, die
in (31) liegt.1?

11 In (28) kann 7y ebenso entfernt werden, wie 7 in (8).
12 Vgl. z. B. Carathéodory, Vorl. iiber reelle Funktionen, p. 465.
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l{‘" [1n* (¥) —v 1’ (x)]?

m* (%)

limJ;=J = dx. (31)

i— 00

Aus (30) erhalten wir durch diesen Grenzlibergang die Gleichung
(27), daher auch (28) in allgemeinerer Bedeutung wieder, nidmlich
jetzt fir zwei beliebige konvexe Bereiche der Klasse p giiltig.

6. Beliebige konvexe Korper.

Wir wollen uns nun von der Beschrdnkung befreien, daff '/, §*
der Klasse p angehdren und halten nur noch daran fest, dafi ihre
Flachen F/, F* von Null verschieden sind. Wir teilen die in &, E*
liegenden Bereiche &, % durch zwei Scharen paralleler Sehnen
derselben Richtung p in unendlich viele Streifenpaare der Klasse p,
so daB die Streifen desselben Paares beiderseits durch entsprechende
(3, ¢©) Sehnen begrenzt werden, daher in konstantem Verhiltnis v
stehen. Um die Vorstellungen zu fixieren, wollen wir das Verfahren,
das sich natiirlich mannigfach abéndern liefle, in concreto so definieren:
Wir hilften zundchst sowohl ¥ als * durch je eine Sehne &/, s*
der Richtung p; jedes der vier Stiicke hélften wir wieder durch eine
Sehne der Richtung p, lassen dann die vier Stiicke, die an s’ oder
an s* anliegen (die »inneren Stiicke«), die schon der Klasse p ange-
horen, ungeteilt, hélften aber wieder die vier dufleren Stiicke, so
daff von diesen abermals vier Stlicke der Klasse p abgetrennt
werden usw. Die Reihen der Paare setzen sich von den Mittel-
linien s, s* beiderseits unbegrenzt fort!'® und erschépfen dadurch
allméhlich die Bereiche. Auf jedes Paar kann man (27) anwenden;
durch Addition aller dieser Gleichungen (die Reihen konvergieren
ihrer Entstehungsweise nach) geht hervor, dafi (27) auch fiir beliebige
von Null verschiedene konvexe Bereiche besteht. Das gleiche gilt
also auch fiir (28).

Der Integrand in (26) kann an den Grenzen unendlich werden,
aber man kann unmittelbar bestédtigen, daffi das entsprechende un-
eigentliche Integral endlich bleibt. Der unglinstigste Fall ist der,
wo §* etwa in der linken Stiitzlinie § =0 (Achsensysteme und
Bezeichnungen wie in 3, €) eine Ecke hat, dagegen §§ in x+ =0
eine endliche Stiitzstrecke 2,. Wenn nun alle Symbole %, positive
Konstante bedeuten und alle ¢ stetige Funktionen, die mit dem
Argument zugleich verschwinden, so haben #/ und m* die Formen.

wm! =k b, (x), m* = ky E+ 0, (§), (32)

wobei ¢, nicht positiv sein kann und

)
lim 2 =0 (33)

E=—>0

13 Natiirlich kann es unter Umstdnden geniigen, das Verfahren nur nach der
einen Seite hin fortzusetzen.
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ist.1¢ Die Fldchen f, f*, die durch entsprechende Sehnen der Richtung p
abgeschnitten werden, haben also die Form:

13
' = by vy, f*:—;-kz 52+ﬁ2.d&, (34)
0

wobei auch das Integral in der letzten Zeile nicht positiv sein kann.
Aus (33) kann man leicht schlieen, dafl sein absoluter Betrag bei

1 : . -
hinreichend kleiner Wahl von § unter ?k3 €2 bleibt, wobei &, beliebig

klein, also auch kleiner als k, angenommen werden darf. Setzt man
ky—ky = k,, so hat man also

1 1
7/34 ?32<f*§—2~k2 g2 (35)
fur eine hinreichend kleine Nachbarschaft des Nullpunktes. Fiir eine
solche gilt aber anderseits
by v <<f << kg %, (36)

wenn k; kleiner und k; grofler als &, ist. Die Beziehung zwischen z
und § wird durch
f* — 1)2 fl

definiert, woraus nun fiir hinreichend kleine x folgt:
b 82>212kx, b 2 <<21kgx
B N2 <t<ky\/7, (37)
m* =k, &=k, by \/ . (38)
Hiermit ist das Ziel erreicht, da _der Integrand in der Nihe
des Nullpunktes kleiner als %s.(%, %, \/%)—1 bleibt.
Es ist 7, in (27) die Flache des Schnittes von &, mit € und F,
in (28) die Fldche des Schnittes von &, mit €; also gilt in (28),
da &, in &, jedenfalls enthalten ist, das Gleichheitszeichen nur,

wenn &, mit &, identisch ist (vgl. auch Anmerkung 3); die rechte
Seite verschwindet nur, wenn {iberall

m* (¥) = v m' (%) (39)

ist, d. h. wenn die Bereiche {, §* »&dhnlich gestreckt« in der
Richtung p sind.1®

und schliefilich

14 Es ist ndmlich kg € die Lénge einer Sehne, die zwischen den Halbtangenten
der Ecke eingespannt ist.

15 Die Formel (28) ist gewissen Gleichungen in der Theorie des gemischten
Fldcheninhaltes analog, die Minkowski in Nr. 27 seiner Abhandlung »Volumen
und Oberfldiche« (Math. Ann., 57 oder Ges. W., II) abgeleitet hat.
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Ferner kann man in (28) T, durch F, ersetzen. Gilt das Gleich-
heitszeichen, so wird hiedurch nichts gedndert, andernfalls wird die
rechte Seite weiter verkleinert.

7. Die Dachkorper.

Es wird gentigen, von den Fillen, wo die Fldchen der Schnitte
mit &, €* nicht mehr beide von Null verschieden sind, denjenigen
zu behandeln, wo ' ein beliebiger konvexer Bereich mit F/ = O
bleibt, dagegen " sich auf eine Strecke s der Ldnge ¢ > 0 reduziert.
Der kleinste konvexe Korper, der § mit s verbindet, ist dann ein
»Dachkorper«<. Um fiir ihn eine Gleichung abzuleiten, die an Stelle
von (28) treten kann, genligt es, zu bemerken, dafl die Verbindung
von §§ mit einem Punkte von s, etwa einem Endpunkte A4 von s,
einen Kegel ergibt, der von € in einer Fliche des Inhaltes A2 F'
geschnitten wird. Der Ubrige Teil von F, wird liberstrichen, indem
man diese Fldche in der Richtung s um die Strecke pc¢ verschiebt,
wie es einer Wanderung der Kegelspitze lings s entsprechen wiirde.
Die Figur § in € ist von der Klasse p; legt man ndmlich durch s
die beiden Stiitzebenen an g, die mit dem Rande von ' die
Strecken ¢! und ¢}, gemein haben mdgen, so kommen im Rand von §
die zu s parallelen Strecken

Aei+pwe und Ael+pe

vor. Die ersten Anteile dieser Summen stammen von der Zentral-
projektion von ' aus A4, die anderen Anteile aus der Verschiebung;
es konnen ¢}, ¢; auch Null sein. Also ist

Fy,=\NF'+\pcd,

wenn d der Abstand von ¢, ¢} ist. Daher tritt an Stelle von (28):

\F,—\ \/WZ_M‘L, (40)

\/ Fy+\\/F'

8. Die Ergidnzung zum Satz von Brunn.!¢

Es geniigt, da der Fall der Dachkorper 7 und weitergehende
Sonderfalle von vornherein durchsichtig sind, vorauszusetzen, daf F’
und F* nicht verschwinden. Dann gilt in (1) das Gleichheitszeichen
nur, wenn in (28) das Gleichheitszeichen gilt und zugleich die rechte
Seite verschwindet. Die Bedeutung dieser beiden Vorkommnisse
wurde aber schon am Schluff von 6 angegeben. Es handelt sich
also nur noch darum, zu beweisen, daff, wenn fiir zwei dhnlich
gestreckte Bereiche , F* der in 4 definierte Korper &, mit dem

) 16 So pflegt man die Ermittlung der Bedingungen zu nennen, unter denen
in (1) und in den analogen Gleichungen fiir mehrdimensionale Gebiide das Gleich-
heitszeichen zutrifft; vgl. Blaschke, Kreis und Kugel, p. 100.
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kleinsten verbindenden konvexen Korper &, identisch ist, die Be-
reiche ¥, ™ perspektiv dhnlich sind.

Wir schicken einige Bemerkungen tiber die in 4 definierte
Regelfliche 9 und die »Huffliche« § voraus, die &, (neben '
und F*) begrenzt. Die letztere wird von einer Ebene E eingehtillt,
die sich als gemeinsame Stiitzebene von ' und §* um diese beiden
Bereiche so herumwilzt, dal diese stets auf derselben Seite von E
bleiben. Die Schnitte von E mit @, * sind zwei stets parallele
Gerade g/, g%, die sich gleichzeitig als Stiitzlinien an ', §* herum-
wilzen. Thre Stiitzpunkte S/, S* sind eindeutig definiert, solange sie
keine geraden Stiicke der Rdnder von {, §* passieren. In letzterem
Fall ist, wenn dies fiir S/, S* gleichzeitig geschieht, das ganze ver-
bindende Trapez § zuzurechnen, und seine parallelen Gegenseiten
kdnnen nach einem beliebigen Gesetz gleichzeitig von S/, S* durch-
laufen gedacht werden, damit die Verbindungsstrecke S’ S* iiberall
eindeutig definiert ist und so § durchaus als Regelfliche aufgefafit
werden kann.l? Solange S’ und S* keine Ecken und auch keine
geraden Strecken durchschreiten, ist die Zuordnung zwischen ihnen
gegenseitig eindeutig. Wenn etwa S’ eine Ecke durchschreitet und S*
nicht, so bleibt S’ als Spitze eines Kegelstiickes stationidr, das §
angehort. Wenn S’ und S* gleichzeitig Ecken durchschreiten, wird
nur dann kein Kegelstiick in § auftreten, wenn in diesen Ecken
beide Paare von Halbtangenten parallel sind.$

Anderseits entsteht die Regelfliche R durch Verbindung der
Anfangspunkte 4’, A* und der Endpunkte!? B/, B* gleichsinnig durch-
laufener entsprechender Sehnen (der Richtung p) von ¥, §* Es
kann also R keine Kegelstiicke, auch keine Stlicke von Strahl-
biischeln |17] enthalten,?® da jeder Anderung der in 3, o eingefiihrten
Zahl o eine Verschiebung beider Sehnen entspricht. Wir erhalten
also fiir den Fall, da8 9% und & identisch sein sollen, den

Hilfssatz 4: Wenn &, und &, identisch sind, kdnnen etwaige
Ecken in den Ridndern von §§/, F* nur gleichzeitig in entsprechenden
Punkten der Rander, und zwar nur so auftreten, dafl beide Paare
der Halbtangenten der Ecken parallel sind. Die Punkte der Ridnder

17 Wenn sich das Trapez auf ein Dreieck reduziert, enthilt § ein Stiick eines
ebenen Strahlbiischels.

18 Nach Jensen, Acta matem., 30, haben die Rdnder konvexer Bereiche iiberall
bestimmte Halbtangenten; aber die Ecken konnen iiberall dicht in Teiien des Randes
oder sogar im ganzen Rand auftreten. Denn Jensen hat mit Hilfe der Methode der
Verdichtung der Singularititen konvexe Funktionen von x konstruiert, bei denen
Ecken in einem gewissen Intervall fiir x lberall dicht auftreten, also auch in einem
gewissen Intervall der bei einer konvexen Funktion immer vorhandenen Bogenlinge
der entsprechenden Kurve. Aus solchen Stlicken kann man nun den ganzen Rand
zusammensetzen. Unsere Beweise sind iberall so gefiihrt, daB auch solche Vor-
kommnisse umfaBt werden. !

19 Wir nennen sowohl 4', A* als B', B* entsprechende Punkte der Rinder
von ', F*. Etwaige Strecken der Richtung p, die in den Rdndern vorkommen, sind
in diese Zuordnung nicht einbezogen.

20 Aufer daB etwa die in den gemeinsamen zu p parallelen Stiitzebenen
liegenden Stiicke der Begrenzung von R als solche aufgefafit werden konnten.



Uber parallele ‘ebene  Schnilte eines  konvexen Korpers. 303

von ¥, 3~ sind, soweit sie nicht in etwaige Stiitzstrecken der
Richtung p fallen, gegenseitig eindeutig zugeordnet. Entsprechende
Punkte haben, soweit sie keine Ecken sind, parallele Volltangenten.

Wenn in zwei parallelen Ebenen (oder in derselben Ebene)
zwei rechtwinkelige Systeme X, Y und §, v mit parallelen Achsen
liegen und v>0 eine Konstante ist, so wird durch

E=vx, n=vy

eine perspektive AhnlichKeitstransformation definiert, deren Zentrum
auf der Verbindungsgeraden der beiden Anfangspunkte liegt. Einer
Kurve y = @ (x) des ersten Systems entspricht dabei die Kurve

& \
'fzzv'?(;) (+1)
des zweiten.

Wir beziehen nun §, wie in 3, 8, ¢, auf ein X, Y-System in &,
so daff die Y-Achse eine linke Stiitzlinie ist; der Ursprung falle in
den Stltzpunkt oder falls eine Stiitzstrecke vorhanden ist, in den
unteren Endpunkt derselben. Die Symbole f,, f,, & sollen dieselbe
Bedeutung haben, wie dort. Ganz ebenso beziehen wir §* auf ein
g, n-System in €*. An Stelle von f, f,, b treten F,, F,, B. Dann ist

w () =f, () —1, (¥), m* € = F, ©—F, ©). (42)

Wenn m/, m* entsprechende Sehnen sein sollen, wird die
Beziehung zwischen x und & durch (20) gegeben. Wir differenzieren
diese Gleichung (nach links oder nach rechts) nach » und diirfen
dabei auf der linken Seite nach Hilfssatz 2 die Kettenregel anwenden:

m* (€). % =2 ().

Da aber ¥ und F* dhnlich gestreckt sind, gilt (39), das jetzt

m* (§) = v (x) (43)
zu schreiben ist. Hieraus folgt
ag '
dx

und da. x und £ gleichzeitig verschwinden,

E=vux. (44)
Flhren wir in (42) und (43) Uberall » ein, so erhalten wir
F, (vx)—F,(x) = [f; () —/; (9. (45)

Wir setzen:

FLwn—vf, 0 =F,00)—vf,x)=1}@. (46)
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Nun sind aber im ganzen Innern des Intervalls (0, %) fiir die
Funktionen f;, f, und im ganzen Innern des Intervalls (0, B) fiir
die Funktionen F,, F, iiberall endliche rechte und linke Ableitungen
vorhanden [18] und nach Hilfssatz 4 sind die gleichnamigen Ab-
leitungen filir entsprechende Punkte [19] der oberen Rédnder einander
gleich, ebenso flir die unteren Rénder. Bilden wir also in (46) die
rechte oder die linke Ableitung und bezeichnen sie mit Strichen, so
verschwinden die folgenden eckigen Klammern in (47)

v [Filwn)—fiW]=v[F,wn)—f,@] =¢ @), (47)

und ¢ ist eine Konstante, die nach (46) Null ist, weil f, und F, im
Ursprung verschwinden. Wir haben also aus (46):

Fvy=vf,(® (48)

und konnen daher die Gleichung des oberen Randes von §*, ndmlich
n=1F, ¢) jetzt in der Form schreiben:

1= ()

wodurch die fiir die Ahnlichkeit mit y =f] (¥) charakteristische
Beziehung fiir das ganze Innere von (O, ) bewiesen ist. Ebenso
sind im selben Bereich die unteren Ridnder &dhnlich, und die etwaigen
Stiitzstrecken fiir ¥+ =0 oder b fiigen sich vermége (43) und der
Stetigkeit der Funktionen f, F in diese Ahnlichkeit ein.

9. Eine besondere Klasse konvexer Korper.

Wir befassen uns mit dem Fall, daff in (28) das Gleichheits-
zeichen gilt, ohne dafi die rechte Seite verschwindet. Dies geschieht,
wenn die Regelflichen it und $ (Nr. 4 und 8) identisch sind (also
T, = F,), ohne dafi & und * dhnlich gestreckt sind. Es ist leicht,
Polyeder dieser Klasse anzugeben (Beispiel @ in 10); aber interes-
santer sind die Félle, wo ' und §* (ganz oder teilweise) von
krummen Linien begrenzt sind. Um solche Beispiele zu finden,
machen wir folgenden Ansatz: es sei durch

r=f(), y=g (49)

eine Kurve C’' mit folgenden Eigenschaften gegeben: Fiir ein Inter-
vall 0 — £, des Parameters, £, wobei #, >0 sei, verlaufe C’' im ersten
Quadranten und sei nach oben konvex. Der Bereich §§ werde durch
die Ordinate des Kurvenpunktes iiberstrichen, wenn ¢ dieses Inter-
vall T durchlduft. Es mége f in T eine vollstindige Ableitung haben,
wiahrend dies von g nicht vorausgesetzt wird, damit moglichst
allgemeine konvexe Bogen umfast werden [18]. Endlich sei

FO)=0, gO)=0, f/(h=0 in T. (50)
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Wir suchen eine Kurve C* mit den Gleichungen

E=o®) 1=190, (51)

die in T ebenfalls im ersten Quadranten ihres §, 4-Systems verlduft,
daf

* $0)=0,¢©0)=0 (52)

und die Kurve nach oben konvex ist; ™ ist dadurch definiert, dafl
es von der Ordinate eines Punktes der Kurve C* iiberstrichen wird,
wihrend ¢ das Intervall T durchlduft. Die Richtung p fillt in die
gemeinsame Richtung der Y- und der 4-Achse. Wenn dann ent-
sprechende Sehnen (3, &) beider Bereiche demselben Wert / ent-
sprechen, so wird das durch die Gleichung

t ¢
f(l) ¢ dt=u? I.gf’dt (fiir alle ¢ in T) (53)
Io ‘0

ausgedriickt, wobei die Striche im folgenden immer gleichartige
(entweder rechte oder linke) Ableitungen bedeuten. Sollen in ent-
sprechenden Punkten [19] beider Kurven die Tangenten (oder ent-
sprechenden Halbtangenten) parallel sein, so hat man

e yl. 54
Aus' (53) folgt gY=7"9 4
b’ =vigf
und vermoge (54)
P =07gg, (55)
Y=v\Ve+q (56)
endlich hieraus und aus (54):
¢
sf -
=v | —==——dt. 57
? [ e (57)

In der Losung kommt nur eine willkiirliche Integrations-
konstante ¢ vor, deren Wahl dadurch eingeschrankt ist, dafi in T
der Radikand von (56) nicht negativ werden darf. Natiirlich erhalt
man auch (und zwar fiir ¢ =0) einen zu ' dhnlich perspektiven
Bereich; die Ubrigen Werte ¢ geben Losungen unserer Aufgabe.
Denn zufolge unseren Voraussetzungen, namentlich (50), wichst o
stets mit #; es sind also die Punkte von C* nicht nur # sondern
auch den Abszissenwerten & eindeutig zugeordnet. Also mufi C*
wegen der parallelen Tangenten in entsprechenden Punkten ebenfalls
nach oben konvex sein.

Hat man zwei solche Bereiche {, F* gefunden, so 148t sich
das Beispiel durch Spiegelung an der X- und §-Achse, eventuell
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auch an den Endordinaten, erweitern; auch kann man Bereiche
mit verschiedenen Randkurven, aber demselben v passend zusammen-
setzen.
10. Beispiele.
In allen folgenden Beispielen bedeutet £, die Flache des Mittel-
schnittes des konvexen Korpers &,, d. h. des Schnittes derjenigen
Ebene @, die zwischen & und €* in der Mitte liegt; 7, bedeutet

den Schnitt von &, (vgl. 4) mit € Es ist also stets h—=p = %

in (27), (28) zu setzen. Die Richtung , fallt stets in die Y-Richtung.

a) Ein Quadrat Q mit der Seitenldnge eins habe je eine Seite
in der positiven X- und Y-Halbachse. Wir ziehen die durch den
Ursprung gehende Diagonale; die an der X-Achse liegende?! Hilfte-
von Q sei §*. Indem wir an Q noch das in der Y-Richtung um

eins verschobene " ansetzen, erhalten wir §§. Esist v =1 \V 3.

Da die Seitenvierecke eben sind, gilt in (27) und (28) das Gleich-
heitszeichen. Es ist (Bezeichnungen von 3, &):

w! (¥) = 1+x, m* §) =&
Die Beziehung zwischen den Abszissen » und & zweier ent-

sprechenden Sehnen ist: 38— 2 yia”.

Nach (26) findet man:

a! ()2
jlm () —2vwm (v)+ v? %z—*%))- dy =
) :
¢ 2rran : 1 (e 1)
J\/ T _—[(1+1)d¢+— -a(iﬁi—_f)f dr =
0 \/' 0 " \/2'1'+12

=2 \/ 3,
also aus (27), da F’:—g— und F; mit T, identisch ist:
F,=1,

was natiirlich auch unmittelbar ersichtlich ist. Der verbindende-
Kérper & wird aufiler von §§ und §* noch von einem Dreieck,
einem Trapez, einem Rechteck und einem schiefen Spatheck begrenzt.

21 Wir beziehen auch F* der bequemeren Ausdrucksweise halber zundchst auf
dasselbe X, Y-System wie F'. Die endgiiltige Lage ergibt sich, indem wir §* (samt
seinem §,-System) in der Z-Richtung um eine beliebige Strecke verschieben.



Uber parallele ebene” Schnitte eines konvexen Korpers. 307

b) Der Bereich ™ sei derselbe wie im vorigen Beispiel [21]
und §' entstehe dadurch, dafl man @ durch die andere Diagonale
teilt und diejenige Hélfte nimmt, die den Ursprung nicht enthdlt.
Die Bereiche ¥ und §* sind gleich gestreckt, also ist J=0. Da
sie aber nicht perspektiv dhnlich sind, gilt in (28) das Ungleichheits-
seichen, was man leicht unmittelbar bestitigen kann: Es ist ndmlich
p =1, und immer wenn dies zutrifft, reduziert sich (27) auf

T,—F' = \p.J, (39)
und (28) auf
— — N
VF—\F=—2"" (39)

VT +\F
Der Mittelschnitt £, ist ein Flinfeck mit der Fldche % und

. 1
]",:—9—.

<

¢) Sei ' durch

a? b2 =
und §* durch
=1, 820920

definiert,>® wobei @ > b =0 sein moge. Es ist
b s a j—
v=1, w (x) = ” \/a-—x-, m* (§) = '3 \/bz_gz_

Die Ellipsen lassen sich durch zwei solche spezielle Affinitdten
ineinander transformieren [21], die in einer Multiplikation aller
Abstinde von einer Achse mit einer Konstanten bestehen. Daher
teilen entsprechende Sehnen die auf der X-Achse, beziehungsweise
§-Achse liegenden Achsen der Ellipsen proportional:

= ©
daher
3 g% rey — A6 s
m* (¥) = \/a2—x-, m* (x) —vm! (x) = Ve

und nach (26):
a
J= f( “_b>2 V@i dx="T (a—b)"
.0

a

22 Man konnte ebenso gut die Vollellipsen zugrunde legen.
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Man' sieht durch Vergleich mit (60), dafl in den Darstellungen
xr—acost y="bsint 61)
§=0bcost, m=asint (62)

entsprechende Punkte [19] der Ellipsenquadranten zum selben Wert ¢
gehoren; verbindet man sie, so erhdlt man Strecken auf der Regel-

flache R, deren Mittelpunkte auf einem Kreis vom Halbmesser % (a+b)

liegen. Also ist T, als Kreisquadrant
b 2
T, = 6 (a+D)

Denselben Wert erhdlt man aus (58), indem F’ :%abﬂ: ist.

Aber F, greift tber 7, hinaus, da die Tangenten der Ellipsen in
entsprechenden Punkten nicht parallel sind, daher &, und &, nicht
identisch sind. Wir haben also ein Beispiel des Falles, daf in (28)
das Ungleichheitszeichen gilt und die rechte Seite von Null ver-
schieden ist.

Will man die Punkte der Ellipsen nach parallelen Tangenten
einander zuordnen, so schreibe man die zweite Ellipse mit einem
anderen Parameter

E=bcost, y=asinc
und findet dann
btgr=a%tgt (83)

als Beziehung zwischen den Parametern der Punkte, die eine auf
der Huffldche (vgl. 8) liegende »Hufstrecke« begrenzen. Die Mittel-
punkte der Hufstrecken liegen auf der Kurve:

,__ Cost b3 sint ¢ a?
X= 5 <a+ w) Y= 5 <b+;>, (64)

wobei
w?2— a*sin®i+ b* cos? 4

d) Ankniipfend an 9 wihlen wir (die Quadratwurzeln sind
immer positiv zu nehmen) in (49):

r=f() =1t y= d(t):\/m a=0.

Dann wird nach (66) und (57):

b =v\a+i+q qz__vf\/ e+t g (65)

a+t+c’
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Um ein moglichst einfaches Beispiel zu haben, setzen wir
¢ — —a und finden:

— a+-t .
s=v\/1, Lp_vf\/ —dt=

=v [\/t(a+t) —%Iog nat

a+2t—2\/t(@+1b
a

,  (66)

wobei die Integrationskonstante so gewdhlt ist, dafl ¢ (0) =0 wird.
Auch der zweite Teil der eckigen Klammer ist positiv, weil das
Argument des Logarithmus stets zwischen Null und Eins liegt. Fur

B
O/

1
I
1
I

A

! . X
4

75 2 25

Q..
N
N

0
Fig. 2.

den Endpunkt {, des Intervalls T kann noch eine beliebige positive
Zahl angenommen werden, da die Voraussetzungen, die in 9 gemacht
wurden, immer erfiillt bleiben.

Die Fig. 2 stellt den Fall
v=a=1¢=1

dar. Die Kurve C’ ist der Parabelbogen A B, die Kurve C* der
Bogen O Q mit den Gleichungen

&:\/t(1+t)—%l[1+2t—2 \VE(1+5)

dessen Endpunkt die Koordinaten

, (67)

50:\/5—%1(3—2 \/2)=2206. =1

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1., Abt. ITa, 138. Bd., 5. u. 6. Heft. 21
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hat. Es wurde noch die Hufstrecke C'D berechnet und gezeichnet,

die dem Wert ¢ = % entspricht;
1
CP ‘2— :1.524-.-.

Hier ist wegen v=1

e O—g0 ,, 14-8\/3 ,
J_i——jﬂEA—mdL_——TT——, (68)

und da
2 _
F:§QVL4%
findet man aus (58):
1 2 =
I, =F=5 +§\/2.

Derselbe Wert ergibt sich aus

U ! '
g;v S+

Y2

F,=

ot n

Die Kurve C* beginnt im Ursprung mit der Kriimmung Null.
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