Die absolut kleinsten Diskriminanten der
biquadratischen Zahlkorper

Von
Josef Mayer
(Vorgelegt in der Sitzung am 14. November 1929)

Herr Ph. Furtwédngler bestimmt in einer Abhandlung! die
absolut kleinsten Diskriminanten der kubischen Zahlkorper. Die hiebei
beniitzte Methode besteht in einer Anwendung der Reduktionstheorie
der definiten quadratischen Formen und bildet auch die wesent-
liche Grundlage der folgenden Bestimmung der absolut kleinsten
Diskriminanten der biquadratischen Zahlkorper. Vor dieser allgemeinen
Betrachtung sollen zunédchst die absolut- kleinsten Diskriminanten
jener speziellen biquadratischen Korper bestimmt werden, welche
einen quadratischen Unterkdrper besitzen.

I. Die absolut kleinsten Diskriminanten der Relativkorper.

Bedeutet p. eine ganze quadratfreie Zahl aus dem quadratischen
](él'perk(_\/m), dann ist der Korper K (\/p,, \/m) ein Korper
vierten Grades, der relativ quadratisch in bezug auf % ist. Fiir den
Korper % (\/m) ist immer %=1 als Klassenzahl vorausgesetzt, da
nur solche Korper fiir die folgende Untersuchung notwendig sind.

Bedeuten 7 und 4 die Diskriminanten des Oberkorpers X und
des Unterkérpers 2 und bezeichnet # (D) die Norm der Relativ-
diskriminante D), genommen im Korper %, so ist

D =dz2.n(Dy).

Je nach dem Verhalten der Primzahl 2 im Korper % (\/m)
und je nach der Wahl der Zahl p aus % sind nun verschiedene
Fille zu unterscheiden, die in der folgenden Ubersicht zusammen-
gestellt sind:

1. Die Zahl 2 bleibt im Korper % Primideal.

o) Ist p primdér, so ist D= d2.n ().
) Ist p. nicht primér, dann ist D= 164d%.n(p).

2 Die Zahl 2 zerfillt im Korper 2 in zwei verschiedene Primideale:
2=2A A
P

L Zur Theorie der in Linearfaktoren zerlegbaren, ganzzahligen terniren kubi-
schen Formen. Gottingen, 1896.

2 Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkorper, Bericht der Deutschen
Mathematikerver., 4. Bd.
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o) Ist w primér, so ist D= d*.u(y).
@) Ist p nicht primiir, aber p.=v2(};), so ist D = 4.d%.u ().
1) Istp nicht primédr und auch p.==v2(\),soist D = 16.d2. 1 (p.).

Die Zahl 2 wird im Korper 2 Quadrat eines Primideales.
o) Ist p primdr, so ist D= d? 1 (n).
) Ist p nicht primér, aber p=v?(2), so ist D= 4.d%.nu ().
f) Ist p nicht primédr und auch p.E=v2 (2), dannist D = 16.d2. n ().
Um p. als primére Zahl im Korper & (\/11;) leicht zu erkennen,
werden hier die entsprechenden Bedingungen aufgestellt:
_ —1 m
J. m==1(4), Minimalbasis in % (\/m): I, o= ——4; \/m.

Aus (@ +bw)=(r+ywn) (4) folgt das System der Kon-
gruenzen

2xy —32=0b(4),
m—1
2%+ ?—1?4—_1"" =a4).

Damit ergeben sich in diesem Falle folgende Bedingungen fiir
primére Zahlen:

o) b=0), a=1(4),

B o=10t), a=""T"),

1 —

) b=3(4), a:kﬁ (4).

mn

= 3 (4), Minimalbasis in & (\/m):1, \/75

Soll p=a +b m primdr sein, so muf das System der
Nongruenzen:

2xy=0b(4),
¥4 myt=a (4)

10sbar sein. Dies ist der Fall, wenn

w) b=0(4), a=1(2),
) b=2(4), a=0(4).

m = 2 (4), Minimalbasis in 2 (\/#2) 1,\/m.
In analoger Weise ergeben sich folgende Bedingungen fir
primdre Zahlen:
)y b=0(4), a==1(4),
) b=O(4‘) a=2 ),
7 b=2(4), u=3)
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Bei der Bestimmung der absolut kleinsten Diskriminanten sind
je nach der Art der konjugierten Korper drei Félle zu unterscheiden.

A. Vier reelle konjugierte Korper.

Wir betrachten zuniichst den Korper K (\/7+2 \/5>. Er ist
relativ quadratisch in bezug auf den reellen quadratischen Kérper
k (\/3); seine Diskriminante ist [ =—=152.290 =725, da die Zahl
u—=7+2 \/-5 im Korper £ (\/5) primér ist und ihre Norm # (p) = 29
betrégt.

D =725 ist in diesem Falle die kleinste Diskriminante eines
Relativkorpers. Aus der Annahme D =725 folgt zunéchst, dafl nur
jene reellen quadratischen Korper als Unterkdrper auftreten konnen,
deren Diskriminante d = \/ﬁ ist; es sind dies die quadratischen
Korper k (\/1%), fur welche

m= 6,20 17,13, 3,2,5,
beziehungsweise

d=24,21,17,13, 12, 8,5
ist.
Weiters ergibt sich fiir die ganze Zahl p aus % die Ungleichung

dz. f.m(p) = 725,

wobei fiir den Faktor f je nach der zahlentheoretischen Natur der
Zahl p. und der Zahl 2, wie bereits gezeigt wurde, die Werte 1, 4
oder 16 zu setzen sind. Von den zu p assoziierten Zahlen sind nur
jene zu berlicksichtigen, die durch Multiplikation der Zahl p. mit
einer quadratfreien Einheit des Korpers & entstehen. Da die vier
konjugierten Korper reell sein sollen, mufl p. auflerdem total positiv
sein. Eine einfache Untersuchung zeigt jedoch, dafi keine Zahl der
in Betracht kommenden quadratischen IK6rper alle diese Bedingungen
erfallt.

B. Zwei reelle und zwei imaginédre konjugierte IKorper.

In diesem Falle besitzt der Korper X (\/3+2 \/>5> die absolut
kleinste Diskriminante. Der Beweis hieflir ist analog dem vorgehen-
den Falle zu fithren. Fir die Diskriminanten der quadratischen
Unterkorper, die wieder reell sein miissen, ergibt sich d = \/275.
Die Zahl p. mifite nun so bestimmt werden, dafl neben der Un-
gleichung

jaz. f n(p) =275

auch die Bedingung # (1) << O erflllt ist, was nicht moglich ist.
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C. Vier imaginére konjugierte Korper.
Gleich den beiden fritheren Fillen kann gezeigt werden, dafl
der Korper K (\/—1+2+/—3) die kleinste Diskriminante D = 117
besitzt, wobei zu beachten ist, dafi die quadratischen Unterkorper.

fir welche d < \/117 gilt, reell oder imagindr sein konnen und p.
im Falle eines reellen Unterkdrpers total negativ sein muf.

II. Die absolut kleinsten Diskriminanten der allgemeinen
biquadratischen Korper.
Ein Satz liber quaterndre quadratische Formen, der fiir die
folgende Betrachtung notwendig ist, soll zunidchst dargestellt werden.
Nach Minkowski' ist eine positiv definite quaternire
quadratische Form

Bl .
€ (1, Xy Ay %) = Y bintid, (B =1,2,3,4; b= by,

L

dann und nur dann eine reduzierte Form, wenn sie den Un-
gleichungen

by Sy =l =0y, (1)
und einer Reihe von Ungleichungen
¢ (81) €,, €3y 54.) = b/l It (‘_.))

geniigt, wobei ¢, =1 ist und die anderen Grofen e (k=) die
Werte 0, + 1 und — 1 annehmen konnen.

Fir jede reduzierte qualerndre quadratische Form gilt die
Ungleichung

byy by by by =4 D (), (3)

wenn D (p) die Diskriminante der Form bedeutet.
Minkowski® beweist zundchst die allgemeine Ungleichung

Ay byy byg byn =D (‘«P)

fir reduzierte quadratische Formen; hiebei ist A, eine gewisse
positive nur von n abhédngige Konstante. Die Frage nach dem
prizisen Werte von A, filhrt auf die extremen Formen, die zuerst
von Korkine und Zolotareff? definiert und untersucht wurden.
Mit Hilfe dieser extremen Formen kann durch Betrachtung eines

1 Sur la reduction des formes quadratiques positives quaternaires. Ges.
Abhandlungen von Minkowski, 1911, I. Bd., p. 140.

2 Diskontinuititsbereich fiir arithmetische Aquivalenz. Ges. Abhandlg,.
Minkowski, 1911, II. Bd,, p. 33.

3 Sur les formes quadratiques. Math. Ann., Bd. VI und Bd. XL
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vierdimensionalen Punktgitters die oben behauptete Ungleichung (3)
nachgewiesen werden.

A. Vier reelle konjugierte Korper.
Die quadratische Form

T (g X, gy %) == (3~ 0 Xy =+ 003 ¥y + 0, %)) 4 (¥, + 05 29 + 0f 1y + 01 )
+ (%, + 0¥ 2, +of 2, + 0] 1)+ (v, + 08 v, + of v+ o v)? =
— p2 2 2 2
— 7 + 9, + 93+ ¢

enthalte in jeder Klammer eine Basisform je eines der vier reellen
konjugierten Korper. Sie ist positiv definit, ihre Diskriminante ist
¢léich der Diskriminante des biquadratischen Korpers K und das
Minimum der Form ist 4. Fiir ganzzahlige x,, %,, 15, %, sind ©,, 0y, 5, ¢,
selbst vier konjugierte ganze algebraische Zahlen, die einer Gleichung
vierten Grades genligen, deren letzter Koeffizient |¢, ©, o, ,. un-
bedingt == 1 sein muf}, so dafl auch fiir die positive Quadratwurzel
aus |, e 9, ¢,| die Ungleichung \/|go1 0, 9, 0, | =1 gilt. Aus dieser
Ungleichung aber folgt nach dem Satze iiber das geometrische und
arithmetische Mittel sofort die Ungleichung

R+ e=t

Bestimmen wir zu der quadratischen Form f (1, %,, %,, x,) eine
idquivalente reduzierte Form, so bleibt zunichst das Minimum der
Form als Invariante der Klasse erhalten; auch die einzelnen Basis-
formen in den Klammerausdriicken bleiben Basisformen derselben
algebraischen Zahlkorper, denn die Substitutionen des Reduktions-
prozesses haben alle die Determinante +-1. Die so erhaltene redu-
zierte quadratische Form

1§ (g Vg Hgs 4y) == (W) g Xy g Xy =+ 0 %)) (¥ p2%y +phvy 4+ plva)? +

’ 1, v e N (v e M "y 2
A (g 0y 4 pllvy + pll )2+ (o 8y 0y o 2 =
i

_ Z IJ,'/‘»A’,','L’L, (4-)
Lh=1
ist der urspriinglichen Form ganz ihnlich. Die in den einzelnen
Klammerausdriicken nun erscheinenden Minimalbasen werden nach
Furtwédngler reduzierte Minimalbasen genannt. lhre Existenz foigt
unmittelbar aus der Existenz der reduzierten Form.

Wir betrachten nun den Zahlkdrper K (p,). Da die Relativ-
korper bereits untersucht wurden, kann vorausgesetzt werden, daf§
dieser Zahlkorper keinen quadratischen Unterkdrper besitze. p, ist
demnach sicher eine Irrationalzahl vierten Grades; sie genlige der
irreduziblen Gleichung

via B3 +a, v +a,v+a, = 0.
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Die Diskriminante ) des biquadratischen Kdrpers sei gegeben.
Da D zugleich die Diskriminante der obigen reduzierten Form ist,
so lassen sich aus den Reduktionsbedingungen (1), (2) und aus der
Ungleichung (3) Grenzen fiir die elementarsymmetrischen Funktionen
von p, und seinen Konjugierten gewinnen. Es ergeben sich folgende
Ungleichungen fiir die Gleichungskoeffizienten:

}a’l| =¢ (¢=0,1,2),

1 3/ )
i) (C‘z - \/[)) é ay g D) (02—4)1
Ly =T 1 Dy =
i =qg 7 ()
1
4y = Iy VD
wenn a, >0 und
D
| = \, 8

wenn a, << 0 und a,=3=0.
Damit ist die Moglichkeit gegeben, zu jedem Werte D jene

biquadratischen Zahlkérper aufzusuchen, die eine Diskriminante = [

besitzen. Setzen wir D =725, so nehmen die Ungleichungen ()

folgende Gestalt an:

=0, —4=a,=-2,

=2,qla, =1, —8=<a,=—1,

=2, —2=a,= 0

a,>0,a,0 la,i =6,
a,| =53, a, =0:1a,] =6,

ay, << 0,a,50:la;| = 0.

3

Von den vielen Gleichungen, deren Koeffizienten obigen Be-
dingungen gentligen, kann eine stattliche Menge ausgeschaltet
werden. Zundchst fillt die Hailfte jener Gleichungen weg, die
durch die Substitution ¥ - —a ineinander ubergehen. Es sind dem-
nach fiir den ersten Koeffizienten a, nur die Werte 0, 1,2 zu
nehmen und im Falle ¢, = 0 fiir den dritten Koeffizienten nur die
positiven Werte zu beriicksichtigen. Ferner miissen die Koeffizienten
a, und a, der Bedingung

4=<ai—2a,=<8 (6)

genligen, wie sich aus den Reduktionsbedingungen (1), (2) und der
Ungleichung (3) leicht ergibt. Weitere Bedingungen, die fiir die
Ausschaltung besonders giinstig wirken, konnen mittels des Sturm-
schen Satzes hergeleitet werden. Aus der Ungleichung (6) folgt,
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dal die Wurzeln der in Betracht kommenden Gleichungen in dem
Intervalle (—3, +3) liegen miissen. Da nun die Gleichungen vier
reelle Wurzeln haben sollen, so mufi die Sturm’sche Kette fiir die
Werte —-3, +3 vier Zeichenwechsel verlieren, was folgendes
Schema gibt:

-3 | +3

f () + +
fan=H® — +
L+ +

S — 1+
L+ +

Jede Funktion dieser Kette liefert zwei Bedingungen fir die
Gleichungskoeffizienten. Besonders die Funktion f, (¥) wirkt durch
die aus dem Schema sich ergebenden Ungleichungen

Sy (—3) << 0, S (+3)=0

derart glinstig, da nur mehr wenige Gleichungen fiir die weitere
Untersuchung tibrig bleiben. Von diesem Reste besitzt der grofiere
Teil der Gleichungen negative Diskriminanten. Schaltet man {ibei-
dies die reduziblen Gleichungen aus, so verbleiben nur noch die
folgenden flinf Gleichungen:

a, ] a, i a, a, | Gleichungsdiskriminante
_ —7| ———— —

0 |—4] 0] 1 2304

0 4 1|1 1957

O 1—4] 0] 2 2048

1 —3 —1| 1 725

2 | —2 —3, 1 725

Die Gleichungsdiskriminanten sind in allen fiinf Féllen zugleich
die Korperdiskriminanten der entsprechenden Zahlkdrper. Die beiden
letzten Gleichungen

ri4a8--3a2—y+1 =0 und #*+42+5—222—-3xr4+1=0

sind algebraisch abhédngig. Sie zerfallen im quadratischen Korper
R (\/ d) in zwei Faktoren

, | I ,
¥+ (1—\/5)1»—1‘ ¥+ -,17-(1 +\/5)x——1J:O,

ar— ] B+ [y 3 V)| =0
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Aus den Wurzeln ergeben sich die beiden Zahlkorper

K(\/7+2 \/E) und I((\/?i—?ﬁ>,

die einzigen biquadratischen Zahlkorper, welche in diesem Falle
die Kkleinste Diskriminante 725 besitzen.

B. 2 reelle und 2 imagindre konjugierte Kdorper.

Es seien (I, g, Oy, o,), (1, wh, wh, wy) Minimalbasen der zwei
reellen und (1, of, 0f, 0}), (1, o, of’, ©f’) Minimalbasen der zwei
imagindren Korper. Wir betrachten die quadratische Form

J (%9, 2, %) = (¥ 0, %, + 05 7y 0, %) 2+ (3, + 05 %, + 05 ¥, + 0 ,) 2+

a4 " ", n .. n ., " ..
+ 2 (%, + @f v, + 0f 2, + 0fx,) (2, + 037 v, 05" v 4o 1)

Diese Form ist positiv definit, ihre Diskriminante ist bis auf
das Vorzeichen gleich der Diskriminante des biquadratischen Zahl-
korpers und ihr Minimum betrigt 4. Die dieser Form entsprechende
reduzierte Form ist analog gebaut; es ist bloffi der Bezeichnung
wegen in der obigen Form an Stelle der o; Uberall p; zu setzen.
An diese reduzierte Form schlieit die weitere Betrachtung an.

Der Korper K(p,) besitze keinen quadratischen Unterkorper,
so dafi p, sicher Wurzel einer irreduziblen Gleichung vierten Grades

P Ha ¥ taxt+av+a, =0

ist. Aus den Reduktionsbedingungen (1), (2) und aus der Unglei-
chung (3) ergeben sich sofort

o0/ "+ =2 und 4 = (24 2Hp2 ") S /=D
oder
p+p+20=c, 4= (p*+p2+206°+21) = d,

wenn wir flir ¢ = a+it, ¢/ = 6—ir, \/—D = d setzen und fiir ¢
nur die Werte =+ 2, 4+ 1, O zulassen.

Die Gleichungskoeffizienten a,, a, und a, sind Funktionen der
Groflen p, ¢/, 6, t. Durch die beiden Bedingungen

1.
26 =c—p—p' und o®+12 = - (d—p>—p?)

lassen sich noch zwei Verdnderliche eliminieren, wobei fiir ¢ nur
die Werte ==2, == 1, O in Betracht kommen und fiir 4 der grofite
Wert d = \”/—D zu nehmen ist. Aus einer geometrischen Be-
trachtung dieser Funktionen gewinnt man wieder Grenzen fiir die
Gleichungskoeffizienten. Fir D —= — 275 ergeben sich folgende
Intervalle
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a,=0:—3=a,=3, 0=a,=3,
0=a,=28a, =1 —2=a,<3, —4=4g,=3, |a,]| =2;
a=2 —1=a,=4, —4=a, =4,

hiebei ist schon beriicksichtigt, dafl von zwei Gleichungen, die durch
die Substitution - —x ineinander libergehen, nur eine im Bereiche
vorkommt. Die Untersuchung liefert die beiden Gleichungen

4243 —1—1 =0 und 2*4+23—221—1 =0,

1. .
die durch die Substitution ¥ — ineinander ibergehen. Aus den

Wurzeln dieser Gleichungen ist zu erkennen, daB der reelle Korper
]((\/3+2 \/g) und der imagindre Korper K(\/S—2 \/3) die ab-
solut kleinste Diskriminante — 275 besitzen.

Die vorher bestimmten Grenzen der Gleichungskoeffizienten
bleiben auch fiir D — —283 erhalten, so dafi also in diesem Be-
reiche auch alle Korper mit einer Diskriminante |D|= 283 ver-
treten sein miissen. Aufler D = —275 existiert jedoch keine ab-
solut kleinere Diskriminante. Die Korper mit der Diskriminante
D = —283 sind definiert durch die Gleichungen:

wt—2224+ x +1=0,
e 8 —2424+1 =,
4+ v —1=0,
4+ BP—1 =0,

die voneinander algebraisch abhdngig sind.

C. Vier imagindre konjugierte Koérper.
Die quadratische Form
1 (3, Xy Xgy 2,) == (¥ + 00, %y 4+ 0, 7y 4 0, %) (¥] + 057, + 04 1, + 0l x,) +
+ (x, + 0 2, + of 1, + o) 1) (v, + 0 2,4+ of v, + ) x,)
enthalte in jedem Klammerausdrucke eine Basisform eines der vier

konjugierten Korper. Die Form ist wieder positiv definit, hat das
Minimum 2 und ihre Diskriminante

D)= 15D,

wobei D die Diskriminante des biquadratischen Korpers bedeutet.
Aus der entsprechenden reduzierten Form lassen sich wieder Grenzen
flir die Gleichungskoeffizienten gewinnen, die in diesem Falle, fiir
D = 117 gesetzt, folgende Gestalt annehmen:

la,| <2, —2=a,=4, |4,/ =4 a,=1.
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Die weitere Untersuchung gestaltet sich analog den vorher-
gehenden Fillen und ergibt die imagindren Korper

]((\/jl__F?\/::S) und K (\/— 1—2y/— 3)

mit der kleinsten méglichen Diskriminante +117.

Die absolut kleinsten Diskriminanten der biquadratischen Zahl-
korper sind 725, —275, 117, je nachdem von den vier konjugierten
Korpern alle vier reell, zwei reell und zwei imaginidr oder alle vier
imagindr sind. Die folgende Ubersicht gibt die entsprechenden
Zahlkorper an:

D Zahlkorper
725 | K(\/7+2 5), K(\/7—2/5),
_ (V3+2 v5), K(\V/3=2 yv5),

~1

K K
11 ‘A(\/—1+57__) c(\/—1—2y/—3).

Die Zahlkorper einer jeden Zeile sind einander konjugiert aber
nicht identisch. Es ist bemerkenswert, daf diese biquadratischen
Kérper quadratische Relativkdrper tber den quadratischen Kérpern
mit absolut kleinster Diskriminante sind.
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