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Einleitung.
Die algebraische und die Differentialgeometrie der isotropen 

Ebene sind durch E. S t u d y , 1 H. B e c k 2 und den Verfasser3 sehr 
eingehend entwickelt worden. Über die wesentlich anziehendere 
Geometrie des isotropen Raumes hat aber bisher nur der Ver­
fasser4 eine Reihe von Untersuchungen vorerst algebraischer 
Natur mitgeteilt. Diese Untersuchungen sollen nun in einigen 
Arbeiten nach der Seite der (reel len)  D i f f e r e n t i a l g e o m e t r i e 5 
ergänzt werden, wobei zweckmäßig die T h e o r i e  der  R a u m ­
kurven6 an die Spitze gestellt wird.

Ein linearer Teilraum I z des euklidischen i?4 wird als i so t r o p  
bezeichnet, wenn er die quadratische Maßfläche des i?4 berührt, 
d. h. wenn er die im Fernraume des i?4 befindliche nullteilige 
absolute Fläche nach einem Kegelschnitte schneidet, der in ein 
Geradenpaar zerfällt. Auf dieses sich schneidende Geradenpaar 
als absolutes Gebilde gründet sich die Metrik des isotropen Raumes 
und diese Metrik wird reguliert durch eine komplexe quadratische 
Differentialform, deren Rang bloß zwei ist. Die zehngliedrige 
Gruppe der Bewegungen G1Q des euklidischen i?4 induziert in

1 E . S tu d y , Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven, Trans. 
Amer. Math. Soc., 10 (1909), S. 1— 49.

2 H . B e c k , Zur Geometrie in der Minimalebene, Sitz.-Ber. Berl. Math. 
Ges., 12 (1912), S. 14— 30.

3 K . S tr u b e c k e r , Über die L ie ’ sehen Abbildungen der Linienelemente 
der Ebene auf die Punkte des Raumes, Monatshefte f. Math. u. Phys., 42 (1935), 
S. 309— 376.

4 K . S tr u b e c k e r , Beiträge zur Geometrie des isotropen Raum es, Journ. 
f. reine u. ängew. M ath., 178 (1938), S. 135— 173.

5 Darüber hat Verfasser schon in einem Vortrage in H a m b u r g  am  
4. März 1941 berichtet.

G Über sie referierte Verfasser auch am 21. März 1941 in der W ie n e r  
M a th e m a tis c h e n  G e s e lls c h a ft .
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2 K . S tr u b e c k e r ,

dem isotropen Teilraume die G7 seiner a l l geme i nen  Bewe­
gungen.  Auf eine darin invariant enthaltene G6 werden sich 
unsere Untersuchungen stützen.

Ein so definierter isotroper Raum I 3 ist natürlich stets 
komplex.

Um nun zu ree l l en F i g ur e n  zu kommen, sehen wir von 
dieser Herkunft ab und definieren fortan als einen „ isotropen 
R a u m “  einen solchen ree l l en Raum,  dessen Metr ik von 
e i nem k o n j u g i e r t - k o m p l e x e n  Paare  v o n  Geraden der 
Fe r n e b e n e  r eg u l i e r t  wird.

Wir wählen günstig das Paar
t =  0, x2-\-y2 =  0,

so daß die 2-Richtung eine reelle Nullrichtung, nämlich die „voll­
isotrope Richtung“ wird. Das positiv-definite Bo g ene l ement  ds 
des isotropen Raumes wird dann nämlich die Form haben:

ds2 =  d x2-\-dy2.
Der R a n g  des Bogenelements ist also bloß zwei.  Und dieser im 
Vergleich zur euklidischen Raumgeometrie vorhandene Rang­
verlust verleiht der Me t r i k  des isotropen Raumes einen einfach- 
s i ngulären Charakter ,  der auch das Interesse begründet, 
das unsere Betrachtungen im Hinblick auf bekannte Arbeiten 
von J. L e n s e 7 verdienen, in welchen im Wesen Mannigfaltig­
keiten Vm eines e u k l i d i s c h e n  R„ untersucht werden, deren 
Bogenelement ds von einem Range r <  m, vorzüglich aber vom 
Range r =  0 ist. Als eine solche Mannigfaltigkeit V 3 aus einem 
euklidischen (oder aus Realitätsgründen: pseudoeuklidischen) R4 
kann ja auch unser „isotroper Raum“ (den J. Lense einen „ein­
fach-isotropen linearen R 3 des euklidischen i?4“  nennen würde) 
aufgefaßt werden.

Es wird sich zeigen, daß man die Differentialgeometrie des 
isotropen Raumes t r o t z  der  S i n g u l ar i t ä t  des Bogen- 
e l eme n t e s  in einer staunenswert weitgehenden Analogie zur 
Differentialgeometrie des euklidischen Raumes aufbauen kann. 
Diese Analogie umfaßt, um nur zwei Be i sp i e l e  zu nennen, eben­
sosehr die Theorie der Bertrand-Kurven wie die Theorie der 
Flächen konstanter (geeignet definierter) Krümmung. Sie wird 
anderseits, wie im Zeichen der Rangerniedrigung des Bogen­

7 Vgl. J. L e n se , Über die Ableitungsgleichungen der ametrischen Mannig­
faltigkeiten, Math. Zeitschrift, 34 (1932), S. 721-— 736, und die dort angeführten 
älteren Schriften. Ferner: Über Kurven m it isotropen Normalen, Math. Ann.,
112 (1935), S. 139— 154, in s b e s o n d e r e  § 6 . Über isotrope M an n ig fa ltig k eiten , 
M ath. A nn., 116 (1939), S. 297— 309.
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Differentialgeometrie des isotropen Raumes, I. 3

elementes nicht anders zu erwarten ist, auch des öftern abbrechen 
oder trivial werden, z. B. meist dort, wo die hier identisch ver­
schwindende Gaussische oder a bs o l u t e  K r ü m m u n g  des Bogen­
elementes der Flächen ins Spiel kommt.

Der tiefere Grund für die erwähnte überraschende Analogie 
zwischen der euklidischen und der isotropen Differentialgeometrie 
ist aber wohl der, daß man sich in beiden Fällen auf sechsgliedrige 
Bewegungsgruppen ihrer Räume stützen kann, deren differentielle 
Invariantentheorien in einem gewissen Umfange analog entwickelt 
werden können.

I. Metrik und Bewegungen des isotropen Raumes.
1. Wir verstehen unter einem i so t r open  Raum / 3 einen 

solchen kartesischen Raum, dessen Metrik reguliert wird von einem 
Maßkegelschnitte, der in ein schneidendes Geradenpaar (4, i2) 
zerfallen ist. Für die Zwecke der Differentialgeometrie ist es 
günstig, sich dieses Geradenpaar in der Fernebene w

w. . .x 0 =  0 (1, 1)

des Raums zu denken, die wir auch als abs o l ut e  Eb e n e  be­
zeichnen, und sie durch die beiden konjugiert-komplexen Geraden

x0 = 0 1  x 0 =  0 \ _
x 1-sr ix2 =  0 j ll’ x 1—  ix2 =  0 j lz ^

zu realisieren. Dieses a b s o l u t e  G e r a d e n p a a r  schneidet sich 
im abso luten P u n k t e  U des isotropen Raumes

U =  (0,0,0,  1). (1, 3)
Die gewählten Koordinaten denken wir uns kartesisch und 

setzen bei eigentlichen Punkten
Xq :rx x2 x 3 =  1 x y z. (1, 4)

Wegen des selbstdualen Charakters des Maßgebildes ist 
auch die Metr i k  des i s o t r o p e n  Raumes  in s i ch dual .

Wir bezeichnen eine eigentliche komplexe Gerade,  die nur 
eine der beiden absoluten Geraden trifft, als i so t rop .  Eine eigent­
liche Gerade, die beide absoluten Geraden ^ und i2 schneidet, also 
-2-parallel ist und den absoluten Punkt U enthält, nennen wir 
dagegen v o l l i s o t r op .  Metrisch dual zu vollisotropen Geraden 
sind jene Ferngeraden, die nicht durch U laufen. Die durch U 
gehenden Ferngeraden stehen sich selbst dual gegenüber. Eine
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4 K . S tr u b e c k e r ,

weder isotrope noch vollisotrope eigentliche Gerade wird al« 
nichtisotrop bezeichnet.

Zwei eigentliche Punkte ,  deren Verbindungsgerade voll­
isotrop ist, nennen wir paral lel .  Metrisch dual hiezu sind nämlich 
zwei solche par a l l e l e  Ebenen, deren gemeinsame Ferngerade 
nicht durch den absoluten Punkt geht.

Eine Eb e n e  e=jrw» welche den absoluten Punkt U, aber 
keine der beiden absoluten Geraden enthält, nennen wir isotrop. 
Metrisch dual dazu sind die Fernpunkte, welche nicht den ab­
soluten Geraden angehören. Eigentliche Ebenen durch eine 
der absoluten Geraden heißen v o l l i s o t r o p .  Metrisch dual zu 
ihnen sind die Punkte der beiden absoluten Geraden, soweit sie 
vom absoluten Punkte U verschieden sind. Dual zur Fernebene <,> 
ist der absolute Punkt U.

2. Das absolute Geradenpaar (2) gestattet eine achtgliedrige 
Gruppe Gs von kollinearen Automorphien, die wir als die Ähn­
l i c h k e i t e n  des isotropen Raumes bezeichnen. Ihre Darstellung ist:

In G8 ist für hl+h l =  1, c3 =  1 eine ausgezeichnete Unter­
gruppe G6 enthalten, deren Transformationen wir als die Be 
w e g u n g e n  des isotropen Raumes, kürzer oft als i s o t ro pe  Be­
w e g u n g e n  bezeichnen wollen.8 Wir können sie so beschreiben:

Wir werden den Normalriß einer Figur auf die Ebene 
z =  0 in Hinkunft gerne als ihren „ G r u n d r i ß “  bezeichnen. 
Die Ebene z — 0 soll daher als die „ G r u n d r i ß e b e n e “ benannt 
werden. Dann folgt aus den beiden ersten Gleichungen (6) der 
grundlegende Satz:

3 In der von mir früher 4 geprägten Terminologie sind es genauer die 
„ u n im o d u la r e n “  B e w e g u n g e n  von I 3. Es sind dies Sonderfälle der „m odu ­
la r e n  B e w e g u n g e n “ , welche nämlich lediglich das Bogenelement, nicht aber 
auch die Rauminhalte unverändert lassen. Für sie wäre in (5) nur h\-\-h\ =  1 
zu nehmen. Sie bilden eine schon in der Einleitung erwähnte 0 1, in der unsere 
auch volumstreue (?6 invariant enthalten ist.

x' =  a+hiX— h2y 
y ' =  b + h ^ x+ h ^  
z' =  c +  cxx + c 2y-{-czz

x =  a -fcos cp. x— sin cp. y
y — b +  sin cp. :r+cos cp .y  . . .Gg. (1,6)
z' =  c -\- cx. x-\- c2.y  +  z
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Differentialgeometrie des isotropen Raum es, I. 5

Eine B e w e g u n g  des i s o t r o p e n  R au m es äußert  
sich im G ru n drisse  als g e w ö h n l ic h e  ebene  e u k lid is c h e  
Bewegung.

3. Gegenüber Bewegungen (6) des isotropen Raumes haben
die beiden n i c h t p a r a l l e l e n  P u n k t e  P =  (x, y , z) und P* =  
(r* y*i z*) 2/) y *) e*ne 111 v a r iante,  nämlich ihren
Abstand d, definiert durch

d2 =  (x*— x )2-\-(y*— y)2. (1, 7)
Falls sie aber p a ra l le l  sind, d. h. (x, y) =  (x*, y*) ist, verschwindet 
ihr Abstand d identisch. Als E rsa tz  existiert aber dann eine In­
variante 5, die sogar rational ist, nämlich

s =  z*— z, (1, 8)
die wir als die Spanne  der beiden parallelen Punkte bezeichnen. 

Dual hiezu haben die beiden n i c h t i s o t r o p e n  E b e n e n

2 =  ux-\-cy-\-w |
z — u*y-\-D*y-\-w*, /

falls sie nicht parallel sind, d. h. (u, c) 4= (u*, v*) ist, als Invariante 
einen Wi nk e l  $, definiert durch

ft2 =  (u*—  u)2+ (v* — v)2. (1, 9)
Falls sie parallel sind, d. h. (ii, v) =  (u*, v*) ist und ihr W inkeln also 
identisch verschwindet, existiert wieder als Ersatz ,  eine sogar ratio­
nale Invariante, nämlich ihr P a r a l l e l a b s t a n d  m

o =  w*— w. (1, 10)
4. Wie man leicht nachweist, führt das N u l l sy s t e m 9̂

z— Z =  X  y-— Y x, (1, 11)
welches das absolute Gebilde des isotropen Raumes in sich trans­
formiert, zwei nichtparallele Punkte in zwei nichtparallele Ebenen 
und zwei parallele Punkte in zwei parallele Ebenen über, wobei 
die Werte korrespondierender Invarianten (7) und (9), bzw. (8) 
und (10) ungeändert bleiben.

Durch das Nullsystem (11) wird jeder Raumfigur /  eine 
duale Figur F  zugeordnet, wobei die Invarianten dualistischer 
Elernentenpaare wertegleich sind. Man kann sagen, /  und F  seien 
dual kongruente  Figuren.

Analoges gilt, wenn man an die Stelle des Nullsystems -ft 
die P o l a r i t ä t  des P a r a b o l o i d e s
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6 K . S tr u b e c k e r ,

1
z =  ~2 (%2+ y 2) (1,12)

setzt. Jedoch ändern dann die Invarianten paralleler Elemente 
die Vorzeichen ihrer Werte.

5. Als e l e m e n t a r g e o m e t r i s c h e  D e u t u n g  des Ab­
standes  d zweier nichtparalleler Punkte P  und P* erhält man 
nach (7) einfach den gewöhnlichen Abstand ihrer Grundrisse. 
Der W i n k e l  den zwei nichtparallele und nichtisotrope Ebenen 
nach (9) bestimmen, läßt u. a. folgende e l eme nt ar e  Deutung 
zu: Die Normalen, welche man aus dem Punkte R =  (0, 0, 1) 
auf die beiden Ebenen fällen kann, treffen die Grundrißebene z.

7C. . .z =  0 (1, 1 3 )
in zwei Punkten, deren gewöhnlicher Abstand gleich ist dem Winkel 
der Ebenen.

6. In der metrischen Dualität entsprechen sich auch die 
Invarianten zweier n i c h t p a r a l l e l e n  i s o t r o p e n  Ebenen t1( >2 
und —  dual —■ zweier n i c h t p a r a l l e l e r  F e r n p u n k t e  Cx, C2, 
d. h. solcher, deren Verbindungsgerade nicht durch den absoluten 
Punkt U des isotropen Raumes geht. Sind nämlich Lx und L2 
die beiden im Büschel (yi, y2) enthaltenen vollisotropen Ebenen, 
bzw. Jx und J2 die beiden Schnittpunkte der Punktreihe (Cx, C2) 
mit den absoluten Geraden i2 (2), so kann man als Winkel  y. 
der beiden nichtparallelen isotropen E b e n e n  definieren:

x =  ~ ln  jDF(yiY2'-1'-2) (1,14)

und als A b s t a n d  k der beiden nichtparallelen Fer npunkt e :

k =  ± \ n D V ( C 1C ,J 1J1). (1,15)

Sind aber die beiden i s o t r o p e n  E b e n e n  yi und y2 parallel
und sind auch —  dual —  die beiden F e r n p u n k t e  C1 und C«
paral lel ,  d. h. enthält ihre Verbindungsgerade den absoluten
Punkt U (3), so kann man sie durch folgende nor mi er t e  Glei­
chungen, bzw. Koordinaten darstellen:

Yi. . sin cp.z+cos y .y + h x =  0,  ̂ ^  ^
y2. . . —  sin cp. rc+cos v.y-\-h2 =  0, }

Und Cx =  (0 cos rp sin cp hx), ) ^
C2 — (0 cos cp sin cp h2). f ’
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Differentialgeometrie des isotropen Raumes, I. 7

Die Bezeichnung ist dabei so gewählt, daß sich die beiden 
jülementenpaare im Nullsysteme % (11) entsprechen. Die
Bewegungsinvarianten der Elementenpaare (16) bzw. (17) sind 
ls0 w erteg le ich , nämlich gleich h2— hx. Dabei bezeichnen wir

X =  h2— hx (1, 18)
a l s  die E n tfern u n g  der beiden pa r a l l e l e n  i s o t r o p e n  E b e n e n  
(16), bzw.
1 l =  h2— Jh (1 , 19)

als die Sperrung  (oder Ö f fnu n g)  der beiden p a r a l l e l e n  F e r n ­
punkte (17).

Zur e l em e n tar en  D e u t u n g  dieser beiden Invarianten 
sei bemerkt, daß die E n t f e r n u n g  X zweier p a r a l l e l e n  i s o ­
tropen E b e n e n  y i  und y 2 übereinstimmt mit ihrem gewöhnlichen 
euklidischen N o r m a la b s ta n d .  Die S p e r r u n g  oder Ö f f n u n g  
der beiden para l le len  F e r n p u n k t e  Cx und C2 aber kann man 
elementar u. a. so erhalten: Man verbinde diese Fernpunkte etwa 
mit dem Ursprung 0  und schneide die Verbindungsgeraden mit 
dem E i n h e i t s z y l in d e r  x 2-\-y* =  1. Die entstehenden Schnitt­
punkte Ci =  (cos cp, sin cp, hx) und C;2 —  (cos cp, sin cp, h2) haben 
dann die Spanne l.

7. Eine wichtige A n w e n d u n g  erfahren diese metrischen 
Grundbegriffe bei der Definition der beiden B e w e g u n g s i n v a r i a n ­
ten zweier  G e rade n  cx und c2 des isotropen Raumes, die wir 
gleich der Einfachheit halber als nicht parallel voraussetzen. 
Je nachdem ihre Fernpunkte Cx und C2 dann nicht parallel oder 
parallel sind, haben wir zwei  wesensverschiedene Fä l le  zu 
unterscheiden:

a) Zwei  G e ra de n  cx und c2 m it  n i c h t p a r a l l e l e n  F e r n ­
punkten Cx und C2 lassen sich mit dem absoluten Punkte U (3) 
durch zwei nichtparallele isotrope Ebenen y l5  y 2 verbinden und 
deren vollisotrope Schnittgerade n übernimmt die Rolle des 
Gemeinlotes  der beiden Geraden. Man erklärt nun als W i n k e l  
der Geraden den nach (14) definierten Winkel % der beiden iso­
tropen Ebenen y x , y 2 . Man kann ihn in elementarer Weise aus 
dem Grundrisse ablesen. Ferner erklärt man als L o t s p a n n e  
der beiden Geraden die nach (8) definierte Spanne s der beiden 
vom Gemeinlot n auf ihnen bestimmten parallelen Punkte.

ß) Zwei G erade n  cx und c2 mit p a r a l l e l e n  F e r n p u n k t e n  
Cx, C2 lassen sich mit dem absoluten Punkte U durch zwei parallele 
isotrope Ebenen y 1? y 2 verbinden. Ihr Gemeinlot rückt in die
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8 K . S tr u b e c k e r ,

Fernebene. Man erklärt als A b s t a n d  der Geraden die durch (ig\ 
definierte Entfernung X der beiden parallelen isotropen Ebenen und 
als ihre S p e r r u n g  die nach (19) definierte Sperrung l ülrer 
parallelen Fernpunkte.

Man zeigt leicht, daß durch seine beiden Invarianten ein 
Geradenpaar bis auf Bewegungen des isotropen Raumes fest­
gelegt ist. Natürlich sind diese Invarianten paarweise dual.

Es folgt, daß die in einem festen Punkte P  auf eine nicht­
isotrope Gerade a errichteten N o r m a le n  b sämtlich in einer iso­
tropen Ebene liegen. Diese i s o t r o p e  N o r m a le b e n e  ist zum 
Grundrisse o! von a euklidisch senkrecht.

Es folgt weiter, daß zu einer n i c h t i s o t r o p e n  Ebene 
l e d i g l i c h  die  v o l l i s o t r o p e n  G eraden  n o r m a l  sind.

8. W ir benötigen noch die Invariante, welche einer nicht- 
isotropen G e r a d e n  g und einer ebensolchen sie schneidenden 
E b e n e  p zukommt. Wir legen durch g die isotrope Ebene und 
schneiden sie mit p, wodurch die nichtisotrope Gerade h entsteht. 
Dann soll die nach Nr. 7ß) definierte Sperrung der beiden schnei­
denden Geraden g und h als die bewegungsinvariante „B ösc h u n g “ 
oder „ N e i g u n g “  der G erade n  gegen die E ben e  bezeichnet 
werden.

Dual hiezu ist der A b s t a n d  eines eigentlichen Punktes  P 
von einer nichtisotropen Geraden  g. Er äußert sich als eukli­
discher Abstand der Grundrisse dieser beiden Figuren.

M e tr i s ch  dual  zu einer  B ösch un gstorse  ist also 
im i s o t r o p e n  R a u m e  eine K u r v e  auf  e inem Dreh­
z y l in d e r  m i t  v o l l i s o t r o p e r  A ch se n r i c h t u n g .

9. Die durch die Bewegungsgruppe G6 des isotropen Raumes 
in einer beliebigen n i c h t i s o t r o p e n  E b e n e  in d u z ie r te  Geo­
m etr ie  ist nach obigen Betrachtungen jene p a r a b o l i s c h e  Geo­
metrie, welche durch die beiden verschiedenen konjugiert-kom- 
plexen Schnittpunkte Jx und J2 der Ebene mit den absoluten 
Geraden (2) als absolutes Punktepaar regiert wird. Sie ist daher 
im Grundrisse identisch mit der gewöhnlichen euklidischen Geo­
metrie und auch die von G6 in ihr induzierte Bewegungsgruppe G3 
äußert sich (vgl. Nr. 3) im Grundrisse als jene der euklidischen 
ebenen Bewegungen.

I n s b e s o n d e r e  ist die D i f f e r e n t i a l g e o m e t r i e  einer 
e b e n e n  K u r v e ,  fal ls  die K u r v e n e b e n e  e ig en t l i c h  und 
n i c h t i s o t r o p  ist, i d e n t i s c h  m it  der g e w ö h n l i c h e n  eukli­
d i s c h e n  D i f f e r e n t i a l g e o m e t r i e  des Kurvengrundrisses.
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Differentialgeometrie des isotropen Raum es, I . 9

10. Ist die E be n e  aber i so t ro p ,  so sind die nach (7) er­
klärten Winkel ihrer (eigentlichen) Geraden stets Null. Irgend 
zwei n i c h t para l le le  G eraden  c1? c2 haben dann nach Nr. 7 ß) 
eine invariante Sperrung ,  bzw. —  falls sie paral le l  sind —  eine 
in vollisotroper Richtung zu messende Spanne.

Einen Einblick in die G eom etr ie ,  insbesondere in die sehr 
einfache D i f f e r e n t i a l g e o m e t r i e  einer i s o tro p en  E b en e  
erhält man, wenn man die Wirkung untersucht, die jene Unter­
gruppe unserer Bewegungsgruppe G6 des Gesamtraumes, die sie 
festläßt, in ihr hervorruft. Als diese isotrope Ebene wollen wir, 
was wegen der Bewegungsinvarianz der Betrachtung kein Ver­
lust an Allgemeinheit ist, etwa die Ebene

y =  0 ( l,  20)

nehmen. In ihr induziert aber die Gruppe G6 zufolge (6) die drei­
gliedrige Gruppe G3:

x' - a-\-x
. . . C 3 (1 , 21)2!  =  c+ c xx + y ,

die man in der Geometrie der isotropen Ebene nach H. B e c k 2 
als ihre „G r e n z g r u p p e“  von B e w e g u n g e n  bezeichnet.

Das B o g e n e l e m e n t  hat dann die Form

ds =  dx. (1, 22)

Ist nun das Paar der nichtisotropen G erade n  
y -

(1, 23).
y =  h2x + n 2

gegeben, so lautet ihre Sperrung  nach Nr. 7 ß) und Formel (19)*

l =  h2— hx (1, 24);
und ist weiter

z =  f ( x )  (1, 25)

eine beliebige ableitbare K urve in der isotropen Ebene, so wird 
man als eine Art „ K rü m m u n g “  definieren den Quotienten aus 
Kontingenzsperrung und Bogenelement, also den Ausdruck

x. = lim  = f „ ( x ) _
dx—v 0 dX

(1 , 26)?
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1 0 K . S tr u b e c k e r ,

H. B e c k 2 hat diese Krümmungsgröße als ,,Abweichung“ 
der Kurve (von einer Geraden) bezeichnet. Sie ist konstant 
etwa

v* =  2 A =  konst., (1, 27)

für die Parabeln vollisotroper Durchmesserrichtung

z =  A x 2+ B x + C ,  ( l ? 28)

die man sinngemäß (weil ihre in U zusammenfallenden Fern­
punkte dem absoluten Gebilde angehören) mit E. S tu dy  als
„ p a r a b o l i s c h e  K r e i s e “ oder als K re ise  der isotropen 
E b e n e  bezeichnen wird. Für den elementargeometrischen 
P a r a m e t e r  M  dieser Parabel und seinen Zusammenhang mit 
der Abweichung findet man

V =  2 A =  -* • (1, 29)

Übrigens sind die Kurven der isotropen Ebene durch ihre 
„ n a t ü r l i c h e  G l e i c h u n g “ =  %* (s) bis auf Grenzbewegungen 
(21) eindeutig bestimmt.

Eine Diskussion der Geometrie in den (komplexen) voll- 
i s o t r o p e n  E b e n e n  kann vorerst an dieser Stelle unterbleiben.

Da ihr Bogenelement identisch verschwindet, handelt es 
sich bei ihnen um a m e tr i s c h e  E benen  im Sinne J. Lense’s.7)

11. W ir bezeichnen als K r e is e  des isotropen Raumes jene 
Kegelschnitte, welche beide absoluten Geraden schneiden. Sie 
enthalten also die absoluten Punkte ihrer Ebene, sind daher für 
nichtisotrope Ebenen E l l ip s e n  mit kreisförmigem Grundrisse 
und für isotrope Ebenen, wie schon erwähnt, P a r a b e ln  voll- 
isotroper Durchmesserrichtung.

Als K u g e ln  bezeichnen wir die regulären Flächen zweiter 
Ordnung, welche die beiden absoluten Geraden ix und i2 (2) ent­
halten, also die Drehparaboloide vollisotroper, d. i. z-paralleler 
Durchmesserrichtung:

2 pz =  (z2+ 2/2) + 2 ax-j-2 by-\-c. (1, 30)
Die Größe p ist auch eine isotrope Bewegungsinvariante, 

die wir den P a r a m e t e r  der Kugel nennen. Jede Kugel gestattet 
eine dreigliedrige Gruppe von B e w e g u n g e n  in sich. Jeder 
Durchmesser bestimmt nämlich eine eingliedrige Gruppe von 
D r e h u n g e n  der Kugel .

Ein (singulärer) G r e n z fa l l  davon sind die Drehzy l inder 
vollisotroper Achsenrichtung. Sie sind auch im Sinne der Geo-

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Differentialgeometrie des isotropen Raumes, I . 11

nietrie des isotropen Raumes Drehzylinder, gestatten nämlich 
■!lle B ew egungen  des isotropen Raumes, welche ihre vollisotrope 
Achse a festlassen, worunter auch die D reh u n gen  um diese 
Hauptachse a Vorkommen.

Ein Kegelschnitt der Fernebene, der die absoluten Geraden 
berührt, wird als ,,F e r n k r e i s “  und die Berührungssehne als 
seine „ A c h s e “  bezeichnet. Fernkreise und Drehzylinder sind 
metrisch dual.

12. Es ist von Vorteil und erleichtert die Einsicht in die 
Struktur der B ew eg u n g sg ru p p e  G6 des isotropen Raumes, 
die möglichen T y p e n  e i n g l i e d r ig e r  B e w e g u n g s g r u p p e n  zu 
kennen. Faßt,man im Sinne von G6 äquivalente Bewegungen zu 
Klassen zusammen, so gibt es s i eben  solche B e w e g u n g s t y p e n ,  
die wir im folgenden kurz beschreiben und durch je einen an­
schaulichen Vertreter repräsentieren.

Im G ru n dr iß  auf die Ebene z =  0 stellen sich die Typen I 
und II als gewöhnliche Drehungen,  die Typen III, IV und V 
als Sch ie bu n g e n  und die Typen VI und VII als I d e n t i t ä t  dar.

Typ I: „ S c h r a u b u n g e n “ . Es existieren zwei invariante
Achsen, eine eigentliche, vollisotrope H a u p t a c h s e  a und 
eine dazu windschiefe uneigentliche N e b e n a c h s e  ä und 
beide können unabhängig voneinander gewählt werden. Ihre 
B a h n k u rv en , die wir „ S c h r a u b l i n i e n “  nennen, liegen 
auf Drehzylindern der gemeinsamen Achse a und ihre 
Bahntangenten sind gegen die parallelen Ebenen durch die 
Nebenachse ä unter fester Böschung (Nr. 8) geneigt. Sie 
sind das einfachste Beispiel von B ö s c h u n g s l in i e n  und 
überdies metrisch sich selbst dual. Die Bahnen der Fern­
punkte sind Fern kreise  der gemeinsamen Achse ä.

Als anschaulicher V e r t re te r  dient die gewöhnliche 
euklidische Schraubung um die z-Achse.

Typ II: „ D r e h u n g e n “ . Wie vorhin existiert eine eigentliche 
vollisotrope H a u p t a c h s e  a und eine dazu windschiefe un­
eigentliche N e b e n a c h s e  a und beide können unabhängig 
voneinander gewählt werden. Die Hauptachse ist punkt­
weise, die Nebenachse ebenenweise fest. Die Bahnkurven 
sind k o n z e n t r i s c h e  K re ise  in den parallelen invarianten 
Ebenen, deren Mitten auf der Hauptachse liegen.

Einfachster V e r t r e t e r  ist die gewöhnliche euklidische 
Drehung um die z-Achse.
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12 K . S tr u b e c k e r ,

Die weiteren fünf Typen entstammen einer in der Bewegungs­
gruppe G6 (6) invariant enthaltenen fünfgliedrigen Untergruppe G 
welcher für die Geometrie des isotropen Raumes eine aus ver­
schiedenen Gründen hervorragende Bedeutung zukommt. Es 
ist dies jene G ru pp e  £ 5, deren  T r a n s f o r m a t i o n e n  sich im 
G ru n dr isse  e n t w e d e r  als reine  T ra n sla t ion en  oder als 
Id en ti tä t  darstellen  und die wir als ,,G renzbewegungen“ 
bezeichnen. Die Darstellung dieser ,,G ren zg ru p p e “  von Bewe­
gungen ergibt sich aus (6), wenn man dort cp =  0 setzt; sie lautet:

Für ihre e in g l i e d r ig e n  U n t e r g r u p p e n  findet man 
leicht die folgende Darstellung, wobei (#, ?/, z) den Ausgangs­
punkt der betreffenden Bahnkurve bedeutet:

Folgendes sind die fünf Beiträge der Grenzgruppe zu unserer 
K l a s s i f i z i e r u n g  der eingliedrigen Bewegungstypen des iso­
tropen Raumes:
T y p  III:  acx-\-bc2 =1= 0. „ P a r a b o l i s c h e  D re h u n ge n  oder

„ a l l g e m e i n e  G r e n z d r e h u n g e n “ , die im Grundrisse 
als Translationen erscheinen. Ihre B a h n k u r v e n  sind 
nach (32) k o n g r u e n t e  p a r a b o l i s c h e  Kre ise  in par­
allelen isotropen Ebenen. Verschiebt man eine isotrope 
Kugel (30) in vollisotroper Richtung und schneidet man die 
entstehende „ k o n z e n t r i s c h e  K u g e l s c h a r “  mit einem 
Büschel paralleler isotroper Ebenen, so erhält man die Bahn­
kurven einer solchen parabolischen Drehung.

T y p  IV : ac1-\-bc2 =  0, aber (a, b) 4= (0, 0) und (cl5 c2) zjr (0, 0).
„ W i n d s c h i e f e  S c h ie b u n g e n ,  die im Grundrisse als 
Translationen erscheinen. Bei ihnen beschreiben die Raum­
punkte w i n d s c h i e f e  B ah n g e ra den ,  die zusammen ein 
p a r a b o l i s c h e s  S t r a h ln e t z  erfüllen, dessen Leitgerade 
in der Fernebene liegt und durch den absoluten Punkt geht.

x' =  a,-{-x
y' =  b . + y  . . . . G 5.
z' =  c + c xx-{-c2y + z .

(1, 31)

x  =  at-\- x 
y =  b t+  y

_ _ _
z =  (acx-\-bc2) -f- (c-\-c1x-\-c2y ) t-\-z.

(1, 32)
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Differentialgeometrie des isotropen Raumes, I. 13

Typ V: ci =  c2 =  0, aber (a, b) r}= (0, 0). „ A l l g e m e i n e  T r a n s ­
lationen“  mit nicht isotroper Schiebungsrichtung.

Typ VI: a =  b =  0, aber (c1? c2) =jr (0, 0). „ I s o t r o p e  Grenz-  
dreh u n g e n “ , die im Grundrisse als I d e n t i t ä t  erscheinen. 
Bei ihnen bleibt die Ebene c + c x x-\-c2 y =  0 punktweise 
fest und die einzelnen Raumpunkte scheren längs ihr, 
d. h. werden proportional ihren Abständen von dieser festen 
Ebene in vollisotroper Richtung verschoben.

Typ VII: a =  b =  0, c1 =  c2 =  0, cr^:0. „ V o l l i s o t r o p e
T r a n s l a t i o n “ . Schiebung in vollisotroper Richtung, die 
im Grundriß als Identität erscheinen.
Von diesen sieben Typen sind alle zu sich selbst metrisch

dual bis auf die Typen V und VI, die zueinander dual sind.
13. Für unsere differentialgeometrischen Untersuchungen

werden neben den D reh u n gen  des U rsp ru n g sb ü n d e ls  der
Darstellung , . ,^ & x' =  x cos cp —  y sin cp j

y' — x sin cp -f- y cos cp ; D 3 (1, 33)
zr =  cxx -f- c2y  +  z, J

welche eine dreigliedrige Gruppe bilden, vor allem die erwähnten
Grenzbewegungen  von besonderer Bedeutung sein. Wie ich 
schon früher4 nachgewiesen habe, kann nämlich diese G ren z ­
gruppe (31) dargestellt werden als das k o m m u t a t i v e  P r o d u k t  
zweier r e z i p r o k e r  e i n f a c h t r a n s i t i v e r  dre ig l i edr iger  
Gruppen v o n  G r e n z b e w e g u n g e n  des T y p s  IV, die wir
darum als S ch iebu n gsg ru p p en  bezeichnen und die sich nach 
der eingliedrigen Gruppe der vollisotropen Schiebungen durch­
dringen. Man kann diese dreigliedrigen Gruppen durch die Bezeich­
nungen L in k s -  und R ech tssch iebu n gen  unterscheiden und so 
ansetzen:

L i n k s s c h i e b u n g e n :

3/  —  CL -j— X

y' =  b + y  
z == c— b x -)- d y —p z 

R e c h ts  sch i eb u n gen :  

x' =  a-\-x

y' =  ß +  y
z' =  v+ßa;— v.y+z

• • Sl (1,34)

. . . s : (1, 35)
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14 K . S tr u b e c k e r ,

Aus dieser Möglichkeit der Zerspaltung der Grenzgruppe G 

G5 =  S ' . S 5 =  £ '.£ '  (1, 36)

in zwei einfachtransitive und reziproke kommutative Schiebungs­
gruppen erhellt die A n a lo g ie  der Grenzbewegungen des isotropen 
Raumes zu den Bewegungen eines elliptischen Raumes. In der 
Tat kann die Geometrie des isotropen Raumes, wenigstens soweit 
sie sich nur auf diese Grenzgruppe Gb stützt, aufgefaßt werden als ein 
letzter Grenzfall der e l l ip t is  ch en  Raumgeometrie. Das Über­
gangsglied wird dabei von W. B la sch k es  bekannter ,,quasiellip­
tischer Geometrie“ 9 gebildet.

In diesem Sinne fungieren also die Links- und Rechts­
schiebungen des isotropen Raumes als ein gewisser Grenz  fall 
der bekannten Glif fordschen Sch ie bu n g e n  des elliptischen 
Raumes und man ist in der Lage, deren sehr weit ausgebaute 
Theorie auf den isotropen Raum zu übertragen.4) So gibt es z. B. 
auch für die Schiebungen (34) und (35) einfache Darstellungen 
durch h y p e r k o m p l e x e  Zahlen (nämlich durch einen gewissen 
Grenzfall der H a m i l t o n  sehen Quaternionen) oder das Analogon 
der bekannten Studyschen Abbildung der Bewegungen des ellip­
tischen Raumes auf die simultanen Drehungen zweier Bündel und 
der damit verknüpften Übertragung der Liniengeometrie auf die 
Geometrie zweier Bündel. Freilich bestehen im isotropen Raume 
für diese Abbildungen gewisse Bindungen, die sich aus der beson­
deren Struktur seiner beiden Schiebungsgruppen ergeben.

II. Die Elemente der Kurventheorie. Bogen. Krümmung und 
Windung. Freuet'sehe Formeln. Natürliche Gleichungen.

14. Projiziert man den „ R a u m v e k t o r “
£ =  (%, y , z) (2, 1)

normal auf die Ebene z =  0, so erhält man seinen „G r u n d r iß ­
v e k t o r “

S =  (z, y )• (2, 2)
Nach (1, 7) ist das L ä n g e n q u a d r a t  beider Vektoren 

S2 =  x2+ i f .  (2, 3)
Sind ferner und £2 zwei (geordnete) Einheitsvektoren 

im Raume, also Ei =  £2 =  1, so gilt für ihren (mod. 2 tu) be­
stimmten W i n k e l  nach Nr. 7 a

lJ ^ g l. W . B la s c h k e , Ebene Kinem atik, Leipzig-Berlin 1938.
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Differentialgeometrie des isotropen Raum es, I. 15

cos cp =  \

s m  cp =  [ &  i ’2]  =  x1y i— x 2y 1 J

Es kann aber sein, daß die Einheitsvektoren £1 und £2 eine 
isotrope E be n e  auf spannen. Dann ist

[ii i’2] =  0 (2, 5)

und man kann annehmen, daß E i.f2> 0, d. h. daß & und f 2
gleichorientiert seien. Der Winkel cp verschwindet in diesem Falle, 
und man zieht die durch (1, 19) und Nr. 7 ß) definierte S p errung

l =  z2— zx (2, 6)
als Invariante heran.

15. Es sei nun
£ (t) =  (0, y (*), 2 (0 } (2, 7)

der Ortsvektor einer R a u m  kurve ,  die wir als genügend oft
stetig differenzierbar voraussetzen. Wir nehmen an, daß der
Tangentenvektor j  (t) nirgends isotrop oder vollisotrop sei, daß
also sein Längenquadrat

p  =  ± 2+ y 2 d\z 0  ( 2 , 8 )

sei. Der Punkt bedeutet dabei Ableitung nach t.
Gegenüber Bewegungen des isotropen Raumes (1, 6) und 

Parameteränderungen besitzt die Raumkurve folgende drei 
D i f f e re n t ia l in v a r ia n te n  niedrigster Ordnung:

Jx =  {x2+ y 2) dt2 = % 2dt2 ]
h  =  (x y — %y) dt3 =  [js ] dt3 |

x ij z } (2, 9)
J3 =  x y z , dt6 =  [ j  'i j ]  dt6 

x y z I j

Deren erste liefert das B o g e n e le m e n t  ds der Raumkurve. 
In der Tat ist auch nach (1, 7)

ds2 =  £2 dt2. (2, 10)

Der B og en  s e iner K u r v e  des i so t ro pe n  R aum es  i s t  
also g le ich  dem euk l id i s ch en  B og e n  ihres Grundrisses .
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16 K . S tr u b e c k e r ,

Wir werden den Bogen s meist als „ n a t ü r l i c  h en “ Para­
m eter  der Darstellung der Raumkurve zugrunde legen, also 
schreiben

1 =  1 (s), (2, 11)
und Ableitungen nach ihm, wie üblich, durch Striche kennzeichnen 
Es gilt dann für alle s

r  =  i- (2, i 2)
Aus den Differentialinvarianten (9) bilden wir weiter die

Leiden g r u n d l e g e n d e n  B ew eg u n g s in v a r ia n ten  der R au m ­
kurve :

HtYv. —
(I2)3
[n t l

fES]2

[tri2
k m

(2, 1;

W ir bezeichnen y. als die ,,K rü m m u n g “ , t als die „W in d u n g “ 
oder „ T o r s i o n “  der Kurve des isotropen Raumes.

D ie K r ü m m u n g  y, e iner R a u m  k u rve  ist danach 
g le i c h  der e le m e n t a r e n  e u k l id i s c h e n  K r ü m m u n g  ihres 
Grundrisses .  Man kann sie, wie aus der Differentialgeometrie 
der Ebene bekannt ist, durch eine Orientierungsübereinkunft sogar 
in r a t i o n a le r  Weise definieren durch

Aus (13) folgt noch

Wir führen noch die Reziprokwerte ein:

K = T =  —
V

(2, 14) 

(2, 15) 

(2, 16)

und nennen K den „ K r ü m m u n g s r a d i u s “ , T den „T ors ion s ­
r a d iu s “  der Raumkurve.

16. Beispiel 1. Für die Kurve

x  =  a e>'9 cos cp, y  =  a  e><‘t sin y,

die auf der K ugel cles isotropen Raumes
x * y 2 =  2  p  z

2 p
(2, 17) 

(2, 18)
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•oni Parameter p liegt und deren G r u n d riß  eine lo g a r ith m is c h e  S p ira le  
\jt dem Ursprung als Auge ist, findet man

j 2 =  a2 (1-j-X2) e-^f, [ j f j  =  a2 ( 1 + X 2) e2>-?,

(2, 19)
t i U ]  = --------------( 1 + X * ) a e 4 > . ?

V
Zählt man den Bogen vom  Wickelpunkt (<p =  —  oo) weg, so findet man  

<?
8 =  J *  \ Z V d y =  y  V / I + X 2 . e ^ : (2, 20)

—  O O

und damit folgt aus (13) und (14)

1 X
V. =  — ,  T  =  — .  (2, 21)

K S  p

Die T o r s io n  x der Kurve (17) ist also k o n s t a n t .

17. Zur Erstellung eines b e g le i t e n d e n  D r e ib e in s  und 
des A n a lo g o n s  der F r e n e t s c h e n  A b l e i t u n g s g l e i c h u n g e n  
beziehen wir in Hinkunft die Raumkurve auf ihren Bogen s als 
Parameter:

S =  £ (*)■ (2, 22)
Dann ist also der Tangentenvektor t

t =  S' (s) (2, 23)
wegen

=  £ ' 8 = 1  (2,. 24)

überall ein E i n h e i t s v e k t o r  und es folgt durch Ableitung

t.t '  =  E '.f" =  x’x"-\-y'y" — 0, (2, 25)
d. h. der Vektor t' =  j" , der in der Schmiegebene der Kurve liegt, 
ist überall normal zum Tangentenvektor t. Wir sagen, er gehöre 
der H a u p t n o r m a l e n  der Kurve an. Ist diese Hauptnormale 
nicht v o l l i s o t r o p ,  d. h. ist 1" kein Nullvektor:

r  +  ö, (2, 26)
so existiert auf der Hauptnormalen ein E i n h e i t s v e k t o r  so, 
daß mit Rücksicht auf

r 2 =  c r r ]2 =  * 2 (2j 2i)
und

f)2 =  1 (2, 28)

t' =  f  =  x$ (2, 29)
Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K l., Abt. II a, 150. Bd., 1. bis 4. Heft. 2
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18 K . S tr u b e c k e r ,

gesetzt werden kann. Wir bezeichnen in Hinkunft als den (nor­
mierten) „ H a u p t n o r m a l e n  v e k t o r “ .

18. Nach ihrer Definition und nach (25) fällt die Haupt- 
normale, wenn sie nicht vollisotrop ist, im Grundriß mit der 
Normalen des Kurvengrundrisses zusammen.

D ie R a u m k u r v e  und ihr G r u n d r iß  haben darum 
außer  der B o g e n lä n g e  s au ch  die K rü m m u n g  % gemeinsam.

Dies folgte schon aus der gemeinsamen Formel (14) für 
die Krümmung, aus der man übrigens in Verbindung mit (25) 
die beiden Ableitungsgleichungen des Kurvengrundrisses er­
schließt :

Sie besagen, daß der Grundriß 1) des H auptnormalenvektors 1) 
aus dem Grundriß t des Tangentenvektors t durch eine positive 
Vierteldrehung entsteht.

W ie aus der Differentialgeometrie der euklidischen Ebene 
bekannt ist, legt die „ n a t ü r l i c h e  G l e i c h u n g “

den Grundriß der Raumkurve (22) bis auf ebene Bewegungen fest. 
Bedeutet nämlich

den Neigungswinkel der Tangente des Kurvengrundrisses gegen 
eine feste x- Richtung, so ist

x =  x 0 -f- cos $ (s) ds, 2/ =  ?/0 +  sin # (5) ds (2, 33}

eine explizite Darstellung dieser G r u n d r iß k u r v e .  Die Kon­
stanten &0, x 0, y 0 des Anfangselementes kennzeichnen die drei 
möglichen Freiheitsgrade für die Lage des Grundrisses.

Die Innen-  und A u ß e n p r o d u k t e  der Grundrißvektoren f .  
i t " , • • • • sind als I n v a r i a n t e n  durch die Krümmung %(s) und 

ihre Ableitungen ausdrückbar. Dabei gelten für späteren häufigen 
Gebrauch folgende P r o d u k t t a f e l n :

(2, 31)

(2, 32)
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l ' r t " EIV

f
1 0 — x2 I CO

r 0 X2 xx7 XX7— X4

r — x2 XX7 x4+ x /2 2 x V + x 'x "

! IV — 3%%' xx;/----X4 2 x V + x 'x " (x"— x3)2+ 9  x2x '2

(2, 34)

T a fe l  der  A u ß e n p r o d u k t e

r i 1"] n £IV]

f f 0 X y! x7/— X3

[ f — X 0 X3

CO

r f — y! — x3 0 3 xx /2+ x 2(x3— x")

R ,v

<n+"räI — 3 x2x' (x"— x3)x 2— 3 x x /2 0

(2, 35)

19. Die T a n g e n t e  t und H a u p t n o r m a l e  fj ergänzen wir 
zu einem orthogonalen b e g le i t e n d e n  D r e ib e in  durch eine 
ebenfalls mit der Kurve gegen isotrope Bewegungen invariant 
verbundene B in o r m a le  b, nämlich durch den k o n s t a n t e n  v o l l ­
isotropen V e k t o r

6 =  (0, 0, 1) (2, 36)

der Spanne  eins. In der Tat sind nach der Endbemerkung in 
Nr. 7 lediglich die vollisotropen Vektoren auf der wegen (26) 
nichtisotropen Schmiegebene, d. h. zugleich auf Tangente und 
Hauptnormale normal.

Man kann jeden Vektor

a — (a, b, c) (2, 37)

mit Hilfe von b in seinen Grundrißvektor ä und seine vollisotrope 
Komponente aufspalten:

a =  ä + c .b .  (2, 38)

Es gelten dann für Raum- und Grundrißvektoren einige 
einfache R e c h en r e g e ln .  Davon interessieren uns nur diese:

m .n  =  m .n  (2, 39)
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[m n b] =  [m n]. (2, 40)
Es bilden nach ihrer Definition die Vektoren t, f), b ein im 

euklidischen Sinne orthogonales positives Dreibein von Einheits­
vektoren. Also ist

[ t$ b ]  = t+ z ' b, l) H------b, b =  [tt)b] =  + l .  (2,41)

Ferner gilt für die e u k l i d i s c h e n  Außenproduktvektoren 
DO b] =  [5 b] =  t 
[b t] =  [b t] =  ^

(2, 42)

20. Wir suchen nun die abgeleiteten Vektoren t', f)' unci b' 
durch t, Ij, b linear auszudrücken und erhalten das Analogon der 
F r e n e t ’ schen  Formeln .

Zunächst folgt aus der Konstanz des Binormalenvektors

also

b' =  o =  Nullvektor. 

Ferner war schon nach (29)

t' =  f  =  x$,

v"
* =  T -

Daraus folgt durch Ableitung, daß

(2, 43)

(2, 44) 

(2, 45)

(2, 46)

bereits von abhängt.
Wir stellen daher zunächst fest, wie von j ', 5", b abhängt, 

und benutzen dazu die bekannte I d e n t i t ä t  zwischen vier Raum­
vektoren, nämlich:

[S'xVOb— feY'b] f  o. (2,47) 
Nach Regel (40) kann man dafür schreiben

[e'S7S7/] b— IT T '] S '+ R T ] I f T ]  %" 0. (2, 48)
Wegen (15) und (35) lautet die gesuchte Identität

x 2T .b — . t (2, 49)
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Aus ihr folgt sofort, wenn man wieder t an Stelle von
schreibt

v r '"__ v' r''

(2, 50)
vrW__v V '

=  — x . t + t . b .

Zusammenfassend gelten also im isotropen Raume für die 
Kurventheorie die folgenden Analoga der F r e n e t ’ schen  F o r ­
meln :

(2, 51)

21. Aus (2, 49) und den Frenetformeln ergeben sich die 
„kanon is chen“  Z e r l e g u n g e n  der abgeleiteten Vektoren:

E =  
S" =

t

—  x2t +
xl)

+  xtb
r-IV —  3 x x ' — x3) t) +  (2 x^ + xt') b

(2, 52)

Mit ihrer Hilfe wieder erhält man in bekannter Weise die 
sogenannte „ k a n o n is c h e  E n t w i c k l u n g “  der Raumkurve, etwa 
für die Stelle s0 — 0 und die x-, y -, 2-Achse als ihre Tangente, 
Haupt- und Binormale:

x =  s 3 XqXo n4
4! s4+

2 !
*<> „3 I %0— X0 4 ,

3 !  _ l _  4 !  ^  ’ '  *

+  s3 + s4 +

(2, 53)

22. Es erübrigt eine Bemerkung über jene Stellen der Raum­
kurve, deren H a u p t n o r m a l e  e,; v o l l i s o t r o p  ist und daher mit 
der Binormalen zusammenfällt. Für sie ist nach (26)

Nullvektor, also
E" =  o,

E" =  * "b .

(2, 54) 

(2, 55)
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An solchen Stellen ist, falls ke in W e n d e p u n k t  vorliefM 
d. h. ’

f  =|= o oder z" =J= 0 (2, 56)

ist, die S c h m i e g e b e n e  i s o t r o p .  Ihre bisher definierte Krüm­
m u n g  x wäre nach (14) stets Null und muß, wie in Nr= 10 bei 
den Kurven einer isotropen Ebene durch die dort definierte „Ab­
w e i c h u n g “  x* (von der Tangente in vollisotroper Richtung) 
ersetzt werden, deren Wert sich nach (1, 26) als

(2, 57) 
ergibt.

Ist schließlich sogar für al le Werte s

l "  =  ö, (2, 58)
also

x =  0, (2, 59)
so ist dadurch eine K u r v e  in e iner  i s o t r o p e n  E be n e  charak­
terisiert. Denn es folgt sofort

% =  f s + I  l 2 -  1,
mit konstanten Vektoren t und I, d. h. ihr Grundriß ist gerad­
linig und sie selbst von der erwähnten Art.

Wir bemerken noch: Die Stellen mit
f  =  o (2, 60)

sind (falls =J= o ist) W e n d e p u n k t e  der Kurve. Für sie ist

x =  x* =  t =  0. (2, 61'i
Die Gleichung

f  -=~ o (2, 62)
oder das Gleichungssystem

x =  0, x* =  0, v ~ 0  (2,63)
k e n n z e i c h n e t  schließlich die (weder isotropen noch vollisotropen) 
Geraden.

23. Die beiden Invarianten x (5) und t (s) bilden ein vol l­
s t ä n d ig e s  I n v a r i a n t e n s y s t e m  der Kurve des isotropen 
Raumes. Das heißt, jede weitere isotrope Bewegungsinvariante 
ist eine Funktion dieser beiden Grundinvarianten. Es folgt dies 
daraus, daß du rch  die b e i d e n  ,,n a tü r lich en  G leichungen “

x =  x (5), t =  v (s) (2, 64)
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, jne Kurve  bis  au f  die B e w e g u n g e n  der G6 (1, 6) des 
i s o t r o p e n  Rau m es  f e s t g e l e g t  ist.

In der Tat bestimmt zunächst nach Nr. 18 die Gleichung 
. .^%(s)  den G ru n dr iß  £ (s) der Kurve bis auf ebene Bewe­
g u n g e n .  D. h. mit einer etwa mittels (33) bestimmten Grund-  
lijsung

x =  X  (s), y =  Y (s) (2, 65)

h ä n g e n  alle anderen Kurven x =  x (s) so zusammen: 
x =  a-\-X (s) .cos cp — Y (s) .sin cp,

y =  b-{- X  ( 5) . sin cp +  Y (s) . cos cp.

Es bleibt also noch zu zeigen, daß aus x =  r (s) das z der
Kurve sich bis auf den durch die dritte Gleichung von (1, 6) ge­
gebenen Freiheitsgrad eindeutig berechnen läßt. Nun folgt aus (15), 
nämlich aus

x' y'
x2(s).r (5) =  =  x‘

(2, 66)

"  y"

z
Z ‘ 

l/l „IIIx "  y "  z
(2, 67)

durch Einträgen der vermöge (66) durch % (s) und s ausgedrückten 
Werte von x  und y (und ihrer Ableitungen) für z die lineare 
inhomogene Differentialgleichung dritter Ordnung

Y' z' 
X " Y" z" 
X'" Y'" z!"

=  X2 (ä).t(s), (2, 68)

deren explizite Ausführung mittels (35) übrigens nichts anderes als 
den z-Teil der Identität (49) ergibt:

x.z! " — X z X32 =  X2T (2, 69)

Deren h o m o g e n e r  Teil ,  Det. =  0, hat ersichtlich die von 
drei Integrationskonstanten a b h ä n g ig e  a l lg e m e i n e  L ö s u n g :

2/t =  X (s)-j-c2 Y (s). (2, 70)
Ist noch

=  Z (s) (2, 71)
irgendein p a r t ik u lä re s  In teg r a l  von (68), so haben wir die
al lgemeine Lösung  unserer zweiten natürlichen Gleichung (67):

z =  c+ C jX  (5) +  c2 Y (s)-{-Z (s). (2, /2)
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Die a l l g e m e i n s t e  zu den natürlichen Gleichungen (64) 
gehörige R a u m k u r v e  ist also durch (66) und (72) gegeben. Sie 
geht, wie ein Vergleich mit (1, 6) zeigt, in der Tat aus einer be­
stimmten Lösungskurve

x =  X  (s), y = Y  (s), z =  Z(s)  (2, 73)
durch i s o t r o p e  B e w e g u n g  hervor, d. h. die be id en  natür­
l i c h e n  G le i c h u n g e n  b e s t i m m e n  wirk l i ch ,  und zwar 
bis  auf  i s o t r o p e  B e w e g u n g e n  e indeut ig ,  unsere Raum- 
kurve.

24. Dieser Beweis, insbesondere die Gleichung (70), zeigt 
auch, daß durch

x ̂  0, r =  0 (2, 74)
die K u r v e n  in n i c h t i s o t r o p e n  E be n e n  gekennzeichnet sind.

In der Tat erfüllen die Koordinaten dann nach (70) eine 
lineare Relation

z — c-\-cxx-\-c2y (2, /5)
mit konstanten Koeffizienten, also die Gleichung einer nicht­
isotropen Ebene.

In Nr. 22 wurde schon erwähnt, daß durch
x =  0, v =  0 (2, 76)

die K u r v e n  in i s o t r o p e n  E b e n e n  gekennzeichnet sind.
Und zwar liegen für

x =  0, t ~ 0, x * ^ 0  (2,77)
k r u m m e  L in ie  in i s o t r o p e n  E b e n e n  vor, während

x =  0, t =  0, x* =  0 (2, 78)
die (weder isotropen noch vollisotropen) Geraden  kennzeichnet. 
Vgl. hiezu Nr. 10.

III. Einige besondere Raumkurven: Kurven konstanter Krümmung 
und Windung. Bösehungslinien. Bertrand’sehe Kurven.
25. D ie K u rv en  fester ,  n i c h t  verschwindender  

K r ü m m u n g  xo =^0 und W i n d u n g  t0 ^  0 s ind Schraub- 
l in ien  des i s o t r o p e n  Raumes.

Ihre natürlichen Gleichungen
x =  x0, t =  t0 (3, 1)

können nach den Methoden der Nr. 23 zur Bestimmung der all­
gemeinsten solchen Kurve dienen. Es genügt, e ine davon
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zu ermitteln, die anderen gehen durch Lagenänderung vermöge G6 
daraus hervor.

G rundr iß  einer  solchen Kurve fester Krümmung x0 ist 
aber der Ursprungskreis vom Radius

«  =  1 , (3, 2)Xo
so daß also die Kurve unter Verwendung des Bogens s als Para­
meter so geschrieben werden kann:

1 1 .
X =  ---COS Xo-5, y — ---- Sin Xo-5, z — z (5). (3, 3)

Xo Xo
Nach (2, 69) lautet dann die Differentialgleichung für z\ 

z'"+%iz =  x0.T0, (3, 4)
von der

z — z(s)  — s (3, 5)
Xo

ein (uns genügendes) partikuläres Integral ist. Setzt man es
in (3) ein, so ergibt sich in der Tat eine S c h r a u b l i n ie  des iso­
tropen Raumes. Damit ist aber alles bewiesen, denn die Rich­
tigkeit der Umkehrung läßt sich unmittelbar bestätigen.

26. B ö s c h u n g s l in ie n  nennen wir jene Kurven des iso­
tropen Raumes, deren T a n g e n t e n  gegen  eine fes te  n i c h t ­
isotrope E b en e  e k o n s t a n t e  N e ig u n g  (im Sinne von Nr. 8) 
haben.

Um die F o r m  ihrer n a t ü r l i c h e n  G l e i c h u n g  zu ermitteln, 
bringen wir die feste nichtisotrope Ebene in die Lage der Grundriß­
ebene

z =  0. (3, 6)

Die H o r i z o n t a l n e i g u n g  v der Kurve

£ =  l  (s) (3, 7)
ist aber nach Nr. 8 und (1, 19) gleich der Sperrung der Vektoren j '  
und also

v =  2'. (3, 8}
Aus der Forderung konstanter Neigung

folgt
z =  vo =  konst. (3, 9}
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sich

z" =  z’" =  0. (3, 10)

Ziehen wir die Formel (2, 15) =  (2, 67) heran, so ergibt

! y' Vo
z2.t =  j x" y" 0 

I x'" yw 0
=  Vo [ f f ]

und nach (2, 35)

=  Vo-

(3, 11)

(3, 12)

Für B ö s c h u n g s l in i e n  des i s o t r o p e n  Raumes  ist 
also  notw endig  das V e r h ä l t n i s  v o n  W i n d u n g  und 
K r ü m m u n g  kon stan t .

Diese  B e d in g u n g  ist aber  zur K ennze ichnung  
einer B ö s c h u n g s l in i e  au ch  hinreichend .

Ist nämlich für eine Kurve (7) umgekehrt das Verhältnis

—  =  v0 =  konst., 
x

so folgt, wenn wir durch die Gleichung

S' —  c =  v0 h 
einen H i l f s v e k t o r  c einführen,

c =  l ’— v0b =  t —  b = —

(3, 13) 

(3, 14) 

(3, 15)

der gegen die Kurventangente unter der konstanten Sperrung v0 
geneigt ist, durch Ableitung von (15)

c' =  f ,  c" =  

und daraus unter Beachtung von (2, 15) und (2, 35)

[cc'c"] = [e'e"£7/] —Vo [&£''£'"]
=  ^2t - v 0 [ t V ' l

=  7 * . Z —  T . X3 E= 0.X
[cc'c"] =  0

(3, 16)

(3, 17)
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ist aber die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
der Ortsvektor c (s) in einer fe s ten  E b e n e  s durch den Koor­
dinatenursprung 0  bleibt. Und gegen diese feste Ebene s sind 
nach (14) die Tangenten £' der Kurve unter konstanter Sperrung v0 
geneigt. Also ist diese Kurve in der Tat eine Böschungslinie. 
YV. z. b. w.

Aus (3, 15) folgert man noch leicht, daß für B ö s c h u n g s ­
linien und nur für sie gilt:

[ty y  fi"'] =  ** [C c' c"] =  0. (3, 18)

27. B e is p ie l  2. Die K urven der natürlichen Gleichungen

A  B
v. =  y = ,  < 3 ’  1 9 >

sind wegen
t B

—  = —  (3, 20)
v. A

B ö sch u n g slin ie n . Setzen wir 1
A  =  — r— . , (3, 21)

V 2 «
so lautet die erste der natürlichen Gleichungen (19), die uns den K u r v e n g r u n d ­
riß liefert:

v.2 =  ---------------- ----------------  (3, 22)
2 as

Dies ist aber die bekannte natürliche Gleichung der E v o lv e n t e n  des  
K reises v o m  R a d iu s  a. 10 Den G r u n d r iß  der Raumkurve (19) kann man  
als Kreisevolvente daher so ansetzen:

x =  a cos cp+acp sin cp \ ^  2 3 )

y  — a sin cp— ocp cos cp, )

<P
länge s der Evolvente durch

y  — a sin cp— ocp cos cp, 

wobei der Wälzungswinkel cp der erzeugenden Kreistangente und die Bogen-

acp-
* =  - % -  (3> 24> 

Zusammenhängen.
Die Differentialgleichung (2, 69) für die z-Koordinate der Böschungs­

linie (19) lautet: 1
+  - ~ z "  +  A 2z' =  A B .  (3, 25)

Offenbar hat sie ein lin e a r e s  partikuläres Integral, z. B.

—  +  ( 3 ,2 6 )

Vgl. H . W ie le itn e r , Spezielle ebene Kurven, Leipzig 1908, S. 176, 197.
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Man kann es, wenn noch

B  a

7  =  7  <3’ 27)
gesetzt wird, unter Beachtung von (22) und (23) in die Form bringen:

1
z =  —  (x2 +  2/ 2)- (3,28)

2 p '

Durch die natürlichen Gleichungen (19) sind also die B  öschungslinien  
auf K u g e l n  des isotropen Raumes charakterisiert.

28. B er tr a n d ’'sehe K u r v en p a a re  nennen wir zwei Kurven 
£ (s) und £*(5*), welche d ie se lb e n  H a u p t n o r m a l e n  besitzen, 
für die also gilt:

f) =  ±  r  • (3, 29)

Ist 5 der Bogen der Kurve % und ist f) ihr Hauptnormalen-
vektor, so gilt, die Existenz Bertrand'scher Paare vorausgesetzt,
für die Darstellung:

E* =  S(s) +  M  (s). (3,30)
Hierin ist nun a n o t w e n d i g  k o n s t a n t !  Denn der Tan­

gentenvektor von £*

=  1 + d ^  +  aV

=  t-\-a fy-\-a (— xt-j-Tb) (3, 31)
=  (1— a%) t+a' f j  +  atb 

ist nach Definition von £* normal zu t), also ist

und wirklich a =  konst.
Es folgt daraus der auch direkt leicht einzusehende Satz: 
D ie G ru n dr isse  B e r t r a n d ’ scher K u r v e n p a a r e  sind 

f ü r e in a n d e r  P a r a l l e lk u r v e n ,  also E v o l v e n t e n  der­
se lben  E v o lu t e .

Aus

=  (1— ax) t+a-b  (3, 32)
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dx*folgt, wenn s* den Bogen auf %* bezeichnet, daß der Vektor 

die Form hat:

- S  = i * =  at+ ß 6- <3- 33>

u n d  weil t* ein Einheitsvektor ist, folgt weiter a  =  dz 1. Bei 
geeignetem Sinne der Bogenzählung auf kann man sogar 
a =  -f  1 setzen und hat

t* =  t + ß .b .  (3 ,34)
Daraus folgt durch Ableitung nach s :

T & - * s r  =  v + f A

und nach den Frenet’schen Formeln (2, 51) weiter:

* * r  - f 7 - =  x ^ + ß ' . b .

Wegen ( 2 9 )  muß hierin ß' =  0, also ß =  b =  konst. sein, so daß 
man endgültig hat:

t* =  t + 6.b. (3 ,35)
Also in Worten: K o r r e s p o n d i e r e n d e  T a n g e n t e n

zweier B e r t r a n d k u r v e n  des i s o t r o p e n  R au m e s  sind 
gegeneinander  u n te r  kon sta n ter  S perru n g  b geneigt .

29. Aus der Proportionalität der Vektoren t* in (35) und

d£  in (32) folgt

Differentialgeometrie des isotropen Raum es, I . 29

oder

1 4 1 =  0
1— ax az i

f l x  +  y t = l -  ( 3 , 3 6 )

Es folgt: Z w is c h e n  K r ü m m u n g  und W i n d u n g  einer 
Bertrand’ s ch e n  K u r v e  des i s o t r o p e n  R au m es  b e s t e h t  
notwendig  eine l in eare  R e l a t i o n  mit  k o n s t a n t e n  K o e f f i ­
zienten:

A .y .+ B .x  =  1 !• (3 , 37)
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K o r r e s p o n d i e r e n d e  P u n k t e  zweier  zugeordneten 
B e r t r a n d k u r v e n  b e g r e n z e n  au f  den gemeinsamen 
H a u p t n o r m a l e n  S t r e c k e n  v o n  k o n s t a n t e r  Länge  a =  4 
und ihre T a n g e n t e n  sind g e g e n e i n a n d e r  unter  der

Ak o n s t a n t e n  Sp e r r u n g  b =  -g geneigt .

Wir zeigen nun: Die B e d i n g u n g  (37) ist für die Bertrandsclie 
Eigenschaft einer K u r v e  au ch  h inre i ch en d .

Nehmen wir nämlich für die Kurve % (s) (36) als erfüllt an, so 
hätten wir nur zu zeigen, daß es zu ihr eine Kurve der Form (30) 
gibt, welche mit ihr d i e se lb en  H a u p t n o r m a l e n  hat.

Für den Tangentenvektor von j*  gilt dann (32) oder 
wegen (36)

d%*
ds =  y t ( t + b h ) . (3, 38)

Nun ist aber

oder

also im Grundrisse

d%* _ dl* ds
ds* ds ds*

II
H 

s ( t + 6b) ds
ds*

t* =  ■ax ds X
b ds*- I

(3, 39)

(3, 40)

und nach skalarer Quadrierung, da t* und t Einheitsvektoren sind:

ax \2 I ds \2
~ T ) \2 s * ) '

1

und daraus, nach Verfügung über den Sinn der Bogenzählung 
auf £*,

=  —  , (3, 41)ds* ax

woraus sich übrigens folgern ließe:

?* =  - y  I t (5) ds.

Aus (39) schließt man wieder über (41) 

t* =  i+ b b .

(3, 42)

(3, 43)
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Leiten wir dies, um die Hauptnormalen fy* und fj ver­
gleichen zu können, nach s* ab:

dt* dt ds
ds* ds ds* ’ 

so ergibt sich nach den Frenet’schen Formeln (2, 51)

=  -J J * ’ <3- 44>

was die behauptete I d e n t i t ä t  der H a u p t n o r m a l e n  der beiden 
Kurven beweist. Damit ist unser Satz aber in vollem Umfange 
bewiesen.

Das e i n fa c h s te  B e isp ie l  einer doppeltgekrümmten Ber- 
trandkurve ist auch im isotropen Raume die Schraub l in ie .

30. Wir ziehen noch einige Folgerungen.  Nach (43) und 
(44) wird

also, da die Vektorprodukte nach (2, 41) den Wert eins haben, 

und wegen (44)
** =  * <3- 45>

fl* =  f>- (3, 46)
Aus (45) folgt weiter wegen (41)

(3, 47)

Ferner ist nach (46)

dt)* _  df) _  df) ds
ds* ds* ds ds* ’

also nach Frenet (2, 51)

— x*t*+T*b =  (— x t+rb )  —-
az
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woraus durch Koeffizientenvergleich außer (47) noch folgt:

t * — a

oder, wenn wir nach (47) eintragen:
b2 % b
a t a

oder
T + * - >  <3- « )

TT* =  ~  (& X  +  t )

und nach (36) schließlich:

(3, 49)

„D a s  P rod u k t  der T o r s io n e n in  korrespondierenden  
P u n k t e n  eines  B ertran d sch en  K u rv en p a a res  des iso­
t r o p e n  R a u m e s  ist  p o s i t i v - k o n s t a n t “

31. Jede  B er tra n d 1 sehe K u rv e  C ist mit  einer 
Kurve  Cx k on sta n ter  T ors ion  v e r k n ü p f t  und um­
gekehrt  ist  m i t  einer K u r v e  Cj k o n s t a n t e r  T o r s i o n  eine 
Schar  v o n  o o 1 B e r t r a n d k u r v e n  C v e r b u n d e n .  Diese 
K u r v e n  C und  Cx h aben  denselben  G run driß  und sind 
da d u r c h  bogen- und krüm m u ngstreu  so aufeinander 
b e z o g e n ,  daß k o r r e s p o n d i e r e n d e  Tan gen ten  gegen­
e in an der  u n te r  fes ter  S perru n g  g en e ig t  und ihre zuge­
h ö r ig e n  H a u p tn orm a len  para lle l  sind.

Es sei in der Tat
l  =  l  (s) (3, 50)

eine Ber t ran dk urve ,  für die mit konstantem A, B  gilt:
A ^ + B z  =  i. (3,51)

W ir ordnen ihr zu die Kurve

Ei =  l  ( )̂ +  ^  sh , (3, 52)

deren Grundriß und damit auch Bogen sx dieselben wie für j(s)
sind. Wir können zeigen, daß diese zugeordnete Kurve (52) die

1
k o n s t a n t e  T o r s i o n  Ti =  hat.
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Leitet man nämlich unter Rücksicht auf
sx =  s (3, 53)

flie Gleichung (52) zweimal ab, so erhält man zunächst

ti =  t +  6 (3 ,5 4 )

tl =  t'
oder

=  xJ), (3, 55)
also mit Rücksicht auf die Identität der Grundrisse

>t! =  x, =  % (3, 56)
woraus die K r ü m m u n g st r e u e  und P a r a l l e l i t ä t  der  H a u p t ­
normalen der beiden Kurven zu entnehmen ist. Ferner folgt 
durch Ableitung

Vi =  y
oder nach den Frenet’schen Formeln (2, 51) wegen bi =  b

— Xi tiH-Ti b =  — x t+ rb , 
also wegen (56) und (54)

— x — — xt+irb,

oder
_ A

Tl — - g X fT ,

und endlich wegen (51) in der Tat

Tj =  1, =  konst. (3, 57)
JD

Kennt man u m g e k e h r t  eine Kurve

£i =  Ei (̂ i) (3, 58)
1

der k o n s t a n t e n  T o r s i o n  ^  - und ist A  eine willkür-
li

liehe Konstante, so stellt, wie ebenso leicht zu zeigen ist,

E =  Ei (5i) —  ̂  5ift (3 ,59)

eine Bert  randkurve mit der charakteristischen Relation (51) dar.
Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K l. .Abt. II  a, 150. Bd., 1. bis 4. Heft. 3
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Es wird uns in Nr. 44 gelingen, al le Kurven konstanter 
Torsion anzugeben. D a m it  w e r d e n  also auch  al le Bertrand- 
k u r v e n  b e k a n n t  sein.

IV. Schmiegkreis und Schmiegkugel. Sphärische Kurven.
32. Der S c h m ie g k r e i s  einer Kurve des isotropen Raumes 

liegt in der Schmiegebene und berührt die Kurve dreipunktig. 
Ist die S c h m i e g e b e n e  zunächst n i c h t  isotrop,  so erscheint 
der Schmiegkreis im Grundriß als Oskulationskreis des K urven­
grundrisses. Die Schmiegkreismitte g liegt also auf der H aupt­
normalen in der Entfernung

R  =  Y  - (4, 1)

also ist

i =  E +  “  (4, 2)
oder

h =  l  (*) +  ^  £" (*)• (4, 3)

Ist die S c h m i e g e b e n e  der Kurve jedoch an einer Stelle 

Eo =  E (s0) (4, 4)
i s o t r o p ,  d. h. gilt

Eo =  ö, aber £o =  2o'b 4= o, (4, 5)
so ist der S c h m ie g k r e i s  dort p a r a b o l i s c h  und hat dieselbe
A b w e i c h u n g

y* == 4  (4, 6)
wie die Kurve. Seine genaue Lage  und Darste l lung ergibt sich 
dann aus der Taylorentwicklung der Kurve an der Stelle sQ:

E =  E o + (5— So) Eo +  2 " T ~ +  • • • (4, 7)

durch Abbruch mit den Gliedern zweiter Ordnung. Mit Rück­
sicht auf (6) hat man also für ihn die Darstellung:

t) =  E o+  (s—■so) Eo +  4/ • b. (4, 8)

Man kann übrigens die A b w e i c h u n g  der Kurve an einer 
Stelle mit isotroper Schmiegebene auch durch eine direkte Vek­

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



torformel [zum Unterschied von der Koordinaten formel  (6)] 
darstellen. In der Tat hat man wegen (5) und (2, 35)

■ / .* = ----- V t s S jW '] -  ( 4 , 9 )XO
33. Als S c h m i e g k u g e l  einer Kurve £ =  £ (s) an der Stelle 

£0 =  i  (s0) bezeichnen wir jene Kugel des Büschels durch den 
Schmiegkreis, welche die Kurve vierpunktig berührt. Ihre 
Gleichung ist von der Form:

{x— x0)2+{iy— y0)2+ u  {x— xQ) + r  {y— y0)+ w  (z— z0) =  0. (4, 10)

Sie kann, wenn wir günstig (zur knapperen Schreibung und 
Rechnung insbesondere in den linearen Gliedern) die Symbolik 
der euklidischen Vektorrechnung hilfsweise heranziehen und 
den Vektor

u =  (h, r, w) (4, 11)

einführen, so geschrieben werden:

(E— Eo)2+ u *(E— So) =  0. (4, 12)

Die Kurve £ (5) wird nun von der Kugel (12) an der Stelle £0 
vierpunktig, d. h. von dritter Ordnung berührt, wenn ihre T a y lo r -  
entwicklung daselbst

x!’ xrn
£ =  +  2J  dsz +  -gj ds3-\-. . .  (4, 13)

bis auf Glieder vierter und höherer Ordnung in ds der Gleichung
(12) genügt. Es muß also, wenn wir eintragen,

; t:// \ 2 / r// r/// \
(%ds +  ds2-\-. . .  j + u  . ^£ods +  ds2 -f- ds3-|- . . .  j =  0,

( 4 , 14)
bis einschließlich ds3 eine Identität in den ds entstehen. Daraus 
folgen die Gleichungen

u . Eo =  0
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1
u.£o =  0, 1 +  ^ U-Eo =  0, u.Eo7 =  0. (45

Aus der ersten und letzten dieser drei gewöhnlichen 
Vektorgleichungen folgt

u =  X [%'o £o'] (4, 17)

und X ergibt sich aus der mittleren Gleichung zu

x =  '[j Ji W T  <4,18)

Tragen wir die Resultate aus (17) und (18) in (12) ein und
schaffen wir die Nenner weg, so lautet die S c h m ie g k u g e l  end­
gültig  

(4, 19)

oder wegen (2, 35)

[EoEoEo"] (E— E o)2+ 2  [E— Eo, Eo, Eo'] =  0,

und zwar auch in dem Falle, wo der Nenner in (18) verschwindet, 
d. h. die S c h m i e g e b e n e  der Kurve

[E— Eo, Eo, Eo] =  0 (4, 20)

s ta t ion är  ist. D an n  fäl lt ,  wie leicht zu sehen ist, d ie gesuchte 
S c h m i e g k u g e l  mit  der s t a t i o n ä r e n  S c h m ie g e b e n e  zu­
sammen.

Im allgemeinen, d. h. im Fal le  einer n ichts ta t ion ären  
S c h m i e g e b e n e  sind zwei  M ö g l i c h k e i t e n  vorhanden:

1) Die S c h m i e g e b e n e  der Kurve im Punkte £0 ist nicht- 
i so t ro p .  Dann kann man wegen (2, 15) die Gleichung (19) der 
Schmiegkugel auch so schreiben:

xot0 (E— Eo)2+ 2  [E— Eo, Eo, Eo"] =  0. (4, 21)

Um hier wirklich eine regu läre  Schmiegkugel zu erhalten, 
darf der Koeffizient von (z— z0) in der Entwicklung der Deter­
minante, nämlich [EoEo7] =  xo, nicht verschwinden. Es ist 
dann natürlich auch der P a r a m e t e r  p der  Schmiegkugel :

n  ___ xo_  __  [EoEo7] ,, 99x
P -2_ r« /r>/v///-|xo to LEo Eo Eo J

nicht Null.
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Im Gegenfalle, wo p =  0 oder xo =  0, also x stationär 
ist erhielte man einen D r e h z y l i n d e r  als singulären Fall einer
S c h m i e g k u g e l .

2) Die S c h m i e g e b e n e  der Kurve im Punkte £0 ist i so t ro p .  
Nach (9) kann man dann die S c h m i e g k u g e l  so ansetzen:

***o (E— Io)2— 2 [£— £„, So, Eo"] =  0. (4, 23)
34. S p h är is ch e  K u r v e n  heißen jene, welche auf einer 

festen K uge l  liegen. Diese ist die gemeinsame Schmiegkugel 
aller Kurvenpunkte.

Man kann die Gleichung (19) der Schmiegkugel ausführ­
licher so schreiben:

P U -2S . f . + 3 + a M g ^ r f l  =  o (4, 24)

und sie noch so zusammenfassen:

r2_2 r lx —  M C !  ) , 21 1 J2 J M i l l l  =  0 (4 251
1  v  E s W W  \ 2 l °  t o t ' j S ' ] /  ° -  ( 4 , 2 5 )

Hier stellt die erste der beiden Klammern einen V e k t o r  ö, 
die zweite einen Skalar  v dar, die wir mit sinngemäßer Unter­
drückung des Index Null aufschreiben:

(E'S'") , ,  0 ß vI (4, 26)

_  1 (L
' 2 [S'S"S'"] ‘ ( ’ *

Soll die S c h m i e g k u g e l  f e s t  sein, so müssen t> und v von s 
unabhängig sein, d. h. ihre Ableitungen nach s müssen identisch 
verschwinden. Man hat so diese n o t w e n d i g e n  und h i n r e i c h e n ­
den B e d i n g u n g e n  für sp h är is ch e  K u r v e n :

ö' =  r _ l £ _ ^ W Y ,,,] +  [$'$IV] ) - [£ '$ ',YIV] [E'S"'] „
[£ S Y 7]2

(4, 28)

: [E' f f l  ([EEv E,//] +  [EE,t TV])— [ e T S 1̂  [SS'S'"] _ 0
[E 'E"?'"]2 _  '

Ersichtlich ist hier
»' =  £.»' ,  (4 ,29)
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also ist die zweite der Forderungen (28) in der ersten enthalten 
Der Vektor b' verschwindet aber dann und nur dann identisch 
wenn seine Innenprodukte mit drei linear unabhängigen Vektoren 
verschwinden. Solche drei Vektoren sind nun und
falls, wie wir annehmen, die Kurve nicht eben ist. Man errechnet 
nun leicht, daß von den drei Gleichungen

ö '.£ ' =  0, to'.s" =  0, =  0 (4,30)
die beiden ersten stets identisch erfüllt sind. Die dritte aber gibt

y  v „  i [ t r y ]  0 , ,

1  ' S  +  [ j Y V ' ]  (  3 1 )

oder mit Rücksicht auf (2, 15), (2, 34) und (2, 52):

2 x/2- + x x V - ^ x " t  =  0 (4, 32)

als n o t w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g  für 
sp h ä r is che  Kurven.

1
Zieht man hier den Krümmungsradius K  =  —  undTorsions-

x
1

radius T =  —  der Kurve heran, so kann man für (32) schreiben:

r ; t + R 'T '  =  0, (4, 33)

d. h. es ist längs sphärischer Kurven

p =  R' .T  =  konst. (4, 34)

Dies p ist, wie ein Blick auf (22) lehrt, einfach der Para­
m e te r  der S c h m ie g k u g e l .  Se ine K o n s t a n z  ist also 
k e n n z e i c h n e n d ,  d. h. n o t w e n d i g  und h in re i c h e n d  für 
s p h ä r i s c h e  Kurven .

35. B e i sp ie l  3. Für die B ö s c h u n g s l in i e n  auf  der

K uge l  ist nach Nr. 26 =  konst., also:
x

X-'— y/r =  0, (4, 35)
ferner gilt (32):

2 A  + x x V — xx" t =  0. (4, 36)
Tragen wir hierin für xt' aus (35) den Wert x'r ein, so findet 

man für die Böschungslinien der Kugel:
(3 x/2— v.y").z =  0, (4, 37)
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also, da für unebene Kurven t ^  0 ist,

3 ~ ;  =  ^ r  (4 ,38 )

mit dem Integral

*! =  ö-^TT. (4> 39)2 a s+ b

Hier kann noch durch geeignete Bogenzählung b =  0 erreicht 
werden und man findet

v.2 =  ~  (4, 40)2as \ /

in Übereinstimmung mit Nr. 27 als natürliche Gleichung des 
Grundrisses der Böschungslinien auf den Kugeln des isotropen 
Raumes (K r e i se v o lv e n te n ) .

Y. Die begleitenden Bilder der Raumkurve: Tangentenbild und 
Hauptnormalenbild. Sphärisches Bild. Richtungsbild. Nullpolare 

Begleiterin. Kurven konstanter Torsion.
36. Ähnlich wie in der gewöhnlichen Differentialgeometrie 

kann man auch im isotropen Raume für eine Kurve j  =  £ (5) 
ein Tangentenbild  und ein H a u p tn orm a len b i ld  durch

t =  t (s), (5, 1)
f) =  t) (s) (5, 2)

definieren. Diese Bilder liegen wegen t2 =  t)2 =  1 auf dem „ E in - 
heits z y l in d e r “

x*+y* =  1. (5, 3)

Sonst läuft ihre Theorie der euklidischen sehr parallel und 
kann darum hier übergangen werden.

Das B i n o r m a l e n b i l d  ist im isotropen Raume wegen der 
Konstanz der Binormalen b ausgeartet. Als Ersatz  stehen uns 
jedoch die folgenden beiden Bilder zur Verfügung, die beide ge­
wisse Analoga des euklidischen sphärischen Bildes sind.

37. Das sp h ä risch e  B ild  einer Raumkurve % — £ (s) 
wird günstig so definiert: Wir legen an die ,,E in h e i t s k u g e l “

Z =  4  (.r2+ ^ ) ,  (5, 4)
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deren Parameter p =  1 ist,11 parallel zur Schmiegebene a der Kurve

ft— h  f ]  =  0, (5? 5)
die wir als nicht isotrop voraussetzen:

(5,6)
die eindeutig bestimmte Tangentialebene und ermitteln ihren 
Berührpunkt =  36, (s). Dieser „ s p h ä r is c h e  B ildpunkt“ 
beschreibt das „ sp h ä r is c h e  B i l d “  der Raumkurve. Man findet 
dafür leicht die folgende Darstellung seines Ortsvektors = 
(X G, Y0, Za) :

X a =

z y 
z" y"

z y 
z" y"

| % V 
j x '  y"

x '  z'  1 x'' z'

\ x y \

! x" y"\ 

x\+n * V 2+/''2
2*2

(5, 7)

oder vektoriell geschrieben:

wobei

&  =  b
1

=  b— [tt)]

(5, 8) 

(5, 9)

den Grundrißvektor von 3ia bedeutet.
38. Da sich zwei benachbarte Schmiegebenen der Kurve j  (5) 

nach einer Tangente t schneiden, muß auch die Schnittgerade der
11 Für manche Zwecke der F lä c h e n th e o r ie  empfiehlt es sich jedoch, 

als E in h e it s k u g e l  das Paraboloid

2 =  —  y ( a 2 +  2/2) (5 ,4 * )

des Parameters p =  — 1 zu nehmen.
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Tangentialebenen der Einheitskugel in Nachbarpunkten des 
sphärischen Bildes diese Richtung haben. D ie T a n g e n t e n ­
richtung des sp h ä r is c h e n  B i ld es  3£a ist  auf der Kugel (4) 
hierzu konjugiert, d. h. normal, und somit p a r a l l e l  zur H a u p t ­
normalen t) der  Raum kurve  £ (5).

Zur Ermittlung des genauen Zusammenhanges leiten wir (9) 
nach s ab und erhalten

3£' =  x [b t] (5, 10)
oder wegen (2, 42),

Z  =  (5 ,11 )
und daraus folgt nach obiger geometrischer Bemerkung über die 
Richtung der Tangente 36' (5) des sphärischen Bildes

=  (5 ,12)
Man kann d ir e k t auch so rechnen: für (11) kann man wegen (2, 44) 

wchreiben

K  =  -  r -  (5, 13)
v.

Nach (9) ist weiter wegen (2, 41)

=  b2—2 [tt>] b +  [tf)]2 
=  1—2 +  [tf)]2

woraus durch nochmalige Ableitung unter Beachtung der Fronet’ sehen Formeln 
(2, 51) folgt:

So. JE' =  [tt)].([t'I)] +  [tf)'])

=  T[ti)].[tb] =  — rs,s"]-[s,b]
Y.

= j _ ^ 2 + z"2 j
V. z " '

(5, 14)

Nun erhält m an durch Ableitung von (8)

=  $ '  +  £ , . £ ' 6, ( 5 ,1 5 )

woraus durch Einträgen von (13) und (14) für die Tangente des sphärischen 
Bildes jetzt direkt folgt

—  (s " +  2"&) =  —  5" ,  ( 5 ,1 6 )
•/. x

<1 . h. wie oben
$£' =  xf). (5, 12)
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39. Wir ermitteln noch eine einfache geometrische Deutung 
für die Windung t (5) der Raumkurve £ (s) sowie die Werte der 
Krümmung %3 und Windung des sphärischen Bildes 3(<?). 

Aus (11) folgt durch Quadrierung

=  t2 (5, 17)
und daraus bei geeigneter Zählung für den B o g en  S des sphäri­
schen B i ld es  wegen (2, 10)

dS
ds (5, 18)

Daraus folgt die e in f a c h e  g e o m e t r i s c h e  Deutung  der 
W i n d u n g  x  ( 5 )  einer  K u r v e  des i s o t r o p e n  R au m es  als 
V e r h ä l t n i s  der B o g e n e l e m e n t e  dS  des sphärischen 
B i ldes  und ds der  Urkurve .

Zur Berechnung der K r ü m m u n g  %3 und W in d u n g  7. 
des sp h ä r is c h e n  B i ldes  (5) berechnen wir unter Rücksicht 
auf (18)

1

(5, 19)

Daraus findet man

’ d£z d2diz
;~ d S d ~ S 2

oder einfacher

d ü z d2%, d3 de,
T S ’ dS2 dS3

y.:

v \ y.

y.T — ry.

(5, 20) 

(5, 21)

(5, 22)

Das sphärische Bild einer B ö s c h u n g s l in i e  ist also wegen 
Nr. 26 und 24 ein Krei s  auf der Einheitskugel, wie ja auch geo­
metrisch klar ist.
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40. D as R ich tu ngsbild  e iner  Raum kurve. Die eu­
klidische Kurventheorie ersetzt gerne die sphärischen Bilder 
durch die ihnen im Durchmesserbündel der Einheitskugel ent­
sprechenden Figuren („Richtungsbilder“ ). Auch in der Differential­
geom etrie des isotropen Raumes ist dies sehr zweckmäßig. Das 
Durchmesserbündel der Einheitskugel (4) besteht dabei aus den
2-parallelen, d. h. vollisotropen Geraden und wird günstig ersetzt 
durch seine Spur auf der Grundrißebene 2 =  0. Das entstehende 

Richtungsbild “ Hr (s) =  (X r, Yr) ist also einfach der Grund­
riß So (-?) des sphärischen Bildes ü- (5). Beide haben daher auch 
dieselbe Bogenlänge S und dieselbe Krümmung. Also gelten 
wegen (7), (11), (18) und (20) die Formeln:

Eine e l e m e n t a r g e o m e t r i s c h e  K o n s t r u k t i o n  des 
R ich tu n g sb i lde s  einer Raumkurve kann auf Grund einer bekann­
ten Brennpunktseigenschaft der Einheitskugel (4) so beschrieben 
werden: Man lege durch den Punkt R =  (0, 0, 1) die euklidische 
Normale n auf die Schmiegebene der Kurve und schneide sie 
mit der Grundrißebene z =  0 in einem Punkte 36r, dem gesuchten 
Richtungsbilde des Kurvenpunktes.

x '  y1
i x . . . £ , ( * )  (5 ,23)

X ' r = T l ) (5, 24)

d S __  
ds ~  Z (5, 25)

(5, 26)

41. Es gibt noch eine andere  D e u t u n g  für das R i c h ­
tungsbi ld  3cr. Man kann nämlich die Raumkurve £ (5) an der 
Einheitskugel (4) polarisieren und erhält eine „ p o l a r e  Be-
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g le i t e r i n “  oder „ P o l a r k u r v e “  £ p (s), die nach Nr. 4 mit der 
Ausgangskurve gleiche, nur dual vertauschte metrische Invarianten 
hat, wobei noch die Spannen (1, 8) paralleler Punkte und die Ab­
stände (1, 10) paralleler Ebenen im  V o r z e i c h e n  geändert 
sind. Eine elementare Eigenschaft der Polarität der Einheits­
kugel beweist nun, daß das R i c h t u n g s b i l d  einer Raum­
k u r v e  auch als G r u n d r iß  ihrer  P o l a r k u r v e  aufgefaRt 
w e r d e n  kann. 8 1

42. Wegen der eben genannten Vorzeichenänderung ist es 
jedoch vorteilhafter, nicht die obige po lare  Begleiterin der Raum­
kurve einzuführen, sondern vielmehr j ene zur R a u m k u r v e j ^ )  
n u llp o la re  B e g le i t e r in  %n(s), die aus ihr  durch  die 
R e z i p r o z i t ä t  des N u l l s y s te m s  üft (1 , 10) mit der Darstellung

2— Z ----- X y — Y x  (5, 27)

en ts teh t .  Man erhält für die Koordinaten (X„, Yn, Zn) der 
Punkte von 3£n (s) leicht:

X»

Zn =

X  Z ‘

Y« =

: y 
| x '  y'

y z
y '  z'!

i % y \
I ,■ v!' x y '  ;

x y | 
y' z' ■

x" y '  z" \

x y j 
x " y"

.$»(*)• (5, 28)

Der Grundriß dieses nullpolaren Bildes geht aus dem Rich­
tungsbilde der Raumkurve durch positive Vierteldrehung um den 
Koordinatenursprung hervor. Dies entnimmt man leicht einer 
elementaren Erzeugungsweise des Nullsystems.
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Daraus folgt, daß Richtungsbild und nullpolare Begleiterin 
einer Raumkurve d ie se lb e  B o g e n lä n g e  S und d iese lbe  
Krümmung haben. Also ist wegen (25) und (26)

(5.29 )

=  - -  (5, 30)T
Nach der letzten Formel sind z. B. in der Tat m e tr i s ch

Xdual zu den Böschungslinien —  =  konst. die auf Drehzylindern/t
gelegenen Kurven %n =  const. Vgl. Nr. 8.

Da weiter nach Nr. 4 durch das Nullsystem 92 Abstände 
und Winkel unter Invarianz ihrer Größe vertauscht werden, gilt 
für die Bogenelemente ds und dS und für die Kontingenzwinkel 
der Schmiegebenen dw und d<& der Kurve £ (5) und ihrer null- 
polaren Begleiterin 36n (5)

ds =  deE>, dy =  dS. (5, 31)
Also gilt wegen (29)

-S-=*-! <5- 32>
worin die elementare und direkte D e u t u n g  der W i n d u n g  
einer R a u m k u r v e  als V e r h ä l t n i s  v o n  K o n t i n g e n z ­
winkel dy der  S c h m i e g e b e n e n  und B o g e n e l e m e n t  ds 
enthalten ist.

Für die W i n d u n g  zn der nullpolaren Begleiterin findet man

d<S> ds _  /r OQ\
dS dy x ‘ ( }

Zusammenfassend gilt also: Z w i s c h e n  den K r ü m m u n g e n  
v., und den W i n d u n g e n  t, zn e iner K u r v e  und ihrer 
nullpolaren B e g le i t e r in  b e s t e h e n  die  i n v o l u t o r i s c h e n  
Beziehungen:

=  — , V, =  —  . * =  t =  — . (5, 34)
Z T Zn  Tn

Die I n v a r i a n t e n  y.n und zn s ind den I n v a r i a n t e n  y. 
und z der  R a u m k u r v e  in der m e tr i s c h e n  D u a l i t ä t  des
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i s o t r o p e n  R au m es  z u ge o rdn e t .  Für die Invariante x» =  x
r

hat sich der Name k o n is c h e  K r ü m m u n g  der Kurve einge­
bürgert. Man kann sie (dual zur Krümmung) definieren als das
Verhältnis der Kontingenzwinkel der Kurventangenten und der 
Schmiegebenen.

Also: M etr i s ch  dual  zu einer K u r v e  der f e s t e n
W in d u n g  z ist  w ie der  eine Kurve  fester  W in d u n g

T
Man bestätigt übrigens leicht, daß zwischen den Tangenten-

dx • dHvektoren £' =  =  (x\ y', z') und X» =  ~ ~  =  (X,„ Y„, Z„) der

beiden nullpolaren Kurven £ und %H die Beziehungen bestehen: 

X  =  zx', Y =  vy', Z =  z (xy'— x 'y ). (5, 35)
43. Von besonderem Interesse sind nun jene Kurven £ =  £ (.s), 

die dem 1 Nullsysteme 9? (27) angehören. Sie fallen nämlich mit 
ihren nullpolaren Begleiterinnen Hn (5) zusammen. Also gilt 
für sie xn =  x, zn — r und aus (34) bzw. (35) folgt z =  + 1 .

„Die  im G e w in de

dz — x dy— y dx  (5, 36)
des N u l l s y s t e m s  sJl (27) e n t h a l t e n e n  K u r v e n  haben die 
k o n s t a n t e  W i n d u n g  t =  + 1 .“

Es ist dies nur ein Sonderfall des a l lg e m e in en  Satzes: 
A l le  K u r v e n  des G ew indes

dz =  C .(x  dy— y dx) (5, 37)
ha ben  die k o n s t a n t e  W i n d u n g  z =  C.

Man kann dies ebenso leicht rechnerisch bestätigen, wie 
aus obigem Sonderfalle ableiten.

44. Um die a l lg e m e in s t e  K u r v e *  k o n s t a n te r  Win­
dung  z =  C zu erhalten, hat man die natürlichen Gleichungen

x =  x (5), r =  C, (5, 38;
nach den Verfahren der Nr. 23 zu lösen. Die erste dieser Glei­
chungen legt den Grundriß der gesuchten Kurve bis auf Bewe­
gungen fest. Man kann nun über jedem gegebenen Grundrisse 
eine Kurve des Gewindes (37) errichten. Also gilt:
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Die K u r v e n  der fe s ten  W i n d u n g  t =  C s t im m e n  
überein m it  den K u r v e n  des G e w in des  (37) und den aus 
ihnen du rch  B e w e g u n g e n  des i s o t r o p e n  R a u m e s  en t ­
stehenden. Da die Gewinde (37) eine GA von Bewegungen ge­
statten, genügen übrigens bereits die T ra n s la t i on e n  in horizon­
taler Richtung.

Natürlich könnte man ebensogut die Gewinde (37) selbst 
in dieser Art verschieben, wodurch man die Gewinde eines (von 
den Parametern A und B  abhängigen) Bündels

dz =  A dx-\-B dy-\-C (x dy— y dx) & (5, 39)

erhält. Es gilt also das einfache Theorem:
„Alle in den Gewinden des Bündels (39) enthaltenen Kurven, 

und nur sie, haben die feste  T orsion  x — C.u
45. Unter diesen Kurven konstanter Torsion kommt jenen 

eine ausgezeichnete Bedeutung innerhalb der isotropen Raum­
geometrie zu, deren Torsion t =  ±  1 ist. Die sie enthaltenden 
Gewinde mögen als „Rechtsgewinde“  und „Linksgewinde“  unter­
schieden werden, so daß gilt:

,,Kurven der festen Torsion x =  + 1  sind alle jene, und 
nur jene, welche in den R ech tsgew in den

dz =  A dx-\-B dy-\- (x dy— y dx) . ..  (5, 40)

enthalten sind.
Kurven der festen Torsion x =  — 1 sind alle jene, und nur

jene, die den L in k sg ew in d en

dz — A dx-\-B dy  —  (x dy— y dx) Gfa (5, 41)

entnommen sind.
Das Bündel der Rechtsgewinde und jenes der Linksgewinde 

liegen in vo lu torisch
Jedes der Gewinde (39) gestattet eine G4 von B e w e g u n g e n  

(1, 6) des isotropen Raumes, insonderlich auch eine G% von G ren z ­
bewegungen  der Darstellung:

x' — a-\-x |
y' =  b + y  > . .  .G3. (5, 42)
z! =  c— b Cx-\-a Cy-\-z I

Für C =  + 1  ist dies genau die Gruppe S\ der L in k s ­
schiebungen (1, 34), für C =  — 1 aber jene der R e c h t s -
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Schiebungen  SrH (1, 35). Und darin drückt sich auch am besten  
die S o n d e r s t e l lu n g  aus, die den Kurven mit der festen 
Torsion % =  ±  1 unter den Kurven aller anderen festen Torsionen 
und den mit ihnen verbundenen Rechts- und Linksgewinden (40) 
und (41) unter den allgemeinen Gewinden (39) zukommt. Diese 
Sonderstellung läßt sich kurz so fassen:

,,Die Rechtsgewinde und nur sie, unter den Gewinden (39) 
gestatten sämtliche Linksschiebungen Sl3. Ebenso gestatten die 
Linksgewinde (&i und nur sie, alle Rechtsschiebungen Sr3 des isotropen 
Raumes. “

Es sei bemerkt, daß analoge Theoreme auch im el l ipt ischen 
R au m e  (der Krümmung eins) und im quas ie l l ip t is chen  
R a u m e  W. B lase h k e s  gelten, was freilich noch nirgends aus­
gesprochen zu sein scheint. Der engen Beziehungen z'wischen 
den Geometrien des elliptischen, quasielliptischen und isotropen 
Raumes wurde ja schon in Nr. 13 gedacht.

Dieser Beziehungen und der dargelegten Theorie der Kurven 
konstanter Torsion des isotropen Raumes werden wir uns in der 
Flächentheorie insbesondere beim Studium der F lä c h e n  kon­
s tan ter  R e l a t i v k r ü m m u n g  zu erinnern haben.

46. Sind uns so auch alle Kurven konstanter Windung als 
Kurven einer zweifachen Translationsschar von Gewinden (eines 
speziellen Gewindebündels) bekannt, so kommt doch auch dem fol­
genden Satze,  der die Kurven konstanter Krümmung und jene 
konstanter Windung verknüpft, einiges Interesse zu; wir können 
uns dabei auf die Krümmung und Windung eins beschränken:

Is t  £ =  £ (s) eine auf  dem  E i n h e i t s z y l in d e r  x2-\-y2 =  1 
g e le g en e  K u r v e  der K r ü m m u n g  % = i  und W in d ung  
v ~  z (s), so ist

eine zu ihr t a n g e n t e n p a r a l l e l e  K u r v e  mit  der festen
1

W i n d u n g  =  1 und der K r ü m m u n g  %0 = - .
~ (5)

Es folgt, daß man so (stets bis auf isotrope Bewegungen) 
alle Kurven der festen Windung eins erhalten kann. In der Tat 
Ast wegen (43)

(5, 43)

1 / = x l '  

tj" =
=  2 t 's " + t ',s '1
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also gilt wegen x =  1 und (2, 13)

W2 =  t2, [W n  =  t2 [ f f 1] =  i 2x =  t2 
W  *)'"'] =  "3 [£' f  f !] =  t3.x2t =  T4

und daher wirklich:

=  [ t , w a  =  l  =  J _  ( 5  4 4 )

0 [tj'SJ" ] 2 ’ t (s) ' ( ’ '

Die a l lg e m e in s te  K u r v e  der k o n s t a n t e n  T o r s i o n  
1

C =  -5- erhält man aus obigen Formeln, wenn man in (43) £ 
B

durch B.%{s) ersetzt. Die Krümmung x0 nimmt dann den Wert 
1

Bz an‘
Nach Nr. 31 ist uns übrigens mit der allgemeinsten Kurve der 

1konstanten Torsion ^ auch die a l lg e m e in s te  B e r t r a n d k u r v e  n
des isotropen Raumes bekannt.

VI. Die begleitende Schraubung. Die Darboux’sche Drehung und 
der Drehungsbivektor einer Raumkurve.

47. Zwei Nachbarpunkte s und s-{-ds einer Raumkurve 
£ =  £ (s) und ihre begleitenden Dreikante (t, t), b) und (t+ t ; ds, 
f)-ff) 'ds, b + b ' ds) =  (t+ t ' ds, ds, b) bestimmen eindeutig
eine B e w e g u n g  des isotropen Raumes, die sie zur Deckung 
bringt, und die wir gerne als b e g le i t e n d e  S c h r a u b u n g  der 
Raumkurve bezeichnen wollen, wenn es sich auch nicht immer 
gerade um eine wirkliche Schraubung handeln wird, sondern 
gelegentlich einer der anderen Bewegungstypen aus Nr. 12 auf- 
treten kann. Verschiebt man die Dreikante so parallel, daß ihre 
Scheitel in den Koordinatenursprung 0  fallen, so gelangen sie bereits 
durch eine reine D r e h u n g  des isotropen Raumes um den festen 
Ursprung zur Deckung, die wir als die b e g le i t e n d e  D a r b o u x -  
sclie D reh u n g  der Kurve bezeichnen.

Die b e g l e i t e n d e  Sc h r a u b u n g  (deren allgemeiner Typ 
in Nr. 12 unter I beschrieben wurde) gibt, wenn sie auf die Stelle s 
der Kurve kontinuierlich angewandt wird, Anlaß zu einer den 
Kurvenbogen zwischen den Stellen s und s +  ds o s k u l ie r e n d  
ersetzenden Schrau b l in ie .  Diese hat in s d ie se lb e  Krüm-

Sitzungsbericlite d. matliem.-naturw. Kl., Abt. II a, 150. Bd., 1. bis 4. Heft. 4
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m u n g  und W i n d u n g  wie die Kurve und besitzt in s und 
mit ihr g e m e in s a m e  b e g l e i t e n d e  Dreibe ine .

Aus elementaren Eigenschaften der Schraublinie folgt 
daß die H a u p t a c h s e  der begleitenden Schraubung stets das 
vollisotrope G e m e i n l o t  der H a u p t n o r m a l e n  in den benach­
barten begleitenden Dreibeinen ist. Die benachbarten Haupt- 
normalenvektoren f) und fj+c£i) bestimmen ferner jene Ebenen­
ste l lung ,  welche für die begleitende Schraubung in va r ian t  ist. 
Diese  i n v a r i a n t e  S t e l l u n g  ist also  para l le l  zur ent­
s p r e c h e n d e n  T a n g e n t i a l e b e n e  des R i c h t k e g e l s  der 
H a u p t n o r m a l e n  der Kurve.

Die b e g l e i t e n d e  D a r b o u x ’sche Dreh ung,  deren all­
gemeiner Typ sich unter II in Nr. 12 beschrieben findet, hat daher 
die vollisotrope z-Achse als H a u p t a c h s e  und besitzt ferner die 
zugehörige T a n g e n t i a l e b e n e  des R i c h t k e g e l s  der Haupt­
n o r m a l e n  als e in z ige  e ig e n t l i c h e  reel le  F ixebene .

48. Es genügt für diesen einfachen Tatbestand, einige grund­
legende F o r m e l n  zu geben. Wir beschränken uns dabei, wie 
üblich, auf die b e g l e i t e n d e  D a r b o u x ’ sche Drehung.  Diese 
führt die im Ursprung O angehefteten Vektoren t, f), b der Reihe 
nach in ihre Nachbarlagen t + t ' ds, Ij+f)' ds, b über. Durchläuft 
man die Raumkurve % =  %(s) mit der Geschwindigkeit eins, d. h. 
ist der Bogen s der Kurve die Laufzeit, so erfolgt die Darboux’sche 
Drehung mit einer gewissen G e s c h w in d ig k e i t ,  deren Vektor 23* 
im Raumpunkte 36 =  (X, Y, Z ) die folgenden Koordinaten 
besitzt:

In der Tat, übt man auf die Vektoren t, f), b die im Zeit­
elemente ds wirkende Darboux’sche Drehung (1) aus, so erhält 
man die neuen Lagen t + t 7 ds, Ij+t)' ds, b, denn die Geschwindig- 
keitsvektoren an den Endpunkten von t, f), b sind wirklich

d X —  tlYds

d Y
ds + " / J

dZ
ds

SB* =  t' =  8* =  y  =  — xt+rb ,  SSb =  0! (6, 2)
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Die letzte dieser Gleichungen ist nämlich aus (1) unmittelbar 
klar, die erste und zweite aber ergeben sich, wenn man für (X, 7 , Z) 
einmal die Koordinaten (x , y ', z') von t und dann die Koordinaten

/JL- von f) einträgt und die Relationen (2, 30), (2, 34)
I x *  *  7

und (2, 49) beachtet.
Man bestimmt nun auch leicht direkt die reel le  F i x e b e n e  

der D a r b o u x ’ schen  Drehung.  Die Ebene

A =  A .X -\ -B . Y + C .Z  =  0 (6 ,3 )

wird nämlich bei der Drehung (1) fest sein, wenn nach (1) ihr 
Verrückungsglied

d A =  A . d X + B . d Y + C . d Z  (6, 4)

identisch in X , Y, Z verschwindet. Daraus bestimmen sich 
A, B und C bis auf einen gemeinsamen Faktor wegen (2, 35) zu

II z"
, B =

z" x"  1
C =  x3 = x" y"

\y'Hz'" z!" x'" |5 x'" y'"

so daß man die F i x e b e n e  der begleitenden Darboux’schen Drehung 
schreiben kann:

X  Y Z  j
x" y" z" =  0 (6, 6)
x'" y'" t!"  \

oder, wenn wir den Ortsvektor H =  (X , 7 , Z) heranziehen, kürzer 
so:

[36 f  f 1] =  0. (6, 7)
Übrigens ist £" =  xf), also y!" =  x/^+xJ)/. Daher ist

[ 3 e s " n  =  *2[ * W ]  (6, 8)
und die F i x e b e n e  der D a r b o u x ’ schen D r e h u n g  (an Stellen 
mit x ^ O ,  d. h. mit nichtisotroper Schmiegebene) lautet auch

[3E f) m  =  0, (6, 9)

d. h. diese Fixebene b e r ü h r t  wirklich den R i c h t k e g e l  der  
H au ptn o rm a le n  f).

49. Wenn auch (der ausgearteten Orthogonalitätsverhält­
nisse wegen) in der Kurventheorie des isotropen Raumes ein un­
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mittelbares A n a l o g o n  des sogenannten D a r b o u x ’schen Dreh- 
v e k t o r s  nicht vorhanden ist, so kann doch das mit der Winkel­
geschwindigkeit w der augenblicklichen Darboux’schen Drehung 
versehene „B latt“  der Fixebene, d. h. also der „ B iv e k t o r “

$  =  re m  <6, 10,
als vollwertiger Ersatz herangezogen werden. Als Wert der 
W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  <o, die im Sinne der Bewegungs­
geometrie des isotropen Raumes aus dem  G ru ndr iß  abzulesen 
ist, ergibt sich hierbei:

co =  LW] =  [5, — X t ]  =  X m  =  X  (S).  (6, 11)
Man kann zu diesem „ D a r b o u x ’ schen  Drehungs­

b i v e k t o r “ 'S) auch so gelangen. Wir fassen die Vektorpaare des 
begleitenden Dreibeins zu „begleitenden B i v e k t o r e n “  zusammen 
und setzen

$  =  [ I )  6 ] ,  $  =  [ 6  t ] ,  »  =  [ t  I , ] .  ( 6 ,  1 2 )

Dann ergibt sich für den Darboux’schen Drehungsbivektor 

®  =  U) f>'] =  tö, — xt+Tb], (6, 13)
also nach (12)

$  =  t£ + x 93. (6,14)
Natürlich gelten auch für die begleitenden Bivektoren 

A b l e i t u n g s g l e i c h u n g e n .  Man findet auf Grund der Frenet- 
schen Formeln (2, 51) leicht:

£ ' =  * x& * |
=  — x £  * * \ (6, 15)

» '  =  * — r §  * J
Es folgt daraus

tSM-xSB' =  0 , (6, 16)
wenn 0  den Nullbivektor bezeichnet. Also gilt weiter

$ '  =  t'£+x '$B . (6, 17)
Danach ist z. B. der D r e h u n g s b i v e k t o r  eines Kreises 

oder  einer S c h r a u b l in ie  konstant .

50. B e isp ie l  4. Die B ö s c h u n g s l in ie n  s ind dadurch 
c h a r a k ter i s ie r t ,  daß ihre D reh u n gsb iv ek toren  zu einem 
f e s ten  B i v e k t o r  5t p r o p o r t i o n a l ,  also stellungsfest  
sind.
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In der Tat folgt aus

®  =  Y( s ) . 9 l  ( 6 , 1 8 )
durch Ableitung

® ' =  Y' (s) .%
also

(6, 19)
T (s )

Somit verschwindet das Außenprodukt der Bivektoren ® und 
<£)' identisch.

Wegen (14) und (15) ist nun

[2)2)'] =  [tX+xSÖ , t'X +x 'SB ] =  (xt'—x't) [933:].

Da jedoch % und 95 linear unabhängig sind, folgt daraus

xz —  vfz 0 (6, 20)
oder, wegen x ^  0,

T
X

konst., (6, 21)

wodurch, wegen der Umkehrbarkeit dieser Überlegung, nach 
Nr. 26 die B ö s c h u n g s l i n i e n  wirklich als die K u r v e n  mit  
fester S te l lu n g  des D r e h u n g s b i v e k t o r s  ® gekennzeichnet 
sind.
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