Uber die Hyperflichen zweiten Grades mit

einem gemeinsamen Polsimplex
Von
Fritz Hohenberg, Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 6. Mirz 1941)

Wir bezeichnen als Bund das in sich duale System aller
Hyperflichen zweiten Grades in einem projektiven n-dimen-
sionalen Raum £, die ein Polsimplex @ gemein haben. Mit Hilfe
einer Abbildung, die den Hyperflichen 2. Grades M? des Bundes
die Punkte eines projektiven Hilfsraumes % (Koordinaten-
simplex II) zuordnet, wird hier das Verhalten des Bundes gegen-
iiber projektiven Transformationen untersucht.

Es ergibt sich in © eine n-gliedrige Gruppe & von Kol-
lineationen und eine n-gliedrige Schar von Korrelationen, die
den Bund in sich iberfiihren, d. h. die M2 des Bundes untereinander
vertauschen. Thnen entsprechen in % die Kollineationen, die
das Simplex Il in sich iiberfithren, sowie die Transformationen
n.Ordnung mit dem Hauptsimplex II. Die Gesamtgruppe &
dieser Transformationen und einige wichtige Untergruppen
werden untersucht und es werden die Invarianten eines M?Paares
des Bundes gegeniiber jeder dieser Gruppen aufgestellt. Damit
ist entschieden, wann sich ein M2-Paar in ein anderes gegebenes
M?*Paar des Bundes durch eine Transformation jener Gruppe
tiberfiihren 1408t. Umgekehrt gelingt die Berechnung eines
M*-Paares (bis auf Transformationen der betreffenden Gruppe)
aus seinen Invarianten. (Im Sonderfall der Gruppe der Kollinea-
tionen des Bundes in sich wird diese Frage sonst von der Elementar-
teilertheorie beantwortet.)

Die Abbildung bewirkt dabei eine Vereinfachung und
Veranschaulichung der Untersuchung und der Ergebnisse, weil
jedes System von oo"—! M? des Bundes durch eine Hyperfliche
in 9B dargestellt wird, jede M2-Reihe im Bund durch eine Kurvein .

~ Die Abbildung 14Bt sich auch bei geometrischen Unter-
suchungen von Systemen von.oo"t? bis oco':(*+31:=2) {2 im R,
(die nicht einem Bund angehéren) mit Vorteil verwenden. (Vgl.
Fritz Hohenberg, Apolaritat und SchlieBungsproblem bei Kegel-
schnitten, erscheint in den Mon. f. Math. u. Phys.)
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Die Abbildung.

Das gememsame Polsimplex @ mit den Ecken0;(i=0,1,. . n)
(n=1) liege im Raum . Der M2 '

n

(=) EZ f—i =0 oder (a) ,,,\ oui =0 (1)

1—0

set dann in einem projektiven Hilfsraum‘B(Koordinaten-
simplex II mit den Ecken P;(i=0,1,...n)) der Punkt
o = (aq, 94, ...0,) zugeordnet. (Liegt B m1t £ vereinigt, so
ist der Bildpunkt der Pol der Einheitshyperebene

in =0

bez. der M2) Bei den s1ngularen Mannigfaltigkeiten 2. Klasse des
Bundes, z. B. aoud+.. .Fo;ui =0 (i<n), liegt der Bildpunkt
(2, -..24,0,...0) In einem Teilsimplex von TI. Eine singulire
Mannigfaltigkeit 2. Ordnung des Bundes, z. B.

x4 ..+-§-_0 (i<n)

wird aus einer nichtsinguliren M? des Bundes erhalten, wenn
man oy, oire, . ..o, Uber alle Grenzen wachsen 146t. Dem ent-
spricht in B, daB der Bildpunkt in einen Punkt des (n—i—1)-
dimensionalen Teilsimplexes (o = 23 =...= a; = 0) von II ein-
riickt. Die Richtung, in der er einriickt, weist jedesmal zum
Punkt (o, 04, ...04,0, ...0). Man kann den Inbegriff des Teil-
simplexes (2#y = o; =...=0; = 0) und seines Verbindungsraumes
mit dem Punkt (=g, ay, ...2: 0, ...0) ein verallgemeinertes Linien-
element nennen. Die einfach singuldren M2 bilden sich wegen
it = n—1 auf die gewdhnlichen Linienelemente in den Ecken
von II ab.

Den M2, die eine Hyperebene (%) beriihren, ent-
sprechen die Punkte der Hyperebene

'ﬁ(Zn?a,:o)

in . Der linearen Schar

N Y b ut Ny o uf =0

entspricht in P die Gerade durch die Bildpunkte o' und o".
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Die M? durch einen Punkt (Z;) bilden sich auf die
Punkte einer symmetrischen Hyperfliche n. Ordnung ab, ndmlich

L
D 0.

Diese geht durch die (n—2)-dimensionalen Teilsimplexe von TI
und soll daher Umhyperflache Z genannt werden. Dem

Biischel ) , ,
AL R Y/ N
Lai_)\Zaﬁ;—f‘)\Zaﬁ' 0

entspricht in B eine (rationale) Normkurve (7. Ordnung) durch
die Ecken von II, némlich

ot ol
AN o

Sie sei Umlinie genannt. Nach Elimination des Proportio-
nalitatsfaktors p folgt

poi=

N ol ol ok or—ok o .
—y = =4 (Lk=0,1,...n)

B ] 77
N ook ol ox—ofl o

.

Die Umlinie liegt auf den 3 (’“Bfi) singularen Hyperflichen

2. Grades A,y = A;jx (iZF=j=3xk3=17); diese haben einen Leit-
kegelschnitt in der Ebene [P; P; P;], von dessen Punkten die
Erzeugenden zum Restsimplex gehen. Die Hyperfliche enthilt
das Simplex a; = ¢; = 0. Die Umlinie ist der Schnitt der Hyper-
flichen Ao = A;51,0(1=1, 2, ..., n—1). Liegtin  der Punkt (%))
auf dem Schnitt von (2! und (4f), so liegt die Umlinie zu dem so
gegebenen Biischel auf der Umhyperflache 7.

Die Abbildung 1ist eine Berihrungstransfor-
mation. Denn in O bestimmen ein Punkt (Z;) und seine Tan-
gentialhyperebene (%) eindeutig eine M2, die entsprechende
Umhyperfliche T und die entsprechende Hyperebene & beriihren
sich im Bildpunkt jener M2 (Den weiteren Schnittpunkten von %
und z in ¥ entsprechen in O jene M2 die durch (7;) gehen und
die durch (%) gehende Hyperebene (&#;) anderswo beriihren.)
Einem Hyperebenenelement entspricht also wieder ein solches,
den Hyperebenenelementen durch einen Punkt in © entsprechen
die einer Umhyperfliche in B, denen durch einen Punkt in P
entsprechen jene einer M? in . Den Hyperebenenelementen
einer Hyperebene entsprechen wiederum die einer Hyperebene.
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n=1. Bildet man die Punktepaare 2f/uo+22/0, =
(inhomogen = - \/—ua,/0;) einer Geraden O auf die reellen
Punkte einer sie in z = 0 senkrecht schneidenden Geraden § a}
so geht der Kreis durch das Punktepaar und den Einheitspunk{
der Achse B auch durch den Bildpunkt des Punktepaares. Diege
quadratische Skala kann verwendet werden, um die Abbildung
auch fiir n > 1 graphisch durchzufiihren.

n = 2. Abbildung der Kegelschnitte mit einem gemein-
samen Poldreieck auf die Punkte der Ebene ‘8. Den singuliren
Kurven 2. Ordnung entsprechen die Linienelemente in den Ecken
von I, den singuldren Kurven 2. Klasse die Punkte auf den Seiten
von [I. Die Umlinien und Umhyperflachen sind hier Kegelschnitte
durch die Ecken von Il

n = 3. Abbildung der Flichen 2. Grades mit einem ge-
meinsamen Poltetraeder auf die Punkte des Raumes . Auf den
Seiten von [I liegen die Bilder der einfach singulidren, auf den
Kanten von IT die der doppelt singuldren Fliachen 2. Klasse. Die
Linienelemente in den Ecken von IT geben die einfach singularen,
die ,,Ebenenelemente‘ durch die Kanten von II die doppelt sin-
gularen. Flichen 2. Ordnung an. Den Fldchen des Bundes, die
eine (zwei) Ebenen berithren, entsprechen die Punkte einer Ebene
(Geraden). Den Fliachen durch einen bzw. zwei Punkte ent-
sprechen die Punkte einer Umflidche 3. Ordnung durch die Kanten
von [I, mit Knotenpunkten P;(Umlinie 3. Ordnung durch die P;).
Je zwei Umfliachen schneiden sich in einer Umlinie.

Die automorphen Kollineationen und Korrelationen
des Bundes.

Die Kollineationen
pXi= Gik xk (2)
(aix =0, die k sind eine Permutation der Zahlen 0, 1, .. .n, Indizes
laufen immer von O bis n, ebenso alle Summationen) und die
Korrelationen
p % = b u 3)

(bix==0) fithren den Bund in sich tber. Durch (2) geht

4]

iiber in
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also erfahren die Bildpunkte in 9P die Kollineation

G...¢tas = ol @
die [ festlaBt. Durch (3) geht
A
L i 0
iiber in
? o W == \‘ blk ui =0,
L ’.'/1

der Korrelation (3) in ent-spricht also in B die Transformation
n.Ordnung _ b
G o= (5)

adr

mit dem Hauptsimplex TI.

Mit G und G konnen ohne Gefahr der Verwechslung zu-
gleich die Transformationen in © und die in B bezeichnet werden.
Nur ist zu beachten, dal jeder Transformation G (aj;) bzw.
G (b)) _in P im Raum £ genau 2" Transformationen G (== a;;)
bzw. G (== b;;) entsprechen, die auseinander durch zusétzliche
Spiegelungen an den Hyperebenen von Q hervorgehen.

Die G_bilden eine Gruppe &, die G eine Schar;
die G und G zusammen bilden die Gruppe & aller Pro-
jektivitdten des Bundes in sich. Jede Transformation
fiihrt die z; in einer bestimmten Permutation in die z; bzw.
uf, iiber, in derselben Permutation gehen die #; in die o iiber.
Zu jeder Permutation gehort eine Schar von Transformationen G
bzw. G. Zur Gesamtgruppe &,;; der Permutationen von n+41
Elementen gehoren die Gruppen & und ®. Ebenso gehoren zu
jeder Untergruppe von &,.; a) eine zu ihr homomorphe, aus
den zugehorigen Transformationen G bestehende Untergruppe
von @, und b) eine zu ihr homomorphe, aus den zugehérigen
Transformatlonen G und G bestehende Untergruppe von @.
Diese Untergruppen sind ebenso wie & und & einfach transitiv,
sie enthalten endhch viele Transformationen, die ein gegebenes
in ein gegebenes o iiberfithren. (Deren Anzahl ist bei den Kol-
lineationsgruppen gleich der Ordnung der zugehérigen Permu-
tationsgruppe, bei den anderen ist sie doppelt so groB.) — Dies
sind aber noch nicht alle Untergruppen von & bzw. ®, z B.
bilden ja schon die Potenzen einer speziellen Transformation G
oder G eine Untergruppe.
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Hervorzuheben sind die zur identischen Permutation ge-
hérige Gruppe € von Kollineationen p?o; = af;o; und die aus
und den Korrelationen p2a; = b7;/o} gebildete Gruppe €.

Jede Gruppe in P ist die Faktorgruppe der zugehirigen
Gruppe in © bez. der Gruppe der 2" Spiegelungen an den Hyper-
ebenen von Q.

Die Gruppe €.
Sie enthidlt die vertauschbaren Kollineationen

E... (o= a0 (6)

Fixpunkte von E sind in P i. a. nur die Ecken von [I. Jene
Kollineationen E, bei denen iiberdies noch Teilsimplexe von [I
punktweise festbleiben, setzen sich zu Untergruppen von € bzw. @
zusammen, z. B. die perspektiven Kollineationen in § mit einer
Ecke von Il als Zentrum und dem Restsimplex als Kollineations-
hyperebene.

Bestimmung der Invarianten. Die infinitesimale
Transformation von € lautet wegen aj; = 2 (1—a;31¢) und

i

o= o+ o = I_—_CZﬁ =g (14a;3t4...)

o= a;u;0t

(willkiirliche Parameter a;). Die Bahnkurven der durch sie
erzeugten eingliedrigen Untergruppe ergeben sich durch Inte-
gration des Systems doi—a;2;dt = 0, némlich

o= ¢ e”il (7)

(¢: beliebig). Sie sind W-Kurven 1. Art in ‘B. Durch die iibrigen
Transformationen von € werden sie untereinander vertauscht.
In © entsprechen diesen Kurven A/%-Reihen, die ebenfalls bei
einer eingliedrigen Gruppe von Kollineationen einzeln festbleiben.
Das sind aber dieselben eingliedrigen Untergruppen, deren Bahn-
kurven auch in © W-Kurven 1. Art sind.

Die Elimination von t aus (7) ergibt fiir n =2 die <n—3}—1/\

Gleichungen:
kU0 g% = const., (8)

von denen aber nur n—1 unabhéngig sind. (Fir n = 1 ist natiir-
lich B selbst die Bahnkurve.) Diese Gleichungen stellen Hyper-
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flachen in P dar, auf denen die Bahnkurven liegen. Fiir n = 2

ist (8) die Bahnkurve selbst, fir n = 3 ergeben sich vier Kegel

(Sp1tzen Py, fir n>=>3 verallgememerte Kegel mit der Leitlinie (8)

in der [P; Py P;}-Ebene und dem Restsimplex von II als ,,Spitze‘.

Ist z. B. a;> ax> @, dann enthdlt der Hyperkegel die (n—2)-

dimensionalen Untersimplexe o; = oz =0 und o= ;=0 von II.
Es ist also jeder Ausdruck

=L — O] HA—C; ZC—y) - (E0—C B —; FH;—a
(a8 M@ %y %) & (& %)

eine Invariante zweier M2 @ und & gegeniiber allen Transfor-
mationen E.  Eine allgemeinere Invariante eines AM/2-Paares

gegeniiber € ist
=\l /= \h =\l
@lull-“ln (7, &) = (?—) . (%) e (—?) '
X)) 751 [7hY,

wobei Ily+lp+...+10, =0 sein muB, damit dieser Ausdruck
auch invariant sei gegeniiber Umnormlerungen der Koordinaten®.
Alle » in B, die mit gegebenem & zusammen ein Paar von kon-
stantem @, ; bilden, liegen auf der Hyperflache

€., (B, 0) = (Eyo <§1>ll <E’E>ln= const,. 9)

%o 21 O

Die Bahnkurve (7) liegt auf dieser Hyperfliche, wenn

Zai =0 1st.

Ganz analog lieBen sich auch Invarianten von A/2-Tripeln
usw. gegeniiber € bilden.

Transformationen endlicher Ordnung in €. Die Kol-
lineationen

pPoi = elini (10)
wo ¢, und mindestens eine der Potenzen eli (j; ganze Zahlen)
T x, z

1 Nimmt man bei n = 2 inhomogene Koordinaten — = x, 2= Y, so hat

xg

men den Bund der Kegelschnitte mit gemeinsamen Hauptachsena Sind dann

b, ¢, ppp und f bzw. die Halbachsen, der halbe Asymptotenwinkel, die

Scheitelkriimmungsradien und der Flicheninhalt des Kegelschnittes ¢, 8o

erhilt man, wenn die /; die Werte 1,—1, 0 annehmen, die Invarianten @:a,

b :5, tgg:tgy des Kegelschnittpaares @, & bzw (E Erteilt man den /; die Werte
2,—1, —1, so ergeben sich die Invarianten 7% Pb’ 7% Pb’ j:f.
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primitive k. Einheitswurzeln sind, sind endlicher, u. zw. k. Ord.
nung. Diese Transformationen bilden natiirlich eine Gruppe. 7. B .

a) k = 2 liefert in B die 2" involutorischen Kollineationen
p*0i= == ai, denen in © eine Gruppe von 22" involutorischey,
Kollineationen entspricht. Zwei M2, die durch eine solche K.
lineation auseinander hervorgehen, sollen vertauschbar heifey

b) k = n+1 liefert eine Gruppe von (rn+1)" Kollineationey
p2ai= e  oi der Ordnung n+1. Eine M? geht dabei in (n4-1)
verschiedene M? iiber (darunter in sich selbst), die miteinander

verbunden heilen sollen. Wir sagen, sie bilden zusammep

einen Akkord. Die n41 Kollineationen p%a; = Sj;ila.ﬁ (m=0,1,.. . n)

bilden eine Untergruppe jener Gruppe. Die n+1 M2, die durch
diese Transformationen aus einer von ihnen entstehen, nennen
wir einen zyklischen Akkord.

Im Fall n =2 haben die Bildpunkte der Kegelschnitte
eines zyklischen Akkords eine besondere Lage. Ein Bildpunkt
kann mittels einer Transformation Z in den Einheitspunkt ver-
legt werden, dann lauten die drei Bildpunkte pi (1, ¢, ¢2%) (i = 0,1, 2;
¢ = primitive 3. Einheitswurzel). Die Geraden P,g’, P g, P,g
schneiden sich dann (fiir jede Permutation i, %, [ von 0, 1, 2) im
Punkt /% (1, ¢! ¢?%), d. h. die Dreiecke II =[P, P; P,] und
[°@* £?] liegen in sechsfacher Weise perspektiv. Die sechs Per-
spektivitatszentra sind die restlichen Punkte des Akkords, dem
der zyklische Akkord angehort. Die sechs Perspektivitilsachsen
at* ==y + 2l +efay = 0 enthalten je zwei Zentra, némlich "
und +**. Das charakteristische Doppelverhdltnis (P, g, 7%, a'*))
der Perspektivitit hat den Wert ¢ oder ¢!, je nachdem i, k, |
eine gerade oder ungerade Permutation ist. Die Achsen und
Zentra, d. h. die Dreiecke (%% 120, +201) und (%21, 4210, +1%)
liegen wiederum in sechsfacher Weise perspektiv, die zugehorigen
Zentra und Achsen sind die Punkte und Seiten der Dreiecke Il
und [E°B g2]. (Uber sechsfach perspektive Dreiecke vgl. z. B.
J. Valyi, Mon. f. Math. u. Phys., 9 (1898), S. 167.) Dieser (und
ebenso jeder anderen) Konfiguration von Punkten und Geraden
in B entspricht in © eine Konfiguration von M2 und M2 Scharen
des Bundes.

Die Gruppe 3.
Sie wird von den Kollineationen
2, g2 (= —
p { p2oi=aiir10i41 (1= 0,1, .. .n—1) (11

— 2 /
Pzdn = Ay, 020
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erzeugt. Das Produkt von zwei Transformationen (11) ist eine
Transformation Z2 Das Produkt von n-1 verschiedenen Trans-
formationen (11) ist eine allgemeine Transformation E. Dagegen
jst Z*+! immer die identische Transformation. 3 enthilt &
und alle Z samt deren Potenzen Z2, Z3, ...Z"

Die Fixpunkte von Z in P bilden den zyklischen Akkord

T Ty e
Opidas ... i0y = \/aa}’algl— 154 N [P

n+1
. 2n —2 4 2 .
BTES | \/a[.g"d%;f . -af{—l,nan,o PN (12)

n-+1
« N 2n 42n—2 2
c g \/an,oam .« o An—2,n—1-

In P bestimmen je zwei Fixpunkte eine Fixgerade (in £ also
eine Fixschar) und eine Fixumlinie (in © ein Fixbiischel). Je i Fix-
punkte (i =n) bestimmen eine (i—1)-fach ausgedehnte invariante
Mannigfaltigkeit von Hyperflichen 2. Klasse und eine solche von
Hyperflichen 2. Ordnung. Z. B. bestimmen n Fixpunkte in
die Gesamtheit der M2 in O, die eine Fixhyperebene der zu Z
gehorenden Kollineation in O beriihren. Sie bestimmen ferner
die Gesamtheit der M2 in O, die durch einen Fixpunkt dieser
Kollineation in £ gehen. Fir n =2 ergibt sich, wenn die
Kollineation reell ist, in £ ein zyklischer Akkord, der einen reellen
Kegelschnitt enthélt. Die beiden tibrigen (konjugiert komplexen)
Fixkegelschnitte bestimmen die reelle Fixschar und das reelle
Fixbiischel.
Eine gegebene M? 5 gestattet die Kollineation

ai . o
Z._.pzaizgl Oi+1 (L:O, 1,...”/_1), ng'n:?g_u

141 0

und diese fithrt die mit & zu einem zyklischen Akkord verbun-
denen 2 einzeln in sich iiber.

Durch Z geht €y;,...1,(a, &) tber in &, .., (7, &), dies in
(glclrulnlnlx (@,&) usw. Invarianten eines Paares z, & von M? ge-
geniiber der Gruppe 3 sind also die symmetrischen Funktionen
der €., (7, @)

Ahnliche Eigenschaften zeigen sich, wenn bei einer Kol-
lineation ¢ nur ein Teil der Koordinaten zyklisch vertauscht
wird, also auch, wenn nur zwei Koordinaten vertauscht werden.
Die letzteren Transformationen sollen eigens besprochen werden.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K., Abt. ITa, 150. Bd., 1. bis 4. Helt. 7
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Die Gruppe Ty.
Sie enthélt die Kollineationen £ und die Kollineationep
p2og = g1}
Ty § p?oy = alood (13)
pao'.i = a3;0; (i=2, 3,. )

samt deren Potenzen T3, Tii,....
T3 ist eine spezielle Kollineation E, ndmlich

2 2 2 42 4 4
(24) = (@51 ai00,, Qo1aT001, 03205, . o . AinOa).

In jeder der co"—2-Ebenen durch die Gerade oy=o03=...= g, =(
findet eine perspektive Kollineation mit dieser Geraden als Achse
statt; Zentrum ist der Schnitt der Ebene mit o, =0, = 0 (ver-
allgemeinerte windschiefe Kollineation). Tf; ist wieder eine
Transformation (13) usw. Das Produkt zweier verschiedener T,
ist eine allgemeine Transformation E.

Zu den Fixpunkten von Ty gehoren zunichst die
Punkte P,, P, ...P, Im Biischel der Hyperebenen durch diese
Punkte findet eine Involution statt, bei der sich die durch Pyund P,
gehenden Hyperebenen vertauschen und die Hyperebenen durch
die beiden restlichen Fixpunkte, néamlich (ay, nay,, 0,. .0)
(n = ==1) festbleiben. Je zwei entsprechende Hyperebenen
dieses Biischels sind kollinear aufeinander bezogen, es entsprechen
sich dabei die Punkte P, P, ... P, selbst, ebenso die Schnitt-
punkte mit der Geraden [PyP;]. Diese Kollineation wird speziell,
wenn irgendwelche der Werte nag ayg, a3, . .. a5, iibereinstimmen.
Ist ai; = ai;, = = ai ;. 50 bleibt das Teilsimplex [P;, Py,

.. P;,] punktweise fest. Ist

Nlo1 o = iy = Qiyiy, == = Gy i

so bleibt der Verbindungsraum des Punktes (ay, a0, 0, ...0)
mit [P, P, P; ] punktweise fest. Ist endlich

9 5} )
Qo = @22 = 33 = = Qun,

so ist T, eine perspektive harmonische Kollineation (Zentrum
(@, —1 010, 0, 0), Kollineationshyperebene durch die iibrigen
Fixpunkte).
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Die Gruppe @.
Die Gesamtgruppe & der Kollineationen

G...ptoy = a}'?kr/.ft (14)

(=01, n; die k sind irgendeine Permutation der i)

des Bundes in sich enthélt die Gruppen €, 3, Ti und noch andere
als Untergruppen. Sie wird von n Scharen von oo! perspektiven
Kollineationen bzw. deren infinitesimalen Transformationen er-
zeugt (Zentrum ist eine von den n+1 Ecken von [I, Kollineations-
hyperebene ist die gegeniiberliegende Hyperebene von II), zu-

sammen mit (”’H) Transformationen Ty (1, k=0, 1, n)
(da sich jede Permutation aus Transpositionen zusammensetzen
1aBt).

Gehen durch G die Indizes 0, 1, n dber in iy, i,.. .1y, SO

gehen die Hyperflachen
€,1,...1, (@, o)= konst.

iiber in @’z'a iyl (a, o) = konst.
Um zu brauchbaren Invarianten eines J,-Paares gegeniiber &
zu gelangen, wird man von solchen Invarianten gegeniiber € aus-
gehen, die bei Vertauschung der Indizes gerade n verschiedene
Werte annehmen, da ein Punkt in ‘B als Schnitt von n Hyper-
{lichen bestimmt ist. Genauer: man wahlt [y =—n, , =1, =
=1l,= 1! und bildet die elementarsymmetrlschen Funk-
tlonen der n+1 Invarianten

== = _ _ = 1
= (10 0y Ol . Ol Oglq. . .0 Oy nt
Conryryr (3,8) = 0Ba T Toa By
0. Oy Olp <O 0.0y O a
. @1,—11, 1,...1y -@1, 1,...1, —ny
namlich
R _ = 1
Boliy- . - On &\t
® (7,8 = ) <‘_0‘)
Olg 01 B Lo G/
= = = \2 = = \n4l
= Og0q-..0% [ OOy
, (a,8) = (:? = ) 3 <?*_—> (15)
Ao+ . .0n L 0901
o 0oy T \" XV [ 8oy Fn—y \"H1
@n(aaa)=<== => ‘ — —
ToOy. . 0/ Lo\ Toly. .. 0n—1

1 Vgl. Anmerkung S. 7.
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®,+1 (7, %) hat immer den Wert 1. Ferner ist
@'(— =) = @n——i(i, a), (’/ = 1 2 . .n).

Ist umgekehrt bei gegebenem z die andere M2 des Paares,
némlich 5 = «, aus den gegebenen Werten

@5@' (&, OC) = ¢; (L = 1, 2-, e n) (1(')
zu berechnen, so normiert man &y& ... g, = 2% o und
erhilt fiir die Werte (2;/@;)"! = ) die Gleichung

)~n+1—01)k"+02)\"_1— + (_Qi)ncn)\_'_(__j-)n—i-l — 0
mit den Wurzeln )y, A;. . . ) (in irgendeiner Reihenfolge). Dann ist
i n—+1
o= eff_Ha,' \/)\f (17)
mit der Bedingung ]o+11+ . F5n=0 (n—|-1) (wegen der Nop-
mierung). Setzt man j, =0, so konnen j, ...,J._1 je n+41

Werte annehmen, j, ist dann aus der Kongruenz zu berechnen.
Jede Permutatlon der ); liefert also (n+1)"-! M? als Losungen.
die einen Teil eines Akkords darstellen. Bei geradem n verteilen
sich diese Losungen auf (n+41)"-2 zyklische Akkorde, denn hier
ist die Exponentensumme eines zyklischen Akkords durch n+1
teilbar. Bei ungeradem rn verteilen sich diese Losungen auf
2 (n+1)*-2 zyklische Akkorde (in jedem derselben gehort jede
zweite M2 zu den Losungen), denn hier ist erst jede zweite Ex-
ponentensumme durch n-+1 teilbar. Sind alle Wurzeln ); von-
einander verschieden, so gibt es (n+41)! Permutationen von
ihnen, also im ganzen (n+1)".n! Losungen (o, oy, ... o)

Dies ist natiirlich zugleich die Anzahl der Punkte, in denen
sich die Hyperflichen 16) oder

n+l 1
\ LoP1 s o o Di— ! Og1. .7 .
(Uorll 22} 1\/ cz’( 0Y1 n> (L _ 1, 2’ n)

L_J &051...?1’1'_1 / \50&1.. . On

(Ordnung i (n41)) untereinander schneiden.

Jede dieser Hyperflachen gestattet jede der (n-+1)! Kol-
linationen des Bundes in sich, die 7 festldaft. Deren Koeffizienten
erhilt man aus

p2ay = QUi Fiy P20 = O30y, . 020 = G5 i
Ferner gestattet jede dieser Hyperflichen die (n--1)"-! Kol-
lineationen p2g;= ¢  of, fir die jo+j4...47 0 (n41) ist

n-y—
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wie man 15) entnimmt. Diese Kollineationen bilden ebenso
wie die vorhergehenden eine Gruppe. Unterwirft man nun eine
Losung o. den Kollineationen der einen Gruppe und die hervor-
gehenden M? den Kollineationen der anderen Gruppe, so erhilt
man aus einer Losung alle (241)".n! Losungen.

Fiir jedes i bilden die ®&;(a, 2) = ¢; bei verdnderlichem ¢;
ein Biischel, dessen Hyperflichen kovariant mit z verbunden sind.
Jeder solchen Hyperfliche entspricht in © eine Mannigfaltigkeit
von oo"~! M?, die kovariant mit & verbunden sind. Die Hyper-
flichen ®;(a, o) = c¢; und &,_; (7, o) = ¢; gehen auseinander
durch die quadratische Verwandtschaft o;/a; <— &;/2; hervor,
sie haben daher duale Eigenschaften. Ist n gerade, so liegen
also n/2 Paare von zueinander quadratisch verwandten Hyper-
flichen vor. Ist n ungerade, dann liegen (n—1)/2 solche Paare
und eine weitere, zu sich selbst duale Hyperfliche vor.

Im Fall n =2 erhalt man in P die Kurven 3. Ordnung

a0 \? e \® 8 Gat
®, (3, 2) = ¢, oder (éﬁ—) + ((’71) + (;:) =, 01172 (164)

Tl 0g

und die Kurven 6. Ordnung

= \3 /= \ D = \3 P
&, (a, o) = ¢, oder <ﬁ°-> + (f‘i> + <ﬂ> =, 2%1% (16p)
Olo 01 Ol 0”102
Die Kurven &, = c, haben in den gemeinsamen dreifachen
Punkten P,, P,, P, gemeinsame Tangenten, z. B. in P, die Tan-
genten mit der gemeinsamen Gleichung @doi-taioj = 0, also der
harmonische und die beiden dquianharmonischen Strahlen zum
Strahl von P, nach 7. Diese Tangenten schneiden [P; P,] in
drei von den neun Grundpunkten des Biischels der Kurven
®, = ¢;, die dortselbst Wendepunkte haben (syzygetisches
Biischel).
Die Kurven &, = 3 zerfallen in die geraden Polaren

Fo . N % _ 9
gy ei@ @ <2ig,

der Bildpunkte des durch & bestimmten zyklischen Akkords (nam-
lich (s, ¢i 3y, e2id,), ¢ = 0, 1, 2), bez. der zerfallenen Kurve 3. Ord-
nung I = gg0y0, = 0. Die Kurven &, = 3 zerfallen in die koni-
schen Polaren

g Eg 0 €y iy
A
Qo 04 .o
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der Bildpunkte des durch & bestimmten zyklischen Akkorqy
bez. 1. '

Die Gruppe G.
Sie besteht aus € und den involutorischen Transformationen

E.. .p200i=0} (i=0,1,...n). (17

Das Produkt zweier verschiedener Transformationen (17) ist eine
allgemeine Transformation E, dagegen ist E2 die identische Trans-
formation. In £ gibt es zu (17) die 2" paarweise vertauschbarep
Fix- M

0gity e iy ===bggid= b1, .. 1= by (18)

E stellt in © die Polaritiaten an diesen Fix-M2
dar (denn einem Punkt (§) entspricht in der Polaritit an (= b;)
die Hyperebene (0; = == E&/bs), und wenn (&) auf (o) liegt, so
umhiillen seine Polarhyperebenen bez. (= b;) wegen & = - b,
die

M2, Z daoi= ) b“w? a; =0, also ist p2ef = b}/u).

Die Polaritdt an den 2" Fix- M2 fithrt jede M2 des Bundes in
genau eine M2 iiber. Jede M2 geht durch die Polaritit an sich selbst
und an den mit ihr vertauschbaren M2 in sich {iber. Jeder
zyklische Akkord geht durch E in einen zyklischen Akkord iiber,
insbesondere jeder durch eine Fix-M? bestimmte Akkord in sich
selbst. Dabei wird die Reihenfolge der M2 im Akkord umgekehrt.
In B erfahren die Strahlen in jedem Punkt P; bei E eine involu-
torische Verwandtschaft (n—1). Ordnung (fiir » = 2 also eine In-
volution). Auf den Doppelstrahlen derselben liegen je zwei Doppel-
punkte. Jede andere Gerade in B geht in eine Umlinie iiber und
umgekehrt. Ist £ durch eine bestimmte M2%a und ihr Bild 7
gegeben, so ist ¢b% = &;al und in P geht die Gerade durch die
Bildpunkte in die Umlinie durch die Bildpunkte iiber.

Durch £ geht @;,...1,(3,3) tber in @1:11,...1" (z, 7). Inva-

riant ist .
€y, (3,7 = C,., (7, 0)+C, (@, &@)- (19)

oyt

Durch n solcher Invarianten ist das M,-Paar &, & bis auf Trans-
formationen £ bestimmt. Die bei variablem = 5 in B ent-
stehenden Hyperflichen €, 1, (3,0) =T (konstant) sind ko-
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variant mit &
Hyperflachen

verbunden; jede von ihnen zerfillt in die zwei
@lall ‘ ) (C =+ \/02_4)

Die Gruppe 3.
3 enthalt 3 und die Transformationen

1 proi= b;’,iH (t=0,1, n—1)
_ i1
Z . b, (20)
5% =
oy

72+ ist eine Kollineation Z2k. Bei geradem n ist Z"+1eine Trans-
formation E und Z2t) die identische Transformation. Bei
ungeradem n ist Z"+! eine von der identischen verschiedene
Kollineation E.

Wenn n gerade ist, hat Z in B den Fixpunkt
o0 oyt 0gt vt = (boybag. . bng)?i(brabsas. . .0g)%: (1)
:(b23b45. . 'b12) . .(bnoblg. . .bn_l, 71)2.

In © gibt es also eine einzige Fix-M2 Wenn n ungerade ist,
existiert i. a. kein Fixpunkt von Z in 3. Wenn aber

b01b23b45- - -bn—l,n = = blzbubss- . -bn—2,n—1bn,0 (22)

ist, ergibt sich eine Gerade von Fixpunkten in B (eine lineare
Schar von Fix-M? in ©), namlich
o _ b2 _ b biwa bl 23)

Aoy 03 %9 0973 Op—10n On o

Diese Gerade von Fixpunkten liegt auf den n—1 (linear ab-
héngigen) Hyperebenen

b;-), i+1 a.i+2_b:f+ly 20 = 0 (i = O, 1, 2.. .n—2), (23 a)
sie schneidet also die beiden !/, (n—1)-dimensionalen Teilsimplexe
a0=12=a4=,_,:a,,_1=0 und d]_:d.3=d.5=.-.=0'-n=0

von [, im Fall n =3 also zwei Gegenkanten des Tetraeders II.
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Die Gruppe ZTy.
Sie wird durch die Transformationen

9
2, b1
(e == Ok
p*o o
bio
v 2, =
(701 — —5— 2
Ty | 0*n="y (24)
b3 :
Pzai: J;, (L :2, 3, n)
)

erzeugt, Ty ulnfaBt alle Transformationen E und T,.
Durch 7§ geht o iiber in

4 P Pl P 2
(bloog, bb121, BB10100:g, . . . . bGLOT02),

T'y? ist also in P eine projektiv verallgemeinerte inhaltstreue
Affinitat (die fiir n = 2 zwei Ellipsen mit gleichem Flacheninhalt,
bzw. gleichem 1. oder 2. Scheitelkriimmungsradius in ebensolche
iberfiihrt).

Ist b31=biy, so existiert in B kein Doppelpunkt zu T,

es werden in % die Hyperflichen
(2001)" Tt = (0503 . . 0m)? (¢ konstant) (25)
projektiv vertauscht, wobei die Hyperflachen (25) mit
¢ = == (b1 b1o)" 1 (baz. . . Oun)?

in sich ibergehen. (Im Fall » = 2 geht das Biischel der Kegel-
schnitte in %, die p, in P; und p; in P, beriihren, in sich iiber.)

Ist aber b3 = bio, so ist Ty involutorisch und die Fixpunkte

in B liegen auf
bal o b32 o b§3 b;-)z)z

Ist hier n = 1, dann ist jeder Punkt in P Fixpunkt. Ist n =2,
so existiert ein Kegelschnitt b3s0g03—bi123 = 0 von Fixpunkten
in B, Ty ist in P das projektive Abbild der euklidischen Inversion
(an einem Kreis). In © hat jedes Kegelschnittbiischel des Bundes
mit der Reihe von Fixkegelschnitten zwei Kegelschnitte gemein,
es geht in die lineare Schar iiber, die diese beiden Kegelschnitte
enthilt, und umgekehrt. Ist n=>2, so liegen die Fixpunkte in P
auf den 2"—2 Kegelschnitten, die durch die 2"—2 Ebenen

o% o o3 by (26)
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22 o, On
4+ =t =
- b22 b33 bnn
aus jedem der n—1 Hyperkegel 2. Ordnung
Do%y ff _
b B, (t=2, 3, n)

geschmtten werden. (Im Fall » = 3 also zwei Kegelschnitte von
Fixpunkten in B.)

Die Gesamtgruppe @.

Jede Invariante eines M2-Paares &, & gegeniiber & mufl
eine symmetrische Funktion der €,;,...; (&, a) sein. Als niedrigste
Invarianten erhilt man die (n—%—i) symmetrischen Funktionen

G, (3,3), 8 (%,3),...8 1) (2,9) (27)
der <n42~1) Invarianten
_ ) 220 ) o o (28)
Gon b0, 000 (7,8) = 2L X 0, n; i k).

Zur Festlegung eines M2-Paares a, & bis auf Transformationen G

geniigen schon n von den Invarianten &, (g, %).
Bei variablem % = o und festem & ergeben sich in B die
Hyperflachen

@, (3,0) = 6 <: const., x=1,2,... (n-é—i)) , (29)

die kovariant mit 5 verbunden sind. Sie gehen bei jeder a fest-
lassenden Transformation G in sich iiber, ndmlich bei den (n4-1)!
Kollineationen, deren Koeffizienten sich aus

= L = — 2. = = — a =
P28y = Qb &, (P8 = ai;, 8, P2 = @i, B,

ergeben, und bei den (r-+1)! Korrelationen, deren Koeffizienten
aus
P2 a8, = bk, pogas, = b, PP andi, = b;';in

berechnet werden (i,, i, i, ist jedesmal eine Permutation von
0, 1, n). In © entsprechen jeder solchen Transformation 2%
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Transformationen. Die 2"-!.(rn+41)! Transformationen in 9,
die eine M? 7 festlassen, fiihren eine andere M2 4 in 2(n+1)|
verschiedene M2 iiber. Allgememer die 27, (n+1)' Kolhneatlonen
und d1e 2".(n+1)! Korrelationen in £, die eine M2 7 in eipe
M2 7' iiberfiihren, fiilhren eine mit # kovarlant verbundene jJ2
in 2 (n4-1)! verschledene M? iiber.

Im Fall n =2 ist
&,

)=, _1,0+C01,1+C_y01=

(2,7
o T (@i E3+ &3 71) + 81 %y (a‘>’i,+a&%)+aﬁg (m,&_‘—{—a‘iaﬁ)
s (2,8) =€, 1,081, 1€ 101 = (27 q)
(@8 &1+ a1 @) (1a-+asd1) (a2 d)+ a0 a3)
501 15 % &1 I
und man findet leicht, daB
- 1 — —
&, (3, ) = o (Bi—6,—4) (27 b)

ist. In ‘B bilden bei festem & und verdnderlichem o die Linien
®,(a,2) = ¢ (konstant) (294)

ein Biischel von Kurven 3. Ordnung. Drei Grundpunkte des
Biischels fallen in die Schnittpunkte der geraden Polaren von #
bez. der zerfallenen Kurve 3. Ordnung Il=:ggu;0, = 0 mit den
Seiten von II, in den iibrigen drei Grundpunkten P; haben die
Kurven gemeinsame Tangenten, die nach je einem der drei ersten
Grundpunkte gerichtet sind. Weiters bilden die Kurven 6. Ordnung

&, (7, 0) = ¢; (konstant) (290)
ein Biischel, dessen Kurven in P; Inflexionsknoten mit festen
Tangenten haben; deren gemeinsame Gleichung z. B. in P, lautet
aios+asai = 0. Jede der sechs Tangenten in den drei In-
flexionsknoten beriihrt die Kurve noch einmal, u. zw. in ihrem
Schnitt mit der Gegenseite von II.

Ist nun ein Kegelschnittpaar &, o (d. h. in 9 ein Punkte-
paar @, o) z. B. durch die Invamanten &, (3,0) = ¢ und
&, (3, 2) = c; gegeben, so kann man, da & transitiv ist, etwa a
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fest wahlen. o ist dann bis auf jene zwdlf Transformationen G

pestimmt, die & festlassen. Es sind dann €. _10(7,2), Cu1-1(3,0)
und ©_1 0,1 (7, o) die Wurzeln der Glelchung

1
)\3—51)\2 + 2 (Ei—ag_[k) )\_63 — 0. (30)

Sind diese Wurzeln )y, ), A; (in beliebiger Reihenfolge), so lost
man das Gleichungssystem

-@_],—1,0 (aa '1) = )‘17 —@0,1,—1 (ﬁ, O'.) = )\21 .@-'—1,0.1 (a» d-) = )\37 (31)

d.h. man hat in P zwei Geradenpaare zu schneiden (Triger P,, P,);
das dritte Geradenpaar (Trager P;) geht dann von selbst durch
die erhaltenen vier Punkte in B. Als Losung ergeben sich also
zundchst vier paarweise vertauschbare Kegelschnitte, deren Bild-
punkte auf (29b) liegen (denn diese Kurve enthilt mit jedem
Kegelschnitt auch die mit ihm vertauschbaren). Aus den vier
Punkten hat man dann einen der beiden Punkte ~ herauszusuchen,
die auch auf (29a) liegen. Aus o erhdlt man die iibrigen elf
Losungen, d. h. die tbrigen elf Schnittpunkte der Kurven (29a)
und (29b) durch Ausiibung jener Transformationen G, die &
festlassen.

Wiéhrend also die Invarianten &; (&, ) nur eine Anzahl
von Akkorden bis auf Transformationen G festlegen, bestimmen
die Invarianten &, (@, «) genau ein M2-Paar bis auf Transfor-

mationen G.
Nichteuklidische Deutung.

SchlieBlich sei bemerkt, dal das Vorstehende der nicht-
euklidischen Geometrie zugerechnet werden kann, wenn man in £
eine M? g als absolute Hyperfliche einer nichteuklidischen Metrik
nimmt (in P ist also ein Punkt 7 ausgezeichnet). Dann haben
alle M2 des Bundes das nichteuklidische Hauptpolsimplex Q.
Die Invarianten eines Paares z, o gegeniiber den Gruppen €,
usw. sind nun nichteuklidische Invarianten von , und zwar stehen
die Invarianten gegeniiber E, aus denen sich die Invarianten
gegeniiber den anderen hier besprochenen Gruppen aufbauen, in
einfacher Beziehung zu den nichteuklidischen Halbachsen von o
(und deren dualen Gegenstiicken): o schneidet die Kante [0; O]
von @ in den Punkten Ay und Ak (2 = 2=\ —u, @ =\
alle anderen z; = 0). Dann ist nach der Abstandsformel

"""" L) g e PP g () (2%
2¢ /ety T 2e (‘P)
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der nichteuklidischen Geometrie (wobei (xx) ' x;/a =0 ist]

die Halbachse I = 0; Ay von » bestimmt durch

lw & & i [’
Tanh? % = w Co,0,...0,1,0,...0,—1.0...0 (7, o)
Li 4

und alle anderen Invarianten €., (z,2) sowie ®,,. 1 (7, 02)

usw. sind Potenzprodukte dieser niedrigsten Invarianten. Z. B,
ergeben sich die mit & zu einem zyklischen Akkord verbundenen ,,
durch die nichteuklidisch metrische Forderung, daB alle Iy gleich
seien. (Das folgt schon daraus, daB die M? dieses Akkords durch
jene Transformationen 7'; untereinander vertauscht werden,
die 7 festlassen.)
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