Eine Verallgemeinerung
der Fuler-Maclaurin’schen Reihe und der

Bernoulli’schen Zahlen
Von
Anna Klingst in Wien

(Mit 3 Textfiguren)

(Vorgelegt in der Sitzung am 20. November 1941)

1. Einleitung und Ubersicht.

Die vorliegende Arbeit behandelt die Aufgabe, die Methode
der Trapezverbesserung zu verallgemeinern, d. h. die allgemeine
Quadraturformel

[H@dz= N Li@+R (1)
’ 0

mit den im Intervall a,...a, symmetrisch? verteilten Anschluf3-
punkten a,, a4,...a, wobei die L; gewisse von f unabhingige
Zahlenfaktoren sind, durch Entwicklung von R in eine Reihe
umzuformen, derart, daB das Verfahren im Falle der Trapezregel
die als Euler- Maclaurin’sche Formel? bekannte Reihe liefert. (Diese
Anregung verdanke ich Herrn Prof. L. v. Schrutka.)

Die Aufgabe wird dadurch gelost, dall eine bereits von
G. Kowalewski® angegebene Form des Restgliedes R durch par-
tielle Integrationen in eine Reihe entwickelt wird. Die so ent-
stehende Reihe erhdlt den Namen: hohere Euler- Maclaurin’sche
Reihe. Die oben erwihnte Form des Restgliedes R wird in Punkt 2
auf eine neue Weise hergeleitet, die sich dem Rahmen dieser
Arbeit besser einfiigt.

Fir die Koeffizienten der hoheren Euler-Maclaurin’sehen
Reihen 148t sich ein Zusammenhang mit Zahlen feststellen, die

1 Diese Einschriankung la8t die Analogien zum Falle der Trapezregel
besser hervortreten und kann bedenkenlos gemacht werden, da alle geliufigen
Quadraturformeln symmetrisch sind.

2 Diese Bezeichnung entnehme ich dem Buch von G. Kowalewski, Inter-
polation und gendherte Quadratur. Leipzig und Berlin. 8. 122.

3 @. Kowalewski, a. a. O., S. 73 u. f., S. 87 u. f.

Sitzugnsberichte d. mathem.-naturw. K., Abt. I, 150. Bd., 9. u. 10. Heft. 17
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als eine Verallgemeinerung der Bernoulli’sehen Zahlen aufgefaft,
werden konnen und einer symbolischen Riicklaufformel gentigen,
die eine fiir die Bernoulli’sehen Zahlen bekannte Riicklaufforme]
als Sonderfall enthilt [Formel (8)]. Diese Zahlen werden daher
als héhere Bernoulli'sehe Zahlen bezeichnet.?

Es zeigt sich ferner, dafl in vielen Fillen in der Folge der
nicht verschwindenden dieser hoheren Bernoulli’schen Zahlen
das Vorzeichen abwechselt, wie dies ja auch bei den gewo6hnlichen
Bernoulli’schen Zahlen zutrifft. Hiefiir wurde eine hinreichende
Bedingung aufgestellt und mit deren Hilfe der Zeichenwechsel
im Falle der Gauf’schen und Cotes’sehen Quadraturformeln unter-
sucht (Punkt 9, Punkt 11). Wenn diese Bedingung erfiillt ist —
so 1Bt sich weiter zeigen — kann der Fehler, den man begeht,
wenn man die hdhere FEuler- Maclaurin’sche Reihe an einer be-
stimmten Stelle abbricht, auf einfache Weise abgeschitzt werden.

Den AbschluB dieser Arbeit bildet eine Tabelle der ersten
zu den Cotes’schen Formeln n=1,2,...5 gehorigen hoheren Ber-
noull’schen Zahlen und der zu eben diesen Formeln gehérigen
hoheren FEuler- Maclaurin’schen Reihen.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. L. o. Schrutka herzlich
danken fiir seine Anregung und seine vielen wertvollen Hinweise
zu dieser Arbeit.

2. Das Restglied der Quadraturformeln:

ay

ff(x) da = ZLJ'I‘(&;)—FB.

0

Die Newton’sche Quadraturformel,® d. h. jene Formel der
Gestalt (1), welche durch Integration der bekannten Newton’schen
Interpolationsformel mit den AnschluBpunkten a,, a,....a,
zwischen den Grenzen a, und a, entsteht, hat bekanntlich fiir
den Fall, f(z) = Polynom, dessen Grad rn nicht tbersteigt, die

Eigenschaft R = 0. Es gilt daher fir f(x)= M; I=n

n
*(a—zx) o (a—a))
r— [(a—2 dx—\,-L,-—( )
il ya il
(’u
4 Wohl zu unterscheiden von den von E. Cesaro eingefiihrten, sogenannten
Ultra- Bernoulli’schen Zahlen (Atti del Accad. di Napoli, 1865), welche der Be-
dingung (B+1)»—pBn = n mit B0= B, = 0 geniigen.
5 Diese Bezeichnung entnehme ich G. Kowalewski, a. a. O., S. 40.

0
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(an—ao H'l (an—a} —
(RN —Z 0 (2)

Diese Beziehungen (2) werden wir jetzt bei der folgenden Um-
formung des Restgliedes anzuwenden haben.

R =ff(x) dx—ELjf(ai)
L 0

kann offenbar, wie man sich ohne weiteres durch partielle Inte-
gration und Benutzung der Tatsache [Formel (2) fiir {=0]

=ay—10ay

iiberzeugt, in der Form

R=— f [(&—ag—Lo] f' (z) dz— f [(&—ag—Lo—Ly]f (2) da—. .

Uy

— | (z—aog—Ly—Ly—...Ly4]f (z)dx
h—1

geschrieben werden, welche wiederum durch partielle Integration
und Anwendung von (2) der Reihe nach iibergeht in

R— +f o), —L.,(x—a.,)]f”(x)dx—i—

+f r— ao) — Ly (z—ag)—L, (g;—al)] " (zxydx+ ...+

+ f e N T -

n—1 — L,y (x—a,z_l)] f"(z)dz,

a
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. [(x—a.,):% I, (x—a,)? I, (x—a,)? } f"(z) dz—. . —

A 31 21 21
_ [((z—ay)® I (z—ap)®  , (¥—ay)*
31 g DY
Ap—1

T—a
LT g,

R = (1 { [ [(.’E—ao)'H—l— L, (x——ao)”J o) () d x4

(n+1)! nl
x—a )’HLI (r—ao)" (z—a,)" ©)
(x—a () (e
* n+°1)' —lo T
_ Ln—l (-T r(::m—l) ]f(71+1) ((L') dx} .

Die Integrationskonstanten wurden so gewihlt dafl die, unter
dem Integralzeichen auftretenden Polynome in den AnschluB-
stellen aneinanderschlieen und das erste dieser Polynome an der
Stelle a, den Wert Null besitzt.

Die Form (3) des Restgliedes wurde von Kowalewski bereits
auf andere Weise hergeleitet. Sie gewinnt besonders dann prak-
tische Bedeutung, wenn es gelingt, zu zeigen, dal die Funktion

S +1 —a, )" .
%( ) (x( _;'f?l)) ___Lo( n!O) , mn ao...al
(z—a,)"*! (z—ay)" (x—a,)" .
R R TRt e T R
_ (e (z—a))" _ , (2—a,)"
(n41)! Lo =0 L= —
— L, w , In a,_1...0

n!
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im Intervall a,...a, vorzeichenbestiindig ist, da in diesem Falle
der erste Mittelwertsatz auf
L
R = (=1t [ R (z) f* ) (z) d (3a)

angewendet ergibt:

n

R = (—1)yrt1fintD) (&) [ R (x) dx Ay <<t << ap.

Diese Form des Restgliedes gestattet nadmlich durch Ein-
setzen des Maximums von f®+1)(¢) in a,...a, an die Stelle von
f#+1) (&) eine Abschatzung des Fehlers von (1). Kowalewski fiihrt
diesen Gedankengang fir die dritte Cotes’sche Formel, die so-
genannte Newton’sche Lieblingsformel, durch.®

Im folgenden sollen jetzt nur mehr solche Quadratur-
formeln (1) betrachtet werden, deren AnschluBpunkte in bezug
auf die Intervallmitte symmetrisch liegen und die infolgedessen
auch in den Koeffizienten L; symmetrisch sind, so daB gilt

Lk == Ln—k (k == 0,\1, . .n).

Die n-te Ableitung der Funktion 0 (x) ist dann, wie leicht einzu-
sehen ist, eine in bezug auf den Intervallmittelpunkt schief-
symmetrische Funktion, d. h. es gilt

N® (ag-+1) = — N® (@—1).

Offenbar erhidlt man durch n-malige Bildung der Stammfunk-
tionen von N™ (z), so wie dies oben bei der Durchfiihrung der
partiellen Integration geschah, abwechselnd eine in bezug auf die
Intervallmitte symmetrische und eine schiefsymmetrische Funk-
tion

RO (2g-+-1) = + RO (22—1)

NO—2) (@g+1) = — N2 (a,—1)

N (ag+1t) = (—1)" L N (an—1).

Denn diese Funktionen haben alle die Eigenschaft bis ein-
schlieBlich R’ (z), im Intervall a,...a, den Mittelwert Null zu
besitzen. Dies folgt aus Formel 2:

RO—1) (g,) = RO (@) =. . . N (an) = 0.
6 Kowalewski, a. a. O., S. 60 u. f.
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Fiir 9N (z) selbst ist dies nur dann der Fall, wenn n gerade ist,
denn dann ist ja N (x) eine schlefsymmetrlsche Funktion, die
notwendigerweise den Mittelwert Null haben mufi. Es kann in
diesem Falle das Restglied (3 a) nochmals partiell integriert werden
und man erhalt

lln

R = (—1)+2 [92(—1) (z) f*+2 (x) d x n gerade. (3b)

Diese Form des Restgliedes enthilt einen Beweis dafiir, daB die
symmetrischen Newton’schen Quadraturformeln mit den Anschluf-
punkten ag, a4,...a, mit geradem n auch noch fiir den Grad n+41
exakt sind.

Diese Betrachtungen lassen sich verallgemeinern, da sie
auch auf solche Formeln (1) anwendbar sind, die fiir den Fall,
f(2) = Polynom vom Grad < m, wo m==n, bzw. n1 ist, die
Eigenschaft R =10 besitzen. Gemeint sind hier auch jene For-
meln (1), welche nicht im obigen Sinne als Newton’sche Quadra-
turformeln angesprochen werden konnen. Insbesondere sind
darunter solche Formeln zu verstehen, fiir die n = m ist. In diesem
Falle folgt aus der symmetrischen Verteilung der AnschluBpunkte
nicht mehr notwendig die Symmetrie in den L; und diese muB
daher hier ausdriicklich vorausgesetzt werden. (Eine weitere Ver-
allgemeinerung findet sich im Punkt 9.) Sei also nun eine Formel (1)
vorgelegt, die fiir Polynome bis zum Grad m exakt erfiillt ist,
dann gelten die Beziehungen (2) fiir i=<m und man kann durch das
eben entwickelte Verfahren, d. h. durch m-malige partielle Inte-
gration, das Restglied in der Form?

Iy

R = (__1)1)1-}—1]92@—1)1) (x) ]’(m +1) (Z) dz

mit
X—y m -1 T—an )" .
() = : (m+)1) —L (-fﬁT i m a,...0
(x—d )nH—l (x__ao)m (x—al)’” .
T (m+hr T m! — L m! mn ay...0

7 Diese Schreibweise: N(n—m) (x) wird hier deshalb gewdhlt, um mit
der Kowalewski’schen Bezeichnungsweise in Ubereinstimmung zu bleiben.
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_ (x—ay)"+? - (z—ay)™ — (x—a1)m__ .
(m+1)! * m! 1 oml
T—ap—1)" .
— L, (7';1) , in a,_1...a
m!

gewinnen. m soll dabei stets als ungerade Zahl vorausgesetzt
werden, da ja offenbar, ebenso wie oben im Fall n gerade, fir
m gerade die Formel (1) auch noch fir m-4-1 exakt erfiillt wire.
Die Funktionen R™ (z), Nt (z), ... besitzen hier natiirlich
bis einschlieBlich N|*—m+1) (z) den Mittelwert Null.

3. Die hoheren Euler-Maclaurin’sechen Reihen.

Durch geeignete Wahl der Integrationskonstanten ist es
moglich, bei dem, im vorigen Punkt erlauterten Verfahren das im
allgemeinen bei N"— (z) (m ungerade) verlorengehende Ver-
schwinden des Mittelwertes wiederherzustellen. Dadurch wird
nimlich erreicht, daB die so gebildeten Stammfunktionen im
Intervall a,...a, wieder symmetrisch, bzw. schiefsymmetrisch
ausfallen.

Man hat also folgendermaflen zu verfahren:

— __fm(n—m+1 (x) f(m)( )dx__[(%(n—m x)_l__cl (m) x)] +

T

+ f(%(n—m) (x)__l_cl) f(m+1) (x) dz

wobei C; so gewihlt wird, dafl

L

J n(‘ﬁ‘”“’") (2)+C)) dz = NO—=D (a,) +C, (a—ag) = 0.

Die Stammfunktion R—m—1) () +C1 (z—ao) von RNo—m (z)4C,
verschwindet fir £ = @y, £ = a,, ist schiefsymmetrisch und besitzt
daher den Mittelwert Null. (Im Falle der nicht symmetrischen
Quadraturformeln wiirde das im allgemeinen nicht zutreffen.)
Durch nochmalige Anwendung der partiellen Integration erhélt
man daher
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R = — Gy [ (@)—f" (a0)] —

— f (RO (2)+ C (9—a0)) 42 (2) dv

Die erste Stammfunktion von
Nin—m=1) () +C; (v—a,):

Sn(n—m—Z) (x)+cl (x aO) + C

ist dann wieder eine symmetrische Funktlon, die durch geeignete
Wahl der Integrationskonstanten C; den Mittelwert Null erhilt;

n

f (o2 )0, L5 6 dr =0 usw.
a

So fortfahrend erhilt man also schlieBlich

R = — C, [f™ (@n)—f" (@o)]—Cs5 [f™+2 (@n)—f"+2) (ag)] —. . .—
. 02 b1 [’l(m+2 k—2) (an)_f(m+2 k—2) (aO)] -
.y 2 k—1
(s—ag?+

O o)

4+ ... +Copg (2—a, )] for 2 (2) d .

Die Quadraturformel (1) geht demnach iiber in

1@ = 3L @)l (a1 () —
o 0

. C [f(m+—2 a )_f(m—{—Z) (a )]_ -
— Cypy [ 272 (g,)—font28—2) ( )]— (5)

y

— . )2k—1

. \2k—3
+ C3 (fz ka0)3) _I_ +CZ k—1 x_a ):I ﬂm+2 k d x’
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oder, wenn man sich den Integrationsprozel ad infinitum fort-
gesetzt denkt,

1@ da= 3 L@l )1 @ —

. (5a)
— C3 [f+2) (a,)—f"+2) (@g)] —. . .. ad inf.
Ich nenne die Formel (5) die zu
[H@rdo= N Lij @)+ R 1)
’ 0

gehorige hohere Euler-Maclaurin’sche Quadraturformel und ebenso
moge (5a) die zu ebendieser Formel (1) gehorige hohere Euler-
Maelaurin’sche Reihe® heilien.

4. Die hoheren Bernoulli'schen Zahlen.

Wir wollen nun die in den hheren Euler- Maclaurin’sehen
Reihen auftretenden Koeffizienten C; in Zusammenhang bringen
mit Zahlen, welche als eine Verallgemeinerung der Bernoulli’schen
Zahlen angesprochen werden konnen, da sie diese als Sonderfall
enthalten.

Dazu kommt man auf folgende Weise: Setzt man in der
Formel (ba)

(z—ay)’

f(@) = ——,

!
so erhilt man
(r—ay)it! @ n. .(a]_ao)i—‘ E_ao)i—m (25— ag)i—m—2
[W] D 2 ml T T

0

+ +Cz-—m—1 <x aO) ‘I‘ Cz—m (x ao)]

a (6)
(@—ag)~" (a ao) (an——ao)i—m ()
Grnr D O O ey Tt

8 Darunter ist im folgenden die rein formal ad infinitum fortgesetzte
Entwicklung zu verstehen. Konvergenzbetrachtungen sollen hier nicht an-
gestellt werden.
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n—1
() )
+ Cim—a (22—|02‘ +Cinm (an—ay) = Z L; (ajl—'o) ,
1

wobei, je nachdem, ob ¢ gerade oder ungerade ist, das C;_,,_; oder
das C;_p verschwindet. Fiir L, kann wegen der vorausgesetzten
Symmetrie L, gesetzt werden. Formel (6) stellt offenbar eine
Riicklaufformel zur Berechnung der C; dar.

Werden nun die zur Quadraturformel

[H@ds= Y Lija+r (1
gehérigen hoheren Bernoulli’sch:n Zahlen, wie folgt, definiert,®
Ay=1, A1=—a:_°ao, A, =A;= = An=0,
A (a(n"f;oi)zm Coi  Apia—0

Ania = (N5 Co A =0 g
A= ( a(L__alo;i!_l Cim—1, 4;= (%lf'ao)‘ Ci—m,

wobei wieder entweder A; ; oder A; gleich Null wird, so kann
die obige Beziehung (6) in die Form

(ot P g+ (Y 4+ () +(l+1) A+

(+1)!
+(Y)a] -t

iibergefiihrt werden, oder in symbolischer Schrelbwelse

n—1
) . +1 ;
(A+1)H1—Ai+l = (an-—lj-W Z Lj (ar—ay)" G
1

9 Die héheren Bernoulli’schen Zahlen sollen fortan mit dem Symbol 4,
die gewShnlichen mit dem Symbol B bezeichnet werden.
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Dieser Formel ist natiirlich stets hinzuzufiigen:°
L,

an_ao '

AV=Ag=1, A=A, ——

Offenbar gilt (8), wie aus ihrer Herleitung hervorgeht, fiir i=1.
Sie stellt eine Riicklaufformel zur Berechnung der 4; und damit
auch zur Berechnung der C; dar:
= (e
i (H—m)' i+-me
Fiir den Fall n =1 gibt Formel (8) die bekannte Riicklaufformel
fiir die gewohnlichen Bernoulli’schen Zahlen
(B+1)i+1—Bi+1 =0 i=1
B* = B,=1.

(7a)

Wird Formel (7a) auf Formel (5), bzw. (ba) angewendet, so
erhdlt man die hoheren Euler- Maclaurin’sehen Quadraturformeln,
bzw. die hoheren Euler- Maclaurin'sehen Reihen in der Form

(@—ay)™t1

ff (x) dx = Z L7f (a’i) - _‘(n?_‘_i__lﬂ— Ayt [i(m) (an)_f(m) (ag)]—
’ 0

Tyt Ames [ (@)~ ()] —. . — 9)

(a—a,)" 21
T (m2 k1)

O

Am+2 E—1 [f(m+2 k—2) (an)_f(m+2 k—2) (ao)] —_

n—m—2 & (ap—ag)"+1 (2—a,)?F1
_fa‘,[N( 2l () + TmED Amir o=\ 4.
___ g \ym+2k—1
bzw.

Lj aj—ay
und
An—0ay an—0a,
gig sind, so folgt aus Formel (8) sofort, dal auch die 4; von an—a, unahb-
hangig sind.

10 Da die Ausdriicke offenbar von an—ay unabhin-




232 A.Klingst,

n

fi(x)dw= ) Lif (a) —

0

(a”_ao)m+1

(m+1)1

Amt [f (@n)—F™ (ag)] —

. (an___do)m+3
(m+3)!

Das Restglied

Apas []‘(m+2) (an)_"(arz+2) (ag)]—....ad inf. 9 a)

(@n—ao)" ! (2—ag)**1

J— {n—m— _
ﬂm 240 () - O A Ty

( an__ao)m+2 k—1
(m+2 k—1)!

4+ Amizn—1 (x_ao)] 2R (z) d

von (9) ist einer symbolischen Schreibung fahig, wenn man be-

achtet, daB

(x_ao)m+2k_L (x_a0)1)z+2k—1 + (an__ao)m+1A (x_a0)2k—1
(m+2F)! O (m+2k—1)! (m+n)1 TR E—1)]

(@y—ay)™H2h—1

dot M2 =0T Anmior—1(T—0ay),

wenn hierin nach (7) L, durch —(a,—a,) A, ersetzt wird, sich
symbolisch in der Form

ot L vl ]

darstellen 148t. Nennt man hierin den Ausdruck

L'} >m+2 k_ m+2k
<dn—ao + A A = Puyor
das (m--2k)-te hohere Bernoulli’sche Polynom,* so kann das Rest-
glied von (9) offenbar in der Form
o
(an_ao)m+2 k

At el VA (m+4-2 k) —
(m+2k)! L—P'nu%kf (x)dx

11 Vgl. damit die symbolische Schreibung der Bernoulli’schen Polynome
bei E. Lucas, Theorie des nombres, Paris 1891, S. 238.
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n—1 %41 j

S S w

1 a

geschrieben werden.

5. Eine Beziehung zwischen héheren und gewiéhnlichen Ber-
noulli’sehen Zahlen,

Es soll nun eine Formel hergeleitet werden, mit deren Hilfe
die hoheren Bernoulli’schen Zahlen explizit dargestellt werden
kénnen. Dies kann etwa dadurch geschehen, daf eine Funktion,
welche alle Glieder in (9a) bis auf das Glied mit A4; zum Ver-
schwinden bringt, in diese Formel eingesetzt wird. Eine solche
Funktion ist offenbar

x—a,

pla)=(2% 4 p)

ay—0a,

(worin B das Symbol fir die gewohnlichen Berroulli’schen Zahlen
bedeutet), denn dieses Polynom hat Ableitungen, die an den
Stellen a, und a, gleiche Werte besitzen (ausgenommen ist die
i—1.te Ableitung). So gilt etwa fir die k.te Ableitung

® () —p (ag) — =D AT ) gy gy i o,

(@i—ao)*

wenn k=3=i—1 und =<7 ist. Im Falle k =i—1 gilt:

. Al '!
P P ) = (g gens BH—B) = (e

Wird daher p (z) in die Formel (9a) eingesetzt, so bleibt, da

T

z—0, )i _ @ 1 mitl
L( pr— + Bldx )1 Bt ]
ebenfalls verschwindet,
(@—ao)t i! _\ ( a—ay )
0 (a—ayt AT Pl =, T8

o
oder
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Ai &T—Tz(; ZL (an—ao B)i' (11)

Wie aus der Herleitung dieser Formel hervorgeht, gilt sie fiir
1= 2. Damit ist es gelungen, die hoheren Bernoulli’schen Zahlen
durch die gewdhnlichen darzustellen.

Fir n =1 geht wegen

a—a
Ly=L,=-2" 5 2
Formel (11) iber in (fir A wird jetzt B geschrieben, siehe FuB-
note 9)
Bi= L B (B
oder
(B+1)i—Bi=0 =2

.Dies ist aber die Riicklaufformel fiir die gewodhnlichen Ber-
noulli’schen Zahlen.

6. Ein Beispiel zur Berechnung der ersten hoheren Bernoulli’'sehen
Zahlen.

Es sollen nun, etwa im Falle der Simpson’schen Regel, die
zugehorigen hoheren Bernoulli’schen Zahlen mit Hilfe der Riick-
laufformel (8) berechnet werden.

Nach (7) mull 4,=1

— A, =——%— sein. Ebenso muB, da

die Stmpson’sche Formel bekanntlich fiir Polynome bis einschlief-
lich vom Grad m = 3 genau erfiillt ist, 4, = A; =0 gelten.

Es werde etwa qy=0, a,=1 angenommen, dann kann
A, aus (8) fiir t = 4 berechnet werden, wie folgt:

(A1) — A5 =5 A, 10 Ag+10 A+ 5 A+ Ay =5 4, —

und wegen Ly= -—~6

5

6"
5 4

tl=fga

L\J!,.A
=i
,4_\
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5 4 1 P
26 24 24’ 471207

Die A mit ungeradem Index sind, mit Ausnahme von 4.,
nach Definition (7) gleich Null.
Fiir i = 6 gibt Formel (8):
7

4
TAe+35A,+(0)+7 4, +4,= B 26

7 7 7 5
7As+‘2—4—€+1=§§, Ag=—pm, 4:=0,

5A, = A, =0.

und fiir i =8:

9 4

9As+84A6+126A4+(0)‘|‘9A1+A0:@‘2*8

5 21 3 3 7
Vde— gt~ gt l=1ag A= 4=0

Man erhilt also die ersten nicht verschwindenden, zur Simp-
son’sehen Regel gehorigen hoheren Bernoullt’schen Zahlen als:

1 1 5 7
6 1207 6727 6407
und es liegt die Vermutung nahe, dafl in dieser Folge die Vor-

zeichen abwechseln. Dies zu untersuchen, wird die néchste Auf-
gabe sein.

7. Eine hinreichende Bedingung dafiir, dal} in der Folge der hoheren
Bernoulli’schen Zahlen, welche nicht verschwinden, das Vor-
zeichen abwechselt,

Es gilt folgender Satz:
Es sei eine Quadraturformel (1)

[

n n
[f@ds= N Li@+R  L=0
ay —
0
vorgelegt, die fiir f(z) = Polynom vom Grad = m die Eigenschaft
R = 0 besitzt. Hat dann die erste Ableitung N"—+1 (z) der im Rest-
glied auftretenden Funktion R0 (z) im Intervall aq. ..a, nur dret

o+ ay

Nullstellen, und zwar dann notwendigerweise bei a,, @, und — 9
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so wechselt in der Folge der zugehorigen hoheren Bernoulli'schep,
Zahlen, welche nicht verschwinden, stets das Vorzeichen ab.

Die in diesem Satze gemachte Voraussetzung tiber R—m+1) ( z)
soll im folgenden zur Abkiirzung Bedingung S genannt werdep,

Der Beweis dieses Satzes wird am einfachsten dadurch er-
bracht, daB das im dritten Punkt dieser Abhandlung gegebene
Verfahren graphisch verfolgt wird. Rt—"+0 (z) hat dann, falls
Ly;=0 und die Bedingung S erfiillt ist, stets die folgende Gestalt
(Fig. 1): In der ersten Halfte des Intervalls verlduft die Funktion
unterhalb der X-Achse, in der zweiten Hélfte oberhalb der X-Achse.
Sie ist in bezug auf die Intervallmitte schiefsymmetrisch und
hat daher die Form eines liegenden S, weshalb die Bezeichnung
Bedingung S gewihlt wurde. Bildet man hier zunichst die erste
Stammfunktion derart, daB sie an den Intervallenden gleich
Null wird und fiihrt daraufhin eine Schiebung so aus, daB der
Mittelwert im Intervall a,...a, verschwindet, so muB diese
Schiebung offenbar nach oben erfolgen, weil die Stammfunktion
im ganzen Intervall negativ ist (Fig. 1). Die dritte nicht ver-
schwindende hohere Bernoulli’sche Zahl muB also zufolge
Formel (7a) positiv sein. Das stimmt mit unserem Satz iiberein.
Die n#chste Stammfunktion, die wieder so bestimmt werden
soll, daB sie an den Enden des Intervalls gleich Null wird, ist
in der ersten Intervallhalfte positiv, in der zweiten negativ. Der
Mittelwert ist bereits Null.

Durch nochmalige Bildung der Stammfunktion erhélt man
eine im Intervall durchwegs positive Funktion, welche, um den
Mittelwert Null zu erhalten, nach unten geschoben werden muB.
Also ist die vierte nicht verschwindende hohere Bernoulli’sche
Zahl negativ.

Da nun die nichste Stammfunktion von derselben Art ist,
wie Ne—m+1) (z), kann dieser Gedankengang wiederholt werden.
Damit ist unser Satz bewiesen.

Obwohl der Fall Ly << 0 in der Praxis wenig Bedeutung hat,
soll er dennoch hier kurz besprochen werden. Es tritt hier offenbar
zwischen
L,

An—0ay

A0=1, A.]_:——

kein Zeichenwechsel ein. Wenn die Bedingung S erfiillt ist, so
kann man aber behaupten, daB, auBer am Anfang, in der Folge
der nicht verschwindenden hoheren Bernoulli’schen Zahlen keine
Storungen des Zeichenwechsels auftreten.
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Denn wie oben iberlegt man sich, daB hier RNr—mtl) (z)
eine Funktion sein muf}, die in der ersten Intervallhalfte positiv,
in der zweiten Intervallhilfte negativ sein muf. Ihre erste Stamm-
funktion, welche an den Intervallenden gleich Null ist, ist daher
im ganzen Intervall positiv. und muf, um den Mittelwert Null

Fig. 1.
Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. I, 150. Bd., 9. u. 10. Het. 18
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zu erhalten, nach abwirts geschoben werden. D. h. also, die
dritte nicht verschwindende hohere Bernoull’sche Zahl ist in
diesem Falle negatlv Es findet also zwischen zweiter und dritter
Zahl in der Folge ein Vorzeichenwechsel statt. Die weiteren Uber-
legungen verlaufen genau so wie oben, womit die Behauptung
bewiesen ist.

8. Abschiitzung des Restgliedes der hoheren Euler-Maclaurin-
schen Quadraturformeln, wenn die Bedingung S erfiillt ist,

Ist fiir eine Quadraturformel (1) die Bedingung S erfiillt,
so 148t sich das Restglied der zugehérigen Euler-Maclaurin’ schen
Quadraturformel (5) in einer Form schreiben, die eine einfache
Abschitzung des Formelfehlers zulaBt. Fiir die hoheren Enler-
Maclaurin’schen Quadraturformeln ist die in dem Restglied

G P G

'—j‘: [%(n—m—2k+1) (x) +Cl (2k_1)! + (2 k 3) + LEUN +

- Coss (z—ag)| 29 (2) dz

in der eckigen Klammer erscheinende Funktion in bezug auf die
Intervallmitte schiefsymmetrisch und besitzt, wenn die Bedin-
gung S erfillt ist, im Innern des Intervalls a,...a, nur eine

Nullstelle, und zwar bei —‘-’———|_—f. Jene Stammfunktion £ (z)

dieser Funktion, die an den Intervallenden verschwindet, ist
daher im ganzen Intervall vorzeichenbestindig und man kann
also auf das durch partielle Integration umgeformte Restglied

W

R = +f®' (x) f(m+2/c+1) (x) dz

den ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden:

R = fm+2k+1) (E)jg (x)dz Ay << £ << dy.
Das Integral | £ (z)dx ist leicht zu ermitteln, wenn man in (9)

fiir f eine Funk’s;on einsetzt, deren (m--2k+1)-te Ableitung = 1 ist.
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R:fg(x)dx

ist dann dem letzten Glied der abbrechenden Entwicklung (9a)
gleich, also

Das Restglied

(an_ao)m+2 k2 A
 (mA2k1 TR
also lautet das Restglied
_(a—agre
(m+2 k+1)!

Die Formel (9) nimmt dann die Form an

Apmpoppr frt2r) (8)  ag <& << a,. (12)

ff (x)dx = Z Lif (a;) — (m_"fol)) A [ (@n)—f™ (@o)]—. .—

(% _ao)m—{—z k—1

—m2 1)1 Amiopt [frP2F72) (@) —fmT2E=2 (qg)] —  (13)
o 2kt
_m_)k-l-i)! Amgaipr [ () @y <& << .

Es gilt also der Satz:

Fiir eine Quadraturformel (1), die die Bedingung S erfiillt,
laft sich das Restglied der zugehorigen héheren Euler-Maclau-
rin’schen Quadraturformel (9) stets in der Form (12) darstellen.

Fir die Praxis ist diese Form deshalb bedeutsam, weil durch
Einsetzen des Maximums der in ihr erscheinenden hgheren
Ableitung von f(x) in aq...a, eine Abschatzung des Formelfehlers
erhalten wird.

9. Eine Bemerkung iiber die Gauf’sehen Quadraturformeln.

Bisher wurden nur solche (geschlossene) Quadraturformeln be-
trachtet, bei denen die Grenzen des bestimmten Integrals unter den
AnschluBBpunkten vorkamen. Jedochfiigen sich auch jene Quadratur-
formeln, bei denen dies nicht der Fall ist, welche auch offene!?

1z Die Bezeichnungen: Open Type und Closed Type finden sich in
1. 8. Steffensens Buch Interpolation. Baltimore 1927, S. 158.
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genannt werden, ohne weiteres unseren Betrachtungen ein, wenp
sie als geschlossene Formeln angesprochen werden, deren erster
und letzter Koeffizient gleich Null ist.

Lo_—_Ln:O.

Das Restglied einer solchen Quadraturformel

ap n—1
f%f(w)dw=}1:fof(af)+B

148t sich dann offenbar, wie durch partielle Integration und unter
Benutzung der Tatsache
n—1
Al
2 Lj = an—a,
1
sofort zu zeigen ist, in der Form

R=— f (5—a0) ' (2) do— f [(&—ag—Ly]f (z) dz—. . .—

_ f [(2—ao)—Ly—Ly— . . .—Ln_{]f (2) da
In—1

darstellen.

Da die Gauf’schen Quadraturformeln bekanntlich fiir den
Fall f(z) = Polynom vom Grad = m = 2n—3 die Eigenschaft
R = 0 besitzen, so mufl nach dem, was am SchluB des 2. Punktes
dieser Abhandlung bemerkt wurde, das Restglied dieser Formeln
durch

R= f N3 () =2 (z) d 2,

wo jetzt
—a )271—2 .
RNi=n+3) (z) = ((2?£2)! in a...0
—a 2n—2 r—a 2n—3 A
_ (r—ag)*"2 . ( )" in a,...a

(2n—2)! o (2n—3)!
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D e T G S 80

@2n—2)! ~ ' (2n—3)! (2n—3)!
in a,_1...a,

ist, darzustellen sein. Nun ist

N" () = 1—a,, in a,...a
= r—ay—L,, in a...a,
- x_aO_Ll_LZ—‘ . 'L"—l in an_l PP an

offenbar eine Funktion, welche im Innern des Intervalls a,...a,
hochstens 2 2—1 Null-, bzw. Unstetigkeitsstellen hat. Die Funk-
tionen:

R (), Ne=2 (), RN (x)

entstehen aus dieser Funktion durch Bildung der Stammfunktion
wieder derart, daB an den Intervallenden der Funktionswert stets
gleich Null wird und die einzelnen Polynome, aus denen diese
Funktionen zusammengesetzt werden, in den AnschluBstellen
aneinanderschlieBen. Bei jedem dieser Schritte vermindert sich
aber, wie man leicht einsieht, die Zahl der im Innern des Inter-
valls vorhandenen Nullstellen um mindestens eine. RN{—"+2 (x)
hat daher im Innern des Intervalls hochstens eine Nullstelle.
Nachdem es aber den Mittelwert Null hat, mufl es diese Nullstelle

auch tatsichlich besitzen, und zwar bei v 8

Es ist also fir die Gauf’schen Quadraturformeln die Be-
dingung S stets erfiillt und es gelten die Satze:

In der Folge der zu einer Gauf’schen Quadraturformel ge-
horigen hoheren Bernoullischen Zahlen, welche nicht verschiwin-
den, wechselt stets das Vorzeichen ab.

Und

Fiir eine Gauf’sche® Quadraturformel lifft sich das Rest-

glied der zugehirigen Euler-Maclaurin’schen Quadraturformel
stets in der Form

(@y—ap)2 P +2 Rt

R= 2n+2k)!

A2n+2 k f(Z n+2 k) (E) Ay << & << an

darstellen.

13 Zu beachten ist, daB hier die Gauf’sche Quadraturformel als ge-
schlossene Quadratformel mit Ly = Lp = 0 verstanden wird, dafl also eigent-
lich eine Formel mit nur n—1 AnschluBpunkten vorliegt.
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Dieser letzte Satz enthilt offenbar den Satz:

Das Restglied einer Gauf'sehen Quadraturformel 1ift sich
stets in der Gestalt

(an__ao)2 n

+1
R=— g — At a=t=uq,

darstellen.

10. Ein Beispiel und noch eine Bemerkung zu den GauB’sehen
Quadraturformeln.

Fir die Gauf’sche Quadraturformel mit zweil* AnschluB-
punkten a,, a,

1
[@az= U@ ti@n+r
0

sollen nun die ersten nicht verschwindenden hoheren Ber-
noulli’schen Zahlen berechnet werden. Die AnschluBlpunkte a4, a,
sind durch die Forderung, daff die Fgrmel fiir Polynome bis ein-
schlieBlich dritten Grades die Eigenschaft R=O0 besitzen soll,
charakterisiert und es wird fiir die folgenden Rechnungen gar
nicht notig sein, ihre Werte selbst zu kennen. Da infolge der
eben genannten Eigenschaft in der Folge der héheren Bernoulli' sehen
Zahlen A, verschwinden muf}, erhilt man durch Einsetzen fiir

t=2 in Formel (8) 34,+1 = i’ ; (ai+a3) a‘i—|—a§:—§-.

Da weiter a;+a, =1 1ist, erhdlt man aus (a,-}a,)? = ai+a3+-
1 1 1

+2a1a2 a1a2:7—’§‘:’6‘

Aus den Ausdriicken @, a, und a,+a, lassen sich aber be-
kanntlich alle in @; und a, ganzen symmetrischen Funktionen
aufbauen, was bedeutet, daf

al+-ak k = natiirliche Zahl

stets eine rationale Zahl ist. Daher sind alle zur Gauf’schen
Quadraturformel

1
[ e =g i@ s
0

1¢ Als geschlossene Quadraturformel im Sinne von Punkt 9 aufgefaflt,
besitzt sie natiirlich vier Anschlupunkte, es liegt demnach der Fall n == 3 vor.
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gehorigen hoheren Bernoulli’sehen Zahlen, wie Formel (8) lehrt,
rationale Zahlen.

Es sollen hier die ersten Zahlen dieser Folge nach Formel (8)
berechnet werden. (Die Zwischenrechnungen sind weggelassen.)

i=4  SAcH =2 l(at+a)
4 4 2 9 9 o 7
at-+a3 = (af+a3)*—2 aia} = g
1
4="1g0>
. 35 7 .
=6, T Ag—gy + 1= (af+af)
6 6 2 213 2 9 9 2 '13
a1+a’2 - (a1+a2) _'3 aids (a1+a2) = 5_4
1
As =59 -

. 84 126, 9 .. .
=8, 9AB+W—W+1—"§(G1+112)
diad = (et afy—2ataf — 0

: * =648
17
As = —3160"

Es liegt nun nahe, zu vermuten, dafBl die zu einer beliebigen
anderen Gauf’schen Quadraturformel gehérigen hoheren Ber-
noulli’schen Zahlen ebenfalls alle rational sind. Dies ist in der Tat
der Fall.

Sei etwa allgemein eine Gauf’sche Quadraturformel

1 n—1
ff(x)dx= \) Lif (a)+ R
0 A=

1

vorgelegt, so hat diese fiir f () = Polynom vom Grad = 2n—3
die Eigenschaft R =0 und daraus folgt durch Einsetzen von
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daB die Ausdricke

n—1

DiLidi=r  (k=0,1,...2n—3)
1

rationale Zahlen sind.
Da ferner bekanntlich die a; die Wurzeln einer Gleichung
mit rationalen Koeffizienten sind,'5 so gilt offenbar

n
2 ¢ a;.’—i =0 (c; rational)
1
oder nach Multiplikation mit o
n
N catr=t =0 (¢ natiirliche Zahl)
1
und aus dieser Beziehung kann o/t~ berechnet werden
n
¢ 1 1 i i
aftil = —— i cgaltri

1
2

Z

Daraus kann nun auf einfache Weise erschlossen werden, daB

n—1

i T..qk —
ZL,ai =T
1

fiir jedes positive, ganze k rational wird. Denn sobald
2n—3=n—1 also n=2
ist, kann die Behauptung fiir a’z”—2 und ebenso fiir jede hohere

Potenz Schritt fiir Schritt nachgewiesen werden, wie folgt:
Setzt man ¢ = n—1, so wird

n—1 n—1 n
i L.a272 —= S;L - 1 —;‘ cqen—1—i | —
i a; - ] L ¢ a; -
7 - c1 j
1 1 2
n n—1 n
L YPRN __ 1\
=—— Dig 7L'a2”_1_1=—— i ¢ilypn_1—; = I'sp—g = rat.
01‘-——Jl 1Y% CILJ121111 2n—2 )
2 1 2

15 Vgl. etwa A. A. Markoff, Differenzenrechnung. Leipzig 1896, S. 66,
Formel (61).
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also
n—1

Z L,'a?”_2 =T2np—2.
1

Ebenso wird die Behauptung fiir alle anderen Potenzen als
richtig nachgewiesen, indem der Reihe nach fiir ¢ = n, n--1,
gesetzt wird.

Beachtet man, dal im vorliegenden Falle a, =0 géwihlt
wurde, so flieft aus Formel (8) der Satz:

Die zu einer Gauf’schen Quadraturformel gehirigen héheren ’
Bernoulli’schen Zahlen sind alle rational.

11. Untersuchung, ob fiir die Cotes’sehen Formeln n=1,2, ..., 10
die Bedingung S erfiillt ist.

Cotes’sche Formeln'® heilen bekanntlich die geschlossenen
Newton’schen Quadraturformeln mit gleichabstéindigen AnschluB-
punkten ag, ay,...a,. Es soll im folgenden untersucht werden,
ob fiir die Cotes’schen Formeln mit n=1,2, ..., 10 die Bedingung S
erfiillt ist. Da diese Formeln im Falle n ungerade fiir den Grad n,
im Falle n gerade fiir den Grad n-+1 noch exakt sind, so ist also
im ersten Falle die Funktion ' (z), im zweiten Falle die Funk-
tion N (z) zu priifen, ob sie mehr als eine Nullstelle im Innern
des Intervalls aq...a, besitzt. Wir nehmen, um die numerischen
Rechnungen zu vereinfachen, a, =0, a, = n an.

n=1: In diesem Falle ist (die Werte der L; sind hier die
n-fachen Cotes’schen Koeffizienten; vgl. Fullnote 19)

1

=

und hat (Fig. 2a) nur eine Nullstelle im Intervall 0.. 1.
n = 2: Hier ist

N(x)=2z—-

%”(x)z-x—%-' in 0...1
1 4 .
=x—§—§ in 1 2

16 Cotes hat als erster in seiner Harmonia mensuram die Werte der in
diesen Formeln auftretenden Koeffizienten verdffentlicht. Etwa nachzulesen
in A, A. Markoff, a. a. O., S. 61.
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— wofiir von nun an stets die abkiirzende Schreibweise
1 4

3 T3
gebraucht werden soll — und hat, wie Fig. 2b zeigt, drei Null-

bzw. Unstetigkeitsstellen im Innern von O0...2, daher besitzt
N (x) deren nur eine.

N (z) = x —

3 9

9. " — _— —_—
n—3- % (x)_x 8 b 8 ?

Diese Funktion hat fiinf Null- bzw. Unstetigkeitsstellen im
Intervall — daraus 148t sich nichts erschlieBen. Wir miissen

23 9
N ()= gi—g o —g @),

betrachten. Diese Funktion erscheint in Fig. 2¢ als ein aus lauter
nach oben offenen Parabelstiicken zusammengesetzter Linien-
zug. Das erste Parabelstiick verliuft zundchst unterhalb der
X-Achse, schneidet sie aber noch in 0...1, weil

1 3
1 —_
N1 = 5 3 =0
ist. Das sich daranschlieBende Parabelstiick beriihrt wegen

3) 9 33 91

n(Qy < _ 22 I+ —

% (2 8 82 82 0

und der Symmetrie von N” (z) die X-Achse bei %, also hat N/ (z)
drei Nullstellen im Innern des Intervalls. % (x) hat ebenfalls

bei —g— den Wert Null, weil es schiefsymmetrisch ist, kann daher

im Innern von O... % keine Nullstelle besitzen und erfiillt somit
die Bedingung S.

n = 4: Erledigt sich ebenso wie n =3 (Fig. 2d) und soll hier
nicht naher erdrtert werden.

n=>5: Dieser Fall ist etwas schwieriger zu behandeln als
die vorhergehenden.



Verallgemeinerung der Euler-Maclaurin’schen Reihe usw. 247

Fig. 2.
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95 375 250
v —_ _— —
Wie)=2—"gg> —288" 288>
hat, wie Fig. 2e zeigt, im Innern von 0...5 neun Nullstellen,
w2 9 375 250
WM =51~ 288 & g8 ("1 T ogg (0
hat zufolge
1 95
v
W) =5~ 985 ="
190 375
v — 2
W@ =2 —9g8 288~ °
und
235
Lo+L1=m
g (22) _ B 05 35 35 01
144/ 14422 288 144 288 144
5 2
= 1422 (47 —19.47—15.91) << 0

%w<5)_53_ H 5 3853 2501
2/ 2% 288 2 288 2 288 2
52 19 45 10>

~sl—m—m =<0
deren acht und es 14Bt sich daraus noch nichts iiber %' (z) aus-
sagen. Wir miissen also
z? 95 x2? 375 (z—1)2 250 (2—2)*
317 288 21" 288 21 288 21
untersuchen. Diese Funktion mufl im Intervall 0...1 (vgl. Fig. 2¢)
ein Minimum, in 1...2 ein Maximum und bei E ein Minimum
besitzen. Ist der Funktionswert bei E positiv, so kann R (z)
nur die in Fig. 2¢ gezeigte Gestalt aufweisen. E ist die néher bei 2
liegende Wurzel der Gleichung

92/// ( )

2 95 375
917 988 ¥ 288 (z—1) =0
470 37%
— 14z 1 14z =0
15
xr =

@.
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9?”(15> 15 95 158 375 T2

g/ =318 288 218 288 218
5 19.32 3.72>__ 53 53
3'83<27 12° 7 12 _3!83<27 2>>0'

Damit ist gezeigt, daBl " (z) im Innern von 0...5 nur drei
Nullstellen und daher ' (x) deren nur eine hat.

n==6, 7, 8, 9: Erledigen sich wie n =3 (Fig. 2, g, &, t) und
sollen hier mcht niher erortert werden.

n=10:
160670 1063000 485250 2724000
X _— I _
W) =2 —gg7m9 598752 * T 508753  5987TE3 T
| 2605500 4273680
598752 ' 598753
besitzt wegen
1223670
LotLi = ggg755 = 2
738420
LotLitLe = gogmeg <2
3462420
L0+L1+L2+L3 = 59875—2 = 4
856920

Lo+Li+Ly+Ls+Ly= 508750 — 4

nur elf Null- bzw. Unstetigkeitsstellen und dies liefert bereits
die Aussage, dal N (z) nur eine Nullstelle im Innern von O0...10
habe (Fig. 2k).

Man hat also die Satze:

In der Folge der zu einer Cotes’schen Formel mitn=1, 2,...10
gehorigen hoheren Bernoulli'schen Zahlen, welche nicht ver-
schwinden wechselt stets das Vorzeichen ab.

(Damit ist auch die in Punkt 6 ausgesprochene Vermutung
bestatigt.)

Und

Fiir eine Cotes’sche Formel mit n=1, 2, ...10 ldfpt sich das
Restglied der zugehérigen Euler-M aclaurin’schen Quadratur-
formeln stets in der Form
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(an_ao)m-z k42
(n+2 kE+1)!
Ag<<&<<ay

R=— Anyorgr fOHEEFD (¢)

fiir n ungerade und
(an__ao)-n—}—2 k+3
T g2 ka7 Antesee]

Qyg<<§<<ay

R= (n+2k+2) (¢)

fiir n gerade darstellen.

Dieser letzte Satz enthilt den Satz:

Das Restglied einer Cotes’sehen Formel mit n=1, 2, ... 10
lafpt sich stets in der Gestalt

an—a
R — T A1 @
ao < & << ay
fiir n ungerade und
an—ag)"+
Ay <<E<<a,
fir n gerade darstellen.

Wenn dieser Satz auf das Beispiel in Punkt 6 (n=2) an-
gewendet wird, so muf} sich das bekannte Restglied der Simp-
son’schen Regel

__( —a,)® v (
R= 2880 f

Ay<<tE<<a,

ergeben. In der Tat stimmen bereits (2,—ay)® und f1V(£) mit
der allgemeinen Formel tiberein und es liefert schliefilich
Ants Ay 1 1

(n+2)1 &l — 1120 2880°
Ebenso wire es moglich, auf Grund der in Punkt 13 gegebenen

Tabelle, das Restglied in dieser Form fiir alle Cotes’schern Formeln
mit n=1, 2...10 aufzustellen.’

17 Siehe auch Steffensen,a.a.0., 8.158/59,166/67, der diese Ergebnisse
auf andere Weise herleitet.
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12. Ein Beispiel und Bemerkungen zu dem Fall: Bedingung S nicht
erfiillt.

Die Quadraturformel

4
[F@az=gUO+81()+81 @+ (@N+R

hat, wie leicht nachgepriift werden kann, die Eigenschaft R=0
fiir den Fall f (x) = Polynom vom Grad =< 3. Das Restglied lautet
demnach

4
R=jﬁuwwwm@
0

wobei
b 2 o8 .
RN (z) =E_§.i%, in 0...1
zt 2 13 16 (z—1)3 .
=i~ 93 9 3r in1...3
ozt 2 28 16(x—1)®  16(x—3)° .
=493 9 3 g 3 n3..4
ist.

Wir haben also, um zu sehen, ob die Bedingung S erfiillt ist,
zu priifen, wieviel Nullstellen 9’ (z) im Innern von O...4 besitzt.
Wie Fig. 3a zeigt, hat

N (z) = x-—%, ~%E—;, .. im Innern von 0. ..4

finf Null- bzw. Unstetigkeitsstellen.

22 2 16
Wa=g—gn —g .
besitzt wegen
{9 4 16
7 —_— " - —a o
M)=5—5=0 WA=2—5—4<0

vier Nullstellen im Innern von 0...4. Es mufB also %' (z) die in
Fig. 3a gezeigte Gestalt aufweisen und daher ist die Bedingung S
nicht erfiillt.

Der Vorzeichenwechsel in der Folge der zugehorigen nicht
verschwindenden héheren Bernoulli’schen Zahlen kann also gestort
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sein. In der Tat erhdlt man, wenn man diese Zahlen mit Hilfe
von (8) berechnet, wie man leicht iiberpriift, die Werte
11 L 25
18° 480 7 10752 "7

&
Fig. 3.

Es tritt also eine Storung des Zeichenwechsels ein. Die Frage,
ob eine solche Storung nochmals auftreten kann, 1aBt sich im
vorliegenden Falle leicht mit einem Nein beantworten, wenn man
den Vorgang der Bildung der Stammfunktionen von R’ (x) und
die damit verbundenen Schiebungen zur Erhaltung des Mittel-
wertes Null wie im Punkt 7 graphisch verfolgt (Fig. 3b).
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Die Tatsache, daB die dritte nicht verschwindende hohere
Bernoulli’sche Zahl einen negativen Wert erhilt, bedeutet geo-
metrisch, daBl 9N (z), um den Mittelwert Null zu erhalten, nach
abwirts geschoben werden muf. Dieses so verschobene 9 (z)
hat aber sicher nicht mehr als zwei Nullstellen im Innern von O. . .4,
daher hat die nichste Stammfunktion deren nur eine und wir haben
in dieser Phase dieselben Verhiltnisse, wie in Punkt 7 und 8. Es
kann also nach dem dritten Glied in der Folge der zu unserer
Quadraturformel gehorigen nicht verschwindenden hoheren Ber-
noulli’schen Zahlen keine Stoérung des Zeichenwechsels mehr auf-
treten und ebenso muf fir alle Glieder der zugehérigen héheren

Euler- Maclaurin’sehen Reihe, welche auf das Glied mit — 780
folgen, das Restglied in der Form (12) darstellbar sein.

Offenbar gilt allgemein, dafB, wie an diesem speziellen
Beispiel gezeigt wurde und wie man leicht durch graphische Ver-
anschaulichung bestétigt, eine Storung des Zeichenwechsels, stets
in der Folge der nach Punkt 3 gebildeten Stammfunktionen von
Ni—m+1) (g) einen Verlust von mindestens zwei Nullstellen her-
vorruft. Es reinigen sich’also diese Funktionen durch die Stérungen
des Zeichenwechsels von den Nullstellen.

Es konnen jedoch auch die Nullstellen allméhlich verloren-
gehen, ohne eine Stérung des Zeichenwechsels hervorzurufen.
Ebenso ist es denkbar, dall einige der Nullstellen iiberhaupt er-
halten bleiben.

Sei nun eine Quadraturformel (1) mit den symmetrisch
verteilten Anschlupunkten ay, a4, . . . a, vorgelegt und angenommen,
daB sie fiir Polynome vom Grad =< m genau erfiillt sei, wobei m
infolge der vorausgesetzten Symmetrie ungerade ist, dann hat
die Funktion Q=11 () hochstens 2n—m Nullstellen im Innern
von a,...ay da

Nn) () = x—L,, —L,.. o —L, 4

deren hochstens 2 n—1 hat. Da durch eine Stérung des Zeichen-
wechsels in der Folge der zugehorigen nicht verschwindenden
héheren Bernoulli’schen Zahlen jeweils mindestens zwei Nullstellen
verlorengehen, kann man den Satz aussprechen:

Die zu einer symmetrischen Quadraturformel (1) mit den An-
schlufipunkten ay, ay,. . .ay, — die fiir alle Polynome, deren Grad =m

ist, genau erfullt ist — gehirige Folge der nicht verschwindenden
hoheren Bernoulli'schen Zahlen hat hichstens Z—n_:zﬁ_;i Sto-

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. IIa, 150, Bd., 9. u. 10. Heft. 19
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rungen des Zeichenwechsels. Treten diese tatsichlich auf, so kann
in der zugehorigen héheren Euler-Maclaurin’schen Quadratur-
formel von einer gewissen Stelle an das Restglied in der Form (12)
geschrieben werden. Diese Stelle entspricht jener hoheren Ber-
noulli’schen Zahl, welche auf die letate Stérungsstelle folgt.

13. Tabelle der ersten zu den Cotes’schen Formeln n=1, 2,., 5
gehorigen héheren Bernoulli’schen Zahlen.

Berechnet man mit Hilfe von Formel (8) die zu den
Cotes’schen Formeln n=1, 2, ...5 gehorigen hoheren Bernoulli’schen
Zahlen, so erhdlt man nachstehende Werte. In der Spalte mit
n=1 erscheinen, wie zu erwarten, die gewdhnlichen Bernoulli’schen
Zahlen.

n 1 2 3 4 5
4, 1 1 1 1 1
1 1 1 7 19
4, — S S S —
2 6 8 90 288
1
A, — 0 0 0 0
6
A, 0 0 0 0 0
1 1 1
A, . _ 0 0
30 120 270
4, 0 0 0 0
) 1 5 1 11
¢ 42 672 1701 2688 52500
A, 0 0 o | o
) T 7 01 7 | 7
8 T30 640 21870 10240 18750
4, 0 0 0 0 0
) 5 425 2050 595 15391
1o 66 16896 19683 360448 17187500

14. Die zu den Cotes’schen Formeln n=1, 2,...5 gehdrigen
hoheren Euler-Maclaurin’schen Reihen.
Diese Reihen lassen sich nun sofort durch Einsetzen der
Werte der obenstehenden Tabelle in die Formel (9a) angeben. Fiir
n=1 erhalten wir die gewohnliche Euler- Maclaurin’sche Reihe:
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[1@de = "2 1@+ 01— 10— (o)

(bda’)4 " " (b a

Simpson (n =2):
b

[1@as="C" @141 (*3) 4100 | = G v or—ran+

+ S U O @1 — S (vt (o)1 (a1 +
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fi(m)dr:b—a +'—sf(2“+”)+3f("+2b)+f(b>]—

b—
62’80 o @+ 5449624 17 (B)—f" ()] —
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9971900 " =" @] +...
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