Gleichgewichtsverzweigung
an einem querbelasteten Druckstabe

Von
Karl.Girkmann, Wien

(Mit 5 Textfiguren)

Vorgelegt in der Sitzung am 20. Nov. 1941

Im folgenden wird gezeigt, dall der querbelastete Druckstab
nach Fig. 1a — ein unnachgiebig gestiitzter Durchlauftriger mit
zwei Feldern — im Falle der vollkommenen Symmetrie des
Systems und der Belastung eine Verzweigungsstelle des
Gleichgewichtes besitzt, indem unter bestimmten Lastpaaren .S, p
neben der symmetrischen Gleichgewichtsform noch eine unendlich
benachbarte, unsymmetrische Gleichgewichtslage besteht.

Es werden folgende Voraussetzungen getroffen: Die Stab-
achse sei vollkommen gerade, die Gegenkriafte S greifen genau
mittig an, der Querschnitt des Stabes (Flache F, Tragheits-
moment J) sei unverdnderlich, die Wirkungsebene der Biegungs-
momente schneide die Querschnittsebenen ldngs einer Trigheits-
hauptachse, die Lager seien reibungsfrei drehbar, bzw. ver-
schiebbar, der Werkstoff sei homogen. Es werden nur rein
elastische Spannungszustdnde beriicksichtigt.

Wir legen zunidchst die symmetrische Gleichgewichtsform
fest. Mit den Bezeichnungen der Fig. 1a erhdlt man fir das
Biegungsmoment im Abstande z von der linken oder rechten
Endstiitze

M, =Sy+ Ax— %pxz. (&8)]
Wir setzen die Durchbiegungen y als klein gegeniiber der Stiitz-
weite a¢ voraus und diirfen dann néherungsweise die Biegelinie
des Stabes aus der vereinfachten Differentialgleichung

M
n_— =%
Y 7 @

ermitteln. Fiir M, den Wert aus Gl (1) in Gl (2) eingesetzt,
entsteht
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das Integral dieser Differentialgleichung lautet
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y = C, sing z+C, COS 0, & — & x4+ 98 T 280 (3)
wobei o
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Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C;, C, und des Auf-
lagerdruckes A stehen drei Randbedingungen zur Verfiigung:

y =0in =0 und z = @, .
y=01in z=a. ()

Die Auswertung dieser Beziehungen fithrt mit Hilfe der Gl. (3)
und (4) zu folgenden Ergebnissen:

1, ., )
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o, SIN o a—0, 4 COS 0.

Damit ist die Biegelinie des Stabes festgelegt.

I. Ein erster Niherungswert fiir die Knicklast.

Wir iiberlagern den Durchbiegungen y nach Gl. (3) noch
die unendlich kleinen, nach einer vollen Sinuswelle verlaufenden
Durchbiegungen (Fig. 15):

w:Cosin% 0==xr=2a) (7)

und untersuchen, unter welcher Bedingung die so entstehende
Biegelinie ebenfalls eine Gleichgewichtslage bildet. Werden die
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Abszissen x wieder von den Stabendpunkten O und 2 aus gezihlt,
dann lauten die Gesamtverschiebungen:

Feld 0—1 y—l—/w = y+CO sin La‘jv,

(8)
Feld 1—2 y+w=y—C, sin%.

Der Stab hat tber der Mittelstiitze keine Kriimmungsianderung
erfahren und aus der Betrachtung des Gleichgewichtes der dufleren
Krifte ist zu erkennen, daf auch die Auflagerdriicke die gleichen
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Fig. 1.

sind wie im Ausbiegungszustande y nach Gl. (3). Fir einen Quer-
schnitt im Abstande x von der linken bzw. rechten Endstiitze
erhdlt man demnach das Biegungsmoment

M,t6M,=S <y - C, sin E}) T Ar— é pat. (9)
Mit Gl. (1) ergibt sich hieraus
BMm:iSC(,sin%. (10)
Soll nun die Biegelinie y+w eine Gleichgewichtslage bilden, dann
mufl die Differentialgleichung

dz . 7::6) 1
" i = T R .
' <Cosm a 57 (M43 M,) (11)

erfiillt sein. Da y’ = mufl somit noch die Beziehung

__ M.
EJ’

A 1

i%2’ <Cosln—"5’ —_WE_[”:L
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bestehen. Fiihrt man die Differentiation aus und setzt man fip
3 M, den Wert aus GIl. (10) ein, so entsteht

e ® .z __ S . T
Flo o=y =F gy Cosin
und weiterhin
w2 EJ
S - az :SE. (12)

Die Knicklast S des querbelasteten Druckstabes wire
demnach gleich der Eulerlast Si des querbelastungsfreien Stabes
und somit von der Grofle der gleichzeitiy wirkenden Quer-
belastung p unabhéngig.

Das gegenstindliche Stabilitdtsproblem soll nun einer
schirferen Behandlung unterzogen werden.

II. Untersuchung nach dem Energieverfahren.

a) Die Lasten S und p mogen bereits kritische Werte
erreicht haben. Die zugehorige symmetrische Gleichgewichts-
lage y ist durch die Gl. (3) bestimmt. Es mufl dann noch mindestens
eine unendlich benachbarte Gleichgewichtslage bestehen. Wir
denken uns dieselbe entstanden, indem den endlich kleinen Durch-
biegungen y noch verschwindend kleine Verschiebungen gleicher
Richtung und der Grofe

w = =4 C,sin % (13)

iberlagert werden; das ---Zeichen bezieht sich auf die Stab-
achsenpunkte des linken, das (—)-Zeichen auf jene des rechten
Feldes. Die Punkte der Stabachse erfahren aber auch noch Ver-
schiebungen u in der z-Richtung, die klein gegeniiber den Ver-
schiebungen w sind und die wir so annehmen wollen, daB die
letzteren ohne Léngsdehnungen des Stabes vor sich gehen konnen.
In Fig. 2 ist diese Verformungslinie strichliert eingezeichnet. Beim
Ubergang vom Ausbiegungszustande y zum Zustande y+w leisten
die duBeren Krifte die Arbeit 3 A,; gleichzeitig wird die im Stabe
in der symmetrischen Gleichgewichtslage bereits aufgespeicherte
Forménderungsenergie einen Zuwachs 3 A; erfahren. Wenn das
Gleichgewicht unter den betrachteten Lasten S, p indifferent
geworden ist, dann muf

3A, =34, (14)

sein. Aus dieser Beziehung kénnen wir die unbekannten kritischen
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Lastpaare rechnen und die Ergebnisse werden um so zutreffender
sein, je ndher die angenommene Nachbarlage y+w der wirklichen
Knicklinie kommt.

1. Ermittlung der &dulBeren Arbeit 34,: Die Quer-
belastung sei im Ausbiegungszustande y gleichmiBig iiber die

g(l’ 7 22,
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Fig. 2. %)

Projektion 2a der Stablange verteilt. Wenn die Querlasten p
wihrend der Verschiebungen u, w der Stabpunkte ihre Richtung
beibehalten und wenn ihre Angriffspunkte mit dem Stab in fester
Verbindung bleiben, also die Verschiebungen u, w mitmachen, dann
ist der Arbeitsbeitrag der Querlasten
pzu d A, Null: dennléangs der Wege u
leisten die p keine Arbeit und zum

Integral |pw dz liefern beide Stab- = T ]

J2a
felder gleich grofle, aber entgegen- T
gesetzt gleiche Beitrage, die sich so- ™ D
mit aufheben. Es bleibt dann nur . g\ x
noch der Arbeitsbeitrag der Gegen- 4 { g}

T+U Jd(x+u)

yrw+dy+dw

krafte S; dieser besitzt die Grife S. @
(Aa;—Aa,), wenn Aa, und Aa, die S
Feldlingenidnderungen (Fig. 2) be-

deuten. Somit ist AN
8A.= S (Aay—Aay,). (15) AN
Zwecks Ermittlung dieser Grofen Fig. 3.

Aa, und A a, betrachten wir ein Stab-

element ds an der Stelle z, y der symmetrischen Gleichgewichts-
figur. Die Endpunkte dieses Elementes besitzen die Koordinaten
z, y und z+dz, y+dy. Im Ausbiegungszustande y--w haben
die Endpunkte die Koordinaten z+u, y+w, und z+dz4u-+tdu,
y+dy+w+dw (Fig. 3), wihrend die Elementlinge ds voraus-
setzungsgemdl dieselbe ist. Somit gilt

*) In Fig. 2 sind die Zeiger der Aa zu vertauschen.
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bestehen. Fiihrt man die Differentiation aus und setzt man fiir
3 M, den Wert aus GIl. (10) ein, so entsteht

2 ax _ S . "X
F Co-= smfa— g5 Cosmfa—
und weiterhin
a2 EJ
S = o =S (12)

Die Knicklast S des querbelasteten Druckstabes wiire
demnach gleich der Eulerlast Sg des querbelastungsfreien Stabes
und somit von der GroBe der gleichzeitig wirkenden Quer-
belastung p unabhingig.

Das gegenstindliche Stabilitdtsproblem soll nun einer
schirferen Behandlung unterzogen werden.

II. Untersuchung nach dem Energieverfahren.

a) Die Lasten § und p mogen bereits kritische Werte
erreicht haben. Die zugehorige symmetrische Gleichgewichts-
lage ¥ ist durch die Gl. (3) bestimmt. Es mufl dann noch mindestens
eine unendlich benachbarte Gleichgewichtslage bestehen. Wir
denken uns dieselbe entstanden, indem den endlich kleinen Durch-
biegungen y noch verschwindend kleine Verschiebungen gleicher
Richtung und der Grole

w =+ C,sin "—f (13)

iberlagert werden; das --Zeichen bezieht sich auf die Stab-
achsenpunkte des linken, das (—)-Zeichen auf jene des rechten
Feldes. Die Punkte der Stabachse erfahren aber auch noch Ver-
schiebungen u in der z-Richtung, die klein gegeniiber den Ver-
schiebungen w sind und die wir so annehmen wollen, dafl die
letzteren ohne Langsdehnungen des Stabes vor sich gehen kionnen.
In Fig. 2 ist diese Verformungslinie strichliert eingezeichnet. Beim
Ubergang vom Ausbiegungszustande y zum Zustande y +w leisten
die duBeren Kréfte die Arbeit 8 Aq; gleichzeitig wird d1e im Stabe
in der symmetrischen Gleichgewichtslage bereits aufgespeicherte
Forméinderungsenergie einen Zuwachs 3 A; erfahren. Wenn das
Gleichgewicht unter den betrachteten Lasten S, p indifferent
geworden ist, dann mul

5A, =3 A; (14)

sein, Aus dieser Beziehung kénnen wir die unbekannten kritischen
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Lastpaare rechnen und die Ergebnisse werden um so zutreffender
sein, je ndher die angenommene Nachbarlage y+w der wirklichen
Knicklinie kommt.

1. Ermittlung der &uBeren Arbeit 3A4,: Die Quer-
belastung sei im Ausbiegungszustande y gleichméBig iiber die
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Fig. 2. %)

Projektion 2a der Stablinge verteilt. Wenn die Querlasten p
wihrend der Verschiebungen u, w der Stabpunkte ihre Richtung
beibehalten und wenn ihre Angriffspunkte mit dem Stab in fester
Verbindung bleiben, also die Verschiebungen u, w mitmachen, dann
ist der Arbeitsbeitrag der Querlasten
pzud A, Null: dennlangs der Wege u
leisten die p keine Arbeit und zum

Integral [pw dx liefern beide Stab- T ]

TH+U L d(x+u)

J2a
felder gleich grofle, aber entgegen- I
gesetzt gleiche Beitrage, die sich so- = D
mit aufheben. Es bleibt dann nur < éﬁ x
noch der Arbeitsbeitrag der Gegen- 4 { g}

yrwrdy+dw

kriafte S; dieser besitzt die GroBe S. 7
(Aa,—Aay), wenn Aq, und Aa, die S
Feldlingendnderungen (Fig. 2) be-

\’ PHIp

deuten. Somit ist ok
3A4.= S (Aa;—Aay). (15) S
Zwecks Ermittlung dieser Grofen Fig. 3.

A a, und A a, betrachten wir ein Stab-

element ds an der Stelle x, y der symmetrischen Gleichgewichts-
figur. Die Endpunkte dieses Elementes besitzen die Koordinaten
z, y und z-+dz, y+dy. Im Ausbiegungszustande y-w haben
die Endpunkte die Koordinaten z-+u, y+w, und z+dx+4u-+du,
y+dy+w+dw (Fig. 3), wihrend die Elementlinge ds voraus-
setzungsgemil dieselbe ist. Somit gilt

*) In Fig. 2 sind die Zeiger der Aa zu vertauschen.
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ds? = da*+dy?, 16
ds* = d (s u)-+d (o), } 18)

wobei du gegeniiber dx klein ist und das Quadrat von du unter-
driickt werden kann:

ds? = dx*+2drdutdy*+2dy dwt+dw (164)
Aus der Gleichsetzung der Ausdriicke fiir ds* folgt

du = —<y'w’+ :12 w’2> dz, (17)

wobei die Striche wieder Ableitungen nach den Abszissen z der
Stabpunkte im symmetrischen Ausbiegungszustande y bedeuten.

Um diese GroBe du verlingert sich die Projektion dz des
Stabelementes ds beim Ubergang vom Zustand y zum Zu-
stand y+4w; die Gesamtverldngerung des Feldes 0—1 betréigt dann

du = Hf<y'1l)'+ é @0’2)dx =—Aa,. (18)
Ja 0

Einen gleichartigen Ausdruck erhélt man fiir die Verlingerung
+Aa, des Feldes 1—2; fithrt man in diesen die w des ersten Feldes
ein, so entsteht unter Beriicksichtigung des hierbei vorzunehmenden
Vorzeichenwechsels der w

fdu =f<y’w’— ; 10’2> dz = Aa,, (184)
[ 0

so daB sich die Angriffspunkte der Gegenkriafte S um den Betrag

Aa—Aa, = | w?dx
0

einander nidhern. Die Arbeit dieser Krifte ist somit

[

5 A, — wa'de. (19)
0

2. Ermittlung der Formédnderungsenergie 34;: Be-
zeichnen wir mit ¢ den Neigungswinkel (Fig. 3) des Querschnittes z
im Ausbiegungszustande y und mit ¢+Ao den Neigungswinkel
desselben Querschnittes im Zustande y-+w, wobei sich dieser
Querschnitt dann an der Stelle z+u unseres raumfesten Koordi-
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natensystems befindet, dann konnen wir 34; als Differenz der
den Ausbiegungszustdnden y wund y-4-w zugehoérigen Form-
dnderungsenergien wie folgt darstellen:

5Aii—é— EJ{f(.‘?d('{;fj)))m(x+u)—!ﬂ§"§>2dx}. (20}

a,+a, [

Hierbei wurden die von Querkridften herrithrenden Energie-
beitrdge wegen ihres geringen Einflusses vernachlissigt.

b

Aus Flg 3 fOlgt t-g(F = y', somit lSt "P — arctg (yr) und

o) Entwicklung des Integrales f

2a

de y" , , ,

Qo= g =V Uyt ). (21)
Die binomische Reihe kann an beliebiger Stelle abgebrochen
werden, da bei der Auswertung der GIl. (20) alle Glieder, die nur
Ableitungen von y enthalten, wegfallen und daher auch keinen
EinfluB auf die Schirfe des Ergebnisses ausiiben. Mit Gl. (21)
ergibt sich

o\ 2
f(dﬁ) dz— 2[y"2(1—2 YRSy, Ydx.  (22)
2a dx JO

. df(- )2 ‘ .
) Entwicklung des Integralesl [ (7(—5_—{:&)— d{x+u):

o+a,
Wir fithren die Abszisse x als unabhéngig Variable ein und be-

zeichnen wieder die Ableitungen nach z mit Strichen. Nach
Gl. (18) ist

d%':_“) =y — é w'2; hieraus folgt
2
(d_(%__;_u)> =1—2yw+y2wr—w?. . (23)
2
d (JC-[—L) _ _(y’w’—l—y’w”—i—w’w”. ). (23 a)
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Ferner ergibt sich aus Fig. 3

d
tg (p+Ap) = EEZT:)) (24)
und somit ist
d
oA = arc tgdgziz))) (24a)
und weiterhin
&2 (y+u)
d(ﬁP‘l’ACP) _ d(z+u)? (25)
d(z+u) 1+(d(y—|—w)>2'
d(z+u)

Hieraus folgt mittels der binomischen Reihenentwicklung

() - (G el e oo

Jetzt vollziehen wir den Ubergang auf die Variable z:

d(y+w) _ d(y+w) dx
d(z+u)  dx  d(z+u)

= (26)

= (y'+w) (1+yw'+ é w24y2w?. . ) = y'+w'+

+y2 ' 4- %y’10’2+y'3w’2. o

@_((%_)2 =y2 w2y w5y w2 yS w3 yhw. .., (260)
(y+w)  d [d(y+w) de
d(z+u) di&'(d(x+u)‘> d(aFu) — (26b)

— yll_{_,wll+3 ylyll,wl_l_4 y’10,10”+y,2 ’10”—'—2 y!l,w/2+
+6 Y2y w4y W,
Aus Gl (25) folgt mit den Gl. (26a), (265)

d('-F‘l‘A'-P) N R S 18 )1 /16 o1 7] 1o
darw Y YRy Yty =y Yy -y y o (27)

42y w w4y wr—y2 Yy wr—y Yy W .,
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(dlgtae
d(x+u)
+29y"w" 2y y"2 W +6 y y W w +2 y"2 w2 y'2 y"w"
und schlieBlich
y d A 2 7 ' ! ’ ’
ﬂ———;f:;f;) d(z+u) =f{y 2y ya 43y y (28)

a,+a, 2a

—h4 y'Sy2 w2 y w4y yw'w" + 533 y2w'—2 y'2y"w" }dx.

2
) = g2y 3 ey sy b (27a)

Nun liefern beide Stabfelder zu den Integralen iiber 2 y”w"” und
2 y'*y"w"” gleich grolle, aber entgegengesetzt bezeichnete Beitrige,
die sich aufheben; damit entsteht aus GIl. (28)

a

f (dd(((%—Azg))zd (ot = 2£ {y"2—2 yrye+3ytyt—  (280)

a,+a,
—4 y’G yllz_l_w'lz_l_4 yl y”w’w"—l— % yuz w'2 }dx_

Mit den GI. (22) und (28¢) erhilt man aus Gl (20)
SA; = EJf(w”z—}—ls Yy y'ww” + g Y22, . )d’r (29)
0

Mit Hilfe der Gl (19) und (29) kann die Knickbedingung Gl. (14)
geschrieben werden

a

wa’zdx = EJf(zv”2+4 yy'ww 4 % yrwe, ) dz. (30)
0 0

Setzt man die aus den Gl (3) und (13) sich ergebenden Ab-
leitungen von y und w in die Gl. (30) ein und fihrt man die
Integrationen durch, so entsteht

ada (-&—3 a2a2>

2 w?

S =Sz 1+-;— .G, (1—cos 2 w.a)+ (31)

3 o0ta?

2 | 7 1 [pay
+ PG+ g (B —
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11 a%a?
o o3
_% igz_(cl——cg)sm%ra—k
n*—a2a
8aa A .
+>4_7c2——1r;2”072 <'7S Clov.——g— Cg> sin o,.@a—
A 1
—(—S—Cza.-l— 2 Cl>(1——COSqa) _
242 V
— 4::782232;2—' %;,(C’1 sin g.a-+ C, c0S o.0)—
48 7—2002a%n%2+-60%a* p .
— b o)’ . TS,—a.a[Cl(i—cos o.a)+Cysinaal ¢
wobei
a2 EJ
Sp= a (32)

und die Konstanten C;, C, und der Auflagerdruck A durch die
Gl. (6) bestimmt sind. Die Gl. (31) besitzt die Form

S = Se(1+p* (S)),

so daB zu gewiithlten Werten § die zugehorigen Werte p unmittelbar
gerechnet werden koénnen.

Die Gl. (31) liefert zu p = 0, wie es sein muB}, die Knicklast
S = Sg; fir p>0 aber sind die zugehoérigen § immer groBer
als Sp und die Querbelastung wirkt daher stabilisierend!
Wie die Auswertung der Gl. (31) fiir praktische Anwendungsfille
des Stahlbaues zeigt, miilte aber die Querbelastung verhiltnis-
miBig stark sein, wenn die zugehorige Knicklast S wesentlich
iiber Sp ansteigen soll; unter solchen Querlasten kann aber der
Stab nicht mehr an die Stabilitdtsgrenze gelangen, da er schon
friiher in der symmetrischen Verformung sein Tragvermégen
durch Uberwindung seines inneren Widerstandes verliert. Die
Knickgrenze kann nur von Stdben mit verhéltnismifig kleiner
Querlast erreicht werden und die entsprechenden Knicklasten
sind dann nur wenig grofler als Sz, so daf der stabilisierende
EinfluB der Querbelastung praktisch bedeutungslos bleibt.

Fiir diese Fille geringer Verschiedenheit zwischen S und Sg
kann die Knickbedingung Gl. (31) noch wesentlich vereinfacht
werden: es ist dannaga==rx, singa==0, cos o.a==-—1; ferner wird
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sinoa 1 1—cos20a 1 singa singa
il iy — =

T—0.a n?—a%a? 2 7—oa wtoa ?

sin2e¢ _  sinoa cosoa .
ni—a2a? T—oa Tm+od b

=) an ()8 A=)

usw. Die Gl. (6) ergeben

Damit erhalt man aus Gl. (31)

o pa2<11 5 1 173 1
§=S8p(l+ (&) (m—= =18 ;f) oder

2
S = Sp {1+ 0,238 (-.”S‘i) } (33)
giiltig bei geringer Verschiedenheit von § und Sg.

Zahlenbeispiel:

Der Querschnitt des Stabes bestehe aus 2 [ 12 (Fig. 4) mit
F = 34 cm?, J = 728 cm®, Widerstandsmoment W = 121°4 cm?,
Trigheitshalbmesser ¢ = 4°62 c¢m. Die Feldweiten betragen

J N

Fig. 4.

a = 600 ¢cm. FheBgrenze des Werkstoffes op = 2-40 t/cm?, Dehn-
mall E = 2100 ¢/cm® Wir nehmen an, das Hooksche Gesetz
bleibe bis zur FlieBgrenze in Geltung. Aus Gl. (32) ergibt sich
Sg = 41-912¢t. Die Auswertung der Gl. (31) und (33) fithrt zu,
folgenden Ergebnissen:

Gl (31) § =430 t zugehorig p=2-30 t/m,
42-1 1t 0-972 t/m;
Gl. (33) § =421 t zugehorig p = 0-963t/m,
42:0 ¢ 0-617 t/m,
41-95 ¢ 0-431 t/m,
41-92 1t 0-198 t/m,
41-918 ¢ 0-171 t/m,

41-912 ¢ 0 t/m.
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Tatsdchlich kann aber die Knicklast S iiber 41°92 ¢ nicht
ansteigen, da unter den hierzu erforderlichen Querlasten der Stah
schon frither in der symmetrischen Verformung sein Tragvermogen
durch Uberwindung seines inneren Widerstandes verliert. Unter
der Querlast p = 1-04t/m versagt der Stab bereits bei § = 0;
bei der Ermittlung dieser Traglast p wurde die ,,Selbsthilfe* des
elastisch plastischen Werkstoffes bis zur theoretischen Hochst-
grenze in Rechnung gestellt.

b) Die Knickbedingung GIl. (31) wurde auf Grund der
Annahme entwickelt, dall an der Stabilitdtsgrenze neben der
symmetrischen Gleichgewichtslage noch eine unendlich benach-
barte unsymmetrische Gleichgewichtsfigur besteht, die aus der
ersteren durch Uberlagerung von Querverschiebungen w gemal
Gl. (13) und von gleichzeitigen Léangsverschiebungen u zustande
kommt; die letzteren wurden so gewihlt, dall der Ubergang von
der einen zur andern Gleichgewichtslage dehnungsfrei erfolgt.
Ich habe nun eine gleichartige Untersuchung mit Hilfe einer
unsymmetrischen Nachbarlage durchgefiihrt, die aus der symme-
trischen Verformungslinie durch bloBe Uberlagerung von Quer-
verschiebungen w nach Gl. (13) hervorgeht. Die &ulleren Krifie
leisten keine Arbeit, hingegen wird beim Wechsel der Gleich-
gewichtslage im Zusammenhange mit der VergréBerung der
Stablinge eine Dehnungsenergie 3A} frei. Die kritischen
Lastpaare S, p werden auf Grund der Forderung

3A4;+34; =0 (34)

ermittelt; 3 A; bedeutet hierbei den jetzt auftretenden Zuwachs
an Biegungsenergie. Driickt man die Energiegrofen durch die
Ausbiegungen y und w aus, so entsteht aus Gl (34)

@

EJ f (w"—2 y"w'?—2 y2w"*—8 y' y"w ') d x— (35)
0

— f(av”—i y'2w’2> dx = 0.
b 2

Nach Einsetzen der Werte fiir y und w nach Gl. (3) und (13)
und nach Ausfiihrung der Integrationen erhalt man aus Gl. (35)
die gesuchte Beziehung zur Ermittlung kritischer Wertepaare S, p.
Auf ihre Wiedergabe wird verzichtet; hingegen soll noch die aus
dieser Beziehung hervorgehende, der Gl. (33) entsprechende, ver-
einfachte Knickbedingung mitgeteilt werden. Sie lautet
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8{1—0'146 <—”S—">2} . SE{1+0'159 (%“)2} (35a)

Sie gilt wieder nur im Falle geringer Verschiedenheit von §
und Sz und sie liefert gleichartige Ergebnisse wie die Gl. (33);
so erhilt man fiir das obige Zahlenbeispiel zu § = 42-1¢ als
zugeordnete Querlast p = 0°850 ¢/m [gegeniiber 0-963 ¢/m nach
Gl. (33)]. Die Ergebmisse beider Néherungsrechnungen stimmen
zahlenmaBig nicht iiberein; das hingt damit zusammen, dal zur
Erfassung des Einflusses der Querbelastung auch Glieder von héherer
als zweiter Kleinheitsordnung in Rechnung gestellt werden mufiten.

Das Ergebnis dieser beiden, nach dem energetischen Ver-
fahren durchgefithrten Né&herungsuntersuchungen ist sehr be-
merkenswert. Die kritischen Lastpaare §, p wurden hierbei auf
Grund der Bedingung 34, = 84;, bzw. 34;4+3A4, = 0 ermittelt.
Die verschirfte Forderung, dafl beim Wechsel der Gleichgewichts-
lage die Anderung 3A.,—3A;, bzw. 34,4+ 34 der potentiellen
Energie des Systems zugleich ein Minimum bilden soll, konnte
nicht beriicksichtigt werden, da im Hinblick auf den Umfang
der erforderlichen Entwicklungen fiir die Querverschiebungen w
nur ein Ansatz mit einem einzigen Freiwerte verwendet wurde.

Zur Uberpriifung des Ergebnisses der stabilisierenden Wirkung
der Querbelastung wird aber noch die folgende Untersuchung
durchgefiihrt, bei der die kritischen Lastpaare S, p nach erfolgter
Integration der Differentialgleichung der Knickbiegelinie aus einer
geometrischen Beziehung gewonnen werden. Wir wollen diese
Losungsmethode kurz als Integrationsverfahren bezeichnen.

II1. Integrationsverfahren.

a) Die Lasten S, p mogen bereits kritische Werte besitzen,
unter welchen neben der symmetrischen Gleichgewichtslage y nach
Gl. (3) noch eine unendlich benachbarte unsymmetrische Gleich-
gewichtsform (Ordinaten y, im ersten, y, im zweiten Felde) mit
den Stiitzweiten a; und a, besteht. @, und @, sind hierbei unter-
einander sowie auch von der Stitzweite a der symmetrischen
Gleichgewichtsform unendlich wenig verschieden. In Fig. 5a
sind beide Gleichgewichtslagen dargestellt. Hinsichtlich des Ver-
haltens der Querbelastung machen wir zunichst die folgende,
von der fritheren Untersuchung abweichende Annahme: die Quer-
belastung p bleibe auch wihrend des Wechsels der Gleichgewichts-
lagen stets gleichméBig iiber die Stabprojektion verteilt (p unver-
dnderlich), so dal die Gesamtlast des kiirzeren Feldes 1 um einen
unendlich kleinen Betrag kleiner ist als die des Feldes 2: Fig. 5b.
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Wir legen die unsymmetrische Gleichgewichtslage analytisch
fest und zihlen hierbei die Abszissen z; und x, von den Neulagen 0,

2" der Stabendpunkte O und 2 aus.
Das Biegungsmoment in einem Querschnitte xz, des ersten

Feldes betragt
1
M=S5y+Ax,— 2-px‘f. (36)

Die Ausbiegungen werden als klein gegeniiber der Feldweite
vorausgesetzt, so dall es erlaubt ist, die Biegelinie nidherungsweise

¢ [ .Il‘ il

b Wmmﬂmmmwmmmmwmmmwp

7 2.2
J’M\\“«/’ —yi ]
a) Wz - ;“ z, |2
7 2
| z = ]
Fig. 5.

aus der vereinfachten Differentialgleichung Gl. (2) zu ermitteln.
Mit Einfilhrung von M, aus Gl. (36) in Gl. (2) entsteht

1 1
v =7 (St Aya— g pa?) (37)
Das Integral dieser Differentialgleichung lautet
: A Lp ,
y=Cls1nq.xl—|—CZGOSa.x1—~Tl xl—l—j%xi—;%, (38)

wobei die HilfsgroBe o wieder durch die GIl. (4) bestimmt ist.
Auf gleichem Wege erhilt man fiir die Durchbiegungen des

zweiten Feldes
. A 1
Yy = Cy8in 02,4 C4 COS 0,2,— Tz xy + o TZSJT 22— %;S . (38a)

Zur Bestimmung der vier Integrationskonstanten C, bis C, und
der Auflagerdriicke 4,, A, stehen zunédchst finf Randbedingungen

zur Verfigung:
y, =0 fir 2; =0 und 2, = a,,

yp = 0 fiir 2, = 0 und z, = a,, (39)
¥+ y, =0 fir 2, = a;, 2, = a,.
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AuBerdem sind die beiden Auflagerdriicke A, und A, durch die
Gleichgewichtsbedingung

1
2

verkniipft. Die Auswertung der Gl. (39) und (40) fihrt mit Hilfe
der Gl. (38), (38a) zu folgenden Ergebnissen:

1
Ay ay— Pa%:Azaz—*Z"pag (40)

p 1 1
Cl—‘—— E{S SNSIT’](ZI [(G.al—l—’laz) (1——005 aa; + ia.al . O'.(t2> —
. 1
—mal.m%(smaal—i— Snad, —cosaalctgaz) )
p
Cy= 225 (41)

11 1
A= % N {5 (o014 a,az)Z—E 0202 . na,(ctg na;+ctgoa,) —

'1—cos 0., 1—cos o.a,
nts 442 ( — ’

sin a.a, Sin o d,

mit der HilfsgroBle
N = (nay+aa)—o.a, . 0.0, (ctg a.a,+ctg a.a,). (41 a)
Die Werte fiir C3, C, und A, gehen aus jenen fiir C,, C,
und A, durch Vertauschung der Zeiger 1 und 2 hervor.

Bezeichnen wir die Linge des durch die Axialkraft S bereits
elastisch zusammengedriickten Stabes mit 25, so kénnen die Feld-
weiten @, und a, wie folgt ausgedriickt werden:

@ =b—08, a=b—0N,; (42)
hierbei ist
a= [y da, A2=§fy!;dx- (43)
o 0

Die beiden Integrale konnen nach Einsetzen der aus den GI. (38),
(38a) sich ergebenden Ableitungen von y ausgerechnet werden.
Fiir A, erhdlt man
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&

1
Al:j_f
0

—C,Coxisin2o2,—2C, %l a.cosax,+2C, g 0.2, COS 0, T+

2

2 2
. . A1 :
Cia2cos? o2, +C30%sin2 02, 4 52 + % r]—

14

+2 Cz%—a.sina.xl—202§ 0,2y 8In axlw%zﬁ x| day

und weiterhin

A= a.C?(or.al-l—-% sin 2a.a1> —l—%aCS(aaI——;—sin 2aa1> -+

2 3 2
gl A1 ea P 1 cos2may)

2 7,52 6 2382 4
1 A A . .
+ 5 poa ;_Z;é —C, SL sin o«.al—l-CIaLS (e sinoa—1+  (44)

“+cosaa;)+C, ASI (1—cos 0. ay)+C, ;% (0@, COS 5.a;—sSIn o.ay).

Ersetzt man in Gl. (44) die GréoBen a,, A,, C; und C, der Reihe
nach durch a, A4, C; und C,, so entsteht der beziigliche Aus-
druck fir A,.

Wir wollen uns damit begniigen, die Ergebnisse des Energie-
verfahrens nur fiir den praktisch in Betracht kommenden Fall
geringer Verschiedenheit von § und Sg zu iberpriifen. Wenn
§ von Sg wenig abweicht, dann werden auch die GrdBen sa, und
oa, von ¢ wenig verschieden sein; a; und a, selbst aber konnen
sich nur unendlich wenig unterscheiden, da ja die unsymmetrische
Gleichgewichtsfigur der symmetrischen unendlich benachbart ist.
Demgeméf bilden wir die Ansétze

o0y = T—4— oy = T2+, (49)

worin » eine endlich kleine GroBle (die aber auch verschwindend
klein werden kann) und p. eine stets unendlich kleine Griofle be-

deuten. Es ist dann
singa; = sin (x4-p) ==+4p., sinag=z—u,
COS 0.; == €08 2 Ay == —1 usw. (46)

und man erhilt aus den GIl. (41) fir C; und A4;:
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) % [(r—)*—p2] (=—2 w—p) +2 (z—=)
€y =- P 22 2__, 2 (t—p)
02S [(m—n)2—p2] a4 (m—=) (r2—p.2)
(47)
p (m—2)? (2*—p2B) +(z—2n+p) % [ ('r—%—u)z—?a}
A= [Tt () (—p) '

Wir wollen zunidchst den Fall % — 0 ausscheiden und % als
endlich kleine GroBe betrachten, so daB

=T} (48)

Die Ausdriicke fiir ¢; und A; nach GIl. (47) konnen dann unter
Anwendung binomischer Reihenentwicklungen weitgehend ver-
einfacht werden:

oty l(5 4 Dot St |

: <£__2_>___H._<7F_+_QL) i (49)
2 0 n\2 T

Mit den GI. (49) und unter Anwendung der Gl. (46) erhdlt man
aus Gl. (44):

(’ 5 3 T 10) (',13 4) "

JAdpes. BN PNE  PU L S _

\24 2 e 4 n/ %

a(E )t (Sarrr )] ot

A=, a8

2
q.Alz(LS> <0~8528—3-2391 220105+ 4" 6064.L> (50)
[/

Durch Wechsel des Vorzeichens von p. folgt hieraus

9y = (a”Sf <0- 852832391 : — 22010 x—4° 6064 ,J.> . (50a)

Durch Subtraktion beider Gleichungen entsteht

9. (A—Ap) = —2, (;.&Sf (3'2391 i — 4'6064) . (51)
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Aus Gl. (42) folgt
a+4A; = ay+4,,
also
aa1+U.A1 = C’.az_l_d.Az,

und weiterhin, mittels Gl. (45),
a—r—pt 0l = 2t pFold;

o (Ar—Ay) = 2 p. (52)

oder

Diesen Wert in Gl. (51) eingesetzt und durch y. gekiirzt, entsteht

3-2391 (-EPSQZ

146064 (P )

(53)

%= —

Diese Beziehung Gl. (53) muf} erfillt sein, wenn ein von Null
verschiedener Wert y. bestehen, also eine unsymmetrlsche Gleich-
gewichtslage des querbelasteten Stabes moglich sein soll. Aus
dieser Gleichung ist bereits zu erkennen, daf die endlich kleine
GroBle » ein negatives Vorzeichen erhalten wird, also o.a> = sein
muB! Somit wird auch diese Untersuchung zu dem Ergebnis
einer stabilisierenden Wirkung der Querbelastung fiihren.

Die Gl. (53) enthélt zwei Unbekannte: « und - S; zu ihrer

Berechnung ist noch eine weitere Beziehung notwendig. Wir
erhalten sie durch Addition der Gl. (50) und (500a):

o (A +Ay) _2< ) (0-8528—2+2010 ). (54)

Aus den Gl. (42) folgt nun

0.(A1+4;) = 2 0.b—a (a;+a,),
und hieraus, mit Gl. (47),

0. (A1+As) = 2[a.b—(r—=)]. (59)
Eingesetzt in Gl. (54) entsteht

2
ob—mtu = (;’%) (0-8528—2-2010%). (56)

Aus Gl. (56) erhilt man mit Einfithrung des Wertes » nach Gl. (53)
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2
eine quadratische Gleichung nach <—O%) mit der Losung

(-B) = 106392+0- 7196 (sb—)] -

0.
oy \/ 0 3124 (0.b—n) 7
[ TV 1+ s30Tz 06392 0 TI06 iy ||
Da das zweite Glied unter der Wurzel klein gegeniiber 1 ist, kann
man den Wurzelausdruck in eine binomische Reihe entwickeln
und erhilt so, unter Vernachldssigung der Glieder héherer Ordnung,

(%)L 0" 2444 (0.b—m)—0" 2751 (ab—r)? (58)

als Knickbedingung fiir den querbelasteten Druckstab.
Wir haben noch den Fall x = 0 zu untersuchen. Die zu-
gehorigen Werte C; und A; ergeben sich aus den Gl. (47) zu

a-ds[tbes) 58|
J‘ (59)

A1:

R |

™.
Damit erhalten wir aus Gl. (44), wenn die Glieder mit p.° und p.*!
gegeniiber jenen mit p—! und p—2 vernachldssigt werden:

oS BT

Durch Anderung des Vorzeichens von p, ergibt sich hieraus

(S [5l5 + B ter 3o 5) ]

i (BT [E 0 B Ko Do 5) ]

| b2

Bilden wir aus diesen Gleichungen die Differenz oA,—eoA, und
setzen wir sie in die Gl. (52) ein, so entsteht

oo (ATl g) e

und es ist zu ersehen, daB} es bei x =0 (und p=3=0) keinen reellen
Wert u und daher auch keine Stabilititsgrenze gibt. Fiir den
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querbelasteten Druckstab ist somit der Fall » = 0 bedeutungslos;
die Knickbedingung ist bei geringer Verschiedenheit von S und S,
allgemein durch die Gl. (58) gegeben.

Anwendung auf das frither behandelte Zahlenbeispiel: Es
soll die Querbelastung p ermittelt werden, unter der die Knick-
last von Sg = 41-9121¢ (bei p = 0) auf S = 42°1 ¢ ansteigt. Mit
den gegebenen Werten E, J und mit § = 42-1¢ wird nach
Gl (2) ... & = 000524766 cm~*, und weiterhin, mit b == 600 cm,
o.b—n = 0-007003; damit folgt aus Gl. (58):

2
<ULS> — 0-001698, und p = 0° 009102 t/em = 0910 t/m.

Die Zuldssigkeit der bei geringer Verschiedenheit von
S und Sg durchgefithrten Vereinfachungen kann nachgepriift
werden, indem man mittels der errechneten Hilfsgroflen » und y,
die GroBen aa; und aa, nach Gl (45) bestimmt und mit diesen,
sowie mit den errechneten kritischen Lastpaaren S, p unter
Beniitzung der Gl. (41) die GroBen A; und A, ermittelt. Es muB
dann die geometrische Bedingung a,+A; = a,+A, erfiillt sein.
Im iibrigen ist das entwickelte Verfahren bis auf die Anwendung
der vereinfachten Differentialgleichung der elastischen Linie und
die Vernachldssigung der kleinen Axialkraftunterschiede lings des
verformten Stabes strenge giiltig. Zufolge dieser Vereinfachungen
gelten die Ergebnisse allerdings nur dann, wenn die Durch-
biegungen klein gegeniiber den Feldweiten sind; diese Voraus-
setzung ist aber bei den Anwendungsfillen im Bauwesen in der
Regel erfiillt.

b) Die Ergebnisse konnen mit jenen der unter II. durch-
gefilhrten Berechnungen nicht unmittelbar verglichen werden, da
ein anderes Verhalten der Querbelastung vorausgesetzt wurde.
Bei den Untersuchungen II. war angenommen worden, dall die
Angriffspunkte der (in der symmetrischen Gleichgewichtslage
gleichmaBig tiber die Stabprojektion verteilten) Querlasten wéhrend
des Wechsels der Gleichgewichtslage mit dem Stabe in fester
Verbindung bleiben. Die Gesamtquerlast ist dann fiir beide Stab-
felder stets gleich grofl; die Belastung p je Léangeneinheit der
Stabprojektion ist aber in der unsymmetrischen Gleichgewichts-
form verschwindend wenig verdnderlich. Wir wollen den Durch-
schnittswert im Felde @; mit p;, im Felde a, mit p, bezeichnen.
Annahmegem&l ist dann

G pr = Uypy = ap = P, (62)
wenn sich ¢ und p wieder auf die symmetrische Gleichgewichts-
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lage an der Stabilititsgrenze beziehen; P bedeutet die Gesamt-
querlast eines Feldes.

Die Beibehaltung der dem Verfahren II. zugrunde gelegten
Annahmen hinsichtlich des Verhaltens der Querbelastung wiirde
beim Integrationsverfahren sehr wumstédndliche Berechnungen
erfordern. Um auf einfachem Wege zu Ergebnissen zu gelangen,
die mit jenen des Verfahrens II. verglichen werden konnen, wird
die Querbelastung jedes Feldes gleichmifBig iiber die Stab-
projektion verteilt, und zwar gleich den Durchschnittswerten p;
und p, angenommen: Fig. 5¢. Die Gl. (38), (38a) und (40) bleiben
wieder in Geltung, nur hat man p durch p, bzw. p, zu ersetzen.
Die Auflosung der Gl. (40) fithrt mit der Hilfsgrofie P nach Gl. (62)
zu folgenden Ergebnissen:

P 1
C,= S Nenon 1d.a1r1a2— a.ay (ctg aa,-+ctg aa,)—1—
»_a@}u_ﬁwdaﬁfdazLfgﬁz%__QGFE:@EWQ}
0a, sin a.a, SIN oy
P 1
=25 e (63)
P (1 3 1
A= W{Zmal —+ o % 20190y (ctgaoa,+ctg aa,)—
by 1—cosaa, l—cosaa,) |
0.0y sin o, @, smaa, [’

die Hilfsgrofle NV ist durch die Gl. (41a) bestimmt.

Wieder auf den praktisch allein in Betracht kommenden
Fall §=8g und »,> yp ibergehend, erhidlt man aus den Gl. (63),
mit Hilfe der Gl. (46),

P L2y 1y x<1 2)
q—zﬂ6+ﬁJ 2% a2 w) T
w1 2>
Bt sl _
T aS =z = Tzl
! 2 % (1 2 2y,
%=ﬂ6—?+;%—ﬁFﬁﬂ
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Damit ergibt sich aus Gl (44)
_,1_).&_

AF%”’(;%Y[(;[ 27: > % /%
g+ et (3= )]

oA1—<~~) (0 08642—0-23354 & —0- 09367x+0'23067p.), (65)

oder

und durch Anderung des Vorzeichens von yp,
P2 P
aly= (?> (0 08642+ 0°23354 P 0-09367 »—0- 23067 p.) . (65a)

Aus GIl. (52) folgt dann
. P\
0-23354 <—S)

%=-—

1—0- 23067 <§>2 ©9

Die Gl. (55) ergibt mit den Gl. (65), (65a)
P 2
(0b—n+x) = (g) (0- 08642—0- 09367+ ;

den Wert fiir « aus Gl. (66) eingesetzt, entsteht die quadratische
2
Gleichung nach (—SI—)>

: Py : . i1 (L) _
000194 (£ ) -+ [0°31996+023067 (ab—=)] (5| — (ab—m) =0
Aus dieser ergibt sich geniigend genau

(i)z_ (0.b—m)
S/ 031996 +0°23067 (0.b—r) ’
und weiterhin
P 2
(f §> — 31254 (ob—r)—2- 2845 (0.b—r)? (67)

als Knickbedingung des querbelasteten Stabes, giiltig bei geringer
Verschiedenheit von S und Sg.

o
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Anwendung auf das frilher behandelte Zahlenbeispiel: Es
soll wieder die Querbelastung p ermittelt werden, unter der die
Knicklast von S = 41912 ¢ (bei p = 0) auf S = 42°1 ¢ ansteigt.

2
Mit 2b—mr = 0-007 003 folgt aus Gl. (67): (1}5,:) = 0021 775,
% = 014757, P =6-213¢, p =1:035¢t/m. Nach dem energe-

tischen Verfahren II. ist der etwas giinstigere Wert von 0°963 t/m
erhalten worden; dieses Ergebnis beweist wieder die Leistungs-
tahigkeit der Energiemethode. Der Vergleich mit dem wunter
anderer Voraussetzung nach dem Integrationsverfahren errechneten
Wert von p = 0:910 ¢/m 14Bt erkennen, daB im vorliegenden
Falle die Art des Verhaltens der Querbelastung wihrend des
Wechsels der Gleichgewichtslage die Ergebnisse verhdltnismafBig
wenig beeinfluflt.
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