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Im folgenden wird gezeigt, daß der querbelastete Druckstab 
nach Fig. 1 a —  ein unnachgiebig gestützter Durchlaufträger mit 
zwei Feldern —  im Falle der vollkommenen Symmetrie des 
Systems und der Belastung eine V e rz w e ig u n g s s te lle  des 
G le ich g e w ich te s  besitzt, indem unter bestimmten Lastpaaren S, p 
neben der symmetrischen Gleichgewichtsform noch eine unendlich 
benachbarte, unsymmetrische Gleichgewichtslage besteht.

Es werden folgende Voraussetzungen getroffen: Die Stab­
achse sei vollkommen gerade, die Gegenkräfte S greifen genau 
mittig an, der Querschnitt des Stabes (Fläche F, Trägheits­
moment J) sei unveränderlich, die Wirkungsebene der Biegungs­
momente schneide die Querschnittsebenen längs einer Trägheits­
hauptachse, die Lager seien reibungsfrei drehbar, bzw. ver­
schiebbar, der Werkstoff sei homogen. Es werden nur rein 
elastische Spannungszustände berücksichtigt.

Wir legen zunächst die symmetrische Gleichgewichtsform 
fest. Mit den Bezeichnungen der Fig. 1 a erhält man für das 
Biegungsmoment im Abstande x von der linken oder rechten 
Endstütze

Wir setzen die Durchbiegungen y als klein gegenüber der Stütz­
weite a voraus und dürfen dann näherungsweise die Biegelinie 
des Stabes aus der vereinfachten Differentialgleichung

p x 2. (1)

y
M_x
EJ (2)

ermitteln. Für M x den Wert aus Gl. (1) in Gl. (2) eingesetzt, 
entsteht
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„ S f A p x 2\
y E l  \V +  ~S X 2 5 /  ’ ^ a)

das Integral dieser Differentialgleichung lautet

„ , „  A , p x 2 p
y =  C1 sin a x + C 2 cos c l x — - j - x  +  ^ ------ ^  , (3)

wobei
'~S
E J  ' (4)

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C1} C2 und des Auf­
lagerdruckes A stehen drei Randbedingungen zur Verfügung:

y =  0 in x  =  0 und x  =  a,
' A ' (5)y' =  0 in x =  a. v '

Die Auswertung dieser Beziehungen führt mit Hilfe der Gl. (3) 
und (4) zu folgenden Ergebnissen:

1
-Tr- a2 a2 + 1 — a a . sin a a—  cos a a

C, =  -p 2

6 ’  -  P—

a.2S sin a a— a. a cos a a

P
a2S (6)

a a sin a a— 1—  (  ̂ a2a2— 1) cos a a
^  =  -P  --------------:--------- - -------------

a sin a a— a a cos a a

Damit ist die Biegelinie des Stabes festgelegt.

I. Ein erster Näherungswert für die Knicklast.

Wir überlagern den Durchbiegungen y nach Gl. (3) noch 
die unendlich kleinen, nach einer vollen Sinuswelle verlaufenden 
Durchbiegungen (Fig. 1 b):

io =  C0 sin (0 ^  x < ; 2 a) (7)

und untersuchen, unter welcher Bedingung die so entstehende 
Biegelinie ebenfalls eine Gleichgewichtslage bildet. Werden die
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Abszissen x wieder von den Stabendpunkten 0 und 2 aus gezählt, 
dann lauten die Gesamtverschiebungen:

Feld 0— 1

Feld 1— 2

i , n • %xy-\-w =  y + C 0 sin— -

y + w  =  y Cq sin 71 X
(8)

Der Stab hat über der Mittelstütze keine Krümmungsänderung 
erfahren und aus der Betrachtung des Gleichgewichtes der äußeren 
Kräfte ist zu erkennen, daß auch die Auflagerdrücke die gleichen

J1-

a)

b)

ifo
P

/I H Z -
-I a a

w — U g -

A

z

’S

Fig. 1.

sind wie im Ausbiegungszustande y nach Gl. (3). Für einen Quer­
schnitt im Abstande x von der linken bzw. rechten Endstütze 
erhält man demnach das Biegungsmoment

M x-\-b M x =  S [y  =h C0 sin j +^4 x—  -- p x2

Mit Gl. (1) ergibt sich hieraus
7T X

(9)

(10)

Soll nun die Biegelinie y-\-w eine Gleichgewichtslage bilden, dann 
muß die Differentialgleichung

y
d? 

d x2 C, sin -”  ) =  -  ( A /,+ 5  Jf*) (11)

M ,erfüllt sein. Da y" = ----- , muß somit noch die Beziehung
jbJ
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bestehen. Führt man die Differentiation aus und setzt man für
8 M x den Wert aus Gl. (10) ein, so entsteht

__ „ f t 2 . %x __ S „  . 7t X
-+- c« ¥  sm —  -  -+- -g 7  C , sin —

und weiterhin
c  %%E J ___

b ~ ~ o ^  =  bE- (12)
Die Knicklast S des querbelasteten Druckstabes wäre 

demnach gleich der Eulerlast Se des querbelastungsfreien Stabes 
und somit von der Größe der gleichzeitig wirkenden Quer- 
belastung p unabhängig.

Das gegenständliche Stabilitätsproblem soll nun einer 
schärferen Behandlung unterzogen werden.

II. Untersuchung nach dem Energieverfahren.

a) Die Lasten S und p mögen bereits kritische Werte 
erreicht haben. Die zugehörige symmetrische Gleichgewichts­
lage y ist durch die Gl. (3) bestimmt. Es muß dann noch mindestens
eine unendlich benachbarte Gleichgewichtslage bestehen. Wir
denken uns dieselbe entstanden, indem den endlich kleinen Durch­
biegungen y noch verschwindend kleine Verschiebungen gleicher 
Richtung und der Größe

io =  ±  C0 sin (13)

überlagert werden; das + -Zeichen bezieht sich auf die Stab­
achsenpunkte des linken, das (— )-Zeichen auf jene des rechten 
Feldes. Die Punkte der Stabachse erfahren aber auch noch Ver­
schiebungen u in der z-Richtung, die klein gegenüber den Ver­
schiebungen w sind und die wir so annehmen wollen, daß die 
letzteren ohne Längsdehnungen des Stabes vor sich gehen können. 
In Fig. 2 ist diese Verformungslinie strichliert eingezeichnet. Beim 
Übergang vom Ausbiegungszustande y zum Zustande y-\-w leisten 
die äußeren Kräfte die Arbeit 8-Art; gleichzeitig wird die im Stabe 
in der symmetrischen Gleichgewichtslage bereits aufgespeicherte 
Formänderungsenergie einen Zuwachs 8 Ai erfahren. Wenn das 
Gleichgewicht unter den betrachteten Lasten S, p indifferent 
geworden ist, dann muß

8 A a ^ h A i  (14)

sein. Aus dieser Beziehung können wir die unbekannten kritischen
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Lastpaare rechnen und die Ergebnisse werden um so zutreffender 
sein, je näher die angenommene Nachbarlage y-\-w der wirklichen 
Knicklinie kommt.

1. E rm itt lu n g  der ä u ß eren  A r b e it  8vla: Die Quer­
belastung sei im Ausbiegungszustande y gleichmäßig über die

P

s-
l

QL 2 2 '

x  " " r _

^  a
1 00X + U

a
+ ----------Ql________ a2

S

Fig. 2 .* )

x+u d(X+LL)

Projektion 2 a der Stablänge verteilt. Wenn die Querlasten p 
während der Verschiebungen u, tu der Stabpunkte ihre Richtung 
beibehalten und wenn ihre Angriffspunkte mit dem Stab in fester 
Verbindung bleiben, also die Verschiebungen w, io mitmachen, dann 
ist der Arbeitsbeitrag der Querlasten 
p zu 8 4̂« Null: denn längs der Wege u 
leisten die p keine Arbeit und zum
Integral Ip iod x  liefern beide Stab-

J 2 a

felder gleich große, aber entgegen­
gesetzt gleiche Beiträge, die sich so­
mit aufheben. Es bleibt dann nur 
noch der Arbeitsbeitrag der Gegen­
kräfte S ; dieser besitzt die Größe S.
(A«i— Aa2)> wenn Aö^ und A a2 die 
Feldlängenänderungen (Fig. 2) be­
deuten. Somit ist

8Afl =  £ (A ai— A a2). (15)
Zwecks Ermittlung dieser Größen Fig- 3-
A «i und Aa2 betrachten wir ein Stab­
element ds an der Stelle x, y der symmetrischen Gleichgewichts­
figur. Die Endpunkte dieses Elementes besitzen die Koordinaten
#, y und x-\-dx, y-\-dy. Im Ausbiegungszustande y-\-w haben
die Endpunkte die Koordinaten x-\-u, 2/+w, und x-\-dx-\-u-\-du, 
y-\-dy-\-w-\-dw (Fig. 3), während die Elementlänge ds voraus­
setzungsgemäß dieselbe ist. Somit gilt

*) In Fig. 2 sind die Zeiger der Aa zu vertauschen.
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bestehen. Führt man die Differentiation aus und setzt man für 
hM x den Wert aus Gl. (10) ein, so entsteht

„  i z 2 . t z x  __ S „  . %x
T C « < ? sin^ -  =  -h £ 7 C» sm V

C __eS =  — —  =  SM. (12)

und weiterhin

Die Knicklast S des querbelasteten Druckstabes wäre 
demnach gleich der Eulerlast Se des querbelastungsfreien Stabes 
und somit von der Größe der gleichzeitig wirkenden Quer­
belastung p unabhängig.

Das gegenständliche Stabilitätsproblem soll nun einer 
schärferen Behandlung unterzogen werden.

II. Untersuchung nach dem Energieverfahren.

a) Die Lasten S und p mögen bereits kritische Werte 
erreicht haben. Die zugehörige symmetrische Gleichgewichts­
lage y ist durch die Gl. (3) bestimmt. Es muß dann noch mindestens 
eine unendlich benachbarte Gleichgewichtslage bestehen. W7ir 
denken uns dieselbe entstanden, indem den endlich kleinen Durch­
biegungen y  noch verschwindend kleine Verschiebungen gleicher 
Richtung und der Größe

io =  zk C 0 sin—  (13)

überlagert werden; das -f-Zeichen bezieht sich auf die Stab­
achsenpunkte des linken, das (— )-Zeichen auf jene des rechten 
Feldes. Die Punkte der Stabachse erfahren aber auch noch Ver­
schiebungen u in der x- Richtung, die klein gegenüber den Ver­
schiebungen w sind und die wir so annehmen wollen, daß die 
letzteren ohne Längsdehnungen des Stabes vor sich gehen können. 
In Fig. 2 ist diese Verformungslinie strichliert eingezeichnet. Beim 
Übergang vom Ausbiegungszustande y zum Zustande y-\-w leisten 
die äußeren Kräfte die Arbeit 8A„; gleichzeitig wird die im Stabe 
in der symmetrischen Gleichgewichtslage bereits aufgespeicherte 
Formänderungsenergie einen Zuwachs SA* erfahren. Wenn das 
Gleichgewicht unter den betrachteten Lasten S, p indifferent 
geworden ist, dann muß

8 ^  =  8 ^  (14)

sein. Aus dieser Beziehung können wir die unbekannten kritischen
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Lastpaare rechnen und die Ergebnisse werden um so zutreffender 
sein, je näher die angenommene Nachbarlage y-\-w der wirklichen 
Knicklinie kommt.

1. E rm itt lu n g  der äu ßeren  A rb e it  8Aa: Die Quer-
belastung sei im Ausbiegungszustande y gleichmäßig über die

P

s-

a a2l

, X 7 r "^  a
1 00x+u

a
+ --------- Ol---------- . a2

-s

x+u d(x+u)

Fig. 2. *)

Projektion 2a der Stablänge verteilt. Wenn die Querlasten p 
während der Verschiebungen w, w der Stabpunkte ihre Richtung 
beibehalten und wenn ihre Angriffspunkte mit dem Stab in fester 
Verbindung bleiben, also die Verschiebungen u, w mitmachen, dann 
ist der Arbeitsbeitrag der Querlasten 
p zu 8 A a Null: denn längs der Wege u 
leisten die p keine Arbeit und zum
Integral | pw dx  liefern beide Stab­

e n
felder gleich große, aber entgegen­
gesetzt gleiche Beiträge, die sich so­
mit aufheben. Es bleibt dann nur 
noch der Arbeitsbeitrag der Gegen­
kräfte S\ dieser besitzt die Größe S.
( A — Aa2), wenn A ax und A a2 die 
Feldlängenänderungen (Fig. 2) be­
deuten. Somit ist

8Af< =  6'(Aa1— A a2). (15)
Zwecks Ermittlung dieser Größen Fjg- 3-
A ax und A a2 betrachten wir ein Stab­
element ds an der Stelle x, y der symmetrischen Gleichgewichts­
figur. Die Endpunkte dieses Elementes besitzen die Koordinaten
x , y und x-\-dx, y-\-dy. Im Ausbiegungszustande y-\-io haben
die Endpunkte die Koordinaten x-\-u, y-\-w, und x-\-dx-\-u-\-du, 
y-\-dy-\-w-\-diu (Fig. 3), während die Elementlänge ds voraus­
setzungsgemäß dieselbe ist. Somit gilt

*) In Fig. 2 sind die Zeiger der A a zu vertauschen.
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ds2 =  dx2~\-dy2, |
ds2 — d (x-\-u)2-\-d (y-\-iü)2, j (16)

wobei du gegenüber dx klein ist und das Quadrat von du unter­
drückt werden kann:

ds2 =  d x2-\-2 dx du-\-dy2-\-2dy dio-\-dw2. (16a)
Aus der Gleichsetzung der Ausdrücke für ds2 folgt

du =  — [y 'w '+   ̂ w'^jdx, (17)

wobei die Striche wieder Ableitungen nach den Abszissen x  der 
Stabpunkte im symmetrischen Ausbiegungszustande y bedeuten.

Um diese Größe du verlängert sich die Projektion dx des 
Stabelementes ds beim Übergang vom Zustand y zum Zu­
stand y-\-w\ die Gesamtverlängerung des Feldes 0— 1 beträgt dann

j * d u = — 2 w"^jdx =  — A«i. (18)

Einen gleichartigen Ausdruck erhält man für die Verlängerung 
+ A a 2 des Feldes 1— 2; führt man in diesen die w des ersten Feldes 
ein, so entsteht unter Berücksichtigung des hierbei vorzunehmenden 
Vorzeichenwechsels der w

a

f d u =  f {y 'w '—   ̂ w'2̂j dx  =  Aa2, (18a)
i/ Ct

so daß sich die Angriffspunkte der Gegenkräfte S um den Betrag
a

A«i— A a2 =  / w'2dx
Jo

einander nähern. Die Arbeit dieser Kräfte ist somit
a

hAa =  SJ'w^dx. (19)

2. E r m itt lu n g  der F o rm ä n d e ru n g se n e rg ie  6-4*: Be­
zeichnen wir mit cp den Neigungswinkel (Fig. 3) des Querschnittes x 
im Ausbiegungszustande y und mit cp+Acp den Neigungswinkel 
desselben Querschnittes im Zustande y-\-w, wobei sich dieser 
Querschnitt dann an der Stelle x-\-u unseres raumfesten Koordi-
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natensystems befindet, dann können wir 8 Ai als Differenz der 
den Ausbiegungszuständen y und y-\-io zugehörigen For'm- 
änderungsenergien wie folgt darstellen:

Hierbei wurden die von Querkräften herrührenden Energie­
beiträge wegen ihres geringen Einflusses vernachlässigt.

Aus Fig. 3  folgt tg cp =  y ' ; somit ist cp =  a r c tg (2/') und

Die binomische Reihe kann an beliebiger Stelle abgebrochen 
werden, da bei der Auswertung der Gl. (20) alle Glieder, die nur 
Ableitungen von y enthalten, wegfallen und daher auch keinen 
Einfluß auf die Schärfe des Ergebnisses ausüben. Mit Gl. (21) 
ergibt sich

Wir führen die Abszisse x  als unabhängig Variable ein und be­
zeichnen wieder die Ableitungen nach x  mit Strichen. Nach

(20)

a,+a. 2 a

a) Entwicklung

(21)

j ß

ß) Entwicklung

«l + «2

Gl. (18) ist

(23)

d2(x-{-ll) / 'i i \ /  n i  i n  \— —  =  — (y w -\-y iv '-\-ww ..  .). (23 a)
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Ferner ergibt sich aus Fig. 3

(24)

und somit ist

(24 a)

und weiterhin
d2(y+iu) 

d (cp+A cp)_ d(x-\-u)2 (25)
d ( x + u )  f d { y + w ) \ 2 ’

\d(x -\ - u) J

Hieraus folgt mittels der binomischen Reihenentwicklung

/ ^(cp+Acp)V ( d2(y + w )\2 f  !d {y + w ) \2 )
l d (x-\-u) 1 \ d (x-\-u) 1 ( \d (x-\-u)) ' '  'J

Jetzt vollziehen wir den Übergang auf die Variable x :

d (y-\-w) _  d (y-\-w) d x  _  
d(x-\-u)  d x  d(x-\-u)

=  {y '+W ) (1 +  ? /V +  ^ i o 2+ y '2'w’2. . . )  =  y '+ w '+

d2{y+ iv) =  d id (y + w )\ dx  =
d(£-f-w)2 d (:r+ w )/ d(a;+ii)

=  f /7+«</'+3 y' y"w'-\- 4 y'iv'wfl-\- y'2iu',-\- 2 y"io'2-\~

+ 6  y ’2y "io2-\-4 ?/'3u/w".

Aus Gl. (25) folgt mit den Gl. (26 a), (266)

3
+  ?//2w '+  y'io'2-\-y'3w'2. .£

fd (y+w )\  
\d(x-\-u)!

y'2Jrio'2Jr 2 ? /'« /+ 5  y'2 m/2+ 2  y'zw'-\-3 y'* io'2. . ., (26a)

r f ( t p + A y )

d (x-\-u)
y"— y'2 y"+ y '*  y"— y!G y"+io"-\-y' y "w +  (27)

+ 2  y'io'w"-\-y"w'2— y’2y"id2— y'zy"w '~(- ..
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("i ? ~ j A<Pr ) a =  y"2~ '2 y'*y"2+ 3 2 /'V /2— 4 y'Gy"2+ w "2+  (27 a)\ Ct y 00 ~~(“ ItJ /

+ 2  y"io"-\-2 y 'y "2w'-\-6 y'y"io'w"-\-2 y',2w'2— 2 ?/'2 i /W ' 

und schließlich

f  (d<i(J+Jy)‘d (x+iu) = / f "2 - 2  2/12 J/"2+3  ̂  v"2~  (28)
<7j H”ßjj  ̂̂

— 4 ? /6 ? //2+ w ' /2+ 2  y"io" - \ - 4  y'y"iü'ivf/ +  — 2/ ' '2 m/2— 2 ?/'2 z/'7««/'jcfa:.

Nun liefern beide Stabfelder zu den Integralen über 2 y''w" und
2 y'2y"w'' gleich große, aber entgegengesetzt bezeichnete Beiträge, 
die sich aufheben; damit entstellt aus Gl. (28)

a

f{dd(x+u}Jd (X+U) = 2X {2/'2-2 y'2 y'2+3 ̂  y
rtl + n2 O 1

— 4 ?/'6?///24-w,/2+ 4  y'y"w'w''-\- y"2w'2 \dx.

Mit den Gl. (22) und (28 a) erhält man aus Gl. (20)
a

=  E J J ’^w"2-\-4 y' y''w'w'' - f  y"2w'2. . }jd x . (29)

Mit Hilfe der Gl. (19) und (29) kann die Knickbedingung Gl. (14) 
geschrieben werden

a a

SJ*io'2dx =  E J ^ {io "2J\-4 yfyr,io'to" +  ~ y " 2w'2 . .  } jd x .  (30)

Setzt man die aus den Gl. (3) und (13) sich ergebenden A b­
leitungen von y und io in die Gl. (30) ein und führt man die 
Integrationen durch, so entsteht

Gleichgewichtsverzweigung an einem querbelasteten Druckstabe. 265

*—  (28 a)

11 orflr
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11 a2a2
~~r\ 3 o

—  S — cos« fl)

4 7t“— a“ß“ o

48 7i4— 20 a2 a2 Tr2+ 6  a4 a4 p
Tr2 (4 7t2— a2a2)2 ‘ S~• aa[C'1( l— cos a a) +  C2 sin a a] >>

wobei
tt2£ /

(32)

und die Konstanten Ĉ , C2 und der Auflagerdruck A durch die 
Gl. (6) bestimmt sind. Die Gl. (31) besitzt die Form

so daß zu gewählten Werten S die zugehörigen Werte p unmittelbar 
gerechnet werden können.

Die Gl. (31) liefert zu p — 0, wie es sein muß, die Knicklast 
S — SE; für p > 0  aber sind die zugehörigen S immer größer 
als Se und die Q u e rb e la s tu n g  w irk t daher s ta b ilis ie re n d ! 
Wie die Auswertung der Gl. (31) für praktische Anwendungsfälle 
des Stahlbaues zeigt, müßte aber die Querbelastung verhältnis­
mäßig stark sein, wenn die zugehörige Knicklast S wesentlich 
über SE ansteigen soll; unter solchen Querlasten kann aber der 
Stab nicht mehr an die Stabilitätsgrenze gelangen, da er schon 
früher in der symmetrischen Verformung sein Tragvermögen 
durch Überwindung seines inneren Widerstandes verliert. Die 
Knickgrenze kann nur von Stäben mit verhältnismäßig kleiner 
Querlast erreicht werden und die entsprechenden Knicklasten 
sind dann nur wenig größer als Se, so daß der stabilisierende 
Einfluß der Querbelastung praktisch bedeutungslos bleibt.

Für diese Fälle geringer Verschiedenheit zwischen S und Se 
kann die Knickbedingung Gl. (31) noch wesentlich vereinfacht 
werden: es ist dannaa =  7i, sin «a  =  0, cos a a==— 1; ferner wird

5  =  S s ( l + p « / ( S ) ) ,
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sm a ol 
ic— c/.a =  1, 1— cos2 a a  1 sinaa sinaa

tc2— a.2a2 2 7c— ad rc +  a a
=  0,

sin2 aß 0 sinaa cosaa 1 /n. 1—r---- —- =  2 ----■ — ,------------ = —  usw. Die Gl. (b) ergehen
Tr2— a2a2 7C— a d % +  ad tc 5

^ _  I pa\ a(ft2+ 4 ) _  / pa\ d A _  / pa\ 7c2— 4
1 ~  V T  1 2 7T3 2 -  V T / tu2 ’ 5  ~  \ T I  2 7 2“

Damit erhält man aus Gl. (31)

5 = 5 * { l + ( ^
2

32 72 tc2

173 1 
T 8  r— / oder

(33)

gültig bei geringer Verschiedenheit von S und SE-

Z a h le n b e is p ie l:

Der Querschnitt des Stabes bestehe aus 2 [ 12 (Fig. 4) mit 
F =  34 cm2, J =  728 cm4, Widerstandsmoment W  =  121'4 cm3, 
Trägheitshalbmesser i =  4 * 62 cm. Die Feldweiten betragen

ü ~ ^ C 7 2
JL lL

Fig. 4.

a =  600 cm. FHeßgrenze des Werkstoffes oP =  2 ‘ 40 f/cm 2, Dehn- 
maß i? =  2100 t/cm2. Wir nehmen an, das Hooksche Gesetz 
bleibe bis zur Fließgrenze in Geltung. Aus Gl. (32) ergibt sich 
£ b =  41,912z. Die Auswertung der Gl. (31) und (33) führt zu. 
folgenden Ergebnissen:

Gl. (31) 5 =  43 0 t
42 1 t

Gl. (33) S =  42 1 t
42 0 t
41 95 t
41 92 t
41 918 i
41 912 t

zugehörig

zugehörig

■30 t/m,
• 972 i/m ; 
•963 t/m, 
•617 i/m , 
•431 t/m,
• 198 i/m ,
• 171 t/m, 
0 t/m.
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Tatsächlich kann aber die Knicklast ^  über 41 * 92 i nicht 
ansteigen, da unter den hierzu erforderlichen Querlasten der Stab 
schon früher in der symmetrischen Verformung sein Tragvermögen 
durch Überwindung seines inneren Widerstandes verliert. Unter 
der Querlast p =  1 ’ 04 t/m versagt der Stab bereits bei S =  0; 
bei der Ermittlung dieser Traglast p wurde die ,,Selbsthilfe“ des 
elastisch plastischen Werkstoffes bis zur theoretischen Höchst­
grenze in Rechnung gestellt.

b) Die Knickbedingung Gl. (31) wurde auf Grund der 
Annahme entwickelt, daß an der Stabilitätsgrenze neben der 
symmetrischen Gleichgewichtslage noch eine unendlich benach­
barte unsymmetrische Gleichgewichtsfigur besteht, die aus der 
ersteren durch Überlagerung von Querverschiebungen w gemäß 
Gl. (13) und von gleichzeitigen Längsverschiebungen u zustande 
kommt; die letzteren wurden so gewählt, daß der Übergang von 
der einen zur ändern Gleichgewichtslage dehnungsfrei erfolgt. 
Ich habe nun eine gleichartige Untersuchung mit Hilfe einer 
unsymmetrischen Nachbarlage durchgeführt, die aus der symme­
trischen Verformungslinie durch bloße Überlagerung von Quer­
verschiebungen w nach Gl. (13) hervorgeht. Die äußeren Kräfte 
leisten keine Arbeit, hingegen wird beim Wechsel der Gleich­
gewichtslage im Zusammenhange mit der Vergrößerung der 
Stablänge eine D eh n u n g sen erg ie  8̂ 41 frei. Die kritischen 
Lastpaare S, p werden auf Grund der Forderung

8 ^ i+ 8 ^ i =  0 (34)

ermittelt; 8̂ 1* bedeutet hierbei den jetzt auftretenden Zuwachs 
an Biegungsenergie. Drückt man die Energiegrößen durch die 
Ausbiegungen y und io aus, so entsteht aus Gl. (34)

a

E J  r (w"2— 2 y''w'2— 2 y'2w"2— 8 y' y"w'io") d x—  (35)
Jo

a

— S J*[%o'2-----y'2io'2 j dx — 0.

Nach Einsetzen der Werte für y und w nach Gl. (3) und (13) 
und nach Ausführung der Integrationen erhält man aus Gl. (35) 
die gesuchte Beziehung zur Ermittlung kritischer Wertepaare <5, p- 
Auf ihre Wiedergabe wird verzichtet; hingegen soll noch die aus 
dieser Beziehung hervorgehende, der Gl. (33) entsprechende, ver­
einfachte Knickbedingung mitgeteilt werden. Sie lautet
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s j l —  0-146 =  5 e I i  +  0 - 159 (J^ ) 3} -  (35a)

Sie gilt wieder nur im Falle geringer Verschiedenheit von S 
und Se und sie liefert gleichartige Ergebnisse wie die Gl. (33); 
so erhält man für das obige Zahlenbeispiel zu S =  ^2’ l t  als 
zugeordnete Querlast p =  0 ‘ 850 t/m [gegenüber 0 ’ 963 t/m nach 
Gl. (33)]. Die Ergebnisse beider Näherungsrechnungen stimmen 
zahlenmäßig nicht überein; das hängt damit zusammen, daß zur 
Erfassung des Einflusses der Querbelastung auch Glieder von höherer 
als zweiter Kleinheitsordnung in Rechnung gestellt werden mußten.

Das Ergebnis dieser beiden, nach dem energetischen Ver­
fahren durchgeführten Näherungsuntersuchungen ist sehr be­
merkenswert. Die kritischen Lastpaare S , p wurden hierbei auf 
Grund der Bedingung 8Aa =  8 Ai, bzw. 8Ai+8A£ =  0 ermittelt. 
Die verschärfte Forderung, daß beim Wechsel der Gleichgewichts­
lage die Änderung 8Aa— SA*, bzw. 8Ai +  8A{ der potentiellen 
Energie des Systems zugleich ein Minimum bilden soll, konnte 
nicht berücksichtigt werden, da im Hinblick auf den Umfang 
der erforderlichen Entwicklungen für die Querverschiebungen io 
nur ein Ansatz mit einem einzigen Freiwerte verwendet wurde.

Zur Überprüfung des Ergebnisses der stabilisierenden Wirkung 
der Querbelastung wird aber noch die folgende Untersuchung 
durchgeführt, bei der die kritischen Lastpaare S, p nach erfolgter 
Integration der Differentialgleichung der Knickbiegelinie aus einer 
geometrischen Beziehung gewonnen werden. Wir wollen diese 
Lösungsmethode kurz als Integrationsverfahren bezeichnen.

III. Integrationsverfaliren.
a) Die Lasten S, p mögen bereits kritische Werte besitzen, 

unter welchen neben der symmetrischen Gleichgewichtslage y nach 
Gl. (3) noch eine unendlich benachbarte unsymmetrische Gleich­
gewichtsform (Ordinaten yx im ersten, y2 im zweiten Felde) mit 
den Stützweiten % und a2 besteht. ax und a2 sind hierbei unter­
einander sowie auch von der Stützweite a der symmetrischen 
Gleichgewichtsform unendlich wenig verschieden. In Fig. 5 a 
sind beide Gleichgewichtslagen dargestellt. Hinsichtlich des Ver­
haltens der Querbelastung machen wir zunächst die folgende, 
von der früheren Untersuchung abweichende Annahme: die Quer­
belastung p bleibe auch während des Wechsels der Gleichgewichts­
lagen stets gleichmäßig über die Stabprojektion verteilt (p unver­
änderlich), so daß die Gesamtlast des kürzeren Feldes 1 um einen 
unendlich kleinen Betrag kleiner ist als die des Feldes 2: Fig. 5 b.

Gleichgewichtsverzweigung an einem querbelasteten Druckstabe. 269
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Wir legen die unsymmetrische Gleichgewichtslage analytisch 
fest und zählen hierbei die Abszissen xx und x2 von den Neulagen 0' 
2' der Stabendpunkte 0 und 2 aus.

Das Biegungsmoment in einem Querschnitte xx des ersten 
Feldes beträgt

1
M  =  S y1+ A x 1—  (36)

Die Ausbiegungen werden als klein gegenüber der Feldweite 
vorausgesetzt, so daß es erlaubt ist, die Biegelinie näherungsweise

270 k .  G ir k m a n n ,

aus der vereinfachten Differentialgleichung Gl. (2) zu ermitteln. 
Mit Einführung von M x aus Gl. (36) in Gl. (2) entsteht

y'l =  ^ [ $ - y i + A xxx— ^ p x ^ .  (37)

Das Integral dieser Differentialgleichung lautet

y =  C jsinaffi+C 'acosaff!—  ^  ^  y  x\ ~ , (38)

wobei die Hilfsgröße a wieder durch die Gl. (4) bestimmt ist.
Auf gleichem Wege erhält man für die Durchbiegungen des 

zweiten Feldes
i /~i A o  - 1 P o ft /nn \y2 =  C 3 sin v. x2-\-C4 cos a x2----- j -  x2 +   ̂ x\ ~  • (38a)

Zur Bestimmung der vier Integrationskonstanten Cx bis C4 und
der Auflagerdrücke A 1: A 2 stehen zunächst fünf Randbedingungen 
zur Verfügung:

yx =  0 für #! =  0 und xx =  ax, |
y2 =  0 für x2 =  0 und x2 =  a2, > (39)
y'i +  y'i =  0 ^ r  xx =  Oj, x2 a2. J
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Außerdem sind die beiden Auflagerdrücke A x und A 2 durch die 
Gleichgewichtsbedingung

verknüpft. Die Auswertung der Gl. (39) und (40) führt mit Hilfe 
der Gl. (38), (38a) zu folgenden Ergebnissen:

Die Werte für C3, C4 und A 2 gehen aus jenen für Cx, C2 
und Ax durch Vertauschung der Zeiger 1 und 2 hervor.

Bezeichnen wir die Länge des durch die Axialkraft S bereits 
elastisch zusammengedrückten Stabes mit 2 b, so können die Feld­
weiten ax und a2 wie folgt ausgedrückt werden:

Die beiden Integrale können nach Einsetzen der aus den Gl. (38), 
(38 a) sich ergebenden Ableitungen von y ausgerechnet werden. 
Für Ai erhält man

Ai ax— ^ Pal =  A 2a2 —  -^pal (40)

— a ax . a a2 (sin a ai H— :---------- — cos « ax ctg a2j ,

(41)

mit der Hilfsgröße

N  =  (a ax+ a a2)— a ax . a a2 (ctg a ax+ ctg a a2). (41 a)

ax =  b— Al5 a2 =  b— A2; (42)
hierbei ist

(43)
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- i S
^  79

— 6'x C2 sin 2 a ̂ — 2 6'x —— a cos a ̂ x+ 2  6\ a cos a xx+IJ

i o /o -Ai . c\ n  P • A-i p+  2 6 2 —  a sin a £x— 2 6 2 -̂ r a ̂  sin a ̂ ------ ~  ^

und weiterhin

dxx

Ai =  a Cf «i +  sin 2 aaxj + | - a ^  sin 2 aaxj -}-

1 (aax)3 p 2 1 ^  0 . ,
+  2" a «i -^2 +  g J s 2 ~ J  a 1 2 (1— cos 2 a ai) +

+  ^  P *ai -T g 2 —  r ’i sin * ai+ ^ i  (a «i sin a ax—  1 +  (44)

-(-cos aai) +  6T2-^1 (1— cosaa^-f-C^—̂  (aaxcos a%— sinaßi). o ao

Ersetzt man in Gl. (44) die Größen a1? A1? 6  ̂ und C2 der Reihe
nach durch a2j A 2, C3 und C4, so entsteht der bezügliche Aus­
druck für A2.

Wir wollen uns damit begnügen, die Ergebnisse des Energie­
verfahrens nur für den praktisch in Betracht kommenden Fall 
geringer Verschiedenheit von S und SE zu überprüfen. Wenn 
S von Se wenig abweicht, dann werden auch die Größen aax und 
a.a2 von tt wenig verschieden sein; ax und a2 selbst aber können 
sich nur unendlich wenig unterscheiden, da ja die unsymmetrische 
Gleichgewichtsfigur der symmetrischen unendlich benachbart ist. 
Demgemäß bilden wir die Ansätze

-a «i =  Ti— y.— |J., c/.a2 =  k— v.+jx, (45)
worin % eine endlich kleine Größe (die aber auch verschwindend 
klein werden kann) und jj, eine stets unendlich kleine Größe be­
deuten. Es ist dann

sin a ax =  sin (y.+ ;x) =  y. +  ix, sin a a2 =  y,— ,
cos a % =  cos a a2 =  — 1 usw. (46)

und man erhält aus den Gl. (41) für Cx und Ax\
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Ci

A i  =

■7) [ ( r c — x ) 2 — [ X 2 ]  ( t ü — 2  x — ; x ) + 2  ( t u — x )
P . ___________________________________________

v.2S  [(tu— x ) 2 — i x 2 ]  x+(tu — x )  ( x 2 — ; x 2 )
(x— |x)

(47)

( tu— x ) 2 ( x 2---------------------------jx2) +  ( tu------- X +  [X) X2“ (w— x— jx)2— 2

[(tu— x)2— Lt2] x +  (tt— x) (x2--- [X2)

Wir wollen zunächst den Fall x -»■ 0 ausscheiden und x als
e n d lich  k le in e  Größe betrachten, so daß

x §> tx (48)
Die Ausdrücke für Cx und A x nach Gl. (47) können dann unter
Anwendung binomischer Reihenentwicklungen weitgehend ver­
einfacht werden:

C = ~ P-  
1 *2S 2 *  7T2!A

P TU 2
2 TU

(49)

Mit den Gl. (49) und unter Anwendung der Gl. (46) erhält man 
aus Gl. (44):

1  p 2 

2 c/ßS2 ( —  t 3 — 7I -'2 4 *  2
10
71

i \ |X
71/ X

aAt =  ( J jJ  ^0-8528— 3-2391 £ —  2'2010vi +  4-fi0G4;j.

oder

(50)

Durch Wechsel des Vorzeichens von ;x folgt hieraus

«A a =  ( ^ )“ (0-8528+3• 2391 'A — 2-2010x— 4-6064;x (50 a)

Durch Subtraktion beider Gleichungen entsteht

P \2 ! r\ 1
>v.S/ \ x /a (Ax— A2) =  —  2 a ( )  (3 • 2391 —  4 • 6064) (51)
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Aus Gl. (42) folgt

also
aß i+ aA i =  aa2+ a A 2,

und weiterhin, mittels Gl. (45),

oder
7t— v.— [JL+aAx =  tu— y. +  iA + a A i

a (Ax— A2) =  2 |j,. (52)

Diesen Wert in Gl. (51) eingesetzt und durch ;x gekürzt, entsteht

Diese Beziehung Gl. (53) muß erfüllt sein, wenn ein von Null 
verschiedener Wert jx bestehen, also eine unsymmetrische Gleich­
gewichtslage des querbelasteten Stabes möglich sein soll. Aus 
dieser Gleichung ist bereits zu erkennen, daß die endlich kleine 
Größe x ein negatives Vorzeichen erhalten wird, also a a >  % sein 
muß! Somit wird auch diese Untersuchung zu dem Ergebnis 
einer stabilisierenden Wirkung der Querbelastung führen.

Die Gl. (53) enthält zwei Unbekannte: x und — zu ihrer
a o

Berechnung ist noch eine weitere Beziehung notwendig. Wir 
erhalten sie durch Addition der Gl. (50) und (50 a):

Aus Gl. (56) erhält man mit Einführung des Wertes x nach Gl. (53)

a (A i+A 2) =  2 (0• 8528— 2 • 2010 x ).la u /

Aus den Gl. (42) folgt nun
a (A i+A 2) =  2 ab— a (a! +  a2), 

und hieraus, mit Gl. (47),
a (Ax+ A 2) =  2 [ab— (tu-—x)]. 

Eingesetzt in Gl. (54) entsteht

(54)

(55)

ab— 7t+x =  ( -^ r )2 (0-8528— 2-2010x). (56)
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eine quadratische Gleichung nach 

-^ r )2=  [0-6392+0-7196 {ab— tu)] •

aS
mit der Lösung

— 1 +  V/ 1  +
0" 3124 {ab— tu)

0 ’ 63922 +  2 . 0- 6392 . 0 * 7196 (a b— t u )
(57)

Da das zweite Glied unter der Wurzel klein gegenüber 1 ist, kann 
man den Wurzelausdruck in eine binomische Reihe entwickeln 
und erhält so, unter Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnung,

-^ r )2=  0 ' 2444 (a b— tu)— 0 * 2751 {a b — tu)2 (58)
ao I

als K n ick b e d in g u n g  für den querbelasteten Druckstab.
Wir haben noch den Fall % — 0 zu untersuchen. Die zu­

gehörigen Werte C± und A ± ergeben sich aus den Gl. (47) zu

Ci — a2S

a

(59)

Damit erhalten wir aus Gl. (44), wenn die Glieder mit (j.° und [j,+1 
gegenüber jenen mit (j” 1 und fji—2 vernachlässigt werden:

a. Aj = P
aS

. TU2 TU4 \ 1  / .  3 TU4
1 +  TT +  T6 J ̂  l4 +  -   ̂ +\ 2 ' 1 6 / —  fx V 1 2

Durch Änderung des Vorzeichens von [j. ergibt sich hieraus

(60)

«Ao = P
aS

J L  U JL ^  —4 A.  / /  I 3 2 1
|x2 V +  2 +  16 / +  \ +  2 71 +  8 (60 a)

Bilden wir aus diesen Gleichungen die Differenz aAi— aA2 und 
setzen wir sie in die Gl. (52) ein, so entsteht

P
a S (61)

und es ist zu ersehen, daß es bei % =  0 (und p 0) keinen reellen 
Wert ;x und daher auch keine Stabilitätsgrenze gibt. Für den
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querbelasteten Druckstab ist somit der Fall x =  0 bedeutungslos; 
die Knickbedingung ist bei geringer Verschiedenheit von S und SE 
allgemein durch die Gl. (58) gegeben.

A n w en d u n g  auf das früher behandelte Zahlenbeispiel: Es 
soll die Querbelastung p ermittelt werden, unter der die Knick­
last von Se =  41*912 t (bei p =  0) auf S =  42 ’ 1 t ansteigt. Mit 
den gegebenen Werten E , J und mit S =  42 • 1 t wird nach 
Gl. (2) . . .  a — 0 ‘ 00524766 cm r1, und weiterhin, mit b == 600 cmy 
ab— n =  0*007003; damit folgt aus Gl. (58):

=  0*001698, und p =  0*009102 t/cm =  0*910 t/m.

Die Zulässigkeit der bei geringer Verschiedenheit von
S und SE durchgeführten Vereinfachungen kann nachgeprüft 
werden, indem man mittels der errechneten Hilfsgrößen /  und ja 
die Größen aax und aa2 nach Gl. (45) bestimmt und mit diesen, 
sowie mit den errechneten kritischen Lastpaaren S, p unter 
Benützung der Gl. (41) die Größen Ax und A2 ermittelt. Es muß 
dann die geometrische Bedingung % + A i =  a2+ A 2 erfüllt sein. 
Im übrigen ist das entwickelte Verfahren bis auf die Anwendung 
der vereinfachten Differentialgleichung der elastischen Linie und 
die Vernachlässigung der kleinen Axialkraftunterschiede längs des 
verformten Stabes strenge gültig. Zufolge dieser Vereinfachungen 
gelten die Ergebnisse allerdings nur dann, wenn die Durch­
biegungen klein gegenüber den Feldweiten sind; diese Voraus­
setzung ist aber bei den Anwendungsfällen im Bauwesen in der 
Regel erfüllt.

b) Die Ergebnisse können mit jenen der unter II. durch­
geführten Berechnungen nicht unmittelbar verglichen werden, da 
ein anderes Verhalten der Querbelastung vorausgesetzt wurde. 
Bei den Untersuchungen II. war angenommen worden, daß die 
Angriffspunkte der (in der symmetrischen Gleichgewichtslage 
gleichmäßig über die Stabprojektion verteilten) Querlasten während 
des Wechsels der Gleichgewichtslage mit dem Stabe in fester 
Verbindung bleiben. Die Gesamtquerlast ist dann für beide Stab­
felder stets gleich groß; die Belastung p je Längeneinheit der 
Stabprojektion ist aber in der unsymmetrischen Gleichgewichts­
form verschwindend wenig veränderlich. Wir wollen den Durch­
schnittswert im Felde öj mit px, im Felde a2 mit p2 bezeichnen. 
Annahmegemäß ist dann

aiPi =  a2p2 =  ap =  P, (62)
wenn sich u und p wieder auf die symmetrische Gleichgewichts­
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läge an der Stabilitätsgrenze beziehen; P  bedeutet die Gesamt­
querlast eines Feldes.

Die Beibehaltung der dem Verfahren II. zugrunde gelegten 
Annahmen hinsichtlich des Verhaltens der Querbelastung würde 
beim Integrationsverfahren sehr umständliche Berechnungen 
erfordern. Um auf einfachem Wege zu Ergebnissen zu gelangen, 
die mit jenen des Verfahrens II. verglichen werden können, wird 
die Querbelastung jedes Feldes g le ich m ä ß ig  über die Stab­
projektion verteilt, und zwar gleich den Durchschnittswerten p± 
und p2 angenommen: Fig. 5 c. Die Gl. (38), (38a) und (40) bleiben 
wieder in Geltung, nur hat man p durch px bzw. p2 zu ersetzen. 
Die Auflösung der Gl. (40) führt mit der Hilfsgröße P  nach Gl. (62) 
zu folgenden Ergebnissen:

1
|aa1aa2— a a2 (ctg a a j+ ctg  a a2)— 1—

aa2
aa-.

Co
rt.S

(1— cos aax)— a a2

_1 
a ax

1— cos a ax 
sin aaj ■a <h

1— cos a a2 
sin a a2

(63)

P [ 1 3 1
Ax =  -Jj- |2 «  ai +  2 a a2 —  ~2 rJ- <h «  a2 (ctg a «1+ ctg  aa2)-

aa2 1— cosa%  
a ax sin a ax

1— cos aa,
sm a a2

die Hilfsgröße JV ist durch die Gl. (41a) bestimmt.
Wieder auf den praktisch allein in Betracht kommenden 

Fall S =  Se und % jx übergehend, erhält man aus den Gl. (63), 
mit Hilfe der Gl. (46),
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Damit ergibt sich aus Gl. (44)

* _  1 (
1 2 \ aS

_5_______1____
2 4 *  2 tu tu3 / \ 4 tu / x

_ / _ l _  1 , 20 \ . / 2 20 
~ \ I 2

oder

* 4 , =  { - ~ J  (o  • 08642— 0' 23354 y  —  0 ' 09367 x + 0  • 23067 p.), (65) 

und durch Änderung des Vorzeichens von 

a A2 =  (^ -)2 (o • 08642 +  0 • 23354 ̂  ~  0 ' 09367 0 ‘ 23067 K*) • (65 a)

Aus Gl. (52) folgt dann

0 • 23354 ( y ) 2
% / p\2 • (66) 

1— 0-23067 ( j )

Die Gl. (55) ergibt mit den Gl. (65), (65 a)

(ab— tu+x) -  ( y ) 2 (0-08642— 0-09367x ) ;

den Wert für x aus Gl. (66) eingesetzt, entsteht die quadratische 
( P \ 2

Gleichung nach

0-00194 ( -^ )4 + [0 -31996+ 0-23067  {ab— tu)] ( y ) '  —  (ab— tu) =  0.

Aus dieser ergibt sich genügend genau 

P\* . (ab— tu)
SI 0-31996 +  0- 23067 (ab— tu) ’ 

und weiterhin
p \2
c = 3 "  1254 (ab— tu)— 2 ‘ 2845 (ab— tu)2 (67)

als Knickbedingung des querbelasteten Stabes, gültig bei geringer 
Verschiedenheit von S  und S e -
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A n w en d u n g  auf das früher behandelte Zahlenbeispiel: Es 
soll wieder die Querbelastung p ermittelt werden, unter der die 
Knicklast von Se =  41*912 t (bei p =  0) auf S — 42*1 t ansteigt.

tischen Verfahren II. ist der etwas günstigere Wert von 0*963 t/m 
erhalten worden; dieses Ergebnis beweist wieder die Leistungs­
fähigkeit der Energiemethode. Der Vergleich mit dem unter 
anderer Voraussetzung nach dem Integrationsverfahren errechneten 
Wert von p — 0*910 t/m läßt erkennen, daß im vorliegenden 
Falle die Art des Verhaltens der Querbelastung während des 
Wechsels der Gleichgewichtslage die Ergebnisse verhältnismäßig 
wenig beeinflußt.
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