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F. Hohenberg,
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Als Kegelschnittverwandtschaft bezeichnen wir hier
ein Verfahren, das jedem Kegelschnitt einer projektiven Ebene
einen oder mehrere Kegelschnitte in ihr zuordnet. Deutet man
die sechs Koeffizienten einer Kegelschnittgleichung als projektive
Koordinaten in einem R;, so wird jede Kegelschnittverwandtschaft
eine Punktverwandtschaft in diesem Rj; bewirken. Will man aber
mehr tun als die projektive Geometrie des R;in der Ebene der
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Kegelschnitte deuten, so wird man sich mit solchen Kegelschnitt-
verwandtschaften zu befassen haben, die auch in der Kegelschnitt-
ebene von geometrischem Interesse sind. Das Beispiel der Polaritit
an einem Kegelschnitt zeigt, dal vor allem jene Kegelschnittver-
wandtschaften eine anschauliche Bedeutung haben werden, die in-
vyolutorisch sind und mit Hilfe eines einzigen festen Kegelschnittes
definiert werden koénnen.

Es laBt sich, wie hier gezeigt werden soll, eine sehr all-
gemeine Klasse solcher Kegelschnittverwandtschaften finden. Ehe
wir jedoch auf allgemeinere Fragestellungen eingehen, sollen
(in 1. bis 10.) drei besondere Kegelschnittverwandt-
schaften untersucht werden:

1. die Polaritat £ an einem festen Kegelschnitt k,

2. die Verwandtschaft I', in der sich zwei Kegel-
schnitte involutorisch entsprechen, wenn der feste
Kegelschnitt £ ihre harmonische Kurve 2. Ordnung ist
(d. h. k geht durch die acht Berithrpunkte der gemeinsamen
Tangenten entsprechender Kegelschnitte), und

3. diezuT duale Verwandtschaft A,in der sich zwei
Kegelschnitte involutorisch entsprechen, wenn der feste
Kegelschnitt & ihre harmonische Kurve 2. Klasse ist
(d. h. k beriihrt die acht Tangenten in den Schnittpunkten ent-
sprechender Kegelschnitte).

In 11. bis 18. sollen weitere Kegelschnittverwandt-
schaften besprochen werden, insbesondere soll eine
allgemeinere Kegelschnittverwandtschaft aufgesucht
werden, die X, T und A als sehr spezielle Sonderfille
enthalt.

Bei £, T und A ist das gemeinsame Poldreieck entsprechender
Kegelschnitte o und o/! auch Poldreieck von k. Wir beschrdnken
uns vorerst (in 1. bis 8.) auf solche Kegelschnitte «, die
mit k ein nichtausgeartetes Poldreieck gemein haben.
Nimmt man dann ein nichtausgeartetes Poldreieck Q von & will-
kirlich an, so entspricht in den drei Verwandtschaften jedem
Kegelschnitt o mit dem Poldreieck  je ein Kegelschnitt o’ mit
demselben Poldreieck. Aus den so erhaltenen Paaren o, o/ von X
bzw. T', A erhilt man alle Paare in der ganzen Ebene, die mit-
einander und mit k& ein nichtausgeartetes Poldreieck gemein haben,
indem man auf die erhaltenen Paare die dreigliedrige Gruppe jener
Kollineationen ausiibt, die k in sich iiberfiihren.

1 Einen verdnderlichen Kegelschnitt bezeichnen wir mit ¢, seinen ent-
sprechenden mit ¢'.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Il4, 152. Bd., 1. bis 5. Heft. 2
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Ebenso gentiigt es bei den noch zu besprechenge,
Kegelschnittverwandtschaften, diese im System al]g,
Kegelschnitte mit einem gemeinsamen Poldreieck
zu betrachten. Wir nennen dieses in sich duale Systep,
,»Bund‘.

Die Untersuchung wird einfacher und anschay.
licher, wenn man die Kegelschnitte des Bundes ayj
Punkte abbildet.? Aus jeder Verwandtschaft zwischen dey
Kegelschnitten des Bundes wird dadurch eine Punktverwandt-
schaft. Denim Folgenden zubesprechenden Kegelschnitt-
verwanditschaften entsprechen birationale involu-
torische Punktverwandtschaften.

1. Die Abbildung.

In der projektiven Ebene O liege der Bund, d. h. das System
der Kegelschnitte mit einem -gemeinsamen nichtausgearteten
Poldreieck @ (Ecken O,, 0,, O, Seiten o, = [0, 03], 0,4, 0;), ferner
eine feste Gerade e allgemeiner
Lage. Jedem Kegelschnitt ¢
des Bundes ordnen wir den
Pol von e beziiglich o als
Bildpunkt zu; der Bildpuukt
werde wieder mit o bezeichnet.?
Die Gesamtheit der Bildpunkte
nennen wir die (mit © vereinigt
liegende) Bildebene B; sie ent-
hilt das mit Q zusammenfallende
Dreieck [T (Ecken P; = O;, Seiten
pi = 0;). Die Gerade o, schneidet
den Kegelschnitt ¢ in £ in kom-
plexen oder reellen Punkten, je
nachdem die Schnittpunkte von e und [P;o] mit p, von den
Punkten P, und P, getrennt oder nicht getrennt werden.

1 Verwandte Untersuchungen: Fritz Hohenberg, Apolaritit und
Schliefungsproblem bei Kegelschnitten (Mon. f. Math. u. Phys., Bd. 50 (1941),
S. 111—124), Uber die Hyperflaichen zweiten Grades mit einem gemeinsamen
Polsimplex (Sitzungsber. d. Akad. d.Wiss. in Wien, Abt. IT a, Bd. 150 (1941),
S. 89—108), Uber die Kegelschnitte mit gemeinsamen Hauptachsen (Deutsche
Mathematik, Jahrg. 6, Heft 6, S. 530—537).

? Man kann @ metrisch speziell als Hauptpoldreieck deuten (Bund der
Kegelschnitte mit gemeinsamen Achsen) oder bei allgemeiner Lage von @ fiir ¢
die Ferngerade der euklidischen Ebene nehmen (jedem Kegelschnitt des Bundes
ist sein Mittelpunkt als Bildpunkt zugeordnet).
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Die Pole von e beziiglich der Kegelschnitte einer im Bund
enthaltenen Schar liegen auf einer Geraden (Abb. 1). Deren
schnittpunkt mit o; liegt harmonisch zum Schnittpunkt £; von e mit
o beziiglich der auf o; gelegenen Gegenecken des Grundtangenten-
vierseits der Schar. Also entspricht einer Kegelschnittschar
les Bundes'eine Gerade in 8; deren Schnittpunkte mit p;
entsprechen den zerfallenen Kurven 2. Klasse der Schar.

Die Pole von e beziiglich der Kegelschnitte eines im Bund ent-
haltenen Biischels liegen auf dem Polkegelschnitt von e. Dieser
geht durch die Punkte P; und soll daher Umlinie heien (Fig. 2).
Beim Grenziibergang von nichtzerfallenen Kurven des Biischels
qu der durch O; gehenden zerfallenen Kurve des Biischels erkennt
man, daB die Tangente in P; an die Umlinie harmonisch liegt zur Ge-
raden [0; E;] beziiglich der durch
0; gehenden Seiten des Grund-
vierecks des Biischels. Also ent-
spricht einem Kegelschnitt-
bischel des Bundes eine
Umlinie; deren Tangenten
inden Punkten P; geben die
zerfallenen Kurven 2. Ord-
nung des Biischels an.

Wihrend sich also die im
Bund enthaltenen Punktepaare
und nichtzerfallenen Kegelschnit-
te, d. h. die im Bund enthaltenen
Kurven 2. Klasse eineindeutig auf die Punkte einer projektiven
Ebene abbilden, erfordert die Abbildung der Geradenpaare des
Bundes, da die projektive Bildebene durch die Linienelemente
der drei Punkte P; zur Bildebene B erweitert wird.

Die Pole von e beziiglich der Kegelschnitte, die z. B. o; in
awel festen Punkten schneiden (Beriihrungsbiischel), liegen auf
der Polaren von E; beziiglich dieser Kegelschnitte.

In © bestimmt eine Tangente samt Beriihrpunkt, also ein
Linienelement, eindeutig einen Kegelschnitt des Bundes. Die
Tangente bestimmt eine Schar des Bundes, der Punkt ein Biischel,
In B sind also eine Gerade und eine Umlinie gegeben, die sich
wegen der eindeutigen Bestimmtheit des Kegelschnitts in dessen
Bildpunkt beriihren. Daher entspricht einem Linienelement in O
ein solches in P, die Abbildung O— ist eine Beriihrungs-
transformation. Den Linienelementen einer Geraden in O ent-
sprechen die einer Geraden in % (und zwar sind die daraufliegenden
Punktreihen projektiv, es entsprechen sich die Schnittpunkte mit

Tangente der
\ Umlinie in F:

Fig. 2.
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den Seiten von Q bzw. II). Den Linienelementen eines Punkteg in
O entsprechen ebenso projektiv die einer Umlinie in B, wihrepg
zu den Linienelementen eines Punktes in B die eines Kegelschnit,
des Bundes in © gehoren. Daher ist jeder Beriithrungstransfoy,.
mation in O durch die Abbildung eine Berithrungstransformatiop
in B zugeordnet, inshesondere jeder Beriihrungstransformatioy
in O, die die Kegelschnitte des Bundes untereinander vertauscht,
eine Punkttransformation in 9B.*

Die Verwandtschaften X, I' und A, angewandt ayf
Kegelschnitte des Bundes, stellen sich in ¥ als Punkt.
transformationen dar, ihnen entsprechen also in P
Berihrungstransformationen, die die Kegelschnitte des
Bundes untereinander vertauschen. Aus diesen Be-
riihrungstransformationen in © erh#élt man dann die
allgemeinen Kegelschnittverwandtschaften X, I' und A
durch Ausiibung der Kollineationen, die k£ in sich iiber-
fithren. (¥, I" und A sind also nur innerhalb des Bundes Be-
rithrungstransformationen, als Transformationen aller oo’ Kegel-
schnitte der Ebene betrachtet sind sie es nicht.)

Eine Kegelschnittreihe im Bund heifle algebraisch,
und zwar (m, n)-Reihe, wenn ihre Bildkurve in % algebraisch
1st und wenn durch jeden Punkt in O m Kegelschnitte der Reihe
gehen und jede Gerade in O n Kegelschnitte der Reihe beriihrt.?
Fir die Bildkurve der Reihe ist m die Anzahl der Schnittpunkte
mit einer allgemeinen Umlinie, abgesehen von den Ecken P;
von [I. n ist die Ordnung der Bildkurve. Geht die Bildkurve
ni-fach durch P;, so ist m = 2n—(n, 4+ ny+n;z). Der Klasse der
Bildkurve (Anzahl der Tangenten aus einem Punkt &) entspricht
in © die Anzahl der Tangentenquadrupel (Diagonaldreieck &)
eines Kegelschnitts & des Bundes, fiir die zwei der n Kegelschnitte
der Reihe, die sie beriihren, zusammenfallen. Einem Doppelpunkt
der Bildkurve entspricht in © ein Kegelschnitt der Reihe, der beim
Durchlaufen der Reihe zweimal angetroffen wird. Wird das
Durchlaufen stationér, so liegt in P eine Spitze vor. Ahnliches
gilt fir die anderen Singularitdten. Als Geschlecht der Reihe be-
zeichnen wir das Geschlecht ihrer Bildkurve. Eine Reihe heille
irreduzibel, wenn ihre Bildkurve irreduzibel ist.

1 Z. B. entsprechen den automorphen Kollineationen des Bundes jene
Kollineationen in B, die das Dreieck [I festlassen, und den automorphen Kor-
relationen des Bundes die quadratischen Transformationen in B mit dem
Hauptdreieck II (vgl. F. Hohenberg, Uber die Hyperflichen wusw., 1.
8. 93).

)2 m und n sind die Jonquiéresschen Indices der Reihe, vgl. E. Pascal,
Rep. d. hoh. Math., Bd. II/1, S. 289.
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2. Die Polaritiit ¥ an k.

Bei ¥ gehen die Kegelschnitte ¢ des Bundes, die 0; in den
jesten Punkten A und A, schneiden, in die Kegelschnitte o iiber,

Fig. 3.

die 0; in den festen Punkten A’ und A’; schneiden, und zwar
liegen z. B. A und A’ und ebenso A; und A} harmonisch beziiglich
des Schnittpunkts von k mit o;. Die Bildpunkte der o liegen
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auf einer Geraden durch P;, die Bildpunkte der o ebentalls.
¥ bewirkt also in B eine Involution unter den Geraden durch p,
Einer der Feststrahlen geht natiirlich durch den Bildpunkt 1\
von k (Abb. 3).

Der Polaritdt £ an £ in © entspricht also in P eipe
involutorische quadratische Verwandtschaft ¥ mit dep,
Hauptdreieck [I. Einer der Festpunkte in B ist K, die drei
weiteren Festpunkte K; liegen auf je einem Strahl [P K], und
zwar harmonisch zu X bezughch P; und des Schnittpunktes K{ vop
[Pi K] mit p; (Abb. 3). K; ist Blldpunkt jenes Kegelschmttes k;
des Bundes, der % in den Schnittpunkten mit o; berithrt und dessen
Schmttpunkte mit den beiden anderen Seiten von @ harmonisch
liegen zu denen von k. Geht ein Kegelschnitt o durch die Polaritat
an k in o' iber, so geht er auch durch die Polaritat an k; in o
iiber (einem Schnittpunkt von o und o entspricht dabei als
Polare beziiglich & bzw. k; der Reihe nach jede der gemeinsamen
Tangenten von o und o). Daher nennen wir die Kegelschnitte £,
K1, ks, k; untereinander vertauschbar. Das Diagonaldreieck
ilrer Bildpunkte ist 1I. Die Festpunkte K, K;in ® sind die
Bildpunkte der vier vertauschbaren Kegelschnitte £, k;

Einer Geraden in $ ist durch ¥ eine Umlinie zugeordnet,
die auf der Geraden ein Punktepaar von ¥ ausschneidet. In £
gehen also Scharen in Biischel iiber (und umgekehrt), eine Schar
und das ihr entsprechende Biischel haben zwei zu k polare Kegel-
schnitte gemein. Einem Linienelement in f (Punkt o, Gerade ¢
durch o) entspricht ein Linienelement (o/, g,): der Umlinie, die ¢
In o beriihrt, entspricht g;, der Geraden g entspricht eine Umlinie,
die g; in of berithrt. Geht die Gerade in ‘p durch einen Festpunkt,
so beriihrt sie dort die entsprechende Umlinie, d. h. die Linien-
elemente der Festpunkte in P bzw. die Linienelementquadrupel
der Festkegelschnitte in £, deren Diagonaldreieck © ist, bleiben
einzeln fest.

Geht in © der Kegelschnitt o in o’ iiber, so entspricht einer
gemeinsamen Tangente von o und % der Berithrpunkt auf % als
Punkt voh o/, in P entspricht also der Geraden [K o] jene Umlinie,
die sie in K beriihrt (Abb. 4). Einem Schnittpunkt von ¢ und &
in © entspricht die Tangente an % als Tangente von o/, in P
entspricht also der Umlinie durch K und o ihre Tangente in K.
Entnimmt man daher dem Umlinienbiischel durch K
zwel beliebige Umlinien und schneidet jede mit der
Tangente des Punktes K an die andere Umlinie, so sind
die Schnittpunkte ein Punktepaar von £ in . An Stelle
von K kann auch K; treten.
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Wir merken fiir spiateren Gebrauch noch einiges aus der
Theorie der Apolaritdt und des SchlieBungsproblems bei
Kegelschnitten an.! K{° liege harmonisch zu K{ beziiglich der
auf pi liegenden Ecken von II. Die Punkte K{" liegen auf einer Ge-
raden A, (k), der geraden Polaren von K beziiglich der in die p; zer-
fallenen Kurve 3. Ordnung II (Abb. 3). A, (k) stellt die Reihe der %
harmonisch eingeschriebenen Kegelschnitte des Bundes
dar. Durch ¥ geht A.(%k) in jene Umlinie A, (k) iiber, deren
Tangenten in P; je zwei der Punkte K; enthalten. A, (k) ist die
Bildkurve der Reihe der k harmonisch umschriebenen Kegel-
schnitte des Bundes. A, (k) und A, (k) schneiden sich in den
(konjugiert komplexen) Bildpunkten K*! und K2 der beiden mit k
,verbundenen Kegelschnitte A!
und k2 (d.h. in © liegen die Schnitt- o
punkte von k' bzw. k* mit o; dquian- @ 5
harmonisch zu denen von k mit o).
Die beiden mit k& verbundenen Kegel-
schnitte des Bundes vertauschen sich
durch die Polaritdt an k.

Die Grundtangenten der ScharA,
und die Grundpunkte des Biischels A,
in © lassen sich daraus leicht gewinnen.
Die Schnittpunkte der Grundtangenten
von A, mit o, liegen harmonisch zu
den Schnittpunkten von k mit o, und
ebenso harmonisch zu den Punkten O, Fig. 4.
und O, auf o, sie fallen also bei ver-
einigter Lage von © und %P in die Punkte K und K{°. Bei vereinigter
Lage von © und % decken sich also die Grundtangenten der
Schar A, in © mit den Geraden A, [K{ K9], [K$ K§], [K3 KY]
der Ebene B. Ebenso decken sich bei vereinigter Lage von £ und
B die Grundpunkte des Biischels A, in © mib den Punkten K
und K; der Ebene ‘B.

Ferner?! kann man die Kegelschnitte des Bundes bestimmen,
die die Seiten zweier (und damit unendlich vieler) Dreiecke be-
rithren, die & in O eingeschrieben sind. Die Bildpunkte dieser k
»eingeschriebenen' Kegelschnitte liegen in ® auf dem
Kegelschnitt 0, (k), der p; in KY berithrt (Abb. 3).2 In £ heifit

1 Vgl. hiezu F. Hohenberg, Apolaritit usw., 1. ¢., S. 113—121.

2 Durch eine zentrische Kollineation in B (Zentrum K, Achse Ag) 1lif3t
sich Ay (k) in O, (k) iiberfithren. Dieser Kollineation entspricht in § eine Be-
rithrungstransformation im Bund, bei der die Linienelemente von % einzeln fest-
bleiben,die Linienelemente jedes % harmonisch eingeschriebenen Kegelschnitts
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umgekehrt k& jedem dieser Kegelschnitte umschrieben. Als Bilg.
kurve der Reihe der k ,jumschriebenen’ Kegelschnitte e
Bundes ergibt sich aus @, (k) durch Anwendung von ¥ die Kurve
4. Ordnung @, (k) mit Spitzen in P;, deren Tangenten sich in g
schneiden. Auch @, (k) und 0, (k) haben die Punkte K! und k=
gemein.

Zur Veranschaulichung empfiehlt es sich manchmal, p
und P, als Kreispunkte der euklidischen Ebene zu deuten,
Dann ist A, (k) der Kreis durch P, dessen Mitte der Spiegel-
punkt von K bzw. P, ist, A, (k) die Polare von K. @, (k) ist
die A, (k) in K' und K? berithrende Parabel mit dem Brenn-
punkt P, 0, (k) die Kardioide mit der Spitze P, und der Doppel-
tangente A, (k) (Berihrpunkte K!, K?) (= FuBpunktkurve des
Kreises durch P,, dessen Mitte der Spiegelpunkt von P, beziiglich K
ist). Danach 1aBt sich z. B. die Erzeugung von ¥ im Umlinien-
biischel durch K fiir ein Kreisbiischel mit den Grundpunkten P,
und K deuten; iibt man noch die Inversion am Kreis um X
durch P, aus, so wird ¥ zur Spiegelung am Mittelpunkt der
Strecke KP,.

Eine giinstigere metrische Spezialisierung erhélt man, wenn
man II als gleichseitiges Dreieck der euklidischen Ebene
nimmt, K als dessen Mittelpunkt. Dann sind die Punkte K{ die
HoéhenfuBpunkte, K{° die Fernpunkte der Dreieckseiten, K; die
Ecken des IT ,,umschriebenen‘ gleichseitigen Dreiecks, K* und K?
die Kreispunkte der Ebene. A, ist die Ferngerade der Ebene,
A, der Umkreis, @, der Inkreis von [I, wihrend @, eine
Steinersche Hypozykloide mit den Spitzen P; wird, deren
Spitzentangenten sich in K schneiden. Wir bezeichnen diese
im folgenden mehrmals verwendete Veranschaulichung mit $°.

3. Die Kegelschnittverwandtschaft T

In © liegen die Beriihrpunkte der gemeinsamen Tangenten
entsprechender Kegelschnitte o und o/ auf k. Um o bei ge-
gebenem ¢ zu bestimmen, legt man also in den Schnittpunkten 4;
(i=1, 2, 3, 4) von o und k die Tangenten ¢; an o (Abb. 5); diese
werden in ihren zweiten Schnittpunkten A/ mit & von o beriihrt.
Dazu gehéren in B die Umlinie A durch die Punkte o und K
und die Umlinie 4’ durch »/ und K. Beide miissen die Gerade [ 2]

sich untereinander vertauschen, jeder ¥ harmonisch umschriebene Kegelschnitt
in einen k eingeschriebenen Kegelschnitt iibergeht und entsprechende Kegel-
schnitte immer einer Schar angehéren, der auch & angehort. (F. Hohenberg,
Apolaritét usw., 1. c., S, 119—120.)
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perithren, weil in © der Punkt A; und die Tangente #; in ihm
eindeutig o bestimmen, ebenso Ai und #/ eindeutig o. In P
findet man also o' aus @, indem man in o die Tangente ¢ an die
durch o und K gehende Umlinie legt; o ist der Beriihrpunkt der
sweiten Umlinie durch K, die ¢ berithrt. Auf jeder Geraden ¢
in P liegt alsoein Punktepaar vonT,ndamlich die Doppel-
punkte der vom Umlinienbiischel durch K auf ¢t aus-
geschnittenen Involution.!

Fig.

o und ¢ fallen dann und nur dann zusammen, wenn ¢ durch
einen Grundpunkt dieses Umlinienbiischels geht, P,, P,, P,, K sind
also die Festpunkte von I. Die einer allgemeinen Geraden ¢
I B entsprechende Kurve schneidet ¢ in o und o/, sie ist also
em Kegelschnitt, I' ist eine involutorische quadratische

Verwandtschaft in 8. Legt man ¢ z. B. durch K9, so ist K¢

! Die Umlinien 4 und 4’ haben ¢ und noch drei Tangenten gemein. Auch
dgren Beriihrpunkte sind Punktepaare von I'. In £ erhilt man die vier zuge-
hérigen Kegelschnittpaare bei gegebenen Punkten 4; und A4} auf k, -wenn
man als gemeinsame Tangente von « und «’ der Reihe nach die Geraden
4, 491 (¢ = 1, 2, 3, 4) nimms.
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der eine Festpunkt der Involution auf ¢ (ausgeschnitten von dep
zerfallenen Umlinie p,+[P;K]), der andere ist der Schnitt my
[ K9 K9]. KY entspricht also jeder Punkt von [K KY], daher ist g
K3 K§ das Hauptdreieck von I. K{ entspricht in O ¢,
aus den Schnittpunkten wvon Ak mit o; bestehende zerfallene
Kurve 2. Klasse 4}. Bei I' entspricht also z. B. kY jeder Kegel.
schnitt der durch A} und %) bestimmten Schar; diese ent-
halt auch kY und stellt die Reihe aller k, harmonisch einge.
schriebenen Kegelschnitte dar. Dem Punktepaar &Y ent.
spricht also in © bei I' jeder k; harmonisch einge-
schriebene Kegelschnitt.

Durch T erfahren die Strahlen durch einen Punkt KY eine
Involution. Die Feststrahlen gehen durch je zwei Festpunkte,
auf ihnen bilden die Paare entsprechender Punkte eine Involution,
z. B. entsprechen sich die Punkte K} und K{°. In © werden
also z. B. die auf o, gelegenen Punktepaare des Bundes projektiv
vertauscht, wobei sich £ und k{° entsprechen und die doppelt-
singuldren Kurven 2. Klasse O, und O, festbleiben.

Einer allgemeinen Geraden ¢ in 8 entspricht ein Kegel-
schnitt durch K¢, der mit ¢ ein Punktepaar von I' gemein hat;
sein zweiter Schnittpunkt mit einer Seite des Vierecks P; K ent-
spricht dem Schnittpunkt von ¢ mit dieser Seite. Insbesondere
entspricht der durch die Punkte K} gehenden Geraden A, (k)
der Kegelschnitt @, (k), der p; in k} berithrt, bei I' geht also
in © die Schar der £ harmonisch eingeschriebenen Kegel-
schnitte in die Reihe der k eingeschriebenen Kegel-
schnitte iiber. A, (k) und @, (k) schneiden sich in den Punkten K*
und K% die beiden mit k¥ verbundenen Kegelschnitte k'
und k% vertauschen sich also durch I'. Einer allgemeinen
Schar in © entspricht eine rationale (42)-Reihe, die K
enthalt.

Geht ¢ durch einen Festpunkt, so beriihrt ¢ dort den ent-
sprechenden Kegelschnitt, d. h. die Linienelemente der Festpunkte
bleiben einzeln fest, daher wird in © jedes Geradenpaar
des Bundes in sich iibergefiihrt und jedes Linienelement
von k entspricht sich selbst. Weiters entspricht einer Umlime
eine Cy, mit Doppelpunkten in K¢, die die Umlinie in P; beriihrt,
in © entspricht also einem Biischel eine rationale
(5,4)-Reihe, die mit dem Biischel die Geradenpaare und
zwel einander in I' entsprechende Kegelschnitte gemein
hat. In jedem Biischel befindet sich also ein Paar ent
sprechender Kegelschnitte. Einem Beriihrungsbiischel
entspricht eine rationale (3,2)-Reihe.
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In B sei ein Linienelement gegeben (Punkt «, Gerade g
durch a); g entspricht bei I' ein Kegelschnitt g’ durch K{, dem
Kegelschnltt durch K{, der g in » beriihrt, eine Gerade, die g’
in o berihrt. (o, g’) ist das entsprechende Llnlenelement Dam1t
ist auch die zu I' gehdrende Verwandtschaft der Linien-
elemente in © bekannt.

Wir besprechen nun einen wichtigen Sonderfall der Kegel-
schnittverwandtschaft I". Die harmonische Kurve 2. Ordnung %

Fig. 6.

zweier Kegelschnitte o und. o/ des Bundes zerfallt (Abb. 6), wenn
die Beriihrpunkte A4; und A’ einer gemeinsamen Tangente 1
und die Beriihrpunkte A,, A’, einer gememsamen Tangente i,
50 liegen, daB die Geraden [A; A}] und [A4] A,] z. B. durch O,
gehen (und dann o, und o, harmonisch trennen) Dem entspricht
In B, daB K in einer bestimmten Richtung [P, K9] nach P,
rickt. Dann riicken auch K9 und K9 nach Pg, ihre Verbmdunge-
gerade geht dabei immer durch KP. I' wird zu einer sin-
gularen quadratischen Verwandtschaft I'y mit den
Hauptpunkten P, (Hauptrichtung [P, KY])) und KJ. Bei
I'y entspricht dem Punktepaar k% in O, das aus den Schnitt-
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punkten von k mit o; besteht, jeder Kegelschnitt, dessen Schnity.
punkte mit o, harmonisch liegen zu denen von k, wihrend dey,
Geradenpaar durch O;, dessen Schnittpunkte mit o, harmonjse),
liegen zu denen von k, jeder Kegelschnitt entspricht, der & in dep
Schnittpunkten mit o, beriihrt.

Einer Geraden durch P; entspricht die zu ihr beziiglich p,
und p, harmonische Gerade. Einer Geraden durch K9 entspricht
die zu ihr beziiglich [P, K9] und p; harmonische Gerade. Einey
allgemeinen Geraden entspricht ein Kegelschnitt durch KY, der
[P; K] in P, beriihrt. Einer Schar in © entspricht also
eine spezielle rationale (3,2)-Reihe.

Von der einer Umlinie entsprechenden C, spaltet sich, weil
die Umlinie durch P, geht, [P, K9] ab. Die Tangente der rest.
lichen C, in P, liegt harmonisch zur dortigen Tangente der Um.-
linie beziiglich p; und p,; ferner entspricht dem zweiten Schnitt-
punkt der Umlinie mit [P, K9], daB die C; in P, auch [P, K%
beriihrt, sie hat also in P; einen Doppelpunkt mit den angegebenen
Tangenten. Dem zweiten Schnittpunkt der Umlinie mit [P, K¥|
entspricht der Punkt KO der C,. Die C; geht ferner durch die
Festpunkte P, und P, und beriihrt dort die Umlinie (weil jedes
Linienelement von P; und P, festbleibt). Einem Biischel in ©
entspricht also eine spezielle rationale (2,3)- Reihe.

Berithrt die Umlinie die Gerade [P; KY] in P, so spaliet
sich [Py KY] von der C, ab und es bleibt eine Umlinie, die die
gegebene Umlinie in P; und P, beriihrt, also mit ihr identisch ist.
In © geht also jedes Biischel in sich iiber, dessen durchO,
gehendes Geradenpaar das Geradenpaar k£ harmonisch
trennt. I'gin P 148t sich daher auch so erzeugen; jedes Strahlen-
paar der Involution in P, mit den Doppelstrahlen p
und p, (oder nach obigem auch jedes Strahlenpaar der Involution
in K$ mit den Doppelstrahlen p; und [P; K]) schneidet auf
jeder Umlinie, die [P; K] in P, berithrt, ein Punktepaar
von I, aus.

4. Die Kegelschnittverwandtschaft A.

Ubt man auf ein Punktepaar o, o' von I' in 9 die Transfor-
mation I aus, so erhiilt man ein Punktepaar von A, wie aus der
geometrischen Bedeutung von ¥, T und A in O hervorgeht; es ist
also A = XT'S.! Man gewinnt aber einen besseren Einblick in die

» Auch durch eine projektive Inversion  in ‘B (Zentrum z. B. P,, Inver-
sionskegelschnitt beriihre p, in P, und p, in P; und gehe durch K) geht jedes
Punktepaar von I’ in § in ein Punktepaar von A iiber, also ist auch A = T3
J entspricht in © jene Korrelation des Bundes, die o, mit O,, 0, mit O; und 0y
mit O, vertauscht und L in sich iberfithrt.
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verwandtschaft A und ihrem Zusammenhang mit I', wenn man A
in der Abbildung auf 8 gesondert untersucht.

In £ berithren die in den Schnittpunkten 4; (i =1, 2, 3, 4)
entsprechender Kegelschnitte o und o/ gelegten Tangenten ¢;
und 25 den Kegelschnitt k& (Abb. 7). Um o aus o zu erhalten,
legt man die gemeinsamen Tangenten an o und &; o/ geht durch
deren Berthrungspunkte auf o und beriihrt dort die zweiten
Tangenten, die aus diesen Punkten an % gehen. In ‘B entspricht
dem Biischel mit den Grundpunkten A; eine Umlnie A4, den
Tangenten ¢; bzw. ¢{ in A; entsprechen die Tangenten ¢t und ¢
von A in den Bildpunkten o und o/; diese miissen sich in K

Fig. 7.

schneiden. Also bilden in $§ auf jeder Umlinie die Be-
rihrpunkte der Tangenten aus K, d. h. die Schnittpunkte
mit der Polaren von K ein Punktepaar von A. Ist o ge-
geben, so legt man aus K an die Umlinie die [Ka] in o beriihrt,
die zweite Tangente; der Berithrpunkt ist o/.

Liegt o z. B. auf p,, so besteht die Umlinie durch o und o’
aus p; und [P, o], also ist o/ = a; jeder Punkt auf einer
Seite von II ist Festpunkt von A, in O wird jede singu-
lire Kurve 2. Klasse des Bundes in sich ibergefiihrt.

Ist » = K, so existiert ein Umlaufbiischel durch o= K = o/,

1 Gibt man in P zwei Geraden ¢ und ¢ durch K vor, so gibt es vier Um-
linien, die sie beriihren. Die Berithrpunkte bilden jedesmal ein Punktepaar
von A. Dem entspricht in £, dafl z. B. ¢ von ¢, der Reihe nach in den Schnitt-
Punkten mit ¢, ¢, #, ¢, beriihrt wird. Den Beriihrpunkten entsprechen die
vier Umlinien.
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K ist Festpunkt von A, in © wird jedes Linienelemep
von k in sich ibergefiihrt.

Liegt o auf [P,K], aber nicht in P,, so zerfillt die Umlipje
durch 2 und o in [P, K] und p,, o liegt auf [P, K]. Auf den Fegt.
geraden [P; K] bilden die Paare entsprechender Punkte ejpe
Involution mit den Festpunkten X und K?. Rickt nup o
auf [P, K] nach Py, so gibt es ein Biischel von Umlinien, die [K 4]
n o berithren. Die Berithrpunkte der zweiten Tangenten aus g
an diese Umlinien erfiillen eine Umlinie, deren Tangenten in P,
und P; durch K gehen, wihrend die Tangente in P, durch K% geht,
Diese Umlinie ist also die Bildkurve A, (k) der Reihe aller
harmonisch umschriebenen Kegelschnitte. Es besteht also eipe
eineindeutige Zuordnung zwischen den Geradenpaaren
mit dem Triager 0; in © und den Kegelschnitten des
Biischels A, (k:); P; sind die Hauptpunkte, A, (k) die
Hauptkurven von A in $B. Liegt also o auf A, (%), aber nicht
in Py, so ist o/ das Linienelement P; [P;K].

Einer allgemeinen Geraden g in B entspricht eine Kurve,
die g in dem auf g gelegenen Punktepaar von A, ferner in den
auf g gelegenen Festpunkten von A, d. h. in den Schnittpunkten
von g mit p; schneidet. Einer allgemeinen Geraden in %
entspricht also eine Kurve 5. Ordnung C;, A ist eine In-
volutionb. Ordnung in P. g schneidet A, (k:) in je zwei Punkten,
daher hat die Cy in P; je einen Berithrungsknoten mit
nach K gerichteter Tangente. (Die Cj ist rational, wie es
sein muB.) In Oentspricht alsoeiner Schar eine rationale
(4,5)-Reihe, die mit der Schar die zerfallenen Kurven
und zwei einander in A entsprechende Kegelschnitte
gemein hat; sie enth#dlt auch (doppelzédhlend) die
Tangentenpaare aus O; an k.

Geht g durch P,, so spaltet sich A, (k) von der C, ab und
die Beriihrungsknoten lésen sich auf; die restliche C, hat in P,
und P, Tangenten durch K und in P; einen Doppelpunkt, dessen
eine Tangente durch K geht (entsprechend dem zweiten Schnitt-
punkt von g mit A, (%;); die andere liegt harmonisch zu g beziig-
lich p, und p;. In O entspricht also einem Beriihrungs-
bischel eine rationale (2,3)-Reihe.

Einem Kegelschnitt [ in P entspricht eine Cyo; ist [ eine
Umlinie, so losen sich die zweifachen Beriihrungsknoten in P;
auf, die Hauptkurven spalten sich von der C,, ab und es bleibt
eine Cy. In deren Doppelpunkten P; gehen die einen Tangenten

1 Ausgeschnitten von der Umlinie, fiir die K und ¢ Pol und Polare sind.
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durch K (entsprechend den vierten Schnittpunkten der Umlinie
nit den Hauptkurven), die anderen liegen harmonisch zu den
Tangenten der Umlinie in P; beziiglich der Geraden p; durch P;, sie
schneiden sich also in jenem Punkt L, dessen konische Polare beziig-
lich der zerfallenen Kurve 3. Ordnung II die gegebene Umlinie ist.
Die Doppelpunkte werden zu Spitzen mit nach K gerichteten Tan-
genten, wenn die gegebene Umlinie die konische Polare A, (k) von K
beziiglich TI ist. Einer allgemeinen Umlinie entspricht also eine
spezielle rationale Cy,' in © entspricht einem allgemeinen
Biischel eine spezielle rationale (2,4)-Reihe, den k har-
monisch umschriebenen Kegelschnitten entsprechen die
i umschriebenen Kegelschnitte. A, (k) und 0, (k) haben die
Bildpunkte K* und K2 der mit
 verbundenen Kegelschnitte
gemein, K* und K?sind also
auch ein Punktepaar von
\in B

Einem Linienelement
(Punkt o, Gerade g durch o)
in B entspricht ein Linien-
element (Punkt o/, Gerade g,
durch o’): g entspricht eine Cj,
der Umlinie, die g in ¢ beriihrt,
entspricht eine C, 18 der
20 Schnittpunkte der C; und
C, fallen in die Punkte P;, die
restlichen zwei fallen in (o/, g) Fig. 8.
zusammen.

Wie bei I gibt es auch hier bei A den wichtigen Sonderfall,
daB die harmonische Kurve 2. Klasse &k zweier Kegel-
schnitte o und o/ des Bundes zerfdllt (Abb. 8). In diesem
Fall liegen die in den Schnittpunkten A; von o und o' gelegten
Tangenten t; und ¢} so, daB sich z. B. #; und ¢, auf o; schneiden,
ebenso ¢/ und ¢, usw. k ist dann eine zerfallene Kurve 2. Klasse,
K liegt auf p;. Auch hier werden auf den Umlinien von den
Polaren des Punktes K = K? die Punktepaare dieser Verwandt-
schaft A, ausgeschnitten. Alle diese Polaren gehen durch K9, so
daB jedes Punktepaar von A, auf einer Geraden durch K liegt,
4 bewirkt auf jeder Geraden durch K{ eine Involution,

1 Bei einer allgemeinen rationalen €, umhiillen die Doppelpunkt-
tangenten einen Kegelschnitt (J. Pliicker, Theorie der algebraischen Kurven,
1839, S. 196), hier umhiillen sie das Punktepaar K, L.
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die Festpunkte liegen auf p, und p,, denn wie oben ergibt
sich, dafl jeder Punkt von p, und p, (auBer Pj;) Festpunkt i
Auch P; und P, sind Festpunkte, K und K sind entsprechenge
Punkte. Je zwel zu p; und p, harmonische Strahlen durch p
schneiden also auf jeder Geraden durch KJ° ein Punktepaar
von A, aus. Es liegt die projektive Inversion an dep
Geradenpaar p;, p, und mit dem Pol KY vor.

Eine allgemeine Gerade g in B ist das Erzeugnis projektiver
Strahlbiischel [K® 0] und [P;o]. Fir jeden Punkt o von g ist
dann [KY o] = [K$%] und [Pgo'] liegt harmonisch zu [P,,]
beziiglich p, und p,. Die g entsprechende Kurve g’ ist das Erzeugnis
der projektiven Strahlbiischel [ K%/] und [Ps’], einer allgemeinen
Geraden entspricht also ein Kegelschnitt durch KY, der [P,K] in
P; berihrt und durch die Schnittpunkte der Geraden mit p,
und p, geht. A, ist in ‘B eine singuldre quadratische Verwandt-
schaft, P; entspricht jedem Punkt auf [ P; K?], K jedem Punkt
auf [P,K]. In © geht jede Schar in sich iiber, die das Punkte-
paar kY auf o, enthilt, das k& harmonisch trennt. Einer alige-
meinen Schar entspricht eine rationale (3,2)-Reihe, die £%° und
das Tangentenpaar aus O; an k enthilt.

5. Die Isologen von ¥, I' und A in ‘B.

Beim Studium einer ebenen Punktverwandtschaft ist das
Netz der Isologen von Interesse. Die Isologe eines Punktes )
in PR ist die Gesamtheit der Punkte, die mit ihren entsprechenden
Punkten auf einer Geraden durch ) liegen.! Thr entspricht in O
eine Kegelschnittreihe des Bundes, die zu jedem ihrer Kegel-
schnitte den entsprechenden enthilt, wobei die gemeinsamen
Tangenten entsprechender Kegelschnitte einen Kegelschnitt mit
dem Bildpunkt A einhiillen. Die Betrachtung der Isologen
fihrt zu einer allgemeineren Kegelverwandtschaft, die
¥, " und A als Sonderfille enthélt.

A. Die Isologen von X.

Bei ¥ entspricht jeder Geraden durch X in B eine Umlinie
durch den entsprechenden Punkt )/, beide schneiden sich in einem
Paar entsprechender Punkte. Dem Strahlbiischel (\) ist also das
Umlinienbiischel ()/) projektiv zugeordnet. Das Erzeugnis ist di¢
Isologe von )\ (Abb. 9), eine elliptische Cy durch Py, P,, Py,
%, ¥; legt man die Gerade des Biischels durch einen Festpunkt

1 Enzykl. d. math. Wiss.,, III C 11, S. 1985,
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von 5, so beriithrt sie dort die entsprechende Umlinie, d. h. die
C,geht durch die Festpunkte und die dortigen Tangenten
schneiden sich in ). Der Geraden [)\)\'] entspricht die Umlinie
durch % und ), daher beriihrt diese Umlinie die C; in »' und die
Tangente der Czin ) geht durch ). Legt man die Gerade des
Biischels (1) durch P; so folgt, daBl die Tangenten der C,
in P; durch ) gehen und daf die Schnittpunkte von
(P;»] mit der Gegenseite p; des Hauptdreiecks der C,
angehoren.

In © entspricht der Isologen von % eine (3,3)-Reihe
des Bundes mit einer einhiillenden Kurve H. Die Reihe enthilt
die Kegelschnitte k£ und k;; H berihrt & und k; in den Beriihr-
punkten der gemeinsamen Tan-
genten von )\ und %, k;. Die Reihe
enthélt ferner ), H beriihrt )\ in
den Berithrpunkten der gemein-
samen Tangenten von A und ).
Die Geradenpaare der Reihe sind
die Tangentenpaare, die aus O;
an 7’ gehen und diese sind die
Tangenten von H in den Doppel-
punkten O; von H. Die Punkte-
paare der Reihe bestehen aus
den Schnittpunkten des Kegel-
schnitts A mit 0;. (Wir iibergehen
es im folgenden, die in P er-
haltenen Kurven ausdriicklich in
L zu deuten.)

Liegt ) in P auf der Geraden durch zwei Fest-
punkte, z. B. auf [P, K], dann gehort diese zur Isologen von ),
es bleibt ein Kegelschnitt C,. Die Tangenten aus )’ an C, berithren
in P, und P,, die aus )\ in K, und K,. Die Isologe von K zerfallt in
die drei Geraden [P; K], die von P, in die Geraden p,, [P, K K,],
[P, K, K.

Fig. 9.

B. Die Isologen von I.

Bei I' entspricht dem Strahlenbiischel () ein dazu projek-
tives Kegelschnittbiischel mit den Grundpunkten X? und ). Da
sich entsprechende Kurven in einem Paar entsprechender Punkte
schneiden, ist das Erzeugnis die Isologe von ), eine elliptische
C; (Abb. 10), von der sich wie oben zeigen laft, daf die Tan-
genten in den Kurvenpunkten P; und K durch )\ gehen,
die Tangenten in den Kurvenpunkten K{ und ) durch ).

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K1, Abt. I, 152. Bd., 1. bis 5. Heft. 3
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Zur Cygehoren dieden Hauptpunkten K7 entsprechendey
Schnittpunkte von [K?)A] mit der Gegenseite des Haupt.
dreiecks. Liegt A in P z. B. auf p;, so gehort p, zur Isologey
von ), der Rest ist ein Kegelschnitt durch P,, K, K9, K?; seine
Tangenten in P, und K gehen durch ), die Tangenten in K9 und go
gehen durch ). Liegt A in P,, so spalten sich p, und p, ab ung
es bleibt die Gerade [P,K]. (Analog, wenn A auf [P, K], z. B,
in K9 liegt.)

LaBt man K in bestimmter Richtung nach P; ricken, so
erhdlt man aus den Isologen von I' die von I'y (Abb. 10 a). Die

Fig. 10.

Isologen von I'y sind rationale C;, der Doppelpunkt liegt
in Py= K. Die Tangenten in den Kurvenpunkten P,
und P, schneiden sich in \, die Tangenten in den Kurven-
punkten A und K9 schneiden sich in ». A und ¥ sind
Kurvenpunkte, daher?liegen die Doppelpunkttangenten
harmonisch zu p, und p, sowie zu [Py KJ] und [Pyl

C. Die Isologen von A.

Bei A entspricht einem Strahlbiischel mit dem Trager )
ein Biischel von Cy durch ), die in P; gemeinsame Beriihrungs-
knoten haben. Einfacher ergeben sich die Isologen, wenn man
bedenkt, daB jede Umlinie die Polare von K beziiglich dieser Umlinie

1 Vgl. etwa E. Pascal, Rep. d. héh, Math., Bd. II/1, 8. 426.
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in einem Punktepaar von A schneidet.? Bei einem Umlinien-
pischel (4. Grundpunkt sei X) bilden die Polaren von K ein dazu
p,-ojektives Strahlbiischel (). Das Erzeugnis ist die Isologevon),
eine elliptische Cj von der sich wie oben ergibt, daf die
Tangenten in den Kurvenpunkten P,, P, P, ) durch K
gehen, die Tangenten in K und in den Diagonalpunkten
lesVierecks Py, Py, P, ), dieauchder C;angehéren, durch ).
Die Tangente in )\ schneidet die C3 noch in ). Zur C,
gehoren noch die Schnittpunkte von [P;)] mit der
Hauptkurve A, (k). (Zu jeder Isologe wire die Koinzidenz-
kurve hinzuzurechnen, die drei Geraden p;.) (Siehe Abb. 11.)

Liegt \ z. B. auf [P;K], so liegt auch X auf dieser Geraden,
und zwar harmonisch zu P, beziiglich K und ). Die Isologe von )
besteht aus [P, K] und einem Kegelschnitt €, durch P, und Pj;
die Tangenten in P, und P, gehen durch K, C, beriihrt also
Ay (ky) doppelt. Die Tangenten im Schnittpunkt von p, mit [P,)]
und im Schnittpunkt von p,; mit [Pgk] gehen durch A. Ins-
besondere folgt, daB die Isologe von K; aus [K; P;] und p;
(doppelt gezidhlt) besteht.

Die Isologen von A, sind natirlich die Geraden durch K.

D. Gemeinsame Eigenschaften der Isologen.

Bei ¥, ebenso bei I' und A bestimmen die Paare entsprechender
Punkte auf der Isologen eines Punktes A eine zentrale Punkt-
involution (entsprechende Punkte liegen auf Geraden durch }.).
Die Festpunkte dieser Involution sind die Beriihrpunkte der
Tangenten aus ), sie sind die auf der C; gelegenen Festpunkte
der Verwandtschaft. Ferner sind A und )} entsprechende Punkte,
die Tangente in )\ schneidet die C, noch in ). Beschreibt )\ eine
Gerade [ in B, so bilden die Isologen ein Biischel; das auf [ liegende
Punktepaar der Verwandtschaft bildet den 8. und 9. Grundpunkt
des Biischels. Durch dieses Biischel wird die Ebene P (bis auf die
Grundpunkte) schlicht iiberdeckt. Die Verwandtschaft 148t
sichin dieser Weise aus oo! zentralen Punktinvolutionen
auf elliptischen C; zusammensetzen.

1 Greift man auf die Verwandtschaft I' zuriick und bedenkt, daB in R
alle Punktepaare der quadratischen Verwandtschaft I' konjugiert sind bez.
aller Umlinien durch K, so folgt der Satz: Bestimmt man in jedem Kegelschnitt-
biischel in £, das den Kegelschnitt & enthilt, jenes Kegelschnittpaar ,, /,,
dessen harmonische Kurve 2. Klasse ein gegebener Kegelschnitt g ist, so um-
hilllen die gemeinsamen Tangenten zusammengehdriger Kegelschnitte I, 7,
einen Kegelschnitt ¢/, und es ist k& die harmonische Kurve 2. Ordnung von g,
und .
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durch die 7 Punkte P;, K;, K, sie bilden also ein lineares Net,
Irgendein Punktepaar o, o/ von ¥ liegt auf der Isologen jedes
Punktes der Geraden [2o/] und je zwei dieser co! Isologen habe,
die 9 Punkte P;, K;, K, 0, o/ gemein. Daher sind die 7 Punki,
und o und o/ 9 assoziierte Punkte jeder sie enthaltenden Isologen
und wir haben das Ergebnis, dall die Verwandtschaft v
in P dadurch gekennzeichnet ist, daB ihre Punktepaars
ein Viereck KK,K,K, und dessen Diagonalpunkte P.P,p,
zu je 9 assoziierten Punkten einer C; ergidnzen.

Ebenso ergidnzen die Punktepaare der Verwandt-
schaft T' in P ein Viereck P,P,P;K und seine Diagonal.
punkte K{KJKj zu je 9 assoziierten Punkten einer C,
Die Isologen von A gehen durch K und haben in den Punkten P,
die festen Tangenten [P;K]. Also ergénzen die Punktepaare
der Verwandtschaft A in f den Punkt K und die drej
Liinienelemente (P;[P;K]) zu je einer Punktgruppe, die
9 assoziierten Punkten einer C, dquivalent ist.

Bei allgemeiner Lage von 7 Punkten in $B ist nun die In-
volution der Punktepaare, die sie zu 9 assoziierten Punkten einer C,
erginzen, von der Ordnung 8, es ist dies die bekannte Geisersche
Punktverwandtschaft.! Sind z. B. P; und vier weitere
Punkte in P diese 7 Punkte, so entspricht dieser Involution
8. Ordnung in P folgende Kegelschnittverwandtschaft in 9:
man bestimme alle (elliptischen) (3,3)-Reihen, die einen Kegel-
schnitt o und vier feste Kegelschnitte des Bundes enthalten;
diese Reihen haben einen Kegelschnitt o/ gemein, der o. zugeordnet
ist. £, T und A sind Sonderfalle dieser allgemeineren Kegel-
schnittverwandtschaft: sind die vier festen Kegel-
schnitte paarweise vertauschbar, so ergibt sich g,
bestehen sie aus einem Kegelschnitt £ und den Punkte-
paaren, in denen k die Seiten von @ schneidet, so ergibt
sich T, bestehen sie aus einem Kegelschnitt £ und den
Tangentenpaaren aus O; an k, so ergibt sich A.

Gegeniiber den Bildkurven der (3,3)-Reihen der allgemeineren
Kegelschnittverwandtschaft sind die Isologen von X, I' und A
dadurch ausgezeichnet, daB sich bei ihnen die Tangénten der

Wir ziehen noch eine Folgerung. Die Isologen von X geliey,

1 Uber diese Gieisersche Punktverwandtschaft siehe z. B. Geiser, Journal
fiir Mathematik 67, 78 (1867); Milinowski, Journal fiir Mathematik 77, 263
(1874); R Sturm, Geometrische Verwandtschaften, Bd. 1, S. 353—355,
Bd. 4, 8. 23, 96—128; Enzyklopiadie d. math. Wiss., IIL., 2., 2 B, S. 1994, wo
auch weitere Arbeiten, insbesondere amerikanischer Mathematiker, iiber die
Geisersche Punktverwandtschaft angegeben sind.
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punkte P;in einem Punkt der Isologen schneiden. (Dieser Punkt
it M bel X, X bei I' und K bei A; der Beriihrpunkt der vierten
Tangente aus diesem Punkt an die C; ist \ bei £, K bei I' und X
bei A.) Entsprechendes gilt fiir die zerfallenen Isologen.

Von dieser Auffassung von ¥, I' und A in P als Sonderfille
der Geiserschen Punktverwandtschaft gelangt man zu einer Ver-
allgemeinerung der bisherigen Untersuchung, die in 11. bis 18.
pehandelt werden soll.

6. Die Dualisologen von X, I' und A in .

Unter den Dualisologen eines Punktes X in ¥ verstehen wir
die Gesamtheit der Punkte in $, die zusammen mit ihren ent-
sprechenden auf einer Umlinie durch X liegen. Thnen entsprechen
in © Kegelschnittreihen des Bundes, die zu jedem ihrer Kegel-
schnitte den entsprechenden enthalten, wobei entsprechende Kegel-
schnitte sich in vier Punkten des gegebenen Kegelschnittes ).
schneiden, mit ) zusammen also einem Biischel angehoren.

A. Die Dualisologen von X.

Aus der Erzeugung der Isologen bei ¥ folgt: bei ¥ ist die
Isologe von ) zugleich die Dualisologe von ). Dies,
ebenso das folgende, gilt auch fiir zerfallene Isologen.

B. Die Dualisologen von A.

Die Isologe eines Punktes ) bei A ist nach 5. C. das Er-
zeugnis des Strahlenbiischels ) mit einem dazu projektiven Um-
linienbiischel, dessen vierten Grundpunkt wir X nennen. Bei \
ist also die Isologe von ) zugleich die Dualisologe von .
(Von der Dualisologen von X sind daher schon die in 5. genannten
Punkte bekannt; sie geht weiters durch ), den Bildpunkt j’
von ), und beriihrt in X die durch X und ¥ gelegte Umlinie.)

Wir betrachten nun die Verwandtschaft A der Punkte »
und } in SB. Bei gegebenem ) findet man X im Schnitt zweier
jener Umlinien (Abb. 12); eine Umlinie geht durch )\ und )\ (die
Tangenten in diesen Punkten gehen durch K), eine andere durch
den Festpunkt K und berithrt dort die Tangente [K)] an die
Isologe von ). Die beiden Umlinien beriihren also [K)] in K
baw. ), sie schneiden sich in X; also bildeten K und ), wenn %
und nicht K fest wiére, eine Punktepaar von I'. Die Verwandt-
schaft A (\—X) ordnet also einem Kegelschnitt X in © die har-
Mmonische Kurve 2. Ordnung X von )\ und dem festen Kegel-
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schnitt & zu, d. h. in © geht X durch die 8 Beriithrpunkte g,
gemeinsamen Tangenten von )\ und k Da zwei einande,
bei A entsprechende Punkte o und o/ in B auf der Isologen jeqq,
Punktes der Geraden [ao/] liegen, folgt: entsprechen i)
in O die Kegelschnitte o und o' des Bundes bei A, un
ist)irgendein Kegelschnitt in der Schar [ad/], so liege,
die Schnittpunkte von o und o immer auf der har.
monischen Kurve 2. Ordnung X von ) und k.

Es zeigt sich ferner: der A beigeordneten Kegelschnitt.
verwandtschaft A (A—}) in © entspricht in P eine
spezielle (nicht singulére) quadratische Punktverwandt.

Fig. 12. Fig. 13.

schaft. Die Hauptpunkte in der Ebene der ) sind die
Bildpunkte K; der mit k& vertauschbaren Kegelschnitte
(die Isologe von K; ist p;), in der Ebene der X sind P; die
Hauptpunkte, die bei dieser Verwandtschaft auf den
entsprechenden Hauptgeraden liegen und daher zu-
gleich Festpunkte sind. Der vierte Festpunkt ist K.

Durch den Grenziibergang K — K% ergeben sich die
Dualisologen bei A, ndmlich Kegelschnitte (Abb. 13):
die Tangenten in Pz und X gehen durch K = K, die Tangenten
in den Schnittpunkten von [P;X] mit p; (i = 1,2) gehen durch
A = K%. Die Schnittpunkte der Dualisologen von X mit p, liegen
harmonisch zu P, und P, sowie zu K und dem Schnittpunkt von
[P3)] mit pg. Da X immer mit K zusammenféllt, kann hier von
einer Verwandtschaft zwischen ) und X nicht gesprochen werden.
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C. Die Dualisologen von T.

Ebenso kann man durch jedes Punktepaar auf der Isologen
eines Punktes ) bei T' eine Umlinie legen. Diese Umlinien bilden
ein Biischel mit einem vierten Grundpunkt ). Bei I' ist also
die Isologe des Punktes ) zugleich die Dualisologe eines
punktes ) der Kurve. Man findet wie oben: legt man durch K
und % eine Umlinie, so schneiden sich die in diesen Punkten ge-
legten Tangenten in )A; in © beriihrt also )\ die 8 Geraden,
die ¥ und X in deren Schnittpunkten beriihren, A ist
die harmonische Kurve 2. Klasse von %4 und ). Da zwei
einander bei T' entsprechende Punkte o und o/ in R auf der
Dualisologen jedes Punktes der durch o und o/ gehenden Umlinie
liegen, folgt: entsprechen sich in © die Kegelschnitte o
und o/ des Bundes bei I', und ist % irgendein Kegelschnitt
des durch o und o/ bestimmten Biischels, so beriithren die
gemeinsamen Tangenten von » und o immer auch die
harmonische Kurve 2. Klasse % von £ und ).

Uber die I' beigeordnete Kegelschnittverwandtschaft
T (»—X) in O, die einem Kegelschnitt % des Bundes die har-
monische Kurve 2. Klasse ) von % und einem festen Kegelschnitt %
zuordnet, ergibt sich weiters: T stellt sich in B als eine
spezielle (nicht singulire) quadratische Punktverwandt-
schaft dar. Die Hauptpunkte in der Ebene der % sind
die Punkte P; in der Ebene der i sind K{ die Haupt-
punkte; sie liegen bei dieser Verwandtschaft auf den
entsprechenden Hauptgeraden und sind daher zugleich
Festpunkte von T; der vierte Festpunkt K.

Die Dualisologe eines Punktes) bei Ty ist nach 3. offen-
bar die Umlinie durch %, die [Py K] in Pj beriihrt.

7. Die weiteren Festkurven in ‘B.

Die Isologen und Dualisologen sind die einfachsten Fest-
kurven in ‘. Da bei X, I und A auf jeder Geraden in B ein Paar
entsprechender Punkte liegt, erhdlt man Festkurven in
als Erzeugnis einer Geradenreihe mit der Reihe der
entsprechenden Kurven. Verbindet man umgekehrt jeden
Punkt einer Festkurve mit dem entsprechenden Punkt, so sieht
man, daf sich alle Festkurvenin 9§ auf diese Art erzeugen
lassen. Dies gilt auch fiir I'y (und das Duale gilt fir A,).

Bei ¥ ist also jede Gerade der Reihe mit der entsprechenden
Umlinie zu schneiden, bei I' mit dem entsprechenden Kegel-
schnitt durch K? (oder auch mit der Umlinie durch das auf der
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Geraden liegende Punktepaar). Bei A wird man statt der C. ;.
der Geraden entspricht, besser die Umlinie durch das Punktepaa,
auf der Geraden verwenden; man kann auch von einer Umlinje,,.
reihe ausgehen und an deren Umlinien die Tangenten aus
legen, die Beriihrpunkte erfiillen eine Festkurve. Also sind dj,
Festkurven von A in B die ,,d4uBeren Panpolaren‘? von Umlinjep.
reihen beziiglich K.

Ubersichtlicher lassen sich die Festkurven in P mittels
der Isologen gewinnen. Je zwei (zerfallene oder nichtzerfallene)
Isologen einer Verwandtschaft schneiden sich in 7 unverindep-
lichen Punkten und in einem Punktepaar der Verwandtschaft.
Das Erzeugnis einer Korrespondenz (z. B. einer Pro.
jektivitit) zwischen zwei Reihen von Isologen einer Ver-
wandtschaft ist also eine Festkurve dieser Verwand:-
schaft. Insbesondere kann man in einer Reihe von Isologen
jeder Kurve eine benachbarte zuordnen, d. h. wenn eine Reihe
von Isologen in P eine Einhiillende hat, so ist diese eine
Festkurve in 8. Umgekehrt lafit sich jede Festkurve in §
auf diese Art erzeugen, denn durch jedes Paar , ' entsprechender
Punkte auf der Festkurve lassen sich die Isologen dieser Punkte
legen und einander zuordnen. (Da auf der Festkurve i. a. mehrere
Punktepaare einer und derselben Isologen liegen, wird die Korre-
spondenz i. a. keine Projektivitédt sein.)

Z. B. erzeugen zwei projektive Biischel isologer C, (d. h.
Biischel von Kegelschnitten, die als Isologen auftreten) eine
Fest-C,, ein Biischel isologer C, und ein dazu projektives Biischel
isologer C; eine Fest-C;. Zwei projektive Biischel isologer C,
erzeugen eine Fest-Cy (diese ergibt sich auch, wenn man bei der
ersten Erzeugungsart eine quadratische Geradenreihe, d. h. die
Tangenten eines Kegelschnitts in ¥ zugrunde legt). In den ge-
meinsamen Grundpunkten beider Biischel ergeben sich Doppel-
punkte bzw. Spitzen der erzeugten Festkurve.

AuBerdem kommt man auf besonderen Wegen zu einzelnen
Festkurven. Es seien z. B. drei Punktepaare von Y gegeben:
legt man eine C; durch diese sechs Punkte und P;, so ist diese C,
entweder selbst eine Festkurve oder es entspricht ihr eine andere (',
durch dieselben Punkte. Im zweiten Fall bestimmt die C, und
ihre entsprechende Kurve ein Biischel, in dem durch ¥ eine In-
volution bewirkt wird. Die Doppelelemente dieser Involution
sind zwei Festkurven. Wenn also die drei Geraden, auf denen die
gegebenen Punktepaare liegen, nicht durch einen Punkt gehen,

1 Name von J. Steiner.
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ergibt sich mindestens eine Fest-C; von ¥ in B, die nicht Iso-
oge ist.
i Den Festkurven in P entsprechen in O Kegelschnittreihen
des Bundes, die die Beriithrungstransformation £ bzw. I' oder A
in O gestatten. Da die Abbildung ©—B eine Beriihrungs-
transformation ist, entsprechen den Linienelementen einer Kurve
in P umgekehrt die Linienelemente der Einhiillenden einer Kegel-
schnittreihe des Bundes. Die Einhiillenden von Festreihen
desBundessind alsojene Kurvenin®, diedie Beriihrungs-
rransformation ¥ bzw. I oder A gestatten.?

§. Rechnerische Behandlung von £, I' und A im allgemeinen Fall.

Wir entwickeln nun einige Formeln zur rechnerischen Be-
handlung der drei Kegelschnittverwandtschaften. Q (0, o))
sei Grunddreieck eines Systems projektiver Punkt- bzw. Linien-
koordinaten z;, u; in . Den Einheitspunkt wéihlen wir so, daB
der gegebene IKegelschnitt & die Gleichung

k= a}42i422 =0 (1)

hat. e sei die Einheitsgerade z;4z,+x; = 0. Einem Kegel-
schnitt «

2 22 22
L2 S5 =0 oder o, ulto,ul+ oyul=0 (2)
27 2 2%}

des Bundes ist dann der Pol (o, o, 25) der Geraden e als
Bildpunkt 4 in P zugeordnet.? Bei festen zi bzw. u} und
verdnderlichen 4; stellt (2) eine Umlinie bzw. eine Gerade in
dar, das Bild des Biischels mit den Grundpunkten (== ;) bzw.
der Schar mit den Grundtangenten (4= u;).

Die Abbildung ©— ist eine Berihrungstransfor-
mation. Dem Linienelement (i, #;) in © entspricht ein Linien-
e]ement (25, w;) in P: es seien & laufende Punktkoordinaten
in O; da der Kegelschnitt o in £ im Punkt x die Tangente u hat,

1st ¥ ;—~§i == ¥ u; &; da ferner die Gerade u in O die Schar T ujg; =0
%

mit der Bildgeraden ¥ w;; = 0 bestimmt, folgt

1 G. Loria gibt die Kurven in £ an, die eine Polaritiit gestatten (Ebene
Kurven, 1910, Bd. 1, S. 426ff.).

* Ist e die Ferngerade der euklidischen Ebene, so sind ¢; die bary-
zentrischen Koordinaten des Mittelpunkts des Kegelschnitts.
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0i = Ty Wi = ui. (3)

Umgekehrt entsprechen dem Linienelement (o;, o;) in P die viep
Linienelemente (= z;, & u;) in £, fiir die

2} = of wi, Ui = wi (3a)

ist. Die Vorzeichen bei -+ z; und = u; sind so zusammenzufassen
daB Y u;z; = 0 ist vermoége L wios = 0. Man erhilt also ing.
besondere aus der Klassengleichung der Bildkurve einer Kegel.
schnittreihe des Bundes die Klassenglelchung der Emhullenden
der Reihe in O, indem man die o; durch die u} ersetzt.

Es ist K (1,1, 1), ferner sind K; (—1, 1,1), K, (1,—1,1),
K, (1,1, —1) die Blldpunkte der mlt k vertauschbaren Kegel
schnitte ki; K' (1, ¢, ¢%) und K2 (1, €% ¢) (e = 3. Einheitswurzel)
sind die Blldpunkte der mit %k verbundenen Kegelschnitte. Die
Gleichungen von A, (k) usw. sind?

A; (k) == oy +opta;3 = 0,

A (k) == 05 0:3+-03 01405 0 = 0,

0 () = (oy-Foa-t05)? — & (33 05015 01 +-33.05) = O, @
O (k) = (01 0134013 011 013 019) 2—4 03 01 013 (03 0 -013) = O.

Die Verwandtschaft ¥ in B mit dem Hauptdreieck IT und
den Festpunkten K, K; lautet offenbar

... O Oy ol = dg 03l 0g 0yt 0Ly Olo. (5)

Die Gleichungen von I' und A in ‘P lassen sich ebenfalls
aus den Ergebnissen von 3. und 4. ableiten oder auch aus den
bekannten Formeln 2 fiir die harmonische Kurve 2. Ordnung bzw.
2. Klasse zweier Kegelschnitte o und o/ durch Auflssung nach
den o} gewinnen. Man findet

I'.oogioyt o= 0y (—oytos05): o (03—0s+03): a5 (044-0,—0) (6)
A LLaptai o= oy (0050501405 00) (003015 0104 09) : ()
0 (02 03003 0 —011 ) (—0i3 013 F013 011ty 02) !

2oy (—og 034013 01 -0 02) (010 05015 03 F- 01 013).

1 F. Hohenberg, Apolaritit usw., 1. ¢,, 8. 114, 115, 119, 120,
2 Siehe z. B. E. Pascal, Rep. d. hoh. Math., Bd. II/1, S. 247 und 254.
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Die Klammerausdriicke bei (6) ergeben nullgesetzt die Haupt-
geraden von I, die bei (7) die Hauptkegelschnitte von A.!

Die Gleichung der Isologen eines Punktes ();) in P ist die
nullgesetzte Determinante der ), i, of, die Gleichung der
Dualisologen eines Punktes (};) in B ist die nullgesetzte Deter-
minante der Reziprokwerte von };, 2;, of. (Von beiden Gleichungen
1aBt sich, wenn die Verwandtschaft in R eine Koinzidenzkurve
hat, die Gleichung derselben abspalten.)

Die Isologe von ) bei X ist

M 04 (02—02) g 09 (23—03) )3 25 (23 —22) = 0, (8)

sie ist zugleich die Dualisologe von % =)’. Die Isologe von i
bei I' ist

My 0203 (12_U-3)+)\2 9.3 0.1 (0'-3—0'-1)+)\3 0.1 Ol (dl—ﬂ-z) = 0. (9)

Die Dualisologe von % bei T ist
iz is %1 (dz—da).(_al—l‘dz‘l‘ds)‘H_\a 7\1 22 (13—0-1) (11_az+d3)+ (9(‘)
+7\1 )—xz o3 (0'-1_0'-2) (7-1‘{‘47-2_&3) = 0.

Durch Koeffizientenvergleich zwischen (9) und (9a) ergibt sich
die Verwandtschaft T zwischen ) und } némlich

Midlethg = M Oetig)ide Oiatia) 1 hs (a2
)_\1: 7\2: 7\3 - ()\1*)\2"‘)\3) ()\1""";\2_)\3): (}\1‘{_}\2_}\3) (_)\1+)\2+ (10)
+ ) (—Fheths) (g—ratAs).

Die Isologe von ) bei A ist

M (0g—0.3) (01 03103 014013 ta) D (93— 011) (01 013 —

(11)

—ogoytoy 42) +hs (O'-l—’lz) (29 053F 05 d1— 0, az) = 0.

1 Zu einfacheren Formeln gelangt man, wenn man P, und P, als Kreis-
punkte der Ebene P deutet und P als Gaussche Zahlenebene auffaBt. Ist
dann P, der Ursprung und K der Einheitspunkt der reellen Achse, so folgt
fiir die reellen Punkte dieser Ebene P

1 1—2z4z z2(z+zZ—z2Z
Y., =--, I‘...z’=z(4 +), A...2 = (+~Z— zz).
z —T+z+z z—z+2Z

Bei dieser Darstellung in der Gausschen Zahlenebene geht natiirlich die Ab-
bildung der Punkte der Ferngeraden und aller komplexen Punkte dieser Ebene
verloren.
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Die Dualisologe von ) bei A ist
7213 ’7% (2a—a13) +7 7\1 0'2 (23—a) + 71 7—2 7:2 (o3—2) = 0. (lla)

Durch Koeffizientenvergleich zwischen (11) und (11a) ergiht sich,
die Verwandtschaft A zwischen A und X, ndmlich

)\1: )\2: )\3 = ('—)\2)\3"{")\3 )\1—*—) ) ) . ()\2 )\3_‘)\3 )\1+)\1 )\2) : ()\2 7\3+7\3 7:1—21 ;‘Z)
Mieids = Oade) s +he): QaFhs) Gatdo): Os+2) Oatda). (12)

Bei den quadratischen Verwandtschaften T' und A ist K, K2 das

einzige involutorische Punktepaar in 8. Wenn bei I’ und ebenso
bei A der Punkt ) auf A, liegt, so liegt % auf A,.

Bei I'y lautet die Gleichung von % in O

k22423 =0. (13)
Man findet dann

Uo...oitobial = oy (—og+os): o9 (03—a9) 23 (ma+0g).  (14)
Die Isologe von ) bei I'y ist
)\1 7.% d3—)\27.3 d.%—i_)\& Jdq Yo (7.1—_7.2) - O- (15)

Bei A, lauten die entsprechenden Gleichungen

k= ul+ul=0, (16)
Ao e ’1; : 7../_,: 7,'3 == 9a (’7.1"‘7.2) L 0o (—7.1’_‘72) g3t ( 72), (17)
7\2)—\3 U.‘i’—i;; 7\1 ﬂ.g_‘il )_\2 7.3(’21'_0.2) = 0. (18)

9. Erster Grenzfall: Beriihrende Kegelschnitte.

A. Das Kegelschnittsystem &,.

Bisher war vorausgesetzt, dall £ und » (und daher auch ')
ein nichtausgeartetes Poldreieck gemein haben. In dem nun-
mehr zu behandelnden Grenzfall bezeichnen wir einen ,,laufenden‘
Kegelschnitt, der einer Verwandtschaft unterworfen werden soll,
statt mit o mit p.

Wenn { den gegebenen nichtsinguléren Kegelschnitt 4 in
einem Punkt O; beriihrt und noch in zwei getrennten Punkten
schneidet, so schneldet deren Verbmdungsgerade die Tangente von
0, in einem Punkt O,, der beziiglich k£ und ¢ dieselbe Polare 0, hat.
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Der zweite Schnittpunkt von o, mit &k sei O; (Abb. 14). Man sieht
fann, daB O, und o, auch Pol und Polare fiir die § in X, T und A
entsprechenden Kegelschnitte p’ sind. Also geht durch X, T
und A das System &; der oo? Kegelschnitte, die k& in O,
perithren und fir die O, und o, Pol und Polare sind, in
sich iiber.

Man erhidlt &, aus einem Bund, wenn zwei Ecken von @
zusammenriicken. Daher verlauft die Untersuchung von %, I’
und A in &, genau wie beim Bund und wir kénnen uns nach der
Abbildung von &; auf die Punkte einer Hilfsebene P, auf die
Anfithrung der Ergebnisse beschrinken.

O, sei die Ebene, in der die Kegelschnitte von &, liegen.
Jedem Kegelschnitt von &, wird als Bildpunkt der Pol beziiglich
einer festen Geraden e zugeordnet
(Abb. 14).1 Die Gesamtheit der
Bildpunkte ist die (mit O, ver-
einigt liegende) Bildebene B ,. Wir
filhren in £, projektive Punkt-
bzw. Linienkoordinaten y;, v; mit
dem Grunddreieck (0, 0,0;, Ge-
genseiten o0;) und in %, projek-
tive Punktkoordinaten g; mit dem
Grunddreieck (P; =0;, pi= 0i)
ein. Legt man dann e beliebig
durch O, und wihlt als Einheits-
punkt den zweiten Schnittpunkt
von kunde, so hat k£ den Bild-
punkt K (2,1, 0) und die Gleichung des Kegelschnitts 3
von &, mit dem Bildpunkt (81, B2 Bs) lautet, da der Punkt 3
und die Gerade e konjugiert beziiglich des Kegelschnitts p sein
sollen,

B2 PR YS—2B1BeY1¥ys = 0 baw. Bot3—B31—2B,0,0, = 0. (1)

Fig. 14.

Inshesondere hat k& die Gleichung ¥3—y,ys = 0.

Bei festen y; bzw. »; und verdnderlichen p; stellt (1) in B,
eme ,,Umlinie* bzw. eine Gerade dar. Die Umlinie ist das Bild
des Biischels, dessen Kegelschnitte 0, in O, beriihren und durch
die beiden Punkte (y,, =¥, ys) gehen. Die Gerade ist das Bild
der Schar, deren Kegelschnitte o, in O, beriihren und ebenso die
beiden Geraden (v,, &=v,, v,) beriihren.

1 Ist e die Ferngerade der euklidischen Lbene, so wird jedem Kegel-

schnitt von &, sein -Mittelpunkt zugeordnet, B; sind dessen baryzentrische
Koordinaten.



46 F. Hohenberg,

0, schneidet die Grundtangenten ¢; und ¢, der Schar in T,
und T, (Abb. 15), T sei der (auf o, liegende) Schnittpunkt vop ,o
und ?,. e schneide o0, in E,. Dann liegt der Schnittpunkt der Bil4-
) geraden mit 0, harmonisch zu £, beziiglicp,
T, Ty, ihr Schnittpunt mit o, hegt harmpo.
nisch zu O, beziiglich O; und 7. Diege
beiden Punkte der Bildgeraden stellen die
zerfallenen Kurven 2. Klasse in der
Schar dar.? Geht die Bildgerade durch
P,, so beriihren sich die Kegelschnitte dep
Schar in Oz und einem anderen Punkt vop
0,. Insbesondere stellt g, = 0 die Relhe
der Kegelschnitte in £, dar, die & in 0,
und O; berithren. Geht die Blldgerade
durch P, so hyperoskulieren sich die
Kegelschnitte der Schar in O,.

Jede Umlinie geht durch P, und beriihrt p, in P, X,
und X, seien die Grundpunkte des Biischels. Geht man im Buschel
zum zerfallenen Kegelschnitt o,4[0,X,X,] tber, so riickt der
Bildpunkt in der zu p; beziiglich p, und [P X, X 2] harmonischen
Richtung in P, ein, einem aus o, und einer Geraden durch 0,
bestehenden Geradenpaar von &, entspricht also ein Llnlen-
element in P, Dagegen ist dem Geradenpaar [0;X;]+[0,X,]
des Biischels das Krimmungselement der Umlinie in P, zu-
geordnet.

Fig. 15.

£;—-> P, ist eine Berihrungstransformation. ¥, I
und A werden Punkttransformationen in ®,; zu ihnen
gehoren, wenn man sich auf die Kegelschnitte von &,
beschrénkt, Berithrungstransformationen in ;. Aus
den in &, enthaltenen Paaren S, I' und A erhalt man durch An-
wendung der oo? Kollineationen, die & in sich iiberfiihren, alle
itbrigen Paare entsprechender Kegelschnitte, die & beriihren.

Sucht man auch hier die dem festen Kegelschnitt & har-
monisch eingeschriebenen bzw. umschriebenen Kegelschnitte
sowie die k eingeschriebenen bzw. umschriebenen Kegelschnitte,

1 Deutet man ein auf o, gelegenes Punktepaar von &, als Kreispunkte-
paar, so ist &, die Gesamtheit der Parabeln mit fester Achse.

2 F. Hohenberg, Apolaritit usw., 1. c.,, 8. 116 und 121, Kegelschnitte,
die mit &k ,,verbunden‘‘ sind, gibt es im System &, nicht.
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s0 ergibt sich jedesmal eine Schar von Kegelschnitten, die sich,
in 04 hyperoskulieren, némlich
Ao (k) =onta, =0, Au(k)=o0,+4ba, = 0,

O (k) =201—0, =0, 0Oy(k)=0,—80, =0.

B. Die Polaritdt £ in &,.

Durch die Polaritdt ¥ an & geht e in K und der Punkt p
in seine Polare beziiglich & iiber, die wir mit (8) bezeichnen wollen.
Der Punkt 8 und die Gerade e sind Pol und Polare des Kegel-
schnitts 8. Daraus folgt, daB die Gerade (§) und der Punkt K
Polare und Pol des Kegelschnitts

B =By tp " — 20 B thYs =0
sind, der B in der Polaritit ¥ entspricht. Hieraus folgt durch

~

Koeffizientenvergleich die Darstellung von £ in &,
T BiRiRy = 4BiBe BT —4Bals (2)

Dies ist eine singulare quadratische Verwandtschaft
in PB,, die jeder Geraden eine Umlinie zuordnet und umgekehrt.
Einer Geraden durch P, entspricht die zu ihr beziiglich der Fest-
geraden p, und p; harmonische Gerade. Auch die Strahlen
durch P, bilden eine Involution; der eine Feststrahl geht durch K,
der andere durch den zweiten Festpunkt K, (2,—1,0) von ¥ in
P, K, ist Bildpunkt des mit &k ,,vertauschbaren‘ Kegelschnitts
k=y3+y,ys = 0 (geht g in O, durch die Polaritat an % in p/ iber,
dann auch durch die Polaritdt an k;). Durch ¥ vertauschen sich
natiirlich A, und A, sowie ®, und 0,.

Die Isologe eines Punktes ) in %, ist der Ort der Punkte B,
die zusammen mit ihren entsprechenden Punkten p’ auf einer
Geraden durch X liegen. In ©, gehoren also die Kegelschnitte ), @
und B’ einer linearen Schar an, nach (1) ist also die Gleichung
der Isologen die nullgesetzte Determinante der )i, i, Bi. So
ergibt sich z. B. als Isologe von ) bei X die rationale C,

Ay (B34 Bs—8XaBa PaBa—hs B (B—4p5) = 0. (3)

Die Tangenten in den Kurvenpunkten K und K, schneiden sich
In }, die Tangenten in den Kurvenpunkten A und P, schneiden
sich im Kurvenpunkt ). Die Tangenten des Doppelpunkts Pj
liegen harmonisch zu [P;K] und [P;K,] sowie zu p, und [P,2].
Liegt ) auf p,, so besteht die Isologe aus p; und einem Kegelschnitt
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durch K und K, (Tangenten gehen durch )), der p,in P, beriihy
und durch den zu P, beziiglich A und P, harmonischen Punkt geht
Die Isologe von P, besteht aus den drei Festgeraden p,, [ P, KJ‘
[P3 K,]. ’

Die Isologe von ) ist zugleich die Dualisologe von )/
(Die Dualisologe eines Punktes ) in B, wird dabei wie in 6, ,.
finiert, d. h. die Kegelschnitte X, g, #' sollen einem Biischel ange.
horen.) Nach (1) ist die Gleichung der Dualisologen eingg
Punktes ) in P,

| Reks 22 dyle
BaPa B} BiP2|=0.

Ba gy B BLE

C. Die Kegelschnittverwandtschaft I' in &,.

Nach den Formeln fiir die harmonische Kurve 2. Ordnung
zweier Kegelschnitte! kann man die Bedingung aufstellen, daf i
die harmonische Kurve 2. Ordnung von { und B’ ist. Durch
Koeffizientenvergleich folgt die Darstellung von 1" in ‘B,, nédmlich;

DL BRBs = RaPeiBa(Ba—Po): B (Ba—Bd)- (4)

Einer Geraden in B, entspricht ein Kegelschnitt durch P,
und P;, die Tangente in P; liegt harmonisch zu p, beziiglich p, und
[Py K]. Der zweite Schnittpunkt mit p; liegt harmonisch zum
Schnittpunkt der Geraden mit p, beziiglich P, und P;. Einer Ge-
raden durch P, entspricht die zu ihr beziiglich p, und p;harmonische
Gerade. Auch die Strahlen durch P, bilden eine Involution; die
Feststrahlen sind p; und [P; K] (d. h. die £ in einem Punkt
hyperoskulierenden Kegelschnitte vertauschen sich untereinander,
was schon aus der Bedingung folgt, daBl die Verwandtschaft durch &
allein definiert ist). Einer Umlinie entspricht eine C,, die die
Umlinie in P, beriihrt und in P einen dreifachen Punkt hat, von
dem eine Tangente p, ist, wiihrend die beiden anderen in [P,K]
zusammenfallen.

Ferner findet man wie im allgemeinen Fall, daB sich durch I
in B, die Geraden A, (k) und A, (k) vertauschen, d. h.in © ent-
sprechen den k& harmonisch eingeschriebenen Kegel-
schnitten die k£ eingeschriebenen Kegelschnitte.

Die Isologe von X bei I' ist die rationale C,
27\132@3(@1—32)—)\2@% 33—7\3@132(@1—232) = 0. (5)

1 Siehe z. B. E. Pascal, Rep. d. héh. Math., Bd. II/1, 8. 247 und 264
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pie Tangenten in den Kurvenpunkten P, und K gehen durch ),
die Tangenten in den Kurvenpunkten P; und ) durch ¥, die
Tangenten des Doppelpunkts P, liegen harmonisch zu p, und
[PyK] sowie zu p, und [P;)]. Die Isologe zerfallt, wenn ein
N= 0 ist.
' Die Isologe von ) ist zugleich die Dualisologe -eines
Punktes %, der aus ) durch die singulire quadratische Transfor-
mation o

Aiihgihs = 2hg (A3—Ag) i A3 2h3: (Ay—),) (6)

hervorgeht (P;, K einfache, P; doppelt zihlender Festpunkt,
Hauptpunkte P,, P; in der X-Ebene, P, P; in der X-Ebene).

D. Die Kegelschnittverwandtschaft Ain &,.

Thre Darstellung ergibt sich auf demselben Weg wie die von T,
man erhilt die kubische Verwandtschaft

AR pL Bl =PI (R1—4B2) i —PiPa: (B1—4B,)2 R (7)

Jeder Punkt von p, ist Festpunkt. Einer Geraden durch P ent-
spricht die zu ihr bez. p, und [P,K] harmonische Gerade. Auf den
Festgeraden p; und [ P; K] durch die Festpunkte P, und K bilden
die Paare entsprechender Punkte eine Involution. Einer allgemeinen
Geraden in B, entspricht eine Cj, die mit der Geraden den Fest-
punkt auf p, und das auf ibr liegende Punktepaar von A gemein
hat. Die Tangente der Spitze P, jeder dieser C; liegt harmonisch zu
p1 beziiglich p, und [ P; K] und jede dieser C; beriihrt p, in P,. Einer
Umlinie entspricht eine C3 mit dem Doppelpunkt Pg; dessen Tan-
genten sind p, und die Spitzentangente der vorigen C;. Diese C,
beriihrt ebenfalls p; in P,.

Wie im allgemeinen Fall vertauschen sich auch hier die
Geraden A, (k) und 0, (k) in P4, in O, gehen also die k har-
monisch umschriebenen Kegelschnitte in die k& um-
schriebenen Kegelschnitte iiber.

Die Isologe von ) bei A ist die rationale C,4

M (B3 —4P1B2+8B3) BsF2a L1 Ba (Bi—4Pa)—hs BT (B1—2s) = 0 (8)

Py, K, ), )\ sind Punkte der C;, die Tangente in P, ist p,, die
Tangente in K geht durch ), die in ) durch )/. Die Tangenten des
Doppelpunktes P, liegen harmonisch zu p, und [P K].

Sitzungsberichte d. mathem.-nacurw. K., Abt. 4, 152, Bd,, 1. bis 5. Heft. 4
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Die Isologe von X ist zugleich die Dualisologe @jpp,
Punktes X, der aus \ durch die singuldre quadratische Transfq,.

mation o
)\1: )\2: )\3 = 4)\1 ()\1+2)\2) . ()\1"“2)\2)2: 4)\1 )\3 (g)

hervorgeht (P, K einfache, P, doppeltzdhlender Festpunkt.
Hauptpunkte P; und K; in der A-Ebene, P, und P in (g
x-Ebene).

Man sieht, daB die Punktepaare von X, I und A auc}
in diesem Grenzfall eine feste Punktgruppe zu 9 asgo.
zilerten Punkten einer (rationalen) C; ergédnzen. Diege
Punktgruppe enthilt drei Punkte, die auf einer Geradenp
liegen (P,, K, K beiX, Py, Py, Kbeil', Pysamt Tangente p, K
beiA), ferner sollen die Tangenten des Doppelpunkts p,
harmonisch liegen zu zwei Festgeraden der Verwandt-
schaft (n&mlich [P, K] und [P, K,] bel ¥, p; und [P, K)
bei T, p,und [P,K] bei A).

E. Der Grenziibergang ©— &, fiir eine beliebige Kegel-
schnittverwandtschaft.

Ehe wir auf den Fall eingehen, daB der Kegelschnitt, der
einer der Verwandtschaften X, 1’ oder A unterworfen werden soll,
den festen Kegelschnitt k& oskuliert, soll im Hinblick auf spétere
allgemeinere Fragestellungen der Grenziibergang ©— &, fiir eine
beliebige Kegelschnittverwandtschaft

a;:ag:ag=F1(ai):Fz(ai):F3(d.i) (10)

behandelt werden. Es sei also im System &, mit dem vorhin verwen-
deten Koordinatensystem der feste Kegelschnitt k= 42—y, y; = 0
(Parameterdarstellung y, = %, y, = t, y; = 1) gegeben, ferner der
Kegelschnitt p ‘

BePs ¥i+BT Y3—2P1 B2 ¥1Y: = O oder Ly08—PL505—201 103 =0. (1)
g beriihrt % in O, (Tangente o,) und schneidet £ noch in den
Punkten mit ¢ = - \/(28,8,—02%) : ;L3 Der Punkt O, auf k
ergibt sich fir t = 0. Um auf den allgemeinen Fall zuriickzu-
kommen, daf sich & und der zu transformierende Kegelschnitt
in vier getrennten Punkten schneiden, ersetzen wir § durch einen
Kegelschnitt o, der k£ in den Punkten mit -+~¢; und —-¢, schneidet,
wo ¢, eine kleine, von Null verschiedene Zahl bedeuten soll. Dann

ergibt sich aus diesem so bestimmten allgemeinen Bund & durch
den Grenziibergang t,—0 der spezielle Bund der Kegelschnitte,
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die k& in Og berithren und fiir die O, und o, Pol und Polare sind.
Die vier zunichst getrennten Schnittpunkte von k& und o lauten

I (t11 t1, 1), IT (t‘lla —y, 1)7 I (toa toy 1)) v (Zga *tm 1)

Sie haben das Diagonaldreieck [I, IV].[1I, III] = R, (¢, t,, 0, 1),
[],II].[III,IV = R, (0, 1,0), R, (f t1, 0, —1). Wir beziehen nun die
Gleichungen von £ und o auf das Dreieck R,R,R; als Koordinaten-
dreieck und wéhlen den Einheitspunkt so, daB die Gleichung
von £ in den neuen laufenden Koordinaten 2; nunmehr
22423425 = 0 lautet. Dann fiihren die Gleichungen

Y1i Y2t Ys = Lol (1114 25): \/toTN«’z: (Tx,—xg) (L= \/‘Ti) 1
Xy: Tty = —1(Y1+tet1Ys): 2 \/tolezz (Y1—2ot1 Ys)

die y; in die x; iiber und umgekehrt. Die zugehérige Transfor-
mation der Linienkoordinaten »; (im alten System, Bund &,)
und z; (im neuen System, Bund &) lautet

V41 Vg Vg = (—TUy1Ug): 2 \/Eu2 t—toty (Tuytug) (11a)
lll: uz: lls = i(totl /01"*‘1)3 . \/—tE’Uz : (to tl 1)1'_"03).
Der urspriingliche Kegelschnitt g schneidet o0, (y, = 0) in 0; und
im Punkt mit den y-Koordinaten (2p,, 0, B;). Die Gleichung des
durch (2B4, 0, 3) und die Punkte mit  den Parameterwerten

+1g, =1 gelegten Kegelschnitts o lautet nach Transformation
auf die Koordinaten z;

(28182 —2V (2R2—P1) B1Befs - Lot .. ) A3+ ..) 3+
+(2B1 Ba+2 \/(2{°2 32 B1Papo- fot...) 2l = o,

wo die durch Punkte angedeuteten Glieder hier und im folgenden
den Faktor 72 enthalten. Vergleicht man diese Gleichung mit

()

2 2
x‘ x5 Ty
1 H I 3 — 07

—+ 4+ —
gy O.o 0.3

so folgt (nach Erweitern mit dem Produkt der Koeffizienten der 17)

g1 0l Olg == (ﬁl—l-\/wl do . )

PN =

(12)
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Setzt man diese Werte der o; in die Gleichungen (10) der Kegel.
schnittverwandtschaft ein und ordnet nach Potenzen von ¢, g,
folgen Ausdriicke von der Form

0f = fi (B1, B2y Bs)+&i (B1s Bar Ba) -Fot-- - -, (13)

d. h. der Kegelschnitt ¥ oa; u? = 0 geht in den Kegelschnitt
Y gfui = 0 iiber, der nach (11 ) im alten System (Bund &,) dje
Gleichung

—(frFgrtot...) (tot1014+v5)2+(fotgatot. . ) oty 2+

+(fatgstod-....) (Lot 97—2;5)2 =0

hat. Nach (10) entsteht F; aus F, durch Vertauschung von o,
mit o5 und dies bewirkt nach (12), daB in (13) beim Ubergang von
oy zu oj das von t, freie Glied seinen Wert beibehilt und das Glied
nmit ¢, sein Vorzeichen verdndert, also f; =/, und gz =—g,.

Daher verschwindet in (14) das von ¢, freie Glied und nach Division
durch t, erhilt (14) die Form

fat1 V2—2g,v2—4f 8,0, 03+2[...] = 0. (14a)

Hier kann man den Grenziibergang t,—0 vollziehen und erhilt
durch Vergleich der Restgleichung mit (1) die Formel fiir den
Grenziibergang G — &,

i Ehi = 2f1:f51 284 '_____32[33 i 15
ity = 2o 20 - e (19

(14)

10. Zweiter Grenzfall: Oskulierende Kegelschnitte.

A. Das Kegelschnittsystem &,.

Wenn ein Kegelschnitt den gegebenen Kegelschnitt % in
einem Punkt O, oskuliert, so oskuliert auch der bei X, I' oder A
entsprechende Kegelschnitt den Kegelschnitt ¥ in O, wie man
leicht feststellt. Das System &, der Kegelschnitte, die k
in O; oskulieren, geht also bei ¥, I' und A in sich iber und
1aBt sich daher in dhnlicher Weise wie das System &, behandeln.
Oy sei ein weiterer Punkt von k&, O, der Schnitt der Tangenten
in O; und O, an k (Abb. 16). Ist dann O,0,0; das Grunddreieck
cines projektiven Koordinatensystems in der Ebene £, der Kegel-
schnitte von &,, so lauten deren Gleichungen (laufende Punkt-
koordinaten #;, Linienkoordinaten w;)

1 Ist die Tangente von O, die Ferngerade der euklidischen Ebene, so ist
&, ein System kongruenter Parabeln mit fester Achsenrichtung O,.
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€11 z?‘|’2c12 2 32—%Cs1z§+2031 232, =0, (1)

wo % eine von der Wahl des Einheitspunktes abhingige Kon-
stante ist. Es zeigt sich, daB sich die folgenden Rechnungen ver-
einfachen, wenn man % = —1 setzt. Dann hat der feste Kegel-
schnitt & die Gleichung 22422, z3 = 0.

Nun ordnen wir wieder jedem Kegelschnitt von &, den
Pol einer festen Geraden e als Bildpunkt zu. Wir wihlen
¢ = 03 = [0, 0,] und erhalten als Gleichung des Kegelschnitts
mit dem Bildpunkt ¢ (7172 73)

(3—117s) 2717221 2217 (B8 +22425) = 0

bZW. ’(1 W%—}—Z*{z Wz W3+ '{3 W%-—[—271 Wl W3 = 0.

(2)

Die Gesamtheit der Bildpunkte y
bezeichnen wir als die (mit O,
vereinigt liegende) Bildebene B,
(Grunddreieck P; = 0;, p; == 0;).
k hat den Bildpunkt K =
P (1,0,0) D,— P, ist wie im
allgemeinen Fall eine Be-
riithrungstransformation.
Wenn sich zwei Kegel-
schnitte von €, in O; hyper-
oskulieren, so liegen ihre Bild-
punkte auf einer Geraden durch Fig. 16.
P,* Insbesondere liegen auf
[P3K] = p, die Bildpunkte der k£ hyperoskulierenden Kegelschnitte
von &,. Bei festen z; bzw. w; und veranderlichen «; stellt (2) in R,
eine ,,Umlinie‘‘ bzw. eine Gerade dar. Die Gerade ist das Bild der
Schar mit der Grundtangente w, ihr Schnittpunkt mit p, liegt
harmonisch zu P, beziiglich P, und des Schnittpunkts von w mit o, ;
er stellt die zerfallene Kurve 2. Klasse der Schar dar, die aus Q4 und
dem Schnittpunkt von w mit o, besteht. (Zwischen den Geraden w
in ©, und den Bildgeraden in %, besteht eine quadratische Ver-
wandtschaft.) Die Umlinie stellt das Biischel der durch den
Punkt z gehenden Kegelschnitte von &, dar. Die zu &, gehorigen

1 Liegt der Bildpunkt eines Kegelschnitts auf e = p,y, so beriihrt der
Kegelschnitt dort p,. Ist also p, die Ferngerade der euklidischen Ebene, und
ist 4 Bildpunkt eines Kegelschnitts von &,, so ist der Schnitt von [P, y] mit
P, der Bildpunkt der Parabel, die den gegebenen Kegelschnitt in O, hyper-
oskuliert.
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Umlinien in 9B, oskulieren sich in P, (Tangente p,), sie ergebep
sich fiir » = 2 aus (1), wenn man die #; durch die y; ersetat.

B. Die Verwandtschaften I, I' und A in &,.

Die Ausdriicke fiir £, I' und A findet man auch hier wie
im allgemeinen Fall, bzw. wie im Fall der beriihrenden Kegel.
schnitte. Es ergeben sich die singulédren quadrat1schen
Verwandtschaften

Tt = 1hi =172t (5 —YaTs) (3)

wop=1beiX p=-—2beil, p=4 bei Aist. Einer Geraden
durch P, entspmcht jedesmal die zu ihr beziiglich p, und P har-
monlsche Gerade durch P, Die einer allgemeinen Geraden in R,
entsprechenden Kegelschnltte in P, ergeben sich, wenn man
in (1) » = 2p setzt und die z; durch die ; ersetzt. (Im Fall der
Polaritit ¥, also p = 1, sind dies natiirlich die Umlinien in $,.)
Der zweite Schmttpunkt des Kegelschnitts mit [ P3K] liegt i 1mme1
harmonisch zum Schnittpunkt der gegebenen Geraden beziiglich P,
und K. Den Umlinien in 9B, entsprechen Kegelschnitte, die
einander in P, oskulieren; man erhdlt sie aus (1), wenn man
dort » = 2 (p—1) setzt und die 2 durch y; ersetzt.
Die Isologe von ) ist zufolge (2) die C;

?)\1;\2)\3 }
' “(1 (2 T3 i 0 oder Pha (;‘Ll\z {1(2 T1{3——p 4’3)—27\37%’{2 =0 (4)

!

|l1 (9 Ty

mit der Spitze P, (Spitzentangente p,). Sie geht bei ¥, " und A
durch K = P,, ). und . Die Tangente in K geht durch ), die
in \ durch ). Die Isologe von ) ist zugleich die Dualisologe

| 1o T o = = T9

| )\.}’_)\1 A3 hihy Ap '

! 2 ==

i '(3 {13 T1Te 11 | 0
e 1.1 ror ,/2’

£ 7 Tl T

cines Punktes X, der aus ) durch die singulidre quadratische Ver-
wandtschaft

2

7]

/\1 /\) )\3 = "*‘r' /\‘ (1)\1)\2: [_(2——‘{/) )\%_‘{J )\1)\3] (5)
—0

hervorgeht.
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C. Der Grenzibergang ©—@&, fiir eine beliebige Kegel-
schnittverwandtschaft.

\WVir untersuchen nun, wie sich der Grenziibergang ‘&G,
fir eine beliebige Kegelschnittverwandtschaft

oy oy o = Fy (o) Fg (o)t F3 (o) (6)
vollzieht. Im Koordinatensystem der z; ist
2, =12 2, = 2, 23 = —2 (7)

eine Parameterdarstellung des Kegelschnitts k. Er oskuliert den
Kegelschnitt y des Systems &, im Punkt mit ¢ = 0 und schneidet
ihn noch im Punkt mit ¢, = 4,1, (12—111s). Bedeutet dann
t, einen kleinen, von Null verschiedenen Wert, so geht der durch
die Punkte mit ¢t = 0, ¢t = 41, t =, und einen weiteren Punkt
von v, etwa den Schnittpunkt (—2+3, 0, v2—7;75) mit p,, gelegte
Kegelschnitt o in v iber, wenn ¢, gegen Null konvergiert. o hat
im Koordinatensystem der ¢; die Gleichung

4031170 A+ —0 (B—mra)] & — )
‘—‘4‘{1‘{2 t% zZ Z3+87§ 53 31—8‘{1 '(2 21 22 = 0.
Das Diagonaldreieck der vier Schnittpunkte dieses Kegelschnitts
mit & besteht aus den Punkten
Rl (tt?; t11 2t0 t11 '—'4t0+2t1)7 R2(t3 tli _2t0t17 4t0+2t1)) (9)
Ra (t(z)tl, 2t3, —2t1)-
Fithrt man neue Koordinaten z; mit dem Grunddreieck R, R,R,
ein und wihlt den neuen Einheitspunkt so, daB die Gleichung
von k nunmehr z}+x}+427 = 0 lautet, so ergeben sich die Glei-
chungen
8y =p1lg b X1 tpality TaFpslyts 2
2y =2p1t1,21—2pa oty Tat2ps 1] X5
23 = —2py (2t5—2,) 21420, (280 411) Ta—2pat; T4

(to—t1) pr @1 = 2(2ty—11) 2,—28 8y 2,— 121, 25 (10)
(to-H11) po @y = 2(2ty+1,) 5 — 2ty by 2,131 25
l (B—12) pg x5 = —48 5y +- 413 i+ 21215 2,

)
piip5: 0} = (to+ta) ¢ (—totta) 1 —28,

und die Gleichung (8) von o lautet in den neuen Koordinaten
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S —==4by (p—rato) B+40 (ntretd B+14v—

— (31 1s) ] 25 = 0.
Hieraus folgt durch Koeffizientenvergleich
oyt 0pt oy = [ 4 o to—(3—"11a) B3t . . . ]: [472—
—bdnpte—(d—n1s) B4 . 1 4] —413 %),
worin die Punkte in den Klammern solche Glieder andeuten, die
den Faktor 3 enthalten. Setzt man diese Ausdriicke fiir die i

in (6) ein, so erhdlt man, nach Potenzen von #, geordnet, Aus-
driicke von der Form

oi = fi (rares) T8 Cira 1) ot i Crapays) B34 (13)
Hierin ist f; = f, = f5; denn setzt man in (12) t, =0, so ist
0y =0y, =a; und dies ergibt in (6) of = o) = o} und in (13)
o = fi(Y1727s), also ist f, = f, = f;. Ersetzt man ferner ¢, durch

——tg, 50 bleibt nach (12) o, fest, wihrend sich o, und o, vertauschen,
also ist zufolge (13) g3 = 0 und g, = —g,. Wir konnen also

hh=le=fs=f &1=—8.=¢g, & =0 (13a)

(12)

setzen.
Ersetzt man nun in der Gleichung

ol o 22 +oly o 2340l o 23 = 0

des Kegelschnitts o/, der o entspricht, die o} durch die Ausdriicke
(13) und die z; geméB (10) durch die z;, so erhilt man nach Multi-
plikation der Gleichung mit 2(2—#)¢,
lfetgatotha i+ . 1 fstgstothati+. .. ].
2(tt) 8. [2(28—t) 5a—2t b a—1{ t 23]+ .. = 0.

Hier verschwinden zufolge (13a) die Koeffizienten von # und ¢};
nach Division durch 2 und Grenziibergang ¢,—0 verschwinden die
Glieder, die t, in einer hoheren als der zweiten Potenz enthielten

und man erhidlt die Gleichung des + entsprechenden Kegel-
schnitts ¢/, ndmlich

[ty f(2hg—hy—ho)+ 21, g2+ 6fgl 22—4t, fg 2y 2+ 21, f2 (22422, 25) = 0.
Vergleicht man dies mit
((2 _(1 s )Z' n'l'(z Z ZZ”'T,I? (Zg+2zh z3) = 0,
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so erhilt man die Formel fiir den Grenziibergang &— &,, nimlich

3(2—
hiqligl = 2f: 2g: [(h1+h2—2h3)—w]. (14)
172

11. Uber weitere eineindeutige involutorische Kegelschnittverwandt-
schaften, die sich mit Hilfe eines festen Kegelschnitts definieren
lassen.

Wenn eine Kegelschnittverwandtschaft mit Hilfe
eines festen Kegelschnitts & definiert werden soll, so
steht zunéchst fest, dal das gemeinsame Poldreieck
entsprechender Kegelschnitte o und o/ auch Poldreieck
von k£ sein mufl. Denn hétten o und % das gemeinsame Pol-
dreieck Q, dagegen o' und £ ein anderes gemeinsames Poldrei-
eck @', so miilte es gelingen, aus der Kenntnis von %, o und Q
heraus das neue Poldreieck Q' festzulegen, was aber offenbar
nicht moglich ist. Dies zeigt, daB der bei der Untersuchung
von %, I' und A eingeschlagene Weg, die Kegelschnittverwandt-
schaften zundchst in einem Bund & zu behandeln und auf & die
automorphen Kollineationen von k auszuiiben, in der Natur der
Sache begriindet ist. Wir untersuchen also zunidchst eine
Kegelschnittverwandtschaft in einem Bund &, gewinnen
daraus durch Grenziibergang die Verwandtschaft in
einem System &, bzw. &, (wo sich o und % berithren bzw.
oskulieren) und gelangen von da aus zur Verwandtschaft
aller oo® Kegelschnitte in der Ebene, indem wir auf den
betrachteten Bund &, ferner auf die Systeme &, und &,
alle automorphen Kollineationen von % ausiiben.

Um nun eine neue involutorische Kegelschnittverwandt-
schaft zu gewinnen, die sich mit Hilfe eines festen Kegelschnitts &
definieren 14B8t, kann man zwei Kegelschnitte o und o
einander dann zuordnen, wenn irgendein mit dem Kegel-
schnittpaar 2, o/ kovariant verbundener Kegelschnitt &
fest vorgegeben ist. Bei ¥ war k einer jener vier Kegelschnitte,
durch deren Polaritdt sich o und o/ vertauschen, bei I' und A
war k die harmonische Kurve 2. Ordnung bzw. 2. Klasse von «
und o/. Es gibt aber noch unendlich viele andere Kegelschnitte Z,
die mit einem Kegelschnittpaar o, o/ kovariant verkniipft sind.
Legt man z. B. in jedem Schnittpunkt von o und o’ die Tangente
an jeden der beiden Kegelschnitte und bestimmt deren Pol be-
ziiglich des anderen Kegelschnitts, so liegen diese acht Pole auf
einem Kegelschnitt £ des durch o und o' bestimmten Bundes. Hélt
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man diesen Kegelschnitt & fest und variiert o, so variiert auch
aber die so gegebene involutorische Kegelschnittverwandtschajy
ist, wie eine ndhere Untersuchung zeigt, eindreideutig. Allge.
mein wird man auf dem angegebenen Weg meistens 3,
mehrdeutigen involutorischen Kegelschnittverwangd;.
schaften gelangen, die aber weniger Interesse verdienep,

Willmaneineindeutigeinvolutorische Kegelschnitt.
verwandtschaften aufsuchen, so empfiehlt es sich viel.
mehr, von der Ebene P auszugehen, auf deren Punkte wir die
Kegelschnitte des Bundes abgebildet haben. Jeder einein.
deutigen involutorischen Kegelschnittverwandtschaft
im Bund entspricht in % eine eineindeutige involy-
torische Punktverwandtschaft. Die Kegelschnittver-
wandtschaft soll durch den festen Kegelschnitt & allein
definierbar sein, daher mufl sich die zugehorige Punkt-
verwandtschaft in % allein mit Hilfe des Dreiecks
I (P,P,P;) und des Punktes K definieren lassen.

Damit erhélt man sofort einen Einblick in die Ge-
samtheit der Typen aller méglichen involutorischen
Kegelschnittverwandtschaften. Bertini® hat (allerdings
unter der Voraussetzung getrennt liegender Hauptpunkte) jene
ebenen involutorischen Punktverwandtschaften angegeben, auf die
sich alle anderen durch Cremonatransformationen zuriickfiihren
lassen, ndmlich

1. die harmonische Kollineation (= involutorische Ho-
mologie);

2. die Jonquiéressche Involution einer gewissen Ord-
nung p+2 (p=>o), mit 2p42 getrennten einfachen Hauptpunkten
und einer Koinzidenzkurve der Ordnung p+-2 und des Geschlechts p,
die einen p-fachen Punkt besitzt, der (p4-1)-facher Hauptpunkt
der Transformation ist;

3. die Geisersche Involution der Ordnung 8 mit
7 dreifachen Hauptpunkten, die eine durch die 7 Hauptpunkte
doppelt hindurchgehende Koinzidenzkurve 6. Ordnung besitzt.
Ihre Punktepaare ergéinzen die 7 Hauptpunkte zu 9 assoziierten
Punkten einer C;;

4. die Bertinische Involution der Ordnung 17 mit
8 sechsfachen Hauptpunkten, die eine durch die 8 Hauptpunkte
dreimal hindurchgehende Koinzidenzkurve 9. Ordnung besitzt.?

1 Nach E. Pascal, Rep. d. Hoh. Math., Bd. II/1, S. 370, bei Bertini,
Ann. di Mat. (2), 8, 244 (1877), Lomb. Ist. Rend. (2), 13, 443 (1880).

2 Siehe z. B. R. Sturm, Geometrische Verwandtschaften, Bd. IV,
S. 105—107.
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Ihre Punktepaare haben die Eigenschaft, dafi alle rationalen Cj,
die in dem einen Punkt des Paares und in den 8 Hauptpunkten
poppelpunkte haben, auch im anderen Punkt des Paares einen
Doppelpunkt haben, d. h. jhre Punktepaare ergénzen die 8 Haupt-
punkte zu 10 Doppelpunkten einer rationalen Ci.

Es wird sich nun darum handeln, unter den Punktverwandt-
schaften dieser vier Typen jene auszusuchen, die sich in der
Ebene ‘B allein mit Hilfe des Dreiecks Il und des Bildpunkts K
von k definieren lassen. Alle weiteren eineindeutigen invo-
Jutorischen Kegelschnittverwandtschaften in £, die
sich mittels eines festen Kegelschnittes k& definieren lassen, bilden
sich dann auf eineindeutige involutorische Punktverwandtschaften
in P ab, die offenbar aus den Punktverwandtschaften der vier
Tyvpen durch Ausiibung von Cremonatransformationen in
hervorgehen, die selbst wieder mit Hilfe des Dreiecks T und des
Punktes K definierbar sind.

Wir untersuchen im folgenden zunédchst die har-
monische Kollineation in  sowie die Jonquiéresschen
Transformationen der ersten vier Ordnungen, die sich
in P mittels K und [T definieren lassen. Diese Verwandt-
schaften werden sich als Sonderfdlle der Geiserschen
Verwandtschaft in P erweisen. Die zentrale Stellung
der Geiserschen Punktverwandtschaft fir das vor-
liegende Thema wird sich aulerdem darin zeigen, daB
zum SchluB nachgewiesen wird, dal auch die durch K
und [[ definierbaren BertinischenVerwandtschaften in
(zu denen auch ¥, I' und A gehoren) Sonderfdlle der
Geiserschen Verwandtschaft sind.

Auf solche Kegelschnittverwandtschaften, die sich als Pro-
dukt von bereits besprochenen Kegelschnittverwandtschaften
darstellen lassen, wie es z. B. bei A = ZI'S der Fall war, soll dabei
nicht eingegangen werden. Ebensowenig gehen wir auf die mannig-
fachen Sonderfalle ein, die sich ergeben, wenn k eine zerfallene
Kurve 2. Ordnung oder 2. Klasse ist.

12, Die Kegelschnittverwandtschaft A%, die sich auf eine harmonische
Kollineation in ‘§ abbildet.

A. Die Verwandtschaft A! in &.

Eine harmonische Kollineation ist durch ihr Zentrum und
ihre Achse bestimmt. Sollen sich Zentrum und Achse mit Hilfe des
Punktes K und des Dreiecks II definieren lassen, so kommt als
Zentrum nur K in Frage und als Achse nur die Gerade A,.
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Diese harmonische Kollineation (K, A,) in B sowie djp
ihr in © entsprechende Kegelschnittverwandtschaft nennen wir A1,
In P, liegt die gewdhnliche Spiegelung an K vor.

Aus den Eigenschaften von A! in ‘¥ folgen sofory
die Eigenschaften der Kegelschnittverwandtschaft p1
in . Jede k enthaltende Schar geht in sich iiber; in ihr bildey
die Kegelschnitte eine Involution; deren Festkegelschnitte sind
und jener Kegelschnitt der Schar, der £ harmonisch eingeschriebep
ist (Bildpunkt auf A,). Jede Grundtangente dieser Schar enthilt
also eine Involution von Beriihrpunkten; deren Doppelpunkte sing
die Berithrpunkte mit £ und mit dem % harmonisch eingeschriebenen
Kegelschnitt der Schar. Dies dient zur Vervollstindigung der
Kegelschnittverwandtschaft in .

In B schneiden sich entsprechende Geraden auf A, In ©
sind daher jene Linienelementquadrupel entsprechender Kegel-
schnitte o und o/, deren Diagonaldreieck Q ist, einander so zu-
geordnet, daB je zwei entsprechende Quadrupel einen k harmonisch
eingeschriebenen Kegelschnitt einhiillen.

k geht durch \! in sich iber, seine Linienelemente bleiben
einzeln fest. Weiters geht jeder &£ harmonisch eingeschriebene
Kegelschnitt in sich iiber, seine Linienelementquadrupel mit dem
Diagonaldreieck Q erfahren eine Involution, in welcher das mit k
gemeinsame Tangentenquadrupel und das Grundtangenten-
quadrupel der Schar A, festbleiben.

In B erfahren die Punkte von A, und 0, je eine Involution
mit dem Zentrum K und den Festpunkten Ki In £ werden
daher die %k harmonisch umschriebenen Kegelschnitte, ebenso
die % eingeschriebenen Kegelschnitte untereinander vertauscht,
wobei die gemeinsamen Tangenten entsprechender Kegelschnitte
auch % beriihren. Die mit & verbundenen Kegelschnitte k! und A*
bleiben einzeln fest.

A* hat in P keinen Hauptpunkt, dennoch ist die
Kegelschnittverwandtschaft A in © nicht ausnahmslos
eineindeutig, da dem Punkt P; (1 =1,2,3) in ‘® der Bild-
punkt L; eines der drei harmonischen Kegelschnitte des Biischels A,
(Abb. 3) entspricht; dabei entsprechen einander die Linien-
elemente von P; und L;. Einem Geradenpaar mit dem Doppel-
punkt O; (i =1,2,3) in O entspricht also ein Linienelement-
quadrupel des harmonischen Kegelschnitts [; des Biischels A,.
Das Geradenpaar und das ihm entsprechende Linienelement-
quadrupel umhiillen wieder einen & harmonisch eingeschriebenen
Kegelschnitt.
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Dagegen entspricht einer zerfallenen Kurve 2. Klasse «
(Tréger sei z. B. o;, Bildpunkt alsé auf p,) ein Kegelschnitt o
der durch I, und [, bestimmten Schar, wobei wieder 4, o' und &
einer Schar angehdren; denn in ‘B entspricht der Geraden p, die
Gerade [L, L,].

Einer allgemeinen linearen Schar in © entspricht natiirlich
wieder eine lineare Schar, die mit der gegebenen Schar einen k
harmonisch eingeschriebenen Kegelschnitt gemein hat. FEinem
allgemeinen Biischel entspricht eine (2, 4)-Reihe, die die har-
monischen Kegelschnitte des Biischels A, enthilt.

Eine Kegelschnittreihe des Bundes bleibt bei Al fest, wenn
ihr Bild in B eine zu A, bzw. K projektiv-symmetrische Kurve
ist (bei P#°: wenn K Mittelpunkt der Bildkurve ist). .

Da in ¢ z. B. der Geraden p; (a; = 0) die Gerade [L, L,],
pamlich —g,+20,4+24; = 0, entspricht, ist die Verwandtschaft
durch

oh ot oh = (—og+20,4203): (20, —042035): (20,420, —a3) (1)

gegeben. Die Isologe eines Punktes i in B ist natiirlich seine
Verbindungsgerade mit K; die Dualisologe eines Punktes ) ist
die C,

)_\z )—\3 o1 (02—013) (_‘7-1+20'-2+20'-3)+7\3 7\1 o (23—ay) (20—
—dz+2d3)+i1i2¢3(41—d2)(20'-1‘|"-20'~2—0'~3) = 0. (2)

Diese Cy geht durch P;, L;, K, ) und den Bildpunkt %’/ von .
Thre Tangente in K geht durch den Bildpunkt des zu } beziiglich %
polaren Kegelschnitts; weiters beriihrt die C, in % die durch %
und )/ gelegte Umlinie.

B. Die Verwandtschaft A'in &,.

Nach dem in 9. E. gegebenen Verfahren findet man, dafl \!?
im System &, in die Verwandtschaft

BBy By = (Bat4Pa): (2B1—fs):—3Ps 3)

ibergeht. Dies ist in der Bildebene B, der Kegelschnitte
von &, ebenfalls eine harmonische Kollineation, ihr Zentrum ist
K (2,1,0), die Achse ist A,(8;+p2 = 0). Es treten aber einige
Unterschiede gegeniiber der Verwandtschaft in einem
allgemeinen Bund auf. Der Geraden A, (f;+4f,= 0) in B,
entspricht die Gerade p;, der Geraden 0, (28;—8, = 0) die Ge-
rade p,, d. h. in O, entsprechen den % harmonisch umschriebenen
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Kegelschnitten die auf o; gelegenen Punktepaare des Systems g
wihrend den %k eingeschriebenen Kegelschnitten jene zerfalleneh
Kurven 2. Klasse von &, entsprechen, die aus dem Punkt ¢,
und einem weiteren Punkt auf o, bestehen. Dabei gehoren ent
sprechende Kegelschnitte g und @’ einer linearen Schar an, (e
auch k enthélt. Allgemein entspricht einer Schar von I\Eue]
schnitten in &, die sich in O, hyperoskulieren, wieder eine solche
Schar. Insbesondere werden die Kegelschnitte von &,, die %
in O; hyperoskulieren, untereinander vertauscht, wobei % ung
die aus dem doppelt gezdhlten Punkt O; bestehende zerfallene
Kurve 2. Klasse festbleiben.

Ebenso vertauschen sich die Kegelschnitte untereinander,
die k£ in O; und O, beriihren, es bleiben dabei k& und der k har-
monisch eingeschriebene Kegelschmtt dieser Schar fest.

Die weiteren Eigenschaften von A! in &, stimmen mit.
denen von A?! in einem allgemeinen Bund & iiberein.

C. Die Verwandtschaft A' in &,.

Ferner findet man nach dem in 10. C. gegebenen Verfahren,
daBl A! im System &, in die Verwandtschaft

T3 et Ty = Y1172t s (4)

itbergeht. Dies ist die harmonische Kollineation mit dem Zentrum
K = P, und der Achse A, = p, (Abb. 16). Hier geht p; in B,
in sich iber, d. h. in 9, geht jede zerfallene Kurve 2. Klasse
(bestehend aus O, und einem weiteren Punkt von o,) in sich iiber.
Jedem k£ hyperoskulierenden Kegelschnitt entspricht ein eben-
solcher, denn in B, geht die Gerade [P,K] = p, in sich iiber.
Allgemeiner entspricht einer Schar von Kegelschnitten aus &,
die sich untereinander hyperoskulieren, wieder eine solche Schar.
Im iibrigen treten keine Abweichungen von der Verwandtschaft A*
im allgemeinen Bund & ein.

13. Die Kegelschnittverwandtschaften, die sich auf perspektive
Jonquiéressche Punktverwandtschaften in P abbilden.

Eine perspektive Jonquiéressche Punktverwandt-
schaft vom Grad n (=2) ist durch ihre Koinzidenzkurve
gegeben. Diese ist von n. Ordnung und vom Geschlecht
n—2, sie hat einen (n—2)-fachen Punkt und es werden
einander je zwei Punkte der Ebene zugeordnet, die auf
einem Strahl durch den (rn—2)-fachen Punkt liegen und
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die beiden restlichen Schnittpunkte des Strahls mit
der Koinzidenzkurve C harmonisch trennen.

Der ausgezeichnete (n—2)-fache Punkt von C kann
in der Ebene % nur der Punkt K sein, wenn die zugehorige
Kegelschnittverwandtschaft in © allein mit Hilfe des Kegel-
schnitts £ definiert sein soll. K ist dann (n—1)-facher Haupt-
punkt der Transformation in %, die ibrigen 2 (n—1) ge-
trennten einfachen Hauptpunkte sind die Beriihrpunkte
der Tangenten aus X an C. C muB allein mit Hilfe des Drei-
ecks Il und des Punktes K definiert sein, C ist also triangulér-
symmetrisch (d. h. € geht durch die Transformation o,—a.,,
ng—> 0, o3—>o0q in sich iiber). Dann liegen natiirlich auch die
2(n—1) getrennten einfachen Hauptpunkte trianguldr-symmetrisch.
Als einfache Hauptpunkte kommen daher nur die Bildpunkte K1, K2
der mit % verbundenen Kegelschnitte oder irgendwelche Tripel
oder auch Sextupel von Punkten in Frage, die triangulir-sym-
metrisch gelegen sind. Wéhrend zu den 2(n—1) einfachen
Hauptpunkten die Verbindungsgeraden mit K als ihre
Hauptgeraden gehoren, ist die Hauptkurve von K eine
Kurve der Ordnung n—1, die in K einen (n—2)-fachen
Punkt hat.

Nun besprechen wir einige der Kegelschnittver-
wandtschaften, die sich fir die ersten Werte von n
ergeben und von denen sich spéter zeigen wird, daf
sie gerade jene Verwandtschaften sind, die sich als
Sonderfdlle bzw. Ausartungsfélle einer Geiserschen Ver-

wandtschaft ergeben.

A. Die Kegelschnittverwandtschaft A%

Fir n=2 haben wir nur zwei einfache Hauptpunkte;
diese kénnen nur K! und K2 sein, C ist also einer der ool Kegel-
schnitte in P, die in K (i = 1, 2) die Gerade [K Ki] beriihren,
z. B. A, oder 0,. (In PB° ist C ein Kreis mit der Mitte K.) Die
Verwandtschaft ist in %8 die projektive Inversion an C
mit dem Zentrum K, wir nennen sie A%

Nehmen wir etwa A, als Koinzidenzkurve, so folgt
fir die zugehorige Kegelschnittverwandtschaft in ©, daB jede k
enthaltende Schar in sich iibergeht und ihre Kegelschnitte so
vertauscht werden, daB die beiden in der Schar enthaltenen £
harmonisch umschriebenen Kegelschnitte festbleiben. Auf jeder
Grundtangente der Schar bilden die Beriihrpunkte entsprechender
Kegelschnitte eine Involution, die Doppelpunkte sind die Beriihr-
punkte der % harmonisch umschriebenen Kegelschnitte. Da die
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Beriihrpunkte der beiden Kegelschnitte des Biischels A, gje
der angenommenen Schar angehoéren, leicht bestimmt werden
konnen, ist die Kegelschnittverwandtschaft auch in O leicht g,
vervollstindigen.

Da jeder Punkt von A, in B festbleibt und eine Involutiop
entsprechender Liniepnelemente trigt, folgt, daB jeder nich.
zerfallene k£ harmonisch umschriebene Kegelschnitt in O fegi.
bleibt und seine Linienelementquadrupel eine Involution erfahrey
in der das Tangentenquadrupel in den Grundpunkten es
Biischels A, sowie das Quadrupel der mit £ gemeinsamen Tangenten
festbleibt. Da ebenso die Punkte P; in B eine Involution ent-
sprechender Linienelemente tragen, folgt, daBl jeder zerfallenen
Kurve 2. Ordnung eine ebensolche mit demselben Doppelpunkt
entspricht. In dieser Inyvolution entsprechender Geradenpaare in
bleiben die Scheiteltangenten von % und die aus ihnen durch das
»Konjugium* hervorgehenden Geradenpaare des Biischels A, fest.

Zum Punkt K in P gehort die Hauptgerade A,
in O entspricht £ jeder k£ harmonisch eingeschriebene Kegelschnitt.
Zum Hauptpunkt K* gehért die Hauptgerade [K K7].

In % entspricht der Geraden p, der Kegelschnitt durch K,
der p, in Pg und py in P, berithrt. Deutet man % als Kreis-
punktepaar einer euklidischen Metrik, so ist £ in O ein Kreis
von bestimmtem Radius r, der p, entsprechende Kegelschnitt in
ist dann die Bildkurve der Reihe aller mit £ flichengleichen Kegel-
schnitte, wihrend den Punktepaaren in O, deren Bildpunkte
auf p, oder p; liegen, die Kegelschnitte entsprechen, bei denen
der eine oder andere Hauptkrimmungsradius = r ist.! Ferner
geht in P der Kegelschnitt durch K* und K2, der in P, bzw. P,
die Tangente [P,K] bzw. [P,K] hat, in sich iiber. Er stellt bei
derselben Deutung von kY als Kreispunktepaar eine Reihe von
Kegelschnitten dar, die von % konstante Tangentialentfernung
haben.® Ebenso geht in P jeder Kegelschnitt durch K, K2, P,, P,,
bei dem der Pol von p, auf [P;K] liegt, in einen ebensolchen
iber. Er stellt, wenn wieder k) das Kreispunktepaar der Ebene ©
ist, eine Reihe von Kegelschnitten dar, die konstante Tangential-
entfernung von jenem Kegelschnitt haben, dessen Bildpunkt
in B der Pol von p, ist.?

Da der Geraden p; (23 =0) in P der Kegelschnitt
02—ag03 = 0 entspricht, der durch K geht und p, in P; und p;
in P, beriihrt, ist die Verwandtschaft A% durch

1 Vgl. F. Hohenberg, ,,Uber die Kegelschnitte mit gemeinsamen
Hauptachsen*’, Deutsche Mathematik, Jahrgang 6, Heft 6, S. 533.
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ot ooy = (02—agag): (03—ag ;) (02—ay o) )

gegeben. Im System @&, wird daraus nach 9. E. die Verwandtschaft
[3’, . [3’_7 @Iq = 231 (31—2{32) . —(&31—232) ({31 + 2B,): 4(ﬁ1+32) Bs (2)

Sie ist in B, die projektive Inversion mit dem Zentrum
K(2,1,0) an dem Geradenpaar p,(p; = 0), Ay (B144B:. = 0),
d. h. es bleibt in ©; jedes auf o, gelegene Punktepaar von
©;, ebenso jeder & harmonisch umschriebene Kegelschnitt fest,
und es gehoren entsprechende Kegelschnitte g und g’ zusammen
mit &k einer Schar an. k entspricht jedem % harmonisch ein-
geschriebenen Kegelschnitt. Ferner entspricht P; jedem Punkt
von [P3K], d. h. in O, entspricht jedem Kegelschnitt von &,,
der k in O, hyperoskuliert, der Punkt O; als zweifach singulire
Kurve 2. Klasse. Weiters vertauschen sich in B, die Linien-
elemente von P, in £, daher die aus o0, und einer Geraden
durch O, bestehenden Geradenpaare.

Im System &, ergibt sich nach 10. C. die singulére Ver-
wandtschaft

Tiiieis = 0ivaivs, (3)
die jedem Punkt ¢ den Schnittpunkt von [Ky] mit p, zuordnet.
Es entspricht also einem Punktepaar, bestehend aus O; und einem
weiteren Punkt der Tangente in O; an k, jeder Kegelschnitt der
durch dieses Punktepaar und % bestimmten Schar. Jedem Punkt
der Geraden [P;K] entspricht P, also folgt wie in &,;, dall
jedem k£ hyperoskulierenden Kegelschnitt der doppeltgezihlte
Punkt O, entspricht.

Die Dualisologe eines Punktes X bei A?ist im Bund & die C,

Aghs oy (oa—0r3) (O'E_'J-z 0’«3)‘*‘7\3 7x1 o (o3—a1y) (0'-3—(’-3 o)+ (4)
+7~1 7_~2 O3 (dl—az) (U%_U-l 12) = 0.

Diese C, geht durch die Punkte P;, und die dortigen Tangenten
schneiden sich in K. K ist Doppelpunkt der C,, die Doppel-
punkttangenten gehtéren der Involution mit den Doppel-
strahlen [K Ki] an. Die C, geht ferner durch K X, ¥’ und die
Puﬂkte (07 i\/Xm \/;_\3)1 (\/7‘1, 0’ =+ \/7\3)7 (i \//ila \/7\21 O)-
Sie beriihrt in X die durch ), und X’ gelegte Umlinie.

Es gibt aber auch Kurven niedrigerer Ordnung
in B, die durch A? in sich iibergehen, namlich (auBer den
Geraden durch K) die Kegelschnitte durch Ki bei denen die
Tangenten in den beiden letzten Schnittpunkten mit A, durch K

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K., Abt. II4, 152, Bd., 1. bis 5. Heft. 5
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gehen (siehe die Deutung der Verwandtschaft in PB°), ferner gj,
Kurven 3. Ordnung

o (03 +ad+03—3 0y 0g aug)F 11 03 (o2t 0i3) e 03 (03 +0y) -+
+P«3 O3 (57-1+U~z) = Oa

bei denen p;+p,+p; = 0 ist. Diese Cy gehen durch K und osku
lieren A, in K! und K2
Die Dualisologe eines Punktes X im System &, ist die C,

hoha B2 (B1—2P2) FI2BaBa (Brt2B)—2h1 X2piBs = 0. (5)

Sie hat in P; einen Doppelpunkt, dessen Tangenten harmonisch
liegen zu p, und dem 4. harmonischen Strahl zu p, beziiglich p, und
[P; K,] (K, ist nach 9. B. das Bild des mit % vertauschbaren
Kegelschnitts des Systems &,). Die €y geht ferner durch K und
beriihrt p; in P, Auch in &; gibt es Kurven niedrigerer Ord-
nung in B, die in sich iibergehen, z. B. die Kegelschnitte, die A,
in P4 berithren und bei denen die Tangenten in den zweiten
Schnittpunkten mit den Koinzidenzgeraden p; und A, durch K
gehen.

(5)

B. Die Kegelschnittverwandtschaft A3

Fir n = 3 haben wir vier getrennte einfache Hauptpunkte.
Diese lassen sich aber offenbar nicht triangulir-symmetrisch
anordnen, also ist eine perspektive Jonquiéressche Verwandt-
schaft in $B, die man als Bild einer Kegelschnittverwandtschaft
in © auffassen kann, nur moglich, wenn man die Voraussetzung
aufgibt, daB die einfachen Hauptpunkte getrennt sind.

Wir nehmen als Koinzidenzkurve eine Kurve 3. Ordnung,
deren Gleichung symmetrisch in den o; ist. Diese C3 muf in K
mindestens einen einfachen Punkt haben, denn sonst hitte jede
Gerade durch K drei allgemeine Schnittpunkte mit der C; und
eine Verwandtschaft der verlangten Art liefe sich nicht definieren.
Sie kann aber auch keinen einfachen Punkt in K haben, denn
dessen, Tangente miiBte allein durch K und das Dreieck II de-
finierbar sein, was offensichtlich nicht moglich ist. Also muB
die Koinzidenzkurve in K einen Doppelpunkt haben,
dessen Tangenten die Geraden [K K'] sind. Dann ent-
sprechen sich auf einem Strahl durch K je zwei Punkte
in B, wenn sie harmonisch liegen zu K und dem letzten
Schnittpunkt des Strahls mit der Koinzidenzkurve.
Beispielsweise nehmen wir als Koinzidenzkurve die
rationale C,
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C == gy 05 (91 +00) Fap 05 (ap05) o529 (23+04) —

'—67.1 d.gdg — O

(7)

Sie hat im Doppelpunkt K die Tangenten [K K], die Tangenten
in P; gehen durch K%, K{ sind Wendepunkte. Das
Tangentenpaar [K Ki] des Doppelpunkts K hat die Gleichung

Df‘—?d?+0’3+0’v?‘;—1213—1311—‘0¢10’-2 = 0. (8)

Der Punkt (14t (2;—1)) beschreibt bei verinderlichem Parameter ¢
die Gerade [Ka), t = 0 ergibt K und ¢ =1 ergibt den Punkt 4.
Fir ¢t = —2D:(C—2D) ergibt sich der restliche Schnittpunkt
mit der Koinzidenzkurve, daher (wegen der harmonischen Lage
der vier Punkte) fir ¢ = D: (D—C) der Punkt »’ in ‘B, der o in
der Verwandtschaft A® entspricht, namlich

oy oy oy = (Doy—C): (Doy—C): (Dog—C). (9)

K ist der einzige Hauptpunkt der Verwandtschaft in %,
das Doppelpunkttangentenpaar D =0 die zugehorige
Hauptkurve. Die Linienelemente der Punkte P; bilden eine
Involution, deren Doppelstrahlen durch K und K{° gehen, also
werden in © die Geradenpaare des Bundes involutorisch ver-
tauscht, wobei die Scheiteltangenten von k sowie die Scheitel-
tangenten der mit & vertauschbaren Kegelschnitte festbleiben.
Einer Geraden g in 9P entspricht eine C,; im Doppelpunkt K hat
sie dieselben Doppelpunkttangenten wie C. Sie geht durch die
Schnittpunkte der Geraden mit C. Die zwei C; die zweil ver-
schiedenen Geraden entsprechen, oskulieren sich mit beiden
Asten in K. Die Wendepunkte der einer Geraden g entsprechenden
C; liegen auf den Geraden [KKY], d. h. auf den Verbindungs-
geraden von K mit den Wendepunkten von C. Die gegebene
Gerade g geht durch die harmonische Kollineation mit dem
Zentrum K und der Achse A, in die Wendepunktsgerade der
entsprechenden C; iiber.

Im System &,; wird die Verwandtschaft A% nach
9. E. zur perspektiven harmonischen Kollineation mit
dem Zentrum K und der Achse p; (Abb. 14), niimlich

BiiBoiBs = Bat(B1—Ba): s (10)

In B, bleibt jeder Punkt von p, fest, in £, geht also jedes auf o,
gelegene Punktepaar von &, in sich iiber. In B, geht jede Gerade
durch K in sich iber, in £, vertauschen sich die Kegelschnitte
jeder Schar, die k enthélt, wobei die Berithrpunkte entsprechender
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Kegelschnitte auf jeder der beiden einfachen Grundtangenten
der Schar harmonisch liegen zum Berithrpunkt mit % und zyp,
Schnittpunkt mit der doppeltgezdhlten Tangente 0;. Insbesondere
entspricht in B, die Gerade p; sich selbst, in O, vertauschen sjcj
also die & doppelt beriithrenden Kegelschnitte. Da in 9, jeder
Geraden durch P, eine ebensolche entspricht, geht in 9, jede
Schar von Kegelschnitten aus &,, die sich auf o, doppelt beriihren,
in eine ebensolche Schar iiber. In B, entspricht jeder Geradep
durch P; eine ebensolche, in ©; geht also jede Schar von Kegel-
schnitten, die sich in O3 hyperoskulieren, in eine ebensolche iiber:
insbesondere geht die Schar der % hyperoskulierenden Kegel-
schnitte in sich iber. Weiters entspricht in 9, der Geraden 4,
die Gerade O,, in £; gehen die k£ harmonisch eingeschriebenen
Kegelschnitte in die k& eingeschriebenen Kegelschnitte iiber.

Im System &, wird die Verwandtschaft nach 10. C,
zur perspektiven harmonischen Kollineation mit dem
Zentrum K und der Achse p, (Abb. 16). In O, bleibt also
jede zerfallene Kurve 2. Klasse fest, die aus O; und einem Punkt
von o, besteht. Die k£ hyperoskulierenden Kegelschnitte werden
untereinander vertauscht, festbleiben & und der doppeltgezihlte
Punkt O, Im iibrigen gehoren je zwei entsprechende Kegel-
schnitte ¢ und 4 zusammen mit % einer Schar an, wobei auf der
von o, verschiedenen gemeinsamen Tangente die Bertihrpunkte
von 7 und 4" harmonisch liegen zum Beriihrpunkt mit & und zum
Schnittpunkt der Tangente mit o,.

C. Die Kegelschnittverwandtschaft A4

Fiir n» = 4 haben wir, wenn die Kegelschnittverwandtschaft
sich auf eine perspektive Jonquiéressche Transformation in $
abbilden soll, in der Bildebene ® den dreifachen Hauptpunkt &
und sechs getrennte einfache Hauptpunkte, die trian-
guldr-symmetrisch angeordnet werden miissen. Als
einfache Hauptpunkte konnen wir zwei der Punktetripel P;
K;, K2, L; usw. nehmen, es lassen sich aber auch Sextupel von
Punkten in P angeben, die triangular-symmetrisch angeordnet
sind und sich nicht in zwei Tripel dieser Art zerlegen lassen.

Besprechen wir ein Beispiel dieser letzteren Art. Wir
nehmenalseinfache Hauptpunktein B jenesechs Schnitt-
punkte von 0, und 6, die von K; verschieden sind.
Sie seien mit M, M, M, N, N, N bezeichnet (Abb. 3). Sie
sind die Bildpunkte jener sechs von k', k® verschiedenen Kegel-
schnitte des Bundes, die k zugleich eingeschrieben und um-
schrieben sind.
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Eliminiert man aus
O, == A2—4A, =0
und
Oy — -’/-\;31.—4'/‘1 J.293 A,=0

den Ausdruck A,, so findet man die Kurve 3. Ordnung

A} —6bo o2 =0,
die ®, nur in den gesuchten sechs Schnittpunkten schneidet.
Aus der Gleichung von @, folgt dann

oy = optog = 2 \/;TU;
und durch Einsetzen in die Gleichung der Kurve 3. Ordnung
ergibt sich, wenn 21—~ ¢ und t+ 1 = u gesetzt wird, die kubi-
O.g

sche Gleichung u®—13u2+51u—63 = 0 mit der einfachen
Wurzel u =7 und der Doppelwurzel u = 3. Hieraus folgen die
sechs von K* verschiedenen Schnittpunkte von @, und 0, in ¥,
némlich

My (2,3—\/5,3+\/5), N,(23+\/53—\/5),
My(3+\/5,2,3—\/5), N,(3—\/5,23+\/5),
M;3—\5,3+\/5,2), N, (3+V/5,3—\/52).

Diese sechs Punkte haben eine besondere Lage in P : M; und N;
vertauschen sich durch ¥, je zwei Punkte M; und ebenso je zwei
Punkte IV; liegen auf einer Geraden durch eine Ecke von II. In ©
gilt daher: je zwei Kegelschnitte m; und n; (i =1,2,3)
sind zueinander polar beziiglich k, m; und m, (ebenso n,
und 7n,) berithren sich auf o, (und zyklisch weiter).

. Die Koinzidenzkurve der Verwandtschaft in %
1st jene C,, die in diesen sechs Punkten die Verbindungsgeraden
mit K berihrt und in K einen Doppelpunkt hat. Man erhilt
als Gleichung der Koinzidenzkurve

oi+os+oi+5 (03 optoy o3 +adastos08+od oy +og0d) —
— 36 (02 02402 02402 02) 42505 05 0.3 (0102 F-015) = 0.

Diese hyperelliptische C, ist projektiv speziell, denn die Tangenten
ihres Doppelpunkts K gehen durch die Beriihrpunkte K, K2 einer
der 16 Doppeltangenten, namlich A,.

(11)
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Die Hauptkurve von K ist die C; mit dem Doppe).
punkt K und den einfachen Punkten M; N; sie ist die erst,
Polare von K beziiglich der Koinzidenzkurve. Thre Gleichung ist
daher

7(084034-03) —16(03 gptay 03 +0d astanai+
+o02oy+ag02)+750 0505 = 0.

Sie_hat ebenfalls den Doppelpunkt K mit den Tangenten [K Ki
und geht auBerdem durch die Punkte K{°.

Man konnte nun die Gleichungen der Verwandtschaft sg
gewinnen, dal man zu einem angenommenen Punkt o in P die
Gerade [Ko] mit der Koinzidenzkurve schneidet und den 4. har-
monischen Punkt zu o beziiglich der beiden von K verschiedenen
Schnittpunkte bestimmt. Einfacher ist es jedoch, die Gerade
a1 = 0 zu transformieren. Einer Geraden in B entspricht eine C,
mit dem dreifachen Punkt K, die einfach durch die sechs ein-
fachen Hauptpunkte und durch die Schnittpunkte der gegebenen
Geraden mit der Koinzidenzkurve geht. Die Gleichung der
a; = 0 entsprechenden C, gibt dann den Ausdruck fiir o] an;
man erhilt

ol = —060ttoitoi+21ad o+ 210 03—203 0 —
— 2030y +503 03+5030,—2002 02— 2002 02— (13)

— 3602 02+41 0y 22 03+41 05 0502 -— 5002 05 01

(12)

Die Ausdriicke fiir o} und o} folgen daraus durch zyklisches Vor-
riicken. Dem Punkt P, in $§ entspricht also der Punkt (—6, 1, 1);
da sich die Linienelemente beider Punkte in 8 paarweise ent-
sprechen, bilden sich in £ die Geradenpaare mit dem Tréiger 0,
auf die Tangentenquadrupel des Kegelschnitts 22—622—622 = 0
ab, deren Diagonaldreieck Q ist.

In P geht O, in sich tber (Involution mit den Fest-
punkten Ki), in £ vertauschen sich also die % eingeschriebenen
Kegelschnitte. Der Verbindungsgeraden von zwei -einfachen
Hauptpunkten entspricht in P der Kegelschnitt durch die iibrigen
fiinf Hauptpunkte. Die beiden Schnittpunkte der Geraden mit
dem Kegelschnitt gehoren der Koinzidenzkurve an; die in K
gelegte Tangente des Kegelschnitts schneidet die Gerade in einem
Punkt der Hauptkurve von K. Da man somit in $ auf jeder
Geraden g durch K mehrere Paare der Involution auf g gegeben
hat, 148t sich die Verwandtschaft in $ leicht linear vervoll-
stindigen, ohne daB die Koinzidenzkurve vorliegen mu8.
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Die weitere Behandlung der Verwandtschaft wird zu kom-
liziert. Es sei nur noch erwihnt, dafl in B jede Kurve 3. Ordnung

(, durch die sechs einfachen Hauptpunkte und durch K in sich
iibergeht; denn es entspricht ihr eine Cy,, von der sich die sechs
Hauptgeraden und die Hauptkurve von K abspalten, also eine C/,
die ebenfalls durch die Punkte M;, IV;, K geht; da die gegebene C,
die entsprechende ', noch in vier weiteren Punkten schneidet, die
auf der Koinzidenzkurve liegen, sind C,; und C) miteinander
identisch. '

In &, wird aus der Verwandtschaft A*nach 9. E. die
projektive Inversion mit dem Zentrum K an dem Ge-
radenpaar 6p82—6p,p,—p2 = 0, das aus der Koinzidenz-
kurve (11) nach Abspaltung der doppeltgezahlten Geraden [P, K]
hervorgeht, ndmlich

3;: ’{z: le = (31——232) (3B1+32): 3 (Bl—2ﬁ2) (2[31‘—{32):
S(— 981+ 78) Ba

In P entspricht dem Punkt K jeder Punkt der Polaren
98,— 7, = 0 von K beziiglich des Geradenpaares, wihrend dem
Punkt P, jeder Punkt von [ P, K] entspricht. Die k& entsprechenden
Kegelschnitte bilden also eine lineare Schar von Kegelschnitten,
die sich hyperoskulieren, dem doppeltgezdhlten Punkt O, ent-
spricht jeder k& hyperoskulierende Kegelschnitt. Anders als im
System & entspricht hier der Geraden @, die Gerade p,, d. h.
in £, entsprechen den k eingeschriebenen Kegelschnitten die
aus Oz und einem weiteren Punkt von o, bestehenden Punktepaare.

Im System &, wird die Verwandtschaft A4 wie
sich aus 10. C. ergibt, singular.

D. Die Kegelschnittverwandtschaft A22.

Zu einer Verwandtschaft, bei der sich die Umlinien in P
bzw. die Kegelschnittbiischel in © in einfacherer Weise trans-
formieren, gelangt man im Fall n = 4, wenn man die Voraus-
setzung aufgibt, daf die einfachen Hauptpunkte getrennt sind.

Wir lassen also die sechs einfachen Hauptpunkte
paarweise zusammenfallen, am zweckmé&Bigsten in die
Punkte P;, und nennen die so entstehende Verwandt-
schaft A% Die Koinzidenzkurve hat dann Doppelpunkte
in K und P;, sie zerfdllt also in zwei Kegelschnitte, von
denen wir den einen noch durch K, den anderen noch durch K2
gehen lassen, also C, (K, P;, K!) und C, (K, P;, K?) mit den
Gleichungen

(14)
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Cy== 0542030 +ema, =0, Co=u03+ca3m+teo,0,=0, (15)

—1il\/§ - 3,
=taE

(¢ =

Einem Punkt o in P entspricht dann auf der Geraden [Ko] dep
4. harmonische Punkt zu o beziiglich der von K verschiedenen
Schnittpunkte von [Ko] mit C; und C, Setzt man (1-tq)
(t = veranderlicher Parameter der Geraden [Ko]) in die Glei-
chungen von C; und C, ein, so ergeben sich fir die Schnitt-
punkte mit C, und C, die Werte

oy +e®oytos
opastetogonteog o
so daf die Schnittpunkte lauten:

oy +e oyt ay

tl =
ogtsteogotetayn,

bZW, tz =

Zy (0= 0) (5 —o1a), €2 (og— ) (a— 13), & (o3 — 1) (ot — )
Zz((dq—d-z) (0'-1—13), € (dz”—oh) (ﬁz'—o’-a)a e? (aa_'o'q) (0'-3—’12))-

Bestimmt man nun ¢ so, daB Z,+t Z, der Punkt (a;) wird, so ist
Z—1'Z, wegen (Z,Z,009') = —1 der Punkt (a}). So ergibt sich

oy = (03— 0ig) (013 — 1) (— 20 013 +-015 93 +-01 01) (16)

(o5 und o daraus durch zyklisches Vorriicken in den Indizes). Es
wird o! = 1, o) = oy = 0, wenn g,—a, = 0 ist, also ist P, ein-
facher Hauptpunkt mit der Hauptgeraden [P, K] (und
zyklisch weiter). Setzt man ferner o) = o, = o}, so folgt aus
diesen Gleichungen die Hauptkurve des dreifachen Haupt-
punkts K (4, 1, 1), ndmlich

01y 0 (0 09) 02 015(0p - 005) 013 0y (013 +-011) — 60305005 = 0, (17)

die wir schon in 13. B. als Koinzidenzkurve der dort behandelten
Verwandtschaft verwendet haben. Sie hat in K einen Doppelpunkt
mit den Tangenten [K K'] und [K K?], die Tangente im Punkt P;
geht durch K{°. Die Punkte der Hauptkurve entsprechen zufolge
der perspektiven Zuordnung eineindeutig den Linienelementen des
Punktes K in ®. In O entspricht daher jedem Linienelement-
quadrupel von k, dessen Diagonaldreieck Q ist, ein Kegelschnitt
mit dem Bildpunkt auf dieser Hauptkurve.

Der Geraden p, in ‘B entspricht nach Abspaltung der Haupt-
geraden von P, und P, die Umlinie —2a,05+4 0305+ 0y0, =
die durch K geht und Au in P, berithrt. Setzt man in (16) o, = 0
so folgt ool = —o," s, d. h. entsprechende Punkte von p;
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und — 205 a3+050,+0,0, = 0 liegen auf Geraden durch P,, die
harmonisch liegen zu p, und p;. Dem Punkte K9(0, 1, 1) ent-
spricht P, In O entspricht daher dem Punktepaar £, in dem &
von o; geschnitten wird, das Geradenpaar mit dem Trager Q,,
das dem Biischel A, der k& harmonisch umschriebenen Kegelschnitte
angehort. Den Punktepaaren auf o, entsprechen die Kegelschnitte
des Biischels, das durch % und jenes Geradenpaar bestimmt ist. Ein
Punktepaar auf o, und die Schnittpunkte des ihm entsprechenden
Kegelschnitts mit o, bilden vier harmonische Punkte.

Einer allgemeinen Geraden in ‘B entspricht eine C,.
Die Tangenten ihres dreifachen Punktes K gehen durch die Schnitt-
punkte der gegebenen Geraden mit der Hauptkurve von K, die C,
berithrt ferner in P; die Gerade [P; K], sie geht weiters durch
die Schnittpunkte der gegebenen Geraden mit C; und C,.

Einem allgemeinen Kegelschnitt in ‘® entspricht eine Cy mit
Beriihrungsknoten P; (herriilhrend von den zwei Schnittpunkten
des Kegelschnitts mit der Hauptgeraden [ P; K]) und sechsfachem
Punkt K (wegen der sechs Schnittpunkte des Kegelschnitts mit
der Hauptkurve von K). Einer Umlinie in ‘B entspricht daher
(nach Abspaltung der Hauptgeraden [P; K] von der () eine C;
mit dreifachem Punkt X und Doppelpunkten P;. Die Tangenten
des dreifachen Punktes K gehen nach den von P; verschiedenen
Schnittpunkten der Umlinie mit der Hauptkurve von K. In P;
ist die eine Tangente fest, nimlich [P;K{"], die andere bildet
mit der Tangente an die Umlinie ein Paar einer Involution; die
Doppelstrahlen dieser Involution sind die Tangenten an C; und C,
in P;, sie gehen durch die Schnittpunkte von p; mit [K K] und’
[KK?]. Wenn also insbesondere A, transformiert wird, gehen
in jedem Punkt P; die einen Doppelpunkttangenten durch den
dreifachen Punkt K, sie spalten sich daher von der (; ab und
es bleibt A,. In © werden also die £ harmonischumschrie-
benen Kegelschnitte vertauscht, festbleiben die mit
k verbundenen Kegelschnitte &' und £2.

Wenn die Umlinie durch K geht, spaltet sich die Hauptkurve
des Punktes K von der C; ab und es bleibt eine Umlinie durch K.
Im Umlinienbiischel durch K findet also eine Involution
statt, in der die Umlinien C, und C, festbleiben. Durch
diese Involution werden auch die Tangenten der Umlinien in K
involutorisch vertauscht, die festbleibenden Tangenten an C,
und C, gehen durch K2 bzw. K. (In P° bilden also die Tangenten
entsprechender Umlinien durch K in diesem Punkt die Paare der
Rechtwinkelinvolution.) Diese Eigenschaften ermoglichen eine
leichte Vervollstindigung der Kegelschnittverwandtschaft A22in £.
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Die Isologe eines Punktes ) in % ist seine Verbindungs.
gerade mit K. Die Dualisologe eines Punktes X in B ist die C,

7\2 7\3 51 (_‘20'-2 ostos0y+oy dz)‘f’is 7\1 Oy (_20'-3 ot o 0
+ay °'-3)+7\1 7\2 g (— 20’-1 ogt0g 03103 0'-1) = 0.

Sie beriihrt A, in P;, ferner zeigt sich, daBl die Tangente der C,
in K durch den Bildpunktdes zu }/ beziiglich k polaren Kegelschnitts
geht. Die C, beriihrt in ) die durch ) und }’ gelegte Umlinie.
Der letzte Schnittpunkt der C, z. B. mit p, liegt harmonisch zur
Projektion von ) aus P, auf p, beziiglich P, und P,.

Wie sich nach 9. E. ergibt, ist die Verwandtschaft in &,
singuldr, die Punkte auf g; = 0 in %, sind Hauptpunkte, ihre
Hauptgeraden sind die Verbindungsgeraden mit P; Ebenso ist
die Verwandtschaft in &, singular, jeder Punkt der Ebene §,
entspricht dem Punkt P; in R,

(18)

E. Die zu A?* duale Kegelschnittverwandtschaft.

Es lohnt sich, noch einen Blick auf die zu A% duale Ver-
wandtschaft zu werfen. Ihre Gleichungen erhdlt man aus denen
von A?% indem man die ¢; und ¢) durch die reziproken Werte
ersetzt, namlich

,,_”: ot.i,ﬁ d'* = oy (9s—a3) (03——205+a3) (o1tay—2a5): ... (19)

Den einfachen Hauptpunkten P; entsprechen die Haupt-
geraden [KK]°], den einfachen Hauptpunkten K{° die
'Hauptgeraden [P; K]. K ist dreifacher Hauptpunkt mit
derselben Hauptkurve wie bei A?2%. Die Koinzidenzkurve
besteht aus den Geraden [K Ki]. A, bleibt fest, die Punkte
von A, erfahren eine Involution mit den Festpunkten Kt
Auf den Festgeraden p; befindet sich eine Involution,
deren Festpunkte zugleich auf den Koinzidenzgeraden
[ K K] liegen.

Die Geraden durch K bilden eine Involution, deren
Feststrahlen die Koinzidenzgeraden [K K] sind. Es liegt hier ein
Beispiel jener anderen Art Jonquiéresscher Transformationen in B
vor, bei der die Strahlen durch den (n—1)-fachen Hauptpunkt K
sich vertauschen (nichtperspektive Jonquiéressche Trans-
formationen).

Jede durch K gehende Umlinie bleibt fest (das Zen-
trum der Involution entsprechender Punkte der Umlinie liegt auf
A.). Jede durch K gehende Umlinie ist die Dualisologe jedes
ihrer Punkte.
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14. Die Kegelschnittverwandischaften, die sich auf Geisersche
Punktverwandtschaften in $f abbilden.

A. Die Geisersche Punktverwandtschaft.

Zunichst einiges iiber die von Geiser gefundene involu-
torische Punktverwandtschaft.! Alle durch 8 Punkte der Ebene
gehenden Kurven 3. Ordnung gehen auch noch durch einen
neunten Punkt. Solche 9 Punkte der Ebene, durch die mehr als
eine einzige C; hindurchgehen, heilen 9 assoziierte Punkte jeder
durch sie hindurchgehenden C,. Sind 7 feste Punkte gegeben, der
achte aber verinderlich, so ist auch der neunte Punkt verdnderlich,
der sie zu 9 assoziierten Punkten einer C; ergdnzt. Die Geisersche
Punktverwandtschaft besteht darin, daB sich 2 Punkte
der Ebene entsprechen, wenn sie 7 gegebene Punkte
zu 9 assoziierten Punkten einer C,; ergidnzen. Bei all-
gemeiner Lage der 7 gegebenen Punkte ist diese involutorische
Verwandtschaft vom Grad 8, sie besitzt eine Koinzidenzkurve
6. Ordnung mit Doppelpunkten in den 7 gegebenen Punkten.
Diese sind dreifache Hauptpunkte der Verwandtschaft, jedem
von ihnen entspricht als Hauptkurve die Kurve 3. Ordnung, die
in diesem Hauptpunkt einen Doppelpunkt hat und einfach durch
die ibrigen 6 Hauptpunkte geht. Einer Geraden entspricht eine
Cy mit dreifachen Punkten in den 7 Hauptpunkten; sie schneidet
die gegebene Gerade in deren 6 Schnittpunkten mit der Koinzidenz-
kurve und in dem einzigen auf der Geraden gelegenen Punktepaar
der Verwandtschaft (d. h. die Klasse der Verwandtschaft ist 1).

Von Interesse sind die Ausartungsfdlle der Ver-
wandtschaft, die sich bei besonderer Lage der Haupt-
punkte ergeben.

@) Wenn 3 Hauptpunkte auf einer Geraden g liegen,
so schneidet g die einer allgemeinen Geraden entsprechende C,
in 3.3 =9 Punkten, g spaltet sich also von der (g ab und die
Ordnung der Verwandtschaft vermindert sich um 1. g spaltet
sich ebenso von den Hauptkurven der auf g gelegenen Haupt-
punkte ab, die Hauptkurve eines auf g gelegenen Hauptpunktes
ist also der Kegelschnitt durch diesen Hauptpunkt und durch die
nicht auf g gelegenen 4 Hauptpunkte. Weiters spaltet sich g
von der Koinzidenzkurve ab.

b) Wenn 6 Hauptpunkte auf einem Kegelschnitt [/
liegen, so schneidet [ die einer allgemeinen Geraden ent-

1 Geiser, ,,Uber zwei geometrische Probleme*, Journal f. Math., Bd. 67
(1897), S. 78—89, siehe auch R. Sturm, Die Lehre von den geometrischen Ver-
wandtschaften, Bd. IV (1909), S. 96—105, 120—130.
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sprechende C in 6.3 = 18 Punkten, [ spaltet sich zweimal vop,
der Cg ab (denn bei nur einmaligem Abspalten bliebe von der C,
eine nichtrationale Cg iibrig) und die Ordnung der Verwandtschaft
vermindert sich um 4. [ spaltet sich auch von den Hauptkurven
der auf [ gelegenen Hauptpunkte ab, diese werden einfache Haupt-
punkte und ihre Hauptgeraden sind ihre Verbindungsgeraden
mit dem nicht auf ! gelegenen Hauptpunkt. Weiters spaltet
sich I von der Koinzidenzkurve ab, es bleibt eine C,, die einfacl
durch die einfachen Hauptpunkte geht und im letzten Haupt-
punkt einen Doppelpunkt hat. (Liegen mehr als drei Haupt-
punkte auf einer Geraden oder mehr als sechs Hauptpunkte auf
einem Kegelschnitt, so wird die Verwandtschaft unbestimmt.)

Soll das Bild einer Kegelschnittverwandtschaft
eine Geisersche Punktverwandtschaft in % sein, so
miissen die 7 Hauptpunkte der Verwandtschaft in
allein mit Hilfe des Punktes K und des Dreiecks I de-
finiert sein. Also wird man K als Hauptpunkt nehmen,
die {ibrigen 6 Hauptpunkte liegen dann triangular-
symmetrisch bzw. 1.

B. Die bisherbehandelten Kegelschnittverwandtschaften
als Geisersche Punktverwandtschaften in .

Wir zeigen nun, daB sich die bisher behandelten Verwandt-
schaften als spezielle Geisersche Punktverwandtschaften in 9} auf-
fassen lassen. Fir ¥, I' und A ist dies schon in 5. bewiesen.

@) Um zur Verwandtschaft A® zu gelangen, kann man
K, P;, L; als Hauptpunkte der Geiserschen Verwandtschaft
nehmen. Da P; und L; auf einem Kegelschnitt A, liegen, ferner
drei Dreipunktgeraden [K P;L;] (1 =1, 2, 3) auftreten, ver-
mindert sich die Ordnung der Verwandtschaft um 7, die Ver-
wandtschaft ist also eine Kollineation in 8. Sie fiihrt jede Cy durch
K, P;, L; in sich iiber, also auch jede aus A, und einer Geraden
| K 2] bestehende zerfallene C,, daher liegt auch o/ auf [Kq], die
Kollineation ist perspektiv mit dem Zentrum K. Da sie invo-
lutorisch ist, hat sie die Achse A, und ist daher mit A' identisch.

b) Um zur Verwandtschaft A% zu gelangen, nehmen
wir zunéchst K als einen Hauptpunkt der Geiserschen Verwandt-
schaft in 8. Die iibrigen 6 Hauptpunkte lassen wir zu je drei in
die Kriitmmungselemente von A, in K' und K? zusammendriicken.
Dann liegen 6 Hauptpunkte auf dem Kegelschnitt A,, ferner
enthalten die Tangenten von A, in K!' und K2 weil sie durch K
gehen, je 3 Hauptpunkte, also hat die Verwandtschaft die Ord-
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pung 2. Wie bei A? folgt, dafl jede Gerade durch K in sich iiber-
geht. Die volle Koinzidenzkurve 6. Ordnung hat in den Haupt-
punkten Doppelpunkte, sie besteht aus A,, den Geraden [K K']
und einem noch festzulegenden Kegelschnitt. Weiters spaltet
gich von der vollen Hauptkurve von K das Geradenpaar [K Ki]
ab, es bleibt als Hauptkurve  von K die Gerade A, Fiir den
Koinzidenzkegelschnitt ist also A, die Polare von K. Nimmt man
an, daB im Kriimmungselement von A, in K' die Hauptpunkte
H,, H,, H; zusammengeriickt sind, wobei H; und H, die Tan-
gente [KK'] von A, in K* angeben, so muB, damit die volle Koin-
zidenzkurve auch in Z/; einen Doppelpunkt hat, der Koinzidenz-
kegelschnitt durch H, gehen; er ist also mit A, identisch.

¢) Um zur Verwandtschaft A® zu gelangen, bedenke
man, daBl bei A® einer allgemeinen C; eine C, entspricht. Soll
daher eine C, in sich iibergehen, so muf sich von der C, eine C;,
bestehend aus Hauptkurven von \3, abspalten. Da das Geraden-
paar [K K'] die einzige Hauptkurve der Verwandtschaft ist, muf}
es sich dreimal von der C, abspalten, die C; muf} einen dreifachen
Punkt in K haben, sie mufl also in drei Geraden durch K zer-
fallen. A3 ist also eine Geisersche Verwandtschaft, bei der samt-
liche Hauptpunkte in K vereinigt sind.

d) Um zur Verwandtschaft A* zu gelangen, hat man
die Hauptpunkte der Geiserschen Verwandtschaft in die
Punkte K, M; und N; zu verlegen. Es spaltet sich &, von der
Koinzidenzkurve, von den Hauptkurven der Punkte M; und N;
und von der einer Geraden entsprechenden vollen Cg ab, die Ver-
wandtschaft ist von der Ordnung 4 und aus demselben Grund
wie bei A! perspektiv. Da die Koinzidenzkurve 4. Ordnung in K
einen Doppelpunkt hat, entsprechen sich auf jeder Geraden
durch K je zwei Punkte, die harmonisch zu den beiden letzten
Schnittpunkten der Geraden mit der Koinzidenzkurve liegen.
Auf den Hauptgeraden [K M;] und [K ;] der einfachen Haupt-
punkte ist diese Involution entsprechender Punkte singulir, daher
fallen die Schnittpunkte mit der Koinzidenzkurve dort zusammen,
die Tangenten der Koinzidenzkurve in M; und /N; gehen also
durch K, d. h. die Verwandtschaft ist mit A* identisch.

e) Um zur Verwandtschaft A% zu gelangen, mufl man
einen Hauptpunkt der Geiserschen Verwandtschaft nach K ver-
legen und die tbrigen zu je zwel in P; zu Linienelementen (P,
Gerade [P; K9']) zusammenriicken lassen. Denn nach 13. D. ist
jede C; durch K, die in P; die Gerade [P; K{°] beriihrt, Dualisologe
eines Punktes %, geht also bei A%2 in sich iiber und schneidet jede
andere Dualisologe von A?? in einem Punktepaar von A2
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In &dhnlicher Weise 14Bt sich zeigen, dal die bisher he.
handelten Verwandtschaften auch in den Systemen &, und @,
als Sonderfille der Geiserschen Verwandtschaft in der Bildebene
B; bezw. B, aufgefaBBt werden konnen, wenn sie nicht singulér sind,

C. Bestimmung aller durch K und Il definierbaren Gei-
serschen Punktverwandtschaften in .

Es liegt daher nahe, nach der Gesamtheit der Kegelschnitt-
verwandtschaften in © zu fragen, deren Bilder in P als Sonderfille
der Geiserschen Verwandtschaft aufgefalit werden konnen. Dazu
ist erforderlich, daB die 7 Hauptpunkte der Verwandtschaft
in B durch K und II allein definierbar sind, d. h. die 7 Hauptpunkte
miissen beziiglich IT trianguldr-symmetrisch angeordnet sein. K muf8
daher einer der Hauptpunkte sein; ist weiters (v, v 1) einer
der iibrigen 6 Hauptpunkte, so miissen auch jene Punkte Haupt-
punkte sein, deren Koordinaten hieraus durch Permutationen
entstehen, also (1,73 71e), (M2 13)y (M2 N3 M)y (N3 1M2)s (Manen). Hier
ergeben sich mehrere Moglichkeiten.

Sind diese 6 Punkte voneinander verschieden, so sind alle
restlichen 6 Hauptpunkte festgelegt (z. B. A%, A% A?%). Sind nicht
alle 6 Punkte voneinander verschieden, so 1aBt sich durch ent-
sprechende Numerierung erreichen, dall entweder (v, v, 4s) =
(203'1) oder (11121s) = (s 7e) Ist. Im Fall (n19575) = (e nsm)
folgt ny:my = ot s, Netns = N3t Ny, N3t @ = MN1: 1M daher liegen
die Hauptpunkte in P auf den drer Kegelschnitten o —a,05 = 0,
o3—og0y; =0, 02—ay 0, = 0. Diese Kegelschnitte schneiden sich
aber nur in K und K% so daB auch die 6 Hauptpunkte in diese
Punkte fallen miissen, also ergeben sich hier die Sonderfille A*
(wenn alle Hauptpunkte in K vereinigt sind) und A? (wenn K
einfacher Hauptpunkt ist, wihrend K' und K? dreifache Haupt-
punkte sind); es ist also z. B. (1, 1 13) = (1, ¢, %) = K', dann
sind auch (2 nam) = (s ) = K und (v;131e) = (eins) =
(n3ne 'rlp) = (1, ¢% ) = K~

m Fall (v, 1, 3) = (1, M3, "]2)_ folgt dagegen 7, : 1 = 1t My
Mg Mg = Mg My N3’ My = Nz * My, 8150 ist entweder 4, = 0, 1 = —13
oder 7, = 13, n; beliebig. Ist m, = 0, 1, = —u3, so ist dies der
Punkt K% und wir haben wegen der trianguliren Symmetrie die
Hauptpunkte K{°, so daB ebenfalls noch ein Tripel von Haupt-
punkten wihlbar ist (z. B. bei der zu A?? dualen Verwandtschaft
X AY, wo die Punkte P; hinzutraten). Ist aber v, = 73 und
beliebig, so ist (q;, 1, 1s) irgendein Punkt auf [P, K], wir haben
also wegen der trianguldren Symmetrie die drei Hauptpunkte
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(v N )y {2y 1y 1N2)y (M)2y N2y 1), 80 daB noch ein Tripel von Haupt-
unkten wihlbar ist, das ebenfalls trianguldr-symmetrisch liegen
muf (z. B. I, T, A, AY).

Abgesehen von den schon behandelten Sonder-
fallen A2 und A® haben wir also folgende drei Fillein der
Ebene ‘B:

Al: K ist ein Hauptpunkt, die iibrigen 6 Haupt-
punkte bilden ein beziiglich [l triangulér-symmetrisches
Sextupel (wie bei AL, A% A%);

Al K ist ein Hauptpunkt, K¥ sind Hauptpunkte, es
kommt noch ein beziiglich II trianguldr-symmetrisches
Tripel von Hauptpunkten hinzu (wie bei L A%2Y);

AML: K ist ein Hauptpunkt, die ibrigen 6 Haupt-
punkte verteilen sich auf zwei Tripel trianguldr-sym-
metrisch gelegener Punkte, die auf den Geraden [P; K]
liegen (wie beil X, T, A, AY).

15. Erster Fall: Die Kegelschnittverwandtschaft, die sich auf die
Geisersche Punktverwandtschaft Al in ¢ abbildet.

A.Die Kegelschnittverwandtschaft Al in &.

K ist einer der Hauptpunkte der Verwandtschaft AT in R,
Era3 (1, 2y 13) (mTEne=FEms=Em,) und die daraus durch Koordinaten-
permutation entstehenden 5 Punkte £, s, Fora, Eosy, Eap, Egy sind
die weiteren 6 Hauptpunkte. Sie liegen auf dem Kegelschnitt
ZE{J Au—a A} = 0, wobei p:c = (‘01+‘I]2+"]3)2: ("]2 N+ nmt+n )
ist. I spaltet sich doppelt von der Cy ab, die einer Geraden in P
entspricht, die Verwandtschaft hat die Ordnung 4. [ spaltet sich
auch von der Koinzidenzkurve Cg ab, diese hat also in K einen
Doppelpunkt und geht einfach durch die Punkte E;,;. [ spaltet
sich ferner von den Hauptkurven der Punkte Ej; ab, die Ej,
sind also einfache Hauptpunkte, die zugehérigen Hauptgeraden
sind die Verbindungsgeraden mit K. Dagegen ist K dreifacher
Hauptpunkt, die Hauptkurve von K ist eine C3 mit Doppelpunkt
in K und einfachen Punkten E;; Da die Verwandtschaft in P
(aut Definition der Geiserschen Verwandtschaft) jede C; durch
die 7 Hauptpunkte in sich iiberfithrt, insbesondere jede Cj, die
in I und eine Gerade durch K zerfillt, folgt, daB jede Gerade
durch K in sich iibergeht, d. h. die Verwandtschaft ist perspektiv
mit dem Zentrum K. Es liegt also in P die allgemeine
Jonquiéressche Verwandtschaft 4. Ordnung vor, wie sie
in einem Sonderfall bereits in 13. C. behandelt wurde.
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Entsprechende Punkte der Verwandtschaft liegen auf eineyy,
Strahl durch K harmonisch zu den beiden von K verschiedenep
Schnittpunkten des Strahls mit der Koinzidenzkurve C. Man kanyp
die Verwandtschaft in 8 aber auch konstruktiv vervollsténdigen
ohne daBl C gezeichnet vorliegt: in P geht [ in sich iiber, ferney
entspricht z. B. der Geraden [E;,3FE;5,] der Kegelschnitt [E,
Eys1 E31p Esyy K] (da sich von der entsprechenden Cy die Haupt-
geraden der Punkte E,,; und E,,, abspalten). Hiedurch sind auf
jedem Strahl durch K zwei Paare entsprechender Punkte gegeben,

Die Koinzidenzkurve C geht einfach durch die
Punkte Eip (gifeq) und hat in K einen Doppelpunkt,
Setzt man ihre Gleichung in der Form

D (0;) = A (0i+oi+03) + B (08 0p+0, 03403 a3-tos 034
+03 0y Fog 03)+C (02 02402 0240l a2) 4 (1)
~+D (a? 0.9 0310y 0’-; 230y O U%) =0

an, so muf also ®(n;) =0, <,§—(I))(1,1,1) =0 (k=1,2,3) sein.
Ok

Aus diesen vier linearen Gleichungen fir A, B, C, D folgt mit
den Abkiirzungen

Su1 = N2 7s

st = ibrieod

— ot agd $oand |l anl (2)
Sii = 1y Ry g 0
Sin_= i08 i b gy i i
A = 285 Sy 55 (S31—S22) + S111 (283 $1— Sz $1— 055 +1255) usw.

Hier kann man die Ausdriicke s;, sii, six usw. wieder durch die
ausdriicken und erhilt dadurch die einfacheren Formeln
— S + Su1e (4Sg— 5Sy-T1285—bsy )
— Sa 38— Sga+2s1. (S4— 28Sa—  Sp+35m81)
257—3564285— Sipt S (—4sa+ 11551250 —4b5111 81)
— 287586755 +3843 2811 (—285,+  Smt 28p—28111 8),

[

Il

wobei D = -—(A+42 B+C) ist. Die Koinzidenzkurve hat die-
selben Eigenschaften wie im Sonderfall A%: sie ist hyperellip-
tisch, die Tangenten von C in den einfachen Haupt-

(3)
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punkten Eiy von Al gehen durch K, die Tangenten des
Doppelpunkts KvonCgehendurch K. Diese Punkte K2, K?
sind die Beriihrpunkte der Doppeltangente A, von C.
C ist also eine projektiv spezielle hyperelliptische C,.
Die zum dreifachen Hauptpunkt K gehorige Hauptkurve

erhilt man als Polare von K bez. C, also ﬂ_}_ﬂ_l_ﬂ =0
aU.l 3(12 30.3

und es ergibt sich (nach Kiirzung durch s;—2s5-438,,)
(S1—651m1) (03 +-03+-03)—(55—351m1) (03 0a+04 03+0Z 0151

-0 02403 oy +-01502) +3(283—Sy) ay oz 005 = 0.

(4)

Die Hauptkurve von K ist also eine (5, die durch
die einfachen Hauptpunkte E;; geht und in K einen
Doppelpunkt (Tangenten [K Ki]) hat. Sie geht iiberdies
durch die Punkte K.

Es vereinfacht die Aufstellung der Gleichungen der Ver-
wandtschaft AL, wenn man zunichst die den Punkten P; ent-
sprechenden Punkte berechnet. Schneidet man die Koinzidenz-
kurve mit der Geraden [P,K), setzt man also o, = a3 in der
Gleichung von C, so ergibt sich (nach Potenzen von «; geordnet)
Aot+2B ol a,+ = 0 und diese Gleichung muf}, wenn (', 1, 1)
und (1”7, 1,1) die von K verschiedenen Schnittpunkte von [P,K]
mit C sind, die Produktform (o3—o3)? (ay—"Voy) (0—1" 0p) = a2 —
—@24+V4+1")03 0y + = 0 haben. Durch Vergleich folgt

24UV = -—%, daher V1" = :“7_2—3; nun ist (¥,1,1)—

—("1,1) = ('—1",0,0) der Punkt P,. Der Bildpunkt von P;
liegt harmonisch dazu bez. der Punkte (¥,1,1) und (I, 1, 1);
er lautet (I', 1, 1) + (", 1, )=('+1",2,2) =(—A—B, A, 4). In
entsprechen also den Geradenpaaren mit dem Tréager O,
jene Linienelementquadrupel des Kegelschnitts

A28 — (A+B) (a3+4) = 0,

deren Diagonaldreieck Q ist.

Ist die Verwandtschaft AI durch oj:oj:o} = f(ogapas):
:f(ogagay): f (304 00) dargestellt, so gibt f(o; 0,05) = 0 die Bild-
kurve der Geraden p, = [P, P,] an. Diese Bildkurve geht einfach
durch die Punkte Ej;, hat in K einen dreifachen Punkt und geht
durch die soeben bestimmten Bildpunkte von P, und P, Daraus
erhdlt man nach einer einfachen Rechnung

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KL, Abt. Ila, 152. Bd., 1. bis 5. Heft. 6
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oy = [l opas) = —(A+B)oi+A (ah+od)+

B
+L2C o3 (ag+03)—2 Aoy (63403)+-

A—B+4C
2

4

+B oy 05 (22+22)+ 92 (03+02)4-Col ol4-

A+5B+3C
2

0y o o3 (0 +0i5).

+2(A+B+C) 2oy —

Einer allgemeinen Geraden in Pentspricht demnach
eine rationale C, mit dem dreifachen Punkt K, dessen
Tangenten durch die Schnittpunkte der Geraden mit der
Hauptkurve von K gehen. Diese C, geht weiters durch
dieeinfachen Hauptpunkte Ej, ferner durch die Schnitt-
punkte der Geraden mit der Koinzidenzkurve C. Weitere
Punkte dieser C, ergeben sich, wenn man die Schnittpunkte der
gegebenen Geraden z. B. mit den Verbindungsgeraden zweier
Punkte E;;; oder mit den Kegelschnitten durch fiinf Hauptpunkte
i)der mit ! aufsucht, deren Bilder sich leicht konstruktiv ermitteln
assen.

Wibhrend sich danach die Geraden in B, d. h. die Kegel-
schnittscharen in £ in einfacher Weise transformieren, ist dies
bei den Kegelschnittbiischeln in © nicht mehr der Fall, denn einer
Umlinie entspricht i. a. eine rationale C,. Diese Komplikation
liegt daran, daB die zu A! duale Kegelschnittverwandtschaft
nicht mehr durch eine Geisersche Verwandtschaft in P dar-
gestellt wird.

Die Isologe eines Punktes A in % ist bei AT seine Ver-
bindungsgerade mit K. Die Dualisologe eines Punktes 7
bei A! ist eine Cq, die aus einer C,, durch Abspaltung der Koin-
zidenzkurve entsteht.

B. Die Verwandtschaft A! in &; und &,.
Im System &, wird nach 9. E. aus Al die Verwandt-

schaft
BLiPhipy=2[(A+B)pi+2A4P) (F1—2F) :
:—[24+2B4-C) g;+2(A4-B) 8] (f1—2B) : (6)
:2[(3A+3B+4C) i +2(2A-+B) B85
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und dies ist die projektive Inversion mit dem Zentrum A
am Geradenpaar

(2A44+2B+C)pi -4 (A+DB) By po+4 A48 = 0, (7

das beim Grenziibergang &— &, aus der Koinzidenzkurve C nach
zweimaliger Abspaltung von [P;K] entsteht. Demnach ist die
Hauptkurve von K in B; der 4. harmonische Strahl zu [P,A]
bez. des Geradenpaares, also

(BA+3B+C)p,+2(244+B)p, = 0. ()

Im System &, wird die Verwandtschaft, wie sich aus
10. G. ergibt, singuldr. Einem Punkt ¢ in B, entspricht der
Schnittpunkt von [K¢] mit p,, insbesondere entspricht K jedem
Punkt von p,.

C. Einige Sonderfdalle von AL

1. Ist 13 =0, 1,77, so treten in den Formeln bedeutende
Vereinfachungen ein; nach einigen Kiirzungen folgt

4= — i
B = — 1 e + 33 03— 0213 )
C= 20 —3nine+ 200 65— 303 + 23 '

D = —2q} + 5nine—Tni 0 + S — 213
und die Verwandtschaft lautet

oy = [(n—19) oxtp 05— M o25] [(1 —Me) 02 — M ox+
+1e 03] [ M (d%+ag+<7§) — ("ﬁ‘}"’ig) (on optoga)+  (10)
(27— 3 na+275) 0 051,

daraus o) und o} durch zyklisches Vorriicken in den Indizes
der o;. Die p; entsprechende C, zerfillt hier in die Geraden
[K, (0,1, 02)] und [K, (0,4, )] und in den Kegelschnitt
durch K und die auf p, und p; gelegenen restlichen vier einfachen
Hauptpunkte.

2. Eskonnen je zwei einfache Hauptpunkte auf dem
Kegelschnitt [ zusammenriicken, sie bilden dann drei Linien-
elemente (Punkt auf [P; K], Gerade = Tangente in diesen
Punkten an !). Ein solcher Fall ist A?%, dort waren je zwel ein-
fache Hauptpunkte in ein Linienelement (Punkt P; Gerade =
Tangente in P; an A,) zusammengeriickt. Man erhdlt A22 aus
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dem vorstehenden Sonderfall 1, indem’ man (4, 7, 0) gegen b,
riicken 148t, d. h. indem man in den Formeln v, tiber alle Grenzen
wachsen laft.

3. Schlieflich fragen wir noch, wodurch die spezielle
l.age der 6 einfachen Hauptpunkte bei A* bedingt ist.

a) Wann liegen zwei einfache Hauptpunkte auf
ciner Geraden durch P;? Es.muB &:7; = n,: 73 sein, wo die
Zahlen ¢; irgendeine Permutation der gegebenen Zahlen +, sind.
Ist (Ci) = (n2sq), dann folgt 23—y = 0, d. h. Eyp5 (s, 1, 13)
liegt in P auf emner der drei Hauptkurven von A% nimlich z. B.
auf einem Kegelschnitt durch K, der p, in P, und p, in P, be-
vithrt. Ist aber ((i) = (9y7137), so folgt 73—n2 = 0, das ist aber
der zweite Fall A oder der dritte Fall Al einer Geiserschen Ver-
wandtschaft. Da P, hier ausgezeichnet ist, muf man noch in
Erwiigung ziehen, daB (3) = (qam7s) ist. Es  folgt 4, =y,
(FFall A') oder v, = O (der oben besprochene Sonderfall f).

b) Wann gehenirgendwelche einfachen Hauptpunkte
von Al durch ¥ ineinander iiber ? Durch I geht (v, v, 1)
iiber 1n (o713, a7, 7172) und dieser Punkt muB entweder identisch
sein. mit (1,73 7) (dann folgt, daB alle einfachen Hauptpunkte
K vereinigt sind wie bei A%) oder mit (7;7;7,) (dann folgt
13—z s = 0 wie bei a)).

Also folgt: Sind die 6 einfachen Hauptpunkte in B die
(von K' verschiedenen) Schnittpunkte eines Kegelschnitts [ (der
[K K7 in K' beriihrt) mit je einem der drei Kegelschnitte, die
durch K, K* und zwei der Punkte P; gelegt werden konnen, so
liegen je zwei einfache Hauptpunkte entweder auf einer Geraden
durch einen Punkt P; oder sie gehen durch I ineinander iiber.
(In PB° liegen die 6 einfachen Hauptpunkte in den Schnittpunkten
eines Kreises [, dessen Mitte K ist, mit den drei Kreisen, die man
durch K und zwei der Punkte P; legen kann und die zwei Seiten p;
berithren). In £ berithren sich die zugehoérigen Kegelschnitte
entweder doppelt auf einer Seite von Q oder sie gehen durch die
Polaritdt an k ineinander iiber.

16. Zweiter Fall: Die Kegelschnittverwandtschait, die sich auf
die Geisersche Punktverwandtschaft Al in P abbildet.

A.Die Kegelschnittverwandtschaft AL

Hier ist K ein Hauptpunkt, ferner sind die Punkte
K" einfache Hauptpunkte. Die restlichen drei Haupt-
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punkte liegen auf je einer Geraden [P; K].' Ist E, (v, 1, 1)
einer dieser restlichen Hauptpunkte, so lauten die ubrl\ren
E,(1,,1) und E;(1,1,4). Wir haben die 4 Drelpunktgeraden
[KP E, E;], [E, K Ea], [E E, K] und A, = [KPKPKY], die Ver-
wandtschaft hat daher den Grad 4. Von der einer allge-
meinen Geraden entsprechenden Cy (mit dreifachen Punkten in den
Hauptpunkten) spalten sich die Dreipunktgeraden ab und es bleibt
als Bild einer allgemeinen Geraden in f eine C, mit drei-
fachem Punkt K und einfachen Punkten in den tibrigen
Hauptpunkten.

Die Hauptkurve des Punktes K in P ist die Cy; mit
dem Doppelpunkt K und einfachen Punkten in den
iibrigen Hauptpunkten, nimlich

2 (o323 4-08) — (14-2) (03 o +-01 03403 a5+ an 03 +03 o f-a5 a2)
+6(n4+1) 00905 = 0.

Die Tangente in E; geht durch K{°, die Tangenten
des Doppelpunkts K gehen durch K¢ die Punkte Ki® sind
Wendepunkte der Hauptkurve. Die Hauptkurve von K%
ist die Gerade [K E;], denn von der vollen Hauptkurve spalten
sich die beiden durch K gehenden Dreipunktgeraden ab. Ebenso
ist die Hauptkurve von E; die Gerade [K K?]. Einer Ge-
raden durch K entspricht eine C,, von der sich aber die Haupt-
kurve von K abspaltet, so daB als Bild wiederum eine Gerade
durch K bleibt. Da nicht jede Gerade durch K sich selbst ent-
spricht (z. B. [K E;] entspricht dem Punkt K{°), bilden die Paare
entsprechender Geraden durch K eine Involution, deren
Doppelstrahlen die Geraden [K K'] sind (denn den Strahlen
[K E"] entsprechen die Strahlen [K K{%).

Die Koinzidenzkurve ist (nach Abspaltung der 4 Drei-
punktgeraden) ein Kegelschnitt, der in K einen Doppelpunkt hat,
also kann die Koinzidenzkurve nur aus den Geraden [K K{]
bestehen, sie lautet

1%+°’-3‘|‘¢%—0-20-3—013’11_‘11a2:0- (D)

Daraus folgt wiederum, daBl bei der C,, die einer allgemeinen
Geraden g in B entspricht, die Tangenten des dreifachen Punktes A’
harmonisch liegen zu den Geraden von K nach den Schnittpunkten

1 Es wire auch denkbar, dafl sich die restlichen drei Hauptpunkte mit
den Hauptpunkten K0 zu Linienelementen (Punkt K0, Gerade [KK{0]) ver-
einigen, aber dies fuhrt zu einer uninteressanten Kegelschmttverwa.ndtscha.ft in Q.



36 F. Hohenberg,

von g mit der Hauptkurve von K bez. der Geraden [K Ki]. Ebens
folgt, daB die Tangente z. B. in £, harmonisch liegt zum Strah]
von E; nach dem Schnittpunkt von g mit [K KY°] bez. [E, E,
und [E; E,]. ‘

Die C, schneidet g in den Schnittpunkten von g mit den
Geraden [ KK*] und in emnem auf g gelegenen Punktepaar von AIL
Die Klasse der Verwandtschaft A ist also 1.

Die Dreipunktgeraden [E;E,;] und A, gehen je in
sich iber, auf ihnen bilden die Paare entsprechender Punkte je
eine Involution, deren Doppelpunkte von den Geraden [K K] aus-
geschnitten werden.

In B bleibt ferner jeder Kegelschnitt durch E;
und K fest, denn von der entsprechenden Cg spalten sich die
Hauptgeraden von E; und die Hauptkurve von K ab, der Rest-
kegelschnitt ist mit dem gegebenen identisch, weil er mit ihm
auBer E; und K noch die Schnittpunkte mit der Koinzidenz-
kurve [K K] gemein hat. Die Paare entsprechender Punkte auf
jedem Kegelschnitt durch E; und K bilden je eine Involution, die
von der Involution entsprechender Strahlen durch K ausgeschnitten
wird. (Das Zentrum der Involution liegt, wie man leicht erkennt,
aufl A..)

Um zur Darstellung
aytomi ol = [ (oq0p04) f (0p0304) ¢ f (20391 22)

vou \M zu gelangen, suchen wir die Bildkurve f (o043 =0
von p, auf. Diese besteht aus der Hauptgeraden [P,K] von K\
und einer C; durch die Schnittpunkte von [K K'] mit p,, ferner
durch E,, E; K{ und mit Doppelpunkt in K. Daraus ergibt sich

ol = oy — i) [(1-4) o342 (o h-o8) — (1+-2) 2 g -H) — e
—2(n+2) o (23 +45) (5 0+4) 01 9 2], .

a, und o folgen daraus durch zyklisches Vorriicken in den Indizes.
Diese Isologe eines Punktes ) in B ist bei AU die C,

M [0'-% (024-0:5) _(d§+73)+(0+ 1) oy 05 ('—2051+12+a3)]+
Flo ... JHrs[...]=0.

Die Ausdriicke in den Klammern bei ), und ); entstehen
aus dem bei ), durch zyklisches Vorriicken in den Indizes der s;.
Die Isologe geht durch K, K{°, E; ) und ). Die Tangente
in K liegt harmonisch zu [K)] bez. der Geraden [K K],

)
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d. h. sie geht durch ). Die Tangente in X\ geht ebenfalls
durch ). Die Tangente in E; liegt harmonisch zu [E;)\]
bez. [E, E,] und [E, E;].

In den Systemen &, und &, wird die Verwandtschaft
singuldr. Einem Kegelschnitt, der %k in einem Punkt O, be-
rithrt oder oskuliert, entspricht jeder Kegelschnitt, der %k in O,
hyperoskuliert.

B. Einige Sonderfédlle von AL

1. Ist E;= P;, d. h. wichst » uber alle Grenzen, so erhilt
man die schon in 13. D. behandelte zu A% duale Verwandt-
schaft $2A2%2 ¥,

2. Wenn sich die Hauptpunkte E; mit K vereinigen
(4—1), dann zerfdllt die Hauptkurve von K in die drei Geraden
[KK{"). Die einer Geraden entsprechende C, hat daher in K
einen dreifachen Punkt mit den festen Tangenten [K P;] und
geht weiters durch K{® sowie durch die Schnittpunkte der ge-
gebenen Geraden mit den beiden Koinzidenzgeraden [K K.

Die Isologe eines Punktes ) in ‘B ist hier eine rationale C,
durch die Punkte K¥, ), ). Die Tangenten des Doppelpunkts K
liegen harmonisch zu den Geraden [K K']. (Dieser Fall, bei dem
die Isologen drei Punkte einer Geraden gemein haben und die
Tangenten des gemeinsamen Doppelpunkts einer Involution an-
gehoren, ergibt sich sonst nur im System &,.)

17. Dritter Fall: Die Kegelschnittverwandtschaft, die sich auf
die Geisersche Punktverwandtschaft A™ in ‘R abbildet.

A. Die Kegelschnittverwandtschaft AUl in .

Hier wird K als einer der Hauptpunkte in  angenommen,
die ibrigen sechs Hauptpunkte verteilen sich auf zwei Tripel
trianguldr-symmetrisch gelegener Punkte, die auf den Geraden
[P; K] liegen. Sie mogen lauten

El (7]1 13 1)a EZ (17 Ny 1)7 E:l (19 1a ’]))
El (7—], 1, 1): E_2 (17 fh 1)3 Ea (11 1’ 'TI)

Wir haben also die drei Dreipunktgeraden [E; E; K],
die Ordnung der Verwandtschaft in $ ist 5 (wenn nicht
infolge speziellerer Lage der Hauptpunkte E; und E; ein weiterer
Zerfall eintritt). Die Hauptkurve von E; entsteht aus einer C,
mit Doppelpunkt in E; und einfachen Punkten in den iibrigen
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Hauptpunkten durch Abspaltung von [E,K], es bleibt also der
Kegelschnitt [E;E,E,]. Ebenso entspricht dem Haupt.
punkt E, der Kegelschnitt [E; E, E,] als Hauptkurve. Vop
der Hauptkurve von K spalten sich die drei Dreipunktgeraden
ab, so da K hier nicht mehr Hauptpunkt, sondern Koip-
zidenzpunkt ist. Die Koinzidenzkurve C ist (nach Ab-
spaltung der drei Dreipunktgeraden) eine C3; durch E; und E;.

Einer allgemeinen Geraden in  entspricht eine C,
mit Doppelpunkten in E; und E; (herrilhrend von den
Schnittpunkten der Geraden mit den Hauptkurven von E; und E)
oder in leicht verstdndlicher Schreibweise g— C5[2 E;, 2 E)).
g schneidet die C; auBler in den Schnittpunkten von g mit der
Koinzidenzkurve noch in einem auf g gelegenen Punktepaar von
ALL: die Klasse der Verwandtschaft ist also 1.

Geht g durch K, so vereinigen sich die beiden Schnitt-
punkte von g mit der entsprechenden C; in K, g beriihrt die Cs
i K, d. h. es bleibt in © jedes Linienelement von % fest.

Fir_ die Gerade [P, K] folgt ebenso — C®[2E; 2 E;]—
— [E;E,E,|—[E;E,E,] = [E, E,], die Gerade [P; K] geht also
in sich iber, auf ihr bilden die Paare entsprechender Punkte
eine_Involution, in der z. B. E, dem zweiten Schnittpunkt mit
[E;E,E;] und E, dem zweiten Schnittpunkt mit [E;E,E,] ent-
spricht. Die Festpunkte der Involution auf [P; K] sind offenbar K
und der von E;, und E; verschiedene (letzte) Schnittpunkt der
Koinzidenzkurve mit [ P; K]. Weiters gilt [E; E,]— C5 [2E;, 2E;] —
—[E;E,E,|—[E;E,E,] = [E,E,], zwischen den Geraden [E, E,]
und [E, E,] besteht eine perspektive Zuordnung, denn der
Schnittpunkt beider Geraden entspricht sich selbst, weil er auf
[P;K] liegt und diese Gerade in sich tibergeht. Der Schnittpunkt
gehort der Koinzidenzkurve an. Ferner gilt [E, E)]— C;[2E;, 2 E;]—
—[E;E,E,]—[E;E,E,] = [E,E,], die Geraden [E;E,] und [E, E,]
entsprechen also einander projektiv und da die Verwandt-
schaft involutorisch ist, mu das Bild des Schnittpunkts K¥
beider Geraden wieder auf beiden Geraden liegen, d. h. mit K%
identisch sein; daher ist auch die Zuordnung dieser beiden Ge-
raden perspektiv und die Punkte K{° gehéren der Koinzidenz-
kurve an.

Damit 148t sich die Koinzidenzkurve C niher be-
stimmen. Sie ist jedenfalls trianguldr-symmetrisch zum Drei-
eck IT gelegen, daher gehen die Tangenten von C in E; und E;
aus Symmetriegriinden durch K{® (es kdme sonst nur [P; K] als
Tangente in Frage, aber dann zerfiele C in die Geraden [P; K],
wihrend diese Geraden nicht lauter Koinzidenzpunkte enthalten).
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Ebenfalls aus Symmetriegriinden mufl die Tangente im dritten
Schnittpunkt von € mit [P; K] durch K" gehen und da aus K{°
vier Tangenten an C gehen, bleibt eine iibrig, die wiederum aus
Symmetriegriinden nur in K{° selbst berithren kann, also sind die
Punkte K Wendepunkte von C.

In ¥ entspricht irgendeinem Kegelschnitt durch_ die
Punkte E, E, E,, E, wegen C, [E, E, E, E;] > Cy, [4E;, 4E;] —
"[EiEzEa]_ [EiE3E1]_ [EiEzEa]”“ [EiE3E1] = Cz [1E1E2E1E2.]
wieder ein solcher Kegelschnitt, und da auBerdem die beiden von
E., E,, E,, E, verschiedenen Schnittpunkte des gegebenen Kegel-
schnitts mit C festbleiben, folgt, dal in ‘R jeder Kegelschnitt
durch die Punkte E,, E,, E;, E, in sich iibergeht. Dies gibt
eine Moglichkeit zur linearen Vervollstédndigung der
Verwandtschaft A in B; ist der Punkt » in f gegeben,
so ist o/ z. B. der linear konstruierbare vierte Schnitt-
punkt der Kegelschnitte [a E; E, E E,] und [0 E, E, E, E,].

Ebenso findet man, daB in S einem Kegelschnitt durch E;
und E, ein Kegelschnitt durch E; und E; entspricht, so daB die
beiden Kegelschnittbiischel [E; E;] und [E,E;] einander
projektiv zugeordnet sind. Je zwei_entsprechende Kegel-
schnitte schneiden sich auBer in E; und £ in zwel Punkten der
Koinzidenzkurve C.

Nun zur Aufstellung der Gleichungen von A™., Die
Koinzidenzkurve C 148t sich, da sie triangular-symmetrisch
zum Dreieck I gelegen ist, in der Form

A (a3 +03+03) + B (92 0g+ 04 92405 05405 05 +02 0y +05 23) - )
+ CU.I O J.3 = 0

ansetzen. Setzt man hier die Punkte E; (1, 1,1) und E, (7,1, 1) ein,
so ergeben sich zwei lineare Gleichungen fir A B: C. Man erhilt

A:B:C = 2 A): [0 a (gD +2): (PP 07 (4 D+ o)
+2 o 472 -2 (g +7) — 2],
woraus sich die obigen Angaben iiber die Koinzidenzkurve be-
statigen lassen.

Um die Gleichungen von A aufzustellen, geht man zweck-
méBig in P zu neuen Koordinaten §; iiber, deren Grundpunkte
in die Punkte E; fallen und deren Einheitspunkt wieder K ist.
Sie hiangen durch

oy oyt ag= (31+8+33) : (3147 82+83) : (9143217 0s) 3)

mit den alten Koordinaten zusammen.
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Bezeichnet voriibergehend e, = 0 die Gleichung der Ge.
raden [E, E,] in den neuen Koordinaten, ebenso f, = 0 bzw. f, = ¢
die Gleichung des Hauptkegelschnitts [E;E3E;) bzw. [l_?:"iE1 E,)
von E, bzw. E,, so ist in den neuen Koordinaten offenbar
3 = eifsf3 (und zyklisch weiter), denn die Bildkurve von [E, E,]
(3, = 0) zerfillt in die Hauptkurven von E, und E, und in die
[E, E;] entsprechende Gerade [E, E,].

Daher ist in den alten Koordinaten
‘7'/1 = '71611‘}'3{34‘% = ﬁ31f2f3+32f3f1+33f1f21

wo jetzt fir ¢, =0 und f; =0 die Gleichungen in den alten
Koordinaten o; genommen werden kénnen, némlich

[E, 3] e == (n+1) oy —oy—ay = 0,

[Ei EE).. . fi—= (—2"] ‘7]—‘l]‘|‘3) ”E‘}“ ('ﬁ_i) (’7-3'1“”-3)‘[“ (*"fi 72—
— 2210 7+27+2) 0y 05+ (217 +0—T—2) 03 (23+23) = 0

(e und ey bzw. f, und f, daraus durch zyklisches Vorriicken).
Setzt man dies ein, so ergibt sich nach lingerer Rechnung die Dar-
stellung der Verwandtschaft AII niimlich

%y = (+H+5—3) od 4+ 2 (7 —1) (53 +a) +
H— PP — 2 — o — 72— 2 G+ 20+ 274 2) o3 (95+25) +
(= 2077 — 3 7 — 3P -5 +3 37— 3) on (o3 +o5) +
+ QPP — 2 — 2 — 60 7+6) 25 05 (23425 +
+(_7]3 .713__2.,]27‘3__2713 ‘T‘2+"ﬂzﬁ2_‘ﬂ 7]3_.,}3.7]_*_5.,1 ’ﬁ2+
+ 50 2P+ 27 27— b — 47— 2) o (3 F-0)) +
TP A b bt P P 8
— 7221 —-27+8) o2 (a3 4-0) +
A+ (PP PP P 4 —4) of of (s5+29) +
+ QPP AP P b 724 202 2 3 P3P P —
—O 5 =3P =37 —8q [ +4) sfma 05+
—4) 030525 (73 +03) +
__1’_(_27‘2 ,723__2.,]3 .712_2.’.‘ .'—]3,__2.,‘3 ,Ti___6.q2 ,.'—]2_7‘3___,7]3__.q .-']'2__.
— 2+ 30372+ 160 7+ 21+ 27—38) of gy a5 (2 +05) +
TR0 T 7 20 70207 o P — G — 6P —
—22—272—100 7427+ 27+ 14) 0, 02 o. (4)
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Setzt man o; = 0 in der Gleichung o) = 0 der Bildkurve
von p;, so erhilt man eine Gleichung fir die fiinf Schnittpunkte
dieser Bildkurve mit p,. Setzt man ebenso 2; = 0 in der Gleichung
der- Koinzidenzkurve, so erhdlt man deren drei Schnittpunkte
mit p,, die unter den obigen fiinf Schnittpunkten enthalten sind.
Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so erhélt man
die Gleichung des auf p, liegenden Punktepaares von AML

nimlich
024 (7 —2) 23402 =0,

die wir sofort zur Berechnung der Isologen verwenden.

Ist namlich A\ ®; 4 ) P+ 13 P, = 0 die Gleichung der Isologen
eines Punktes )\ in SR bei AL, so stellt &, = 0 die Gleichung der
Isologen des Punktes P, dar. Nun besteht die Isologe von P,
aus der Dreipunktgeraden [P, K] und einem Kegelschnitt, der
durch die auf p, und p; gelegenen Punktepaare geht (denn p,
und p, sind zwei Strahlen durch P,), ferner durch FE,, FE, E
und E,. Daraus ergibt sich als Isologe von )

A (09— 25) [U +o5 +02+(f1"]—2 (=2 31005 %y 490y 20g) — (5)
—(+q) 2mas]+ ... = = 0.

Diese C, geht durch K, E; E;, % und ); jede Isologe

schneidet die K01nz1denzkurve auller in E£; und E; noch

in drei Punkten; in diesen Punkten und im Koinzidenz-

punkt K geht die Tangente der Isologe durch x. Weiters
geht die Tangente der Isologe in )\ durch V.

B. Die Kegelschnittverwandtschaft Al in &, und &,.

Im System &, der Kegelschnitte, die £ im Punkt O, be-
rihren (Tangente o,) und fiir die der Punkt O, auf o, und die
Gerade 0, durch O, Pol und Polare sind, wird aus AI pach 9. E.

die kubische Verwandtschaft
B By = (nP—20a) (MR—2P) [T+ +7—3) i —4 (7 —1) i]:
(QP1_232)(71F1_2[’2) [(Q ‘l‘T‘—2 [’1”“(']"& +f.+'q 3)[:2]
[T +04+29—4) B—2 20 74+5—3) Bal [(47+27+7—

—4) p1—2(20 7+1—3) Bol By

Die Koinzidenzkurve reduziert sich in &, auf die Gerade

(4+7—2) p—2(75—1) B = 0 )

(6)
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von P;nach dem Punkt F (2(n7—1), 14+%—2, 0). Auf der Fesy.
geraden [P;K] in P, bilden die Paare entsprechender Punkte
eine Involution mit den Festpunkten P, und K. Auf der Fest.
geraden p; bilden die Paare entsprechender Punkte eine Involy.
tion mit den Festpunkten F und K. Die Punkte E (2,1, ()
und E (2, 7,0) sind einfache Hauptpunkte, ihnen ent~
sprechen die Hauptgeraden

(7 +1+27—4) pr—2 207+7—3) f = 0,
(1 7+20+5—4) p1—2 (297 3)Bs = 0,

die durch P; und den vierten harmonischen Punkt zu E (bzw,
zu E) bezughchF und K gehen. Der Punkt P, ist zweifacher
Hauptpunkt, seine Hauptkurve zerfidllt in die Geraden
[PaE] und [P, E].

Einer Geraden durch P; entspricht daher wieder
eine Gerade, und zwar jene, die harmonisch zur ge-
gebenen Geraden liegt bez. [P3K] und [PsF]. Einer all-
gemeinen Geraden g in %, entspricht eine C;, die in P,
einen Doppelpunkt hat, dessen feste Tangenten die
Hauptgeraden von E und E sind. Diese C,; geht weiters
durch E und E, sie schneidet g im Schnittpunkt von g mit der
Komz1denzgeraden [P, F] und einem auf g gelegenen Punktepaar.

* Einer Umlinie 2 in %, entspricht (nach Abspaltung
der Hauptkurve von Pj) eine C,, die in Py einen dreifachen Punkt
hat. Dessen Tangenten sind die B]ldgerade von B, = 0 und die
Hauptgeraden von E und E. Die C, geht ferner durch E und E
und durch den Bildpunkt von P, Die gegebene Umlinie # und
thre Bild-C, schneiden sich in Pj (dreifach), im zweiten Schnitt-
punkt von % mit der Koinzidenzgeraden [P;F] und in zwei auf
der Umlinie liegenden Punktepaaren der Verwandtschaft AMI,

Die Isologe eines Punktes A in %, ist bei AU die
rationale C,

M (7B —4 0 T+0+5—2) B Bo+4 (2T +0+7—3) B B+
+ho[2 (7 T41+%—4) g§—8 (7—2) Py Ba—8B3 Bs—
—Xs (7 31—2{32) ('71 {31—2{32) ([31_“2 Ra) = 0.

(8)

O

Sie geht durch K, E, E, \, ¥ und hat in P; einen Doppel-
punkt, dessen Tangenten harmonisch zu den beiden
Festgeraden [P; K] und [P; F] liegen. Die Tangente in K
und in dem von P, verschiedenen Schnittpunkt der Iso-



Eineindeutige involutorische Kegelschnittverwandtschaften. 93

lJogen mit der Koinzidenzgeraden gehen durch ), die
Tangente in A geht durch V.

Im System &, der Kegelschnitte, die & in einem Punkt O,
oskulieren, wird (nach dem Verfahren von 10. C.) aus AI! eine
singuldre quadratische Verwandtschaft in B, namlich

!

T s =1 el (p 13— 11 7a),
p = (4nq+20+27—8): (qf—1—7+1).

(10)

Einer Geraden durch P, entspricht die zu ihr bez. p; und p, har-
monische Gerade, d. h. in £ geht eine Schar von Kegel-
schnitten, die % oskulieren und sich untereinander
hyperoskulieren, in eine ebensolche Schar iiber.

Die Isologe eines Punktes X in %, ist bei AUl die
rationale C,.

MpthenCurs—prd) — 2k 1= 0. (11)

Sie hat in P; eine Spitze mit der Tangente p, und geht
durch K = P;, x und ¥. Die Tangente in K geht durch j,
die in X durch ).

C. Die Kegelschnittverwandtschaft AL

Ein von der allgemeinen Verwandtschaft A!! wesentlich
verschiedener Sonderfall entsteht, wenn drei der einfachen
Hauptpunkte von A, etwa die Punkte E;, nach K riicken.
Man hat in den vorstehenden Formeln iberall 4 = 1 zu setzen.
Die Verwandtschaft lautet

o = 205—(21+-3) ot (9t 05) +(—4n2 427 4-4) of (43 +03) +
(1042 4-81—2) 0} 05 0.5+ (2724 51—5) o2 (a3 +-03) +
F(— 512 —11n+4) 02 05 05 (251 015) —D 7 04 (03 +-03) +

P D) oy (o) + et —2y— 1) ot (1)
+2 (034 3) +(n—6) 23 015 (23+03) -+
A (—n2—44) 0202 (7pta3), o= ..., o= ...
Ihre Koinzidenzkurve ist die elliptische Cj
2(”-?‘*‘053-‘*‘ )—(ﬂ+2)( 72+7102+02¢3+”203+°’% oa+ (13)

+23 0—1)+3('f]+1) 7 723 = 0.
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Der Punkt Kin Pist dreifacher Hauptpunkt, seine Hauypt.
kurve zerfillt in die Geraden [P; K], so daB sich ip 9
jeder [ doppelt beriihrende Kegelschnitt auf &k abbildet,
Die Punkte E; sind zweifache Hauptpunkte, die Haupt-
kurve z. B. von E; ist ein Kegelschnitt durch E; und K, der in
die Gerade [K K?°] beriihrt. Daraus ergibt sich alles Weitere iibg,
die Abbildung von Geraden und Umlinien in ¥ bzw. von Kegel-
schnittscharen und -bischeln in D.

Die Isologe eines Punktes L in P ist bei AII gj,
rationale C,

A (22— a5) [a}’+a3+a§— (274—1) 427-3+(‘Q—2) 03 (72 +

(14
+ai)]+... =0, )
Sie hat im Doppelpunkt K das Tangentenpaar (A,—A\g)o2-. ..

—4(\y—AL3)0503— ... = 0 und geht durch die Punkte E;

sowie j und ), wobei die Tangente in ) durch )/ geht.
Im System &; wird AN singulér, zufolge

BrBei Bs = 2(0Br—2B2): (B1—2B2): 6 (—1) By (15)

entspricht in £, jedem % beriihrenden Kegelschnitt ein % hyper-
oskulierender Kegelschnitt.

Ebenso wird A im System &, singulér, da hier p iiber
alle Grenzen wichst.

Wollte man eine Verwandtschaft festlegen, in der nicht nur
die Punkte E;, sondern auch E; nach K riicken, so ergébe sich
eine triviale Verwandtschaft: jeder Punkt in B bildete sich
auf K ab.

D. Vier Entartungsfdlle von AL

1. Wenn 5 = —2 ist, liegen die Punkte E; auf A, es
tritt also auBer den Dreipunktgeraden [P; K] noch die Drei-
punktgerade A, auf, die die Ordnung von AII in diesem Unter-
fall auf 4 erniedrigt. Die Paare entsprechender Punkte auf A,
bilden dabei eine Involution mit den Festpunkten K* und K2. Diese
Verwandtschaft soll aber hier nicht weiter behandelt werden,
zumal sich zeigen 1aBt, dafl sie aus den beiden folgenden Ver-
wandtschaften A’ und Alin der Form A* AT A AL A zusammen-
setzbar ist. Unterwirft man ein Punktepaar von Al der Ver-
wandtschaft Al und das entstehende Punktepaar wieder der
Verwandtschaft Al in %, so erhélt man ein Punktepaar der Ver-
wandtschaft, die sich fir § = —2 ergibt.



Eineindeutige involutorische Kegelschnittverwandtschaften. 95

2. Wenn die Hauptpunkte E; und E; so gelegen
sind, daB z. B. E}, E,, E; auf einer Geraden liegen, so treten
auBer den Dreipunktgeraden [E;E; K]=[P;K] noch drei weitere
Dreipunktgeraden [E, E, E,], [E, E, E;), [E,E,E;] auf, so daB AT
in diesem Unterfall zu einer involutorischen quadratischen
Verwandtschaft AlTin P wird. E; sind die Hauptpunkte,
E;und K die Koinzidenzpunkte derselben. '

Fiihrt man voriibergehend in § neue Koordinaten §; ein,
deren Grundpunkte in die Punkte E; fallen und deren Einheitspunkt
wieder K ist, so ergeben sich die Transformationsgleichungen

01! 0p: 83 = [(1+'q) op—ty—03] [—051+(1+"1) dp—03] :
: [—7-1_9’-24‘(1‘{‘7]) 03]
Oy 0gl o0y = ("] 31+3:183): (61+'Q 3+03): (51+52+'f} 33)-

Die Verwandtschaft in B lautet daher
i: i 611+3’2+5(3 =1 82031038108, 8 = [’/'1_(1‘*‘71) 95+
+-013] [0y 05— (1 +‘f]) 03]+ [(1 +'f]) oy —0p— 3] [—20,4 (16)
+1 (92 +23)]-

Die Gleichung der Isologen erhalt man aus der Isologengieichung
der Verwandtschaft AL, indem man dort 7 = 2:(y+1) setzt.
(Diese Beziehung zwischen 7 und 7 driickt aus, daB z. B. E,, E,
und E; auf einer Geraden liegen.)

Im System &, wird aus dieser Verwandtschaft in R
die singulédre quadratische Verwandtschaft

ﬁ;: [3,2 [32 = []31—(74"‘1) ﬁz] [(’H‘i) @1—432] : [ﬁl_(’fH‘
+1) Bo] [ B1—(41) Bl : (—1) [(4-1) B1—(+3) Bol Ps.

ps geht in sich tber, die Paare entsprechender Punkte auf p,
bilden eine Involution mit den Festpunkten K und E (2,1, 0).
Einer Geraden durch P, entspricht die zu ihr bez. der Festgeraden
[P; K] und [P, E] harmonische Gerade. Dem Hauptpunkt P,
entspricht die Hauptgerade g,—(n+1) B, = 0. Diese Hauptgerade
geht auch durch den Punkt (441, 1,0), der wegen 5 = 2: (4-+1)
aus dem Hauptpunkt E (2,7, 0) von Al entsteht.

Im System &, ist diese Verwandtschaft wie 1im
Fall A™ gsinguldr quadratisch, nimmt den Wert
o =—2(p+2): (q—1) an.

(17)
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3. Wenn die Hauptpunkte E; und E; in P auf einey,
Kegelschnitt liegen (der dann wegen der trianguléiren Sym.
metrie die Umlinie A, in K* und K2 beriihren mu8), so ermedngt
sich die Ordnung von Al um 4 und es bleibt die schon in 12. unter.
suchte harmonische Kollineation A! in . Eine kurg
Rechnung zeigt, daB E; und F; auf einem solchen Kegelschnitt
liegen, wenn 277+q+7—4 = 0 ist.

4. Wenn dle Punkte E; und E; auf der Geraden [P; K]
zusammenriicken, also ein Linienelement bilden, dessen Ge-
rade durch K geht, ermedrlgt sich zwar die Ordnung 5 der Ver-
wandtschaft in 9 nicht, aber man wird diesen Fall E; = E;4- K
dennoch als Entartungsfall ansehen. Es zerfallt hier die Koin-
zidenzkurve in die Geraden [E;E,] und man erhdlt auch alle
anderen speziellen Eigenschaften der Verwandtschaft A in B, nur
hat man statt deren Hauptpunkten P; die Punkte E; zu nehmen.

E. Die Kegelschnittverwandtschaft AL

Von besonderem Interesse ist nun der Fall, daf die
Punkte E; mit den Punkten P; identisch sind. Hier
transformieren sich die Umlinien in P bzw. die Kegel-
schnittbiischel in £ in einfacherer Weise. Es existieren
hier die zweifachen Hauptpunkte E; und P;, der Punkt K
ist wie im allgemeinen Fall AT Koinzidenzpunkt. In
diesem Sonderfall E;= P; sind die eingangs untersuchten Kegel-
schnlttverwandtschaften Y, I'und A als Ausartungsfille enthalten,
sie ergeben sich fiir n = 1 bzw. 4 = 0 bzw. 1 = oco.

Wir sehen zunichst von dlesen Ausartungsfallen ab. Alle
fritheren Aussagen iiber AT gelten dann auch fiir AII', wenn man

beriicksichtigt, dafl E; = P; ist, bzw. in den Formeln 7 = oo
werden laft. Wir heben hier nur einige Besonderheiten des
Falles 7 = oo hervor.

In der Ebene © haben wir die k doppelt berithrenden
»Hauptkegelschnitte ¢; (Bildpunkte E;), wihrend die
Geradenpaare des Bundes zusammengenommen die Haupt-
punkte £; = P; in ‘B bestimmen. Dem zweifachen Hauptpunkt E,
in B entsprlcht als Hauptkurve der Kegelschnitt [E; E, E,]. Dem
zweifachen Hauptpunkt P, entspricht als Hauptkurve
die Umlinie, die durch die Punkte E, und E; geht, so daf
sich in © die im Bund enthaltenen Geradenpaare mit
dem Trager O, auf die Kegelschnitte des durch e, unde,
bestimmten Biischels eineindeutig abbilden. Das be-
deutet, daB bei der Kegelschnittverwandtschaft Al in © im
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Gegensatz zu AT die Geradenpaare gar nicht mehr die singulire
Rolle von Hauptelementen spielen.

In der Verwandtschaft AIT in B entspricht der Geraden
[Py E,] perspektiv die Gerade [P,E,], d. h.in © entsprechen den
Kegelschnitten, die e, in den Schnittpunkten mit o,
doppelt beriihren, die Kegelschnitte, die ¢;inden Schnitt-
punkten mit o, doppelt berithren. Dabei umhiillen die ge-
meinsamen Tangenten entsprechender Kegelschnitte selbst einen
Kegelschnitt, der bei AII festbleibt.

Ferner entspricht der Geraden [P,P,] perspektiv die Ge-
rade [E, E,]. In £ entsprechen also den auf o; gelegenen
Punktepaaren des Bundes die Kegelschnitte der durch ¢,
und e, bestimmten Schar. Auch hier umhiillen die gemein-
samen Tangenten entsprechender Kegelschnitte einen Kegelschnitt,
der bei ALI festbleibt.

Wiahrend bei AIM einer linearen Kegelschnittschar in O
eine rationale (10,5)-Reihe entsprach, entspricht bei Al einer
allgemeinen linearen Kegelschnittschar in O eine
rationale (4,5)-Reihe, da die Bildkurve in P; je einen Doppel-
punkt hat. Dabei liegen die Tangenten des Doppelpunktes z. B.
in P; harmonisch zu den Geraden von P; nach den Schnittpunkten
der gegebenen Geraden mit der Hauptkurve von P; bez. [P; K]
und [P; K?"]. Insbesondere entspricht einem Berihrungs-
biischel in © (in P dargestellt durch eine Gerade durch einen
der Punkte P;) eine rationale (3,3)-Reihe, da ihre Bildkurve
in %§ eine rationale C; mit dem Doppelpunkt in E; und einfachen
Punkten in den iibrigen Hauptpunkten ist. Einer Umlinie in P
entspricht bei AT eine rationale C, mit einfachen Punkten in P;
und Doppelpunkten in E;. In © entspricht daher einem
Biischel eine rationale (5,4)-Reihe.

Als Gleichung der Koinzidenzkurve ergibt sich bei ALl
die C,

1 (03 a0y 03402 05409 02403 0y 405 0F) —

— (2 4n+1) oy ap 03 = 0;

(18)

sie geht auch durch ¥ in sich iiber.

Da sich bei AT von der Bildkurve von p, (#; = 0) die Haupt-
kegelschnitte von P, und P, abspalten und die Gerade
(Eo Eg)=—(n+1)0y+0as+as = 0 als Bildgerade von p, iibrigbleibt,
erhélt man fir AIl' die Gleichungen

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Il4, 152. Bd., 1. bis 5. Heft. 7
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oy = [—(n4-1) oy +-opf-0s] [op 03— (+1) a5+
~+1 01 05] [ os0s+7 ‘7-30-1—("]‘*‘1) 010s), “{z = .y °’-’2= <o
(of, und of daraus durch zyklisches Vorriicken in den Indizes der ).
2 3 y i)

(19)

Die Isologe eines Punktes ) in ‘B lautet bei ALl
A (02—05) [ (—0p 034013 03403 0p) —0 015] 4 ... = 0. (20)

Diese elliptische C; geht durch K, P;, E; X und V. Sie
schneidet die Koinzidenzkurve aufler in P; und E; noch
in drei Punkten; in diesen Punkten und im Koinzidenz-
punkt K gehendie Tangentender Isologedurch i. Weiters
geht die Tangente der Isologe in A durch ).

Der Fall AT zeigt noch die Besonderheit, dafl hier
das Netz der Dualisologen mit dem der Isologen zusam-
menfallt. Wahrend die Dualisologe eines Punktes ) in P bei der
allgemeineren Verwandtschaft Al eine Kurve 9. Ordnung ist,
spalten sich bei AI die Hauptkurven der Punkte P; ab und es
bleibt die (durch X und X’ gehende) elliptische Cy

he ks 0y (0g—at5) [— ('f]+1) o3tostos]+ ... = 0. (21)

Durch Koeffizientenvergleich findet man, daB die Isologe eines
Punktes )\ in P zugleich die Dualisologe eines anderen
Punktes ) in B ist, wobei zwischen X und ) die (nicht-
involutorische) quadratische Verwandtschaft

e ):2: )_\3 = [—n e 7\3+(’f]+1) ;:37\1“‘(7]“‘1) VML (22)
)\1: )\2: )\3 = ('q)\l'—‘)\g—{"’!] )\3) (7] )\1+7])\2_‘)\3):. cet e

besteht. In der Ebene der ) sind die Hauptpunkte
(= 1, q+1), ..., , lhnen entsprechen die Haupt-
geraden p;. In der Ebene der X sind P; die Hauptpunkte,
die zugehorigen Hauptgeraden gehen durch zwei der
Punkte (24,1,1), (1,24,1), (4, 1,24). Die Festpunkte der
Verwandtschaft \—X sind K und E;. Beschreibt ) die
Gerade A,, so durchlduft x die Umlinie A,. Die gemeinsamen
Punkte von A, und A,, nimlich K* und K2, bilden das einzige
involutorische Punktepaar der Verwandtschaft )—Xin .

Im System &, wird aus AL die kubische Verwandt-
schaft

311: Blz {33 =B (‘f] 31—232) [("]+1) [31_‘4'4 32]: Bl('fi 51—‘2 @2) [[31—'
—(n+1) Bal: [( 1) ﬁ1_4"]52] [(71+2) ﬁl_z (2VI +-1) Bs] B3

(23)
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Hier ist F(24,1,0), so daB die Koinzidenzkurve die Ge-
rade B,—27pB, =0 ist. Auf den Festgeraden [P; K] und p,
erzeugt AL Involutionen mit den Festpunkten P; und K
bzw. F und K. Die Punkte E (2,4, 0) und E = P, sind ein-
fache Hauptpunkte, ihnen entsprechen die Hauptgeraden
(1+2) p1—2(20+1) B = 0 bzw. (q+1) ;—41B, = 0. Py ist zwei-
facher Hauptpunkt, seine Hauptkurve zerfallt in die Ge-
raden [P, E] und p,. Im iibrigen tritt keine Anderung gegeniiber
AL gin.

Die Isologe eines Punktes ) in B, ist die rationale C,
[0 B3—4 (n41) By Bat-4 (24-1) B2] Bs+-2 ha Br Ba [(+ (24)
+1) B1—"4782]—hs Br (Br—2B2) (B1—2B2) = O.
Sie hat dieselben Eigenschaften wie im Fall AL
Die Dualisologe eines Punktes X in %, ist die ra-
tionale C,
)—~2 5\-3 By (’fl 31—232) (31—2{32)4‘27\? B2 Bs [61— ('f2+1) Bz] —
— e Ba [(n+2) B2—4(+4-1)B1Ba+-4p2] = O
und man findet durch Koeffizientenvergleich mit der Isologen-
gleichung, daf sie zugleich die Isologe eines Punktes A in B, ist.
% und ) gehen auseinander durch die singuldre quadratische Ver-
wandtschaft
Motk =2) [(’q+1)7—\1+27\2]: )_\1[—‘q7_»1+4(7}+1)7\2]: 4(2‘0‘}‘1)7\27\3,
Midgidg = 4(2q+1) [(q4-1)—2] ['f])\1‘|‘2(’f1+1))\2] 1(20+1) [+
+2('fl+1))\2]25 4[2 ()\+1)2+"1] [(’fl"‘i))q_)\z])\s
hervor.' Hier ist P, doppeltzéhlender Festpunkt, (2,4, 0) und K
sind einfache Festpunkte Die Hauptpunkte in der Ebene der )

sind_(2(n+1),— lcli ) und P, Die Hauptpunkte in der Ebene
un

der j sind P,
Im System. 6 " hat AL dieselben Eigenschaften wie AT,

p nimmt hier den Wert p = (40+2): (4—1) an. Die Isologe
eines Punktes ) in B, lautet wieder

Mprithen(2rvs—p 1) —2hs13 1 = 0. (27)
Die Dualisologe eines Punktes X in %, lautet
28— ) e de 1 (p 13—27178) +(p—2) 7§ = 0. (28)

(25)




100 F. Hohenberg,

Sie ist zugleich die Isologe eines Punktes A; zwischen X und j
besteht die singuldre quadratische Verwandtschaft

1—2 g = = o= o
lezxzzx.s:r S T Tk (ahe—7) )

lili hetds = p*Mip (p—2) Mot [(p—2)225+p (p—2) M As].

Wir fragen uns schlieBlich, wie sich die in 18. D.
(1, 2, 3) genannten Entartungsfialle von AT im Sonder-
fall ALl auswirken.

1. Ist E; = P; und liegen die Punkte E; auf A, so erhils
man die zu A?? duale Verwandtschaft ¥ A% Y, die schon in 13. E,
untersucht wurde.

2. Wenn auBer [P; K] drei weitere Dreipunktgeraden auf-
treten sollen, kénnen dies bei AII nur die Geraden p; oder die

Geraden [P; K{°] sein. Im einen Fall mufl dann E; = K{ sein
und man erhdlt die Verwandtschaft I', im anderen Fall
mufl dann E; = K; sein und man kommt zur Verwandt-
schaft X. _

3. Wenn E; = P; ist und die E; die zweiten Schnitt-
punkte der Geraden [P; K] mit der Umlinie A, sind, erhalt man
wieder die harmonische Kollineation A* in .

4. Wenn schlieBlich auch die Punkte E; nach P;
riicken, also auch 4 iber alle Grenzen wéchst, erhdlt man die
Verwandtschaft A.

18. Die Kegelschnittverwandtschaften, die sich auf Bertinische
Punktverwandtschaften in P abbilden.

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, wann eine
Bertinische Verwandtschaft in B (vgl. 11, 4.) als Kegelschnitt-
verwandtschaft in © gedeutet werden kann, die mit Hilfe eines
festen Kegelschnitts k& definiert ist. Die acht Hauptpunkte der
Bertinischen Verwandtschaft in ¥ miissen dann allein durch den
Punkt K und das Dreieck II definiert sein. Man iiberlegt nun leicht,
dafl sich acht Punkte in P nur triangulir-symmetrisch anordnen
lassen, indem man sechs dieser Punkte triangulir-symmetrisch
anordnet und die restlichen zwei Punkte in die Bildpunkte K, K?
der mit % verbundenen Kegelschnitte legt. (Es ist allerdings auch
der Fall moglich, daB in K! und K? je zwei oder je vier der acht
Hauptpunkte zusammenriicken, aber die beiden so entstehenden
Kegelschnittverwandtschaften verdienen kein besonderes In-
teresse.)
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Dann scheidet aber der Fall aus, daB die ersten sechs Punkte
auf einem Kegelschnitt in B liegen (wie dies bei AI der Fall war),
denn hier ligen alle acht Hauptpunkte der Bertinischen Verwandt-
schaft auf diesem Kegelschnitt und von jeder C; mit Doppel-
punkten in diesen acht Hauptpunkten wiirde sich jener Kegel-
schnitt abspalten. Ebenso scheidet der Fall aus, daB drei der
ersten sechs Hauptpunkte der Bertinischen Verwandtschaft in B
in die Punkte K fallen (wie dies bei A™ der Fall war), da hier
auf der Geraden A, die fiinf Hauptpunkte K{°, K!, K2 lagen und A,
sich aus diesem Grund von jeder Cg mit Doppelpunkten in den
acht Hauptpunkten abspalten wiirde.

Daherbleibtnurdereinzige Fall iibrig,dafl dieersten
sechs Hauptpunkte der Bertinischen Verwandtschaft
wie bei Al aus zwei Tripeln triangulédr-symmetrischer
Punkte bestehen. Tatsidchlich 1aBt sich jede Verwandt-
schaft AM! (ebenso jeder ihrer Entartungsfialle) als
Sonderfall einer Bertinischen Verwandtschaft in P auf-
fassen: K' und K? sind ein Punktepaar von AUI, daher geht
durch Anwendung von AI™ eine Cg mit Doppelpunkten in E;, E;
K, K? zun#chst 1n eine C,, mit zwolffachen Punkten in E; und Ez
und Doppelpunkten in K* und K2 iiber. Da die C¢ aber Doppel-
punkte in E; und E; hat, spalten sich von der C,, die Hauptkegel-
schnitte [E,E,E,E,E;), ., [E\E,E;E,E;), ... doppelt ab und
es bleibt eine C{ mit Doppelpunkten in E; E;, K*, K2 Cg und C;
haben in den Punkten E; £; K' und K2 32 Schnittpunkte ver-
einigt. Da auBerdem die von E; und E; verschiedenen sechs
Schnittpunkte der Cg mit der Koinzidenzkurve von AUI fest-
bleiben, also auch der €, angehéren, sind 38 Schnittpunkte von Cgq
und C; bekannt, also ist C¢ = C;. Daher geht jede der oo®Cy mit
Doppelpunkten in E;, E;, K* und K2 die sich durch einen an-
genommenen Punkt o in 9 legen lassen, durch AMI in sich iiber,
alle diese C; haben daher noch einen Punkt gemein und dieser ist
der Bildpunkt von o in der Verwandtschaft AL
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