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Einleitung.
Als K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  bezeichnen wir hier 

ein Verfahren, das jedem Kegelschnitt einer projektiven Ebene 
einen oder mehrere Kegelschnitte in ihr zuordnet. Deutet man 
die sechs Koeffizienten einer Kegelschnittgleichung als projektive 
Koordinaten in einem i?5, so wird jede Kegelschnittverwandtschaft 
eine Punktverwandtschaft in diesem R 5 bewirken. Will man aber 
mehr tun als die projektive Geometrie des R 5 in der Ebene der
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Kegelschnitte deuten, so wird man sich mit solchen Kegelschnitt- 
verwandtschaften zu befassen haben, die auch in der Kegelschnitt­
ebene von geometrischem Interesse sind. Das Beispiel der Polarität 
an einem Kegelschnitt zeigt, daß vor allem jene Kegelschnittver­
wandtschaften eine anschauliche Bedeutung haben werden, die in­
volutorisch sind und mit Hilfe eines einzigen festen Kegelschnittes 
definiert werden können.

Es läßt sich, wie hier gezeigt werden soll, eine sehr all­
gemeine Klasse solcher Kegelschnittverwandtschaften finden. Ehe 
wir jedoch auf allgemeinere Fragestellungen eingehen, sollen 
(in 1 . bis 10.) drei  bes onder e  K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t ­
schaf ten untersucht werden:

1. die P o l a r i t ä t  S an e inem fes t en  K e g e l s c h n i t t  k,
2. die V e r w a n d t s c h a f t  T, in der s ich zwei  K e g e l ­

schni t te  i n v o l u t o r i s c h  e nt s pr e c he n ,  wenn der fes te  
Kege l sc hni t t  k  ihre  h a r mo n i s c he  Ku r ve  2. Or dnung ist 
(d. h. k  geht durch die acht Berührpunkte der gemeinsamen 
Tangenten entsprechender Kegelschnitte), und

3. die zu T duale V e r w a n d t s c h a f t  A, in der s ich zwei 
Ke ge l s c hni t t e  i n v o l u t o r i s c h  ent spr e c he n ,  wenn der f es t e  
Ke g e l s c hni t t  k  ihre  h a r mo n i s c he  Kur ve  2. Kl a s s e  ist  
(d. h. k  berührt die acht Tangenten in den Schnittpunkten ent­
sprechender Kegelschnitte).

In  11. b is  18. sol len wei t er e  K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t -  
schaf t en b e s p r o c h e n  werden,  i nsb e sonde r e  sol l  eine 
al lgemeinere  K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  a u f g e s u c h t  
werden,  die 2 , T und A als sehr speziel le  Sonde r f ä l l e  
enthält .

Bei S, T und A ist das gemeinsame Poldreieck entsprechender 
Kegelschnitte a und a! 1 auch Poldreieck von k. W i r b e s c h r ä n k e n  
uns v o r e r s t  (in 1. bis  8 .) auf  sol che K e g e l s c h n i t t e  a, die 
mit  k  ein n i c h t a u s g e a r t e t e s  Po l d r e i e c k  gemei n haben.  
Nimmt man dann ein nichtausgeartetes Poldreieck £2 von k will­
kürlich an, so entspricht in den drei Verwandtschaften jedem 
Kegelschnitt a  mit dem Poldreieck Q je ein Kegelschnitt a ' mit 
demselben Poldreieck. Aus den so erhaltenen Paaren a, a! von 2 
bzw. F, A erhält man alle Paare in der ganzen Ebene, die m it­
einander und mit k  ein nichtausgeartetes Poldreieck gemein haben, 
indem man auf die erhaltenen Paare die dreigliedrige Gruppe jener 
Kollineationen ausübt, die k  in sich überführen.

1 Einen veränderlichen Kegelschnitt bezeichnen wir mit a, seinen ent­
sprechenden mit a'.

Sitzungsberichte d. m athem .-natu iw . K l., A bt. H a ,  152 . B d ., 1. bis 5. H e ft . 2
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E b e n s o  genügt  es bei  den noch zu besprechenden 
K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t e n ,  diese im S y s t e m aller 
K e g e l s c h n i t t e  mi t  e i nem ge me i ns a me n  Pol dreieck 
zu b e t r a c h t e n .  Wi r  nennen dieses in s i ch duale System 
„ B u n d “.

Die U n t e r s u c h u n g  wird e i n f a c h e r  und anschau­
l i cher ,  wenn man die K e g e l s c h n i t t e  des Bundes  auf 
P u n k t e  a b b i l d e t . 1 Aus jeder Verwandtschaft zwischen den 
Kegelschnitten des Bundes wird dadurch eine Punktverwandt­
schaft. Den im  F o l g e n d e n  zu b e s p r e c h e n d e n  Ke g e l s c h n i t t ­
v e r w a n d t s c h a f t e n  e n t s pr e c he n  b i r a t i o n a l e  involu- 
t o r i s c h e  P u n k t v e r wa n d t s c h a f t e n .

1. Die Abbildung.
In der projektiven Ebene £) liege der Bund, d. h. das System 

der Kegelschnitte mit einem gemeinsamen nichtausgearteten
Poldreieck ß (Ecken 0 1} 0 2, 0 3, Seiten ox =  [ö20 3], o2, o3), ferner

eine feste Gerade e allgemeiner 
Lage. J e d e m  K e g e l s c h n i t t  « 
des Bu nd e s  ordnen wir den 
Pol  von e bezügl i ch  a als 
B i l d p u n k t  zu;  der Bildpunkt 
werde wieder mit a bezeichnet.2 
Die Gesamtheit der Bildpunkte 
nennen wir die (mit £) vereinigt 
liegende) B i l d e b e n e  ß̂; sie ent- 

! hält das mit 12 zusammenfallende
jcf; Dreieck II (Ecken Pi =  0 j, Seiten

p i =  Oi). Die Gerade ox schneidet 
*'ig. l. den Kegelschnitt a in D in kom­

plexen oder reellen Punkten, je 
nachdem die Schnittpunkte von e und [.Pia] mit px von den 
Punkten P 2 und P 3 getrennt oder nicht getrennt werden.

1 Verwandte Untersuchungen: Fritz H o h e n b e rg , Apolarität und
Schließungsproblem bei Kegelschnitten (Mon. f. Math. u. Phys., Bd. 50 (1941), 
S. 111-— 124), Über die Hyperflächen zweiten Grades mit einem gemeinsamen 
Polsimplex (Sitzungsber. d. Altad. d.Wiss. in Wien, Abt. I I  a, Bd. 150 (1941), 
S. 89— 108), Über die Kegelschnitte mit gemeinsamen Hauptachsen (Deutsche 
Mathematik, Jahrg. 6, Heft 6, S. 530— 537).

2 Man kann ß metrisch speziell als Hauptpoldreieck deuten (Bund der 
Kegelschnitte mit gemeinsamen Achsen) oder bei allgemeiner Lage von & für e 
die Ferngerade der euklidischen Ebene nehmen (jedem Kegelschnitt des Bundes 
ist sein Mittelpunkt als Bildpunkt zugeordnet).
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Die Pole von e bezüglich der Kegelschnitte einer im Bund 
enthaltenen S c h a r  liegen auf einer Geraden (Abb. 1). Deren 
Schnittpunkt mit Oi liegt harmonisch zum Schnittpunkt E i von e mit
0. bezüglich der auf o* gelegenen Gegenecken des Grundtangenten- 
vierseits der Schar. Also e n t s p r i c h t  e iner  K e g e l s c h n i t t s c h a r  
,|es Bundes ' e i ne  Gerade  in ß̂; deren S c h n i t t p u n k t e  mi t  
entsprechen den z e r f a l l enen  K u r v e n  2. Kl asse  der Schar .

Die Pole von e bezüglich der Kegelschnitte eines im Bund ent­
haltenen B ü s c h e l s  liegen auf dem Polkegelschnitt von e. Dieser 
<reht durch die Punkte Pi und soll daher Uml inie  heißen (Fig. 2). 
Beim Grenzübergang von nichtzerfallenen Kurven des Büschels 
zu der durch Oi gehenden zerfallenen Kurve des Büschels erkennt' 
man, daß die Tangente in Pi an die Umlinie harmonisch liegt zur Ge­
raden [OiEi] bezüglich der durch.
Oi gehenden Seiten des Grund­
vierecks des Büschels. Also e n t ­
spricht  e inem K e g e l s c h n i t t ­
büschel des Bunde s  eine 
Umlinie;  deren T a n g e n t e n  
in den P u n k t e n  Pi geben die 
zerfal lenen K u r v e n  2. Ord­
nung des Büs c h e l s  an.

Während sich also die im 
Bund enthaltenen Punktepaare 
und nichtzerfallenen Kegelschnit­
te, d. h. die im Bund enthaltenen 
Kurven 2. Klasse eineindeutig auf die Punkte einer projektiven 
Ebene abbilden, erfordert die Abbildung der Geradenpaare des 
Bundes, daß die projektive Bildebene durch die Linienelemente 
der drei Punkte Pi zur Bildebene ß̂ erweitert wird.

Die Pole von e bezüglich der Kegelschnitte, die z. B. ox in 
zwei festen Punkten schneiden ( Ber ühr ungs büsc he l ) ,  liegen auf 
der Polaren von E 1 bezüglich dieser Kegelschnitte.

In D bestimmt eine Tangente samt Berührpunkt, also ein 
Linienelement, eindeutig einen Kegelschnitt des Bundes. Die 
Tangente bestimmt eine Schar des Bundes, der Punkt ein Büschel, 
in sind also eine Gerade und eine Umlinie gegeben, die sich 
wegen der eindeutigen Bestimmtheit des Kegelschnitts in dessen 
Bildpunkt berühren. Daher entspricht einem Linienelement in D 
ein solches in die Ab b i l d u n g  £)-*^ß is t  eine B e r ü h r u n g s ­
t r a n s f o r ma t i o n .  Den Linienelementen einer Geraden in £) ent­
sprechen die einer Geraden in ß̂ (und zwar sind die daraufliegenden 
Punktreihen projektiv, es entsprechen sich die Schnittpunkte mit
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den Seiten von bzw. II). Den Linienelementen eines Punktes in 
0  entsprechen ebenso projektiv die einer Umlinie in während 
zu den Linienelementen eines Punktes in ß̂ die eines Kegelschnitts 
des Bundes in 0  gehören. Daher ist jeder Berührungstransfor 
mation in 0  durch die Abbildung eine Berührungstransformation 
in zugeordnet, insbesondere jeder Berührungstransformation 
in 0 ,  die die Kegelschnitte des Bundes untereinander vertauscht, 
eine Punkttransformation in ß̂.1

Die V e r w a n d t s c h a f t e n  £, F und A, a ngewandt  auf 
K e g e l s c h n i t t e  des Bundes ,  s t e l l en  s i ch in ^  als Punkt ­
t r a n s f o r m a t i o n e n  dar,  i hnen e n t s p r e c h e n  also in 0  
B e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n ,  die die K e g e l s c h n i t t e  des 
B u nde s  u n t e r e i n a n d e r  v e r t a u s c h e n .  Aus diesen Be­
r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n  in 0  e r h ä l t  man dann die 
a l l ge me i ne n  K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t e n  2, F und A 
dur ch  Aus üb ung  der Ko l l i n e a t i o n e n ,  die k in s ich über­
führen.  (X, F und A sind also nur innerhalb des Bundes Be­
rührungstransformationen, als Transformationen aller oo5 Kegel­
schnitte der Ebene betrachtet sind sie es nicht.)

E i n e  K e g e l s c h n i t t r e i h e  im B u nd heiße  algebraisch,  
und zwar (m, tt)-Reihe,  wenn ihre Bildkurve in ß̂ algebraisch 
ist und wenn durch jeden Punkt in 0  m Kegelschnitte der Reihe 
gehen und jede Gerade in 0  n Kegelschnitte der Reihe berührt.2 
Für die Bildkurve der Reihe ist m die Anzahl der Schnittpunkte 
mit einer allgemeinen Umlinie, abgesehen von den Ecken Pi 
von H. n ist die Ordnung der Bildkurve. Geht die Bildkurve 
«i-fach durch P *, so ist m =  2 n —■(% +  n2-\- n3). Der Klasse der 
Bildkurve (Anzahl der Tangenten aus einem Punkt s) entspricht 
in 0  die Anzahl der Tangentenquadrupel (Diagonaldreieck £J) 
eines Kegelschnitts ä des Bundes, für die zwei der n Kegelschnitte 
der Reihe, die sie berühren, zusammenfallen. Einem Doppelpunkt 
der Bildkurve entspricht in 0  ein Kegelschnitt der Reihe, der beim 
Durchlaufen der Reihe zweimal angetroffen wird. Wird das 
Durchlaufen stationär, so liegt in eine Spitze vor. Ähnliches 
gilt für die anderen Singularitäten. Als Geschlecht der Reihe be­
zeichnen wir das Geschlecht ihrer Bildkurve. Eine Reihe heiße 
irreduzibel, wenn ihre Bildkurve irreduzibel ist.

1 Z. B. entsprechen den automorphen Kollineationen des Bundes jene 
Kollineationen in die das Dreieck TI festlassen, und den automorphen Kor­
relationen des Bundes die quadratischen Transformationen in mit dem 
Hauptdreieck ü  (vgl. F . H o h e n b e rg , Über die Hyperflächen usw., 1.
S. 93).

2 m und n  sind die Jonquieresschen Indices der Reihe, vgl. E . P a sca l,
llep. d. höh. Math., Bd. I I / l ,  S. 289.
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2. Die Polarität 2 an k.
Bei 2 gehen die Kegelschnitte a des Bundes, die oi in den 

festen Punkten A und Ax schneiden, in die Kegelschnitte a! über,
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die oi in den festen Punkten A' und A\ schneiden, und zwar 
liegen z. B. A und Al und ebenso Ax und A[ harmonisch bezüglich 
des Schnittpunkts von k  mit oi. Die Bildpunkte der a. liegen
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auf einer Geraden durch Pi, die Bildpunkte der a! ebenfalls- 
£ bewirkt also in eine Involution unter den Geraden durch p. 
Einer der Feststrahlen geht natürlich durch den Bildpunkt /v' 
von k  (Abb. 3).

D er P o l a r i t ä t  £ an k  in £) e n t s p r i c h t  also in ß̂ eii\e 
i n v o l u t o r i s c h e  q u a d r a t i s c h e  V e r w a n d t s c h a f t  £ mi t  dem 
Ha u p t  drei  eck II. Einer der Festpunkte in $  ist K, die drei 
weiteren Festpunkte Ki liegen auf je einem Strahl K], und 
zwar harmonisch zu K  bezüglich Pi und des Schnittpunktes K (\ von 
[P i K] mit pi (Abb. 3).. K i ist Bildpunkt jenes Kegelschnittes /c, 
des Bundes, der k  in den Schnittpunkten mit Oi berührt und dessen 
Schnittpunkte mit den beiden anderen Seiten von ü harmonisch 
liegen zu denen von k. Geht ein Kegelschnitt a durch die Polarität 
an k  in a! über, so geht er auch durch die Polarität an ki in $ 
über (einem Schnittpunkt von a  und a! entspricht dabei als 
Polare bezüglich k  bzw. ki der Reihe nach jede der gemeinsamen 
Tangenten von a und a!). Daher nennen wir die Kegelschnitte k, 
kii k ,  untereinander v e r t a u s c h b a r .  Das Diagonaldreieck 
ihrer Bildpunkte ist ü. Die F e s t p u n k t e  K , Ki in sind die 
B i l d p u n k t e  der vier  v e r t a u s c h b a r e n  K e g e l s c h n i t t e  k, 7c,-.

Einer Geraden in 3̂ ist durch I  eine Umlinie zugeordnet, 
die auf der Geraden ein Punktepaar von £ ausschneidet. In £> 
gehen also Scharen in Büschel über (und umgekehrt), eine Schar 
und das ihr entsprechende Büschel haben zwei zu k  polare Kegel­
schnitte gemein. Einem Linienelement in ß̂ (Punkt a, Gerade g 
durch a) entspricht ein Linienelement (c/!, gi): der Umlinie, die g 
in a berührt, entspricht gx, der Geraden g entspricht eine Umlinie, 
die gx in a! berührt. Geht die Gerade in ß̂ durch einen Festpunkt, 
so berührt sie dort die entsprechende Umlinie, d. h. die Linien­
elemente der Festpunkte in ß̂ bzw. die Linienelementquadrupel 
der Festkegelschnitte in £>, deren Diagonaldreieck Q ist, bleiben 
einzeln fest.

Geht in 0  der Kegelschnitt a in o! über, so entspricht einer 
gemeinsamen Tangente von a und k der Berührpunkt auf k als 
Punkt voh <y/, in ß̂ entspricht also der Geraden [ÜTa] jene Umlinie, 
die sie in K  berührt (Abb. 4). Einem Schnittpunkt von a und k 
in D entspricht die Tangente an k als Tangente von 7/, in $  
entspricht also der Umlinie durch K  und a ihre Tangente in K. 
E n t n i m m t  man daher  dem Uml i n i e n b ü s c h e l  durch K 
zwei be l i ebi ge  Uml i n i e n  und s c hn e i d e t  j ede  mi t  der 
T a n g e n t e  des P u n k t e s  K  an die andere  Umlinie ,  so sind 
die S c h n i t t p u n k t e  ein P u n k t e p a a r  von 2 in An Stel le 
von K  kann auch K t t re t en.
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Wir merken für späteren Gebrauch noch einiges  aus der 
Theorie der A p o l a r i t ä t  und des S c h l i e ß u n g s p r o b l e ms  bei  
Kege l schni t t en  an. 1 K i° liege harmonisch zu K® bezüglich der 
auf pi liegenden Ecken von II. Die Punkte K I10 liegen auf einer Ge­
raden Ae (Ä), der geraden Polaren von K  bezüglich der in die pi zer­
fallenen Kurve 3. Ordnung II (Abb. 3). A e (k ) stellt die Reihe der k  
harmonisch e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  des Bundes 
dar. Durch E geht Ae (/c) in jene Umlinie Au (k) über, deren 
Tangenten in Pi je zwei der Punkte Ki enthalten. Au (k) ist die 
Bildkurve der Reihe der k  h a r mo n i s c h  u ms c h r i e b e n e n  K e g e l ­
schni t te des Bundes. Ae (k) und Au (k) schneiden sich in den 
(konjugiert komplexen) Bildpunkten K l und K 2 der beiden m it k 
„ ver bundenen“ K e g e l s c h n i t t e  k 1 
und k 2 (d.h. in £) liegen die Schnitt­
punkte von k 1 bzw. k 2 mit Oi äquian- 
harmonisch zu denen von k  mit Oi).
Die beiden mit k  verbundenen Kegel­
schnitte des Bundes vertauschen sich 
durch die Polarität an k.

Die Grundtangenten der S c h a r  Ae 
und die Grundpunkte des B ü s c h e l s  Au 
in D lassen sich daraus leicht gewinnen.
Die Schnittpunkte der Grundtangenten 
von Ae mit o1 liegen harmonisch zu 
den Schnittpunkten von k  mit ox und 
ebenso harmonisch zu den Punkten 0 2 Fig- 4-
und 0 3 auf ou sie fallen also bei ver­
einigter Lage von £) und $  in die Punkte K\ und Kf*. Bei vereinigter 
Lage von £) und decken sich also die Grundtangenten der 
Schar Ae in £) mit den Geraden A?, \K\ /£$], [ ^ 2  Ä’a], [/£$ -^il 
der Ebene Ebenso decken sich bei vereinigter Lage von £) und 
^ die Grundpunkte des Büschels Au in £> mit den Punkten K  
und K i der Ebene

Ferner1 kann man die Kegelschnitte de& Bundes bestimmen, 
die die Seiten zweier (und damit unendlich vieler) Dreiecke be­
rühren, die k in D eingeschrieben sind. Die Bildpunkte dieser k  
„ e i n g e s c h r i e b e n e n “ K e g e l s c h n i t t e  liegen in auf dem 
Kegelschnitt ©e (/c), der pi in IQ berührt (Abb. 3 ) .2 In £) heißt

1 Vgl. hiezu F . H o h e n b e rg , Apolarität usw., 1. c., S. 113— 121.
2 Durch eine zentrische Kollineation in (Zentrum K , Achse Ae) läßt 

sich Ait (k) in 0 e (k) überführen. Dieser Kollineation entspricht in £) eine B e­
rührungstransformation im Bund, bei der die Linienelemente von k einzeln fest-
bleiben,die Linienelemente jedes k harmonisch eingeschriebenen Kegelschnitts
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umgekehrt k  jedem dieser Kegelschnitte umschrieben. Als Bild­
kurve der Reihe der k  „ u ms c h r i e b e n e n “ Ke g e l s c h n i t t e  des 
Bundes ergibt sich aus ©e (k ) durch Anwendung von 2  die K urve 
4. Ordnung S u (k) mit Spitzen in Pi, deren Tangenten sich in K 
schneiden. Auch 0 e (k ) und ©M (k) haben die Punkte K 1 und K- 
gemein.

Zur Veranschaulichung empfiehlt es sich manchmal, P 
und P 2 als K r e i s p u n k t e  der euklidischen Ebene zu deuten. 
Dann ist Au (k) der Kreis durch P 3, dessen Mitte der Spiegel­
punkt von K  bzw. P 3 ist, Ae (k) die Polare von K. ©e (k) ist 
die Aw {k) in K 1 und K 2 berührende Parabel mit dem Brenn­
punkt P 3, ®u (k) die Kardioide mit der Spitze P 3 und der Doppel­
tangente Ae (A:) (Berührpunkte K 1, K 2) ( =  Fußpunktkurve des 
Kreises durch P 3, dessen Mitte der Spiegelpunkt von P 3 bezüglich K 
ist). Danach läßt sich z. B. die Erzeugung von I  im Umlinien­
büschel durch K  für ein Kreisbüschel mit den Grundpunkten P 3 
und K  deuten; übt man noch die Inversion am Kreis um K 
durch P 3 aus, so wird I  zur Spiegelung am Mittelpunkt der 
Strecke K P 3.

Eine günstigere metrische Spezialisierung erhält man, wenn 
man II als g l e i c hs e i t i ge s  Dr e i e c k  der euklidischen Ebene 
nimmt, K  als dessen Mittelpunkt. Dann sind die Punkte K\ die 
Höhenfußpunkte, K "0 die Fernpunkte der Dreieckseiten, Ki die 
Ecken des II „umschriebenen“ gleichseitigen Dreiecks, K 1 und K z 
die Kreispunkte der Ebene. Ae ist die Ferngerade der Ebene, 
Alt der Umkreis, 0 e der Inkreis von II, während eine 
Steinersche Hypozykloide mit den Spitzen Pi wird, deren 
Spitzentangenten sich in K  schneiden. Wir bezeichnen diese 
im folgenden mehrmals verwendete Veranschaulichung mit $°.

3. Die Kegelsclmitlverwandtseliaft F.
In Ö liegen die Berührpunkte der gemeinsamen Tangenten 

entsprechender Kegelschnitte a und a! auf k. Um a! bei ge­
gebenem a zu bestimmen, legt man also in den Schnittpunkten Ai 
(i =  1, 2, 3, 4) von a und k  die Tangenten U an a (Abb. 5); diese 
werden in ihren zweiten Schnittpunkten A[ mit k  von a! berührt. 
Dazu gehören in die Umlinie A durch die Punkte a und K 
und die Umlinie A' durch a' und K. Beide müssen die Gerade [a o!]

sich untereinander vertauschen, jeder k harmonisch umschriebene Kegelschnitt 
in einen k eingeschriebenen Kegelschnitt übergeht und entsprechende Kegel­
schnitte immer einer Schar angehören, der auch k angehört. (F . H oh en b erg , 
Apolarität usw., 1. c., S. 119— 120.)
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berühren, weil in £5 der Punkt Ai und die Tangente u in ihm 
e i n d e u t i g  a bestimmen, ebenso A\ und t[ eindeutig a'. In 
f in d e t  man also a! aus a, indem man in a die Tangente t an die 
durch a und K  gehende Umlinie legt; a! ist der Berührpunkt der 
z w e i t e n  Umlinie durch K , die t berührt. A uf j e d e r  Ger aden t 
in  $  l i egt  also ein P u n k t e p a a r  von T, n ä ml i c h  die Doppe l ­
punkte der  vom U ml i n i e n b ü s c h e l  durch K  auf  t aus­
geschni t tenen I n v o l u t i o n .1

a und a! fallen dann und nur dann zusammen, wenn t durch 
einen Grundpunkt dieses Umlinienbüschels geht, P x, P 2, P 3, K  sind 
also die F e s t p u n k t e  von I\ Die einer allgemeinen Geraden t 
in $  entsprechende Kurve schneidet t in a und <?/, sie ist also 
ein Kegelschnitt, T is t  eine i n v o l u t o r i s c h e  q u a d r a t i s c h e  
Ve r w a n d t s c h a f t  in Legt man t z. B. durch so ist K\

1 Die Umlinien A  und A ' haben t und noch drei Tangenten gemein. Auch 
deren Berührpunkte sind Punktepaare von r .  In £) erhält man die vier zuge­
hörigen Kegelschnittpaare bei gegebenen Punkten A  ̂ und A! auf h, wenn 
man als gemeinsame Tangente von a. und a der Reihe nach die Geraden 

AQ (i =  1, 2, 3, 4) nimmt.

F ig .
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der eine Festpunkt der Involution auf t (ausgeschnitten von der 
zerfallenen Umlinie Pi+f-PiÄ']), der andere ist der Schnitt mit 
[ÜTS Äo]. K\ entspricht also jeder Punkt von \_K\ üHj], daher ist R\ 
K'i K§ das H a u p t d r e i e c k  von T. Ki entspricht in £) die 
aus den Schnittpunkten von k  mit o* bestehende zerfallene 
Kurve 2. Klasse Z$. Bei T entspricht also z. B. k\ jeder Kegel­
schnitt der durch k\ und k% bestimmten Schar; diese ent­
hält auch k'f und stellt die Reihe aller kx harmonisch einge­
schriebenen Kegelschnitte dar. Dem P u n k t e p a a r  Ul ent­
s pr i c h t  also in 0  bei  F j e d e r  ki h a r mo n i s c h  einge­
s c hr i e b e ne  K e g e l s c hn i t t .

Durch T erfahren die Strahlen durch einen Punkt K\ eine 
Involution. Die Feststrahlen gehen durch je zwei Festpunkte, 
auf ihnen bilden die Paare entsprechender Punkte eine Involution, 
z. B. entsprechen sich die Punkte K\ und Kf*. In 0  werden 
also z. B. die auf or gelegenen Punktepaare des Bundes projektiv 
vertauscht, wobei sich Ul und Ul° entsprechen und die doppelt­
singulären Kurven 2. Klasse 0 2 und Oz festbleiben.

Einer allgemeinen Geraden t in $  entspricht ein Kegel­
schnitt durch K ll, der mit t ein Punktepaar von F gemein hat; 
sein zweiter Schnittpunkt mit einer Seite des Vierecks Pi K  ent­
spricht dem Schnittpunkt von t mit dieser Seite. Insbesondere 
entspricht der durch die Punkte if?° gehenden Geraden Ae [k) 
der Kegelschnitt @e (k), der pi in U\ berührt, bei F geht  also 
in 0  die S c h a r  der k  h a r mo n i s c h  e i n g e s c h r i e b e n e n  Kegel­
s c h n i t t e  in die Re i he  der k  e i n g e s c h r i e b e n e n  Kegel­
s c h n i t t e  über.  Ae (A:) und @e (k) schneiden sich in den Punkten Iil 
und K 2, die be iden mi t  k  v e r b u n d e n e n  K e g e l s c h n i t t e  U 
und k 2 v e r t a u s c h e n  sich also durch F. E i n e r  al lgemeinen 
S c h a r  in 0  e n t s p r i c h t  eine r a t i o n a l e  (4,2)-Reihe,  die k" 
en t hä l t .

Geht t durch einen Festpunkt, so berührt t dort den ent­
sprechenden Kegelschnitt, d. h. die Linienelemente der Festpunkte 
bleiben einzeln fest, daher  wird in 0  j edes  Geradenpaar  
des B u nd e s  in s ich ü b e r g e f ü h r t  und j edes  Linienelement  
von k  e n t s p r i c h t  s i ch selbst .  Weiters entspricht einer Umlinie 
eine C4 mit Doppelpunkten in K i, die die Umlinie in Pi berührt, 
in 0  e n t s p r i c h t  also einem Büs c he l  eine rat ionale
(5,4)-Reihe,  die mi t  dem B ü s c h e l  die Ge r a d e n p a a r e  und 
zwei e i na nd e r  in F e n t s p r e c h e n d e  K e g e l s c h n i t t e  gemein 
hat .  In j e d e m B ü s c h e l  b e f i n d e t  s ich also ein P a a r  ent­
s pr e c h e nd e r  K e g e l s c h n i t t e .  E i n e m  Ber ühr ungs büs che l  
e n t s p r i c h t  eine r a t i o n a l e  (3,2)-Reihe.
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In sei ein Linienelement gegeben (Punkt a, Gerade g 
durch a); g entspricht bei F ein Kegelschnitt g' durch K\, dem 
Kegelschnitt durch K *, der g in a berührt, eine Gerade, die g' 
in a! berührt. (a!, g') ist das entsprechende Linienelement. Da mi t  
ist auch die zu T gehörende V e r w a n d t s c h a f t  der L i n i e n ­
elemente in £) be ka nnt .

Wir besprechen nun einen wichtigen Sonderfall der Kegel­
schnittverwandtschaft F. Die harmonische Kurve 2. Ordnung k

l

zweier Kegelschnitte a und a! des Bundes zerfällt (Abb. 6 ), wenn 
die Berührpunkte Ax und A'x einer gemeinsamen Tangente tx 
und die Berührpunkte A2, Al> einer gemeinsamen Tangente t2 
so liegen, daß die Geraden. [A± A[,\ und [A[ A2] z. B. durch 0 3 
gehen (und dann ox und o2 harmonisch trennen). Dem entspricht 
in daß K  in einer bestimmten Richtung [P 3 i?jj] nach P 3 
rückt. Dann rücken auch K\ und K\ nach P 3, ihre Verbindungs­
gerade geht dabei immer durch Ä30. F wird zu e iner  s in­
gulären q u a d r a t i s c h e n  V e r w a n d t s c h a f t  F0 mi t  den 
Ha u p t pu nk t e n  P 3 ( H a u p t r i c h t u n g  [.P3 /C°0]) und Kf,. Bei 
r 0 entspricht dem Punktepaar k 3° in £), das aus den Schnitt­
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punkten von k  mit o 3 besteht, jeder Kegelschnitt, dessen S ch n itt­
punkte mit o3 harmonisch liegen zu denen von k , während dem 
Geradenpaar durch 0 3, dessen Schnittpunkte mit o3 harmonisch 
hegen zu denen von /c, jeder Kegelschnitt entspricht, der k in den 
Schnittpunkten mit o3 berührt.

Einer Geraden durch P 3 entspricht die zu ihr bezüglich p 
und p2 harmonische Gerade. Einer Geraden durch K ® entspricht 
die zu ihr bezüglich [.Pg K®\ und p 3 harmonische Gerade. Einer 
allgemeinen Geraden entspricht ein Kegelschnitt durch ÜC®, der 
[Pa K®°] in P 3 berührt. E i n e r  S c h a r  in D e n t s p r i c h t  also 
eine speziel l e  r a t i o n a l e  (3,2)-Reihe.

Von der einer Umlinie entsprechenden C4 spaltet sich, weil 
die Umlinie durch P 3 geht, [P 3 K%\ ab. Die Tangente der rest­
lichen C3 in P 3 liegt harmonisch zur dortigen Tangente der Um­
linie bezüglich px und p2\ ferner entspricht dem zweiten Schnitt­
punkt der Umlinie mit [P 3 üf"], daß die C3 in P 3 auch [_P3 Kf\ 
berührt, sie hat also in P 3 einen Doppelpunkt mit den angegebenen 
Tangenten. Dem zweiten Schnittpunkt der Umlinie mit [P 3 K f  ] 
entspricht der Punkt K\ der C3. Die C3 geht ferner durch die 
Festpunkte P x und P 2 und berührt dort die Umlinie (weil jedes 
Linienelement von P 1 und P 2 festbleibt). E i n e m  B ü s c h e l  in £) 
e n t s p r i c h t  also eine speziel l e  r a t i o n a l e  (2,3)-Reihe.

Berührt die Umlinie die Gerade [Pg/^0] in P 3, so spaltet 
sich [Pg ÜT®] von der C3 ab und es bleibt eine Umlinie, die die 
gegebene Ümlinie in P x und P 2 berührt, also mit ihr identisch ist. 
In  £> geht  also j edes  B ü s c h e l  in s ich über,  dessen d u r c h 0 3 
ge he nde s  G e r a d e n p a a r  das Ge r a d e n pa a r  k  harmonisch 
t r e nnt .  F 0in läßt sich daher auch so erzeugen; j edes  S t r ahl en­
paar  der I n v o l u t i o n  in P 3 mi t  den Do pp e l s t r a h l e n  
und p2 (oder nach obigem auch jedes Strahlenpaar der Involution 
in mit den Doppelstrahlen p 3 und [P 3 X®]) s chne i de t  auf 
j e d e r  Umlinie ,  die [ P 3 Ä™] in P 3 be r ühr t ,  ein Punkt e pa a r  
von T0 aus.

4 . Die Kcgelselmitlverwaiidtscliaft A.

Übt man auf ein Punktepaar a, a! von F in die Transfor­
mation l  aus, so erhält man ein Punktepaar von A, wie aus der 
geometrischen Bedeutung von I ,  F und A in 0  hervorgeht; es ist 
also A =  S F I . 1 Man gewinnt aber einen besseren Einblick in die

1 Auch durch eine projektive Inversion 3  in ^  (Zentrum z. B. P 3, Inver­
sionskegelschnitt berühre pi in P 2 und p2 in P 1 und gehe durch K )  geht jedes 
Punktepaar von r  in 5̂ in ein Punktepaar von A über, also ist auch A =  3 T 3 '
3  entspricht in 0  jene Korrelation des Bundes, die ot mit 0 2, o2 mit Ox und o3 
mit 0 3 vertauscht und k in sich überführt.
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Verwandtschaft A und ihrem Zusammenhang mit T, wenn man A 
jn der Abbildung auf gesondert untersucht.

In 0  berühren die in den Schnittpunkten A\ (i =  1, 2, 3, 4) 
entsprechender Kegelschnitte a und a! gelegten Tangenten ti 
und ti den Kegelschnitt k  (Abb. 7 ). Um a! aus a zu erhalten, 
legt man die gemeinsamen Tangenten an a und k] a! geht durch 
deren Berührungspunkte auf a und berührt dort die zweiten 
Tangenten, die aus diesen Punkten an k gehen. In entspricht 
dem Büschel mit den Grundpunkten Ai eine Umlinie A, den 
Tangenten ti bzw. t[ in A\ entsprechen die Tangenten t und t’ 
von A in den Bildpunkten a und a!\ diese müssen sich in K

schneiden. Also bi l den in $  auf  j e d e r  Uml inie  die B e ­
rührpunkt e  der T a n g e n t e n  aus K , d. h. die S c h n i t t p u n k t e  
mit der P o l a r e n  von K  ein P u n k t e p a a r  von A. Ist a ge­
geben, so legt man aus K  an die Umlinie die [ifa ] in a berührt, 
die zweite Tangente; der Berührpunkt ist a'.1

Liegt a z. B. auf px, so besteht die Umlinie durch a und a! 
aus p1 und [i^  a], also ist a! =  a; j e d e r  P u n k t  auf  e iner  
Seite von II i s t  F e s t p u n k t  von A, in 0  wird j e de  s i ngu­
läre Kur ve  2. Kl a s s e  des Bu nd e s  in sich ü be r ge f ühr t .  
Ist a =  ÜC, so existiert ein Umlaufbüschel durch <y.= K =  <?/,

i Gibt man in zwei Geraden t und t' durch K  vor, so gibt es vier Um­
linien, die sie berühren. Die Berührpunkte bilden jedesmal ein Punktepaar 
von A. Dem entspricht in £), daß z. B . a. von tx der Reihe nach in den Schnitt­
punkten mit t\, t’,, t{,, berührt wird. Den Berührpunkten entsprechen die
vier Umlinien.

7

Fig. 7.
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K  is t  F e s t p u n k t  von A, in £> wird j edes  Linienelenienl  
von k  in sich über gef ühr t .

Liegt a auf [P XK\ aber nicht in P x, so zerfällt die Umlinie 
durch a und o! in [P XK ] und px, a! liegt auf [PxK]. Auf den Fest- 
geraden [P iK ]  bilden die Paare entsprechender Punkte eine 
I n v o l u t i o n  mi t  den F e s t p u n k t e n  K  und K t  Rückt nun a 
auf [P-xK] nach P x, so gibt es ein Büschel von Umlinien, die [üCa] 
in a berühren. Die Berührpunkte der zweiten Tangenten aus K 
an diese Umlinien erfüllen eine Umlinie, deren Tangenten in p  
und P 3 durch K  gehen, während die Tangente in Px durch Kf> geht. 
Diese Umlinie ist also die Bildkurve Au (k) der Reihe aller ^ 
harmonisch umschriebenen Kegelschnitte. Es besteht also eine 
e i n e i nde ut i ge  Zuor dnung  zwi schen den Geradenpaaren 
mi t  dem T r ä g e r  0 \ in £) und den K e g e l s c h n i t t e n  des 
B ü s c h e l s  Au (ki); P i sind die Ha u pt pu nk t e ,  Au (ki) die 
H a u p t k u r v e n  von A in ^ . Liegt also a auf Au (&*), aber nicht 
in P i, so ist a! das Linienelement Pi, [P i K].

Einer allgemeinen Geraden g in entspricht eine Kurve, 
die g in dem auf g gelegenen Punktepaar von A,1 ferner in den 
auf g gelegenen Festpunkten von A, d. h. in den Schnittpunkten 
von g mit p t schneidet. E i n e r  a l l ge me i ne n  Ger aden in Iß 
e n t s p r i c h t  also eine Kur ve  5. Or dnung Cb, A ist  eine In­
v o l u t i o n  5. Or dnung in 3̂. g schneidet Au (ki) in je zwei Punkten, 
daher h a t die C5 in Pi je  e inen B e r ü h r u n g s k n o t e n  mit 
n ach  K  g e r i c h t e t e r  Ta ng e nt e .  (Die C5 ist rational, wie es 
sein muß.) In  £) e n t s p r i c h t  also e iner  S c h a r  eine rat ionale
(4,5) -Reihe,  die mi t  der S c h a r  die z e r f a l l enen  Kurven 
und zwei e i nander  in A e n t s p r e c h e n d e  Ke ge l s c hni t t e  
gemei n h a t ;  sie e n t h ä l t  auch (doppelzählend)  die 
T a n g e n t e n p a a r e  aus Oi an k.

Geht g durch Plt so spaltet sich Au (kx) von der C5 ab und 
die Berührungsknoten lösen sich auf; die restliche Cz hat in P2 
und P 3 Tangenten durch K  und in Px einen Doppelpunkt, dessen 
eine Tangente durch K  geht (entsprechend dem zweiten Schnitt­
punkt von g mit AU(A:1); die andere liegt ‘ harmonisch zu g bezüg­
lich p2 und p 3. In  D e n t s p r i c h t  also e inem B e r ü hr u n gs ­
büsc he l  eine r a t i o n a l e  (2 , 3) -Reihe.

Einem Kegelschnitt l in 5̂ entspricht eine C10; ist l eine 
Umlinie, so lösen sich die zweifachen Berührungsknoten in Pi 
auf, die Hauptkurven spalten sich von der C10 ab und es bleibt 
eine C4. In deren Doppelpunkten Pi gehen die einen Tangenten

1 Ausgeschnitten von cler Umlinie, für die K  und g Pol und Polare sind.
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durch K  (entsprechend den vierten Schnittpunkten der Umlinie 
init den Hauptkurven), die anderen liegen harmonisch zu den 
Tangenten der Umlinie in Pi bezüglich der Geraden pj durch Pi, sie 
schneiden sich also in jenem Punkt L , dessen konische Polare bezüg­
lich der zerfallenen Kurve 3. Ordnung II die gegebene Umlinie ist. 
Die Doppelpunkte werden zu Spitzen mit nach K  gerichteten Tan­
genten, wenn die gegebene Umlinie die konische Polare Au (k ) von K  
bezüglich II ist. Einer allgemeinen Umlinie entspricht also eine 
spezielle rationale C4 ,1 in  £) e n t s p r i c h t  e inem a l l ge me i ne n  
Büschel  eine speziel l e  r a t i o n a l e  (2,4)-Reihe,  den k  h a r ­
monisch ums c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e n  e n t s p r e c h e n  die 
k ums chr i ebenen K e g e l s c h n i t t e .  Au (k) und 0 U(A) haben die 
Bildpunkte K 1 und K 2 der mit 
k verbundenen Kegelschnitte 
gemein, K 1 und K 2 sind also 
auch ein P u n k t e p a a r  von 
A in

Einem Linienelement 
(Punkt a, Gerade g durch 7.) 
in entspricht ein Linien­
element (Punkt 7/, Gerade gx 
durch a! ) : g entspricht eine C5, 
der Umlinie, die g in 7. berührt, 
entspricht eine C4. 18 der
20 Schnittpunkte der C5 und 
C4 fallen in die Punkte Pi, die 
restlichen zwei fallen in (7/, gi) Fl§- 8-
zusammen.

Wie bei T gibt es auch hier bei A den wichtigen Sonder fa l l ,  
daß die h a r mo n i s c h e  Kur ve  2. Kl as se  k  zweier  Ke g e l ­
schnit te a und a! des B unde s  z e r f ä l l t  (Abb. 8). In diesem 
Fall liegen die in den Schnittpunkten Ai von a und 7/ gelegten 
Tangenten ti und t'i so, daß sich z. B. tx und tr2 auf o3 schneiden, 
ebenso und t2 usw. k  ist dann eine zerfallene Kurve 2. Klasse, 
K l i egt  auf  p 3. Auch hier werden auf den Umlinien von den 
Polaren des Punktes K  — K\ die Punktepaare dieser Verwandt­
schaft A0 ausgeschnitten. Alle diese Polaren gehen durch K®°, so 
daß jedes Punktepaar von A0 auf einer Geraden durch K f  liegt, 
A0 be wi r kt  auf  j e d e r  Ger aden durch K®° eine I nvo l ut i o n ,

1 Bei einer allgemeinen rationalen (74 umhüllen die Doppelpunkt­
tangenten einen Kegelschnitt ( J .  P lü c k e r , Theorie der algebraischen Kurven,
1839, S. 196), hier umhüllen sie das Punktepaar K , L.
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die F e s t p u n k t e  l i egen auf  px und p2, denn wie oben ergibt 
sich, daß jeder Punkt von px und p 2 (außer P 3) Festpunkt ist. 
Auch P x und P 2 sind Festpunkte, K  und K sind entsprechende 
Punkte. Je  zwei zu px und p2 harmonische Strahlen durch P 
schneiden also auf jeder Geraden durch K®° ein Punktepaar 
von A„ aus. E s l i egt  die p r o j e k t i v e  I n v e r s i o n  an dem 
G e r a d e n p a a r  px, p 2 und mi t  dem Pol  Kf* vor.

Eine allgemeine Gerade g in ist das Erzeugnis projektiver 
Strahlbüschel [ if jfa ] und [P 3 a]. Für jeden Punkt a von g ist, 
dann [K™ al] =  [/f°°a] und [ i^ a 7] liegt harmonisch zu [_P3a] 
bezüglich px und p2. Die g entsprechende Kurve g' ist das Erzeugnis 
der projektiven Strahlbüschel ct!\ und [P  &.']■, einer allgemeinen 
Geraden entspricht also ein Kegelschnitt durch if°°, der [P 3K] in 
P 3 berührt und durch die Schnittpunkte der Geraden mit px 
und p2 geht. A0 ist in eine singuläre quadratische Verwandt­
schaft, P 3 entspricht jedem Punkt auf [i-^-Kjj0], K^° jedem Punkt 
auf [P SK]. In £) geht jede Schar in sich über, die das Punkte­
paar /c|!° auf o 3 enthält, das k  harmonisch trennt. Einer allge­
meinen Schar entspricht eine rationale (3,2)-Reihe, die und 
das Tangentenpaar aus 0 3 an k  enthält.

5. Die Isologen von E, F und A in
Beim Studium einer ebenen Punktverwandtschaft ist das 

Netz der Isologen von Interesse. Die Isologe eines Punktes l 
in ist die Gesamtheit der Punkte, die mit ihren entsprechenden 
Punkten auf einer Geraden durch X liegen.1 Ihr entspricht in D 
eine Kegelschnittreihe des Bundes, die zu jedem ihrer Kegel­
schnitte den entsprechenden enthält, wobei die gemeinsamen 
Tangenten entsprechender Kegelschnitte einen Kegelschnitt mit 
dem Bildpunkt X einhüllen. Die B e t r a c h t u n g  der Isologen 
f ü hr t  zu einer  a l l ge me i ne r e n  K e g e l v e r w a n d t s c h a f t ,  die 
E, F und A als S on d e r f ä l l e  en t hä l t .

A. Die I s o l ogen von E.
Bei S entspricht jeder Geraden durch X in ß̂ eine Umlinie 

durch den entsprechenden Punkt )/, beide schneiden sich in einem 
Paar entsprechender Punkte. Dem Strahlbüschel (X) ist also das 
Umlinienbüschel (X7) projektiv zugeordnet. Das Erzeugnis ist die 
I sol oge  von X (Abb. 9), eine e l l i p t i s che  C3 durch P x, P 2, P3, 
X, X'; legt man die Gerade des Büschels durch einen F estp u n k t

1 Enzykl. cl. math. Wiss., I I I  C 11, S. 1985.
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von so berührt sie dort die entsprechende Umlinie, d. h. die 
geht  dur ch  die F e s t p u n k t e  und die dor t i gen  T a n g e n t e n  

schneiden s ich in X. Der Geraden [XX'] entspricht die Umlinie 
durch X und X', daher berührt diese Umlinie die C3 in X' und die 
Tangent e  der Cz in X geht  dur ch  X'. Legt man die Gerade des 
Büschels (X) durch P j ,  so folgt, daß die T a n g e n t e n  der Cz 
in Pi durch X7 gehen und daß die S c h n i t t p u n k t e  von 
[PiX] mi t  der Gege ns e i t e  pi des H a u p t d r e i e c k s  der C3 
angehören.

In £) e n t s p r i c h t  der I s ol ogen von X eine (3 , 3) -Rei he  
des Bunde s  mit einer einhüllenden Kurve H. Die Reihe enthält 
die Kegelschnitte k  und k i ; H  berührt k  und ki in den Berühr­
punkten der gemeinsamen Tan­
genten von X und k , ki. Die Reihe A
enthält ferner X, H  berührt X in \
den Berührpunkten der gemein­
samen Tangenten von X und X'.
Die Geradenpaare der Reihe sind 
die Tangentenpaare, die aus Oi 
an )' gehen und diese sind die 
Tangenten von H  in den Doppel­
punkten Oi von I i .  Die Punkte­
paare der Reihe bestehen aus 
den Schnittpunkten des Kegel­
schnitts X mit Oi. (Wir übergehen 
es im folgenden, die in ^  er­
haltenen Kurven ausdrücklich in 
£> zu deuten.)

L i e g t  X in auf  der Ge r ade n  durch zwei F e s t ­
punkte,  z. B. auf [P i^ ], dann gehört diese zur Isologen von X, 
es bleibt ein Kegelschnitt C2. Die Tangenten aus X' an C2 berühren 
in P2 und P 3, die aus X in K 2 und K z. Die Isologe von K  zerfällt in 
die drei Geraden [Pi K], die von Px in die Geraden px, [i^  K  iTx],
U\ k 2 k 3].

B. Die I sol ogen von l\
Bei T entspricht dem Strahlenbüschel (X) ein dazu projek­

tives Kegelschnittbüschel mit den Grundpunkten Ki  und X'. Da 
sich entsprechende Kurven in einem Paar entsprechender Punkte 
schneiden, ist das Erzeugnis die Isol oge von X, eine e l l i p t i s c h e
C.ä (Abb. 10), von der sich wie oben zeigen läßt, daß die T a n ­
gent en in den K u r v e n p u n k t e n  Pi und K  durch X gehen,  
die T a n g e n t e n  in den K u r v e n p u n k t e n  Ki und X durch \r.

Si^un gsberichce d. m athem .-natu rw . K l., A bt. Ilrt, 152. B d ., 1. bis 5. H eft. 3
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Zur C3 gehör en  die d e n . H a u p t p u n k t e n  K i entsprechenden 
S c h n i t t p u n k t e  von [Äf X] mi t  der Ge gens e i t e  des Haupt­
dreiecks .  L i e g t  X in z. B. auf  px, so gehört px zur Isologen 
von X, der Rest ist ein Kegelschnitt durch P x, K , Ä®, seine 
Tangenten in P x und K  gehen durch X, die Tangenten in K l und KU 
gehen durch X7. Liegt X in P z, so spalten sich px und p l  ab und 
es bleibt die Gerade [.P3Ä]. (Analog, wenn X auf [P XK], z. B. 
in K\ liegt.)

Läßt man K  in bestimmter Richtung nach P 3 rücken, so 
erhält man aus den Isologen von T die von r 0 (Abb. 10 a). Die

I s o l oge n von r 0 sind r a t i o n a l e  Cs, der D o p pe l p un k t  l iegt  
in P 3 =  K. Die T a n g e n t e n  in den K u r v e n p u n k t e n  Px 
und P 2 s chne i de n  sich in X, die T a n g e n t e n  in den Kürven-  
p u n k t e n  X und K ® schne i de n  sich in X7. X und X7 sind 
K u r v e n p u n k t e ,  d a h e r 1 l i egen die D o p p e l p u n k t t a n g e n t e n  
h a r mo n i s c h  zu px und p2 sowie zu [P 3 und [_P3 X].

G. Die I s ol ogen von A.
Bei A entspricht einem Strahlbüschel mit dem Träger X 

ein Büschel von C5 durch X7, die in Pi gemeinsame Berührungs­
knoten haben. Einfacher ergeben sich die Isologen, wenn man 
bedenkt, daß jede Umlinie die Polare von K  bezüglich dieser Umlinie

1 Vgl. etwa E . P a s c a l ,  Rep. d. höh. Math., Bd. I I / l ,  S. 426.
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jn einem Punktepaar von A schneidet. 1 Bei einem Umlinien­
büschel (4. Grundpunkt sei X) bilden die Polaren von K  ein dazu 
projektives Strahlbüschel (X). Das Erzeugnis ist die I sol oge von X, 
eine e l l i pt i s che  C3, von der sich wie oben ergibt, daß die 
T a n g e n te n  in  den K u r v e n p u n k t e n  jP1} P2, P 3, X durch K  
gehen, die T a n g e n t e n  in K  und in den D i a g o n a l p u n k t e n  
t|esVierecks Px, P2, P 3, X, die auch der C3 angehören,  durch X. 
Die T a n g e n t e  in X s c hn e i de t  die C3 noch in X'. Zur C3 
gehören noch die S c h n i t t p u n k t e  von [Pi\]  mi t  der 
Hauptkurve Au (h). (Zu jeder Isologe wäre die Koinzidenz­
kurve hinzuzurechnen, die drei Geraden pi.) (Siehe Abb. 11.)

L i e g t  X z. B. auf  [-Pi/C], so liegt auch X auf dieser Geraden, 
und zwar harmonisch zu Px bezüglich K  und X. Die Isologe von X 
besteht aus [PXK]  und einem Kegelschnitt C2 durch P% und P 3; 
die Tangenten in P2 und P 3 gehen durch K, C2 berührt also 
Au( î) doppelt. Die Tangenten im Schnittpunkt von p2 mit [_P2X] 
und im Schnittpunkt von p 3 mit [-P3X] gehen durch X. I n s ­
besondere folgt ,  daß die I sol oge  von Ki aus [/£* .Pj] und p t 
(doppelt gezähl t )  b es t eht .

Die I sol ogen von A0 sind natürlich die Geraden durch K °u.

D. Ge me i n s a me  E i g e n s c h a f t e n  der I sologen.
Bei E, ebenso bei Y und A bestimmen die Paare entsprechender 

Punkte auf der Isologen eines Punktes X eine z e nt r a l e  P u n k t ­
involut ion (entsprechende Punkte liegen auf Geraden durch X). 
Die Festpunkte dieser Involution sind die Berührpunkte der 
Tangenten aus X, sie sind die auf der C3 gelegenen Festpunkte 
der Verwandtschaft. Ferner sind X und X7 entsprechende Punkte, 
die Tangente in X schneidet die C3 noch in X7. Beschreibt X eine 
Gerade l in 5̂, so bilden die Isologen ein Büschel; das auf l liegende 
Punktepaar der Verwandtschaft bildet den 8 . und 9. Grundpunkt 
des Büschels. Durch dieses Büschel wird die Ebene (bis auf die 
Grundpunkte) schlicht überdeckt. Die V e r w a n d t s c h a f t  l ä ß t  
sich in dieser  We i s e  aus oo1 z e n t r a l e n  P u n k t i n v o l u t i o n e n  
auf e l l i p t i s c h e n  C3 zusa mme ns e t z e n .

1 Greift man auf die Verwandtschaft T zurück und bedenkt, daß in
alle Punktepaare der quadratischen Verwandtschaft T konjugiert sind bez.
aller Umlinien durch K , so folgt der Satz: Bestimmt man in jedem Kegelschnitt­
büschel in £), das den Kegelschnitt 1c enthält, jenes Kegelschnittpaar lv l,,
Jessen harmonische Kurve 2. Klasse ein gegebener Kegelschnitt a ist, so um ­
hüllen die gemeinsamen Tangenten zusammengehöriger Kegelschnitte lv 
einen Kegelschnitt a ,  und es ist k die harmonische Kurve 2. Ordnung von a.
und
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Wir ziehen noch eine Folgerung. Die Isologen von £ gehen 
durch die 7 Punkte P iy Ki, K,  sie bilden also ein lineares Netz 
Irgendein Punktepaar a, a! von £ liegt auf der Isologen jedes 
Punktes der Geraden \a. a'] und je zwei dieser oo 1 Isologen haben 
die 9 Punkte Pi, Ki, K, a, a! gemein. Daher sind die 7 Punkte 
und a und v! 9 assoziierte Punkte jeder sie enthaltenden Isologen 
und wir haben das Er ge bni s ,  daß die Ve r wa n d t s c h a f t  v 
in $  dadur ch  g e k e n n z e i c h n e t  ist ,  daß ihre  Punktepaare 
ein Vi e r e c k  K K XK 2K Z und dessen D i a g o n a l p u n k t e  PXP2P. 
zu j e  9 a s s o z i i e r t e n  P u n k t e n  e iner  C3 ergänzen.

E b e n s o  e r gänzen die P u n k t e p a a r e  der Verwandt ­
s c h a f t  P in $  ein V i e r e c k  PXP2P ZK  und seine Diagonal ­
pu nk t e  K®K0,K" zu j e  9 a s s o z i i e r t e n  P u n k t e n  einer C3. 
Die Isologen von A gehen durch K  und haben in den Punkten P{ 
die festen Tangenten [PiK].  Also ergänzen  die Punkt epaare  
der V e r w a n d t s c h a f t  A in $  den P u n k t  K  und die drei 
L i n i e n e l e m e n t e  (Pi[P{K])  zu j e  e iner  Punk t gr u pp e ,  die 
9 a s s o z i i e r t e n  P u n k t e n  e iner  C3 ä q u i v a l e n t  ist.

Bei allgemeiner Lage von 7 Punkten in ist nun die In­
volution der Punktepaare, die sie zu 9 assoziierten Punkten einer C\ 
ergänzen, von der Ordnung 8 , es ist dies die bekannte Geisersche 
P un k t  V e r w a n d t s c h a f t . 1 Sind z. B. Pi und vier weitere 
Punkte in diese 7 Punkte, so entspricht dieser Involution
8 . Ordnung in folgende Kegelschnittverwandtschaft in £5: 
man bestimme alle (elliptischen) (3,3)-Reihen, die einen Kegel­
schnitt a und vier feste Kegelschnitte des Bundes enthalten; 
diese Reihen haben einen Kegelschnitt a! gemein, der a zugeordnet 
ist. £, T und A sind S on de r f ä l l e  dieser  a l l ge me i n e r e n  Kegel ­
s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t : s ind die vier  f e s t e n  Kegel ­
s c h n i t t e  paar wei s e  v e r t a u s c h b a r ,  so e r g i b t  sich I, 
b e s t e h e n  sie aus e i nem K e g e l s c h n i t t  k  und den Punkte*- 
paaren,  in denen k  die S e i t e n  von ß schne i det ,  so ergibt  
s i ch T, b e s t e h e n  sie aus e i nem K e g e l s c h n i t t  k  und den 
T a n g e n t e n p a a r e n  aus Oi an k, so e r g i b t  s ich A.

Gegenüber den Bildkurven der (3,3)-Reihen der allgemeineren 
Kegelschnitt Verwandtschaft sind die Isologen von £, r  und A 
dadurch ausgezeichnet, daß sich bei ihnen die Tangenten der

1 Über diese Geisersche Punkt Verwandtschaft siehe z. B . G eiser, Journal 
für Mathematik 67, 78 (1867); M ilinow sk i, Journal für Mathematik 77, 263 
(1874); R  S tu rm , Geometrische Verwandtschaften, Bd. 1, S. 353— 355, 
Bd. 4, S. 23, 96— 128; Enzyklopädie d. math. Wiss., I II ., 2., 2 B , S. 1994, wo 
auch weitere Arbeiten, insbesondere amerikanischer Mathematiker, über die 
Geisersche Punktverwandtschaft angegeben sind.
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punkte Pi in einem Punkt der Isologen schneiden. (Dieser Punkt 
jst )! bei x bei F und K  bei A; der Berührpunkt der vierten 
Tangente aus diesem Punkt an die C3 ist X bei 2, K  bei Y und X 
bei A«) Entsprechendes gilt für die zerfallenen Isologen.

Von dieser Auffassung von 2, Y und A in P  als Sonderfälle 
der Geiserschen Punktverwandtschaft gelangt man zu einer Ver­
allgemeinerung der bisherigen Untersuchung, die in 11. bis 18. 
behandelt werden soll.

6 . Die Dualisologen von 2, Y und A in
Unter den Dualisologen eines Punktes X in verstehen wir 

die Gesamtheit der Punkte in die zusammen mit ihren ent­
sprechenden auf einer Umlinie durch X liegen. Ihnen entsprechen 
in £> Kegelschnittreihen des Bundes, die zu jedem ihrer Kegel­
schnitte den entsprechenden enthalten, wobei entsprechende Kegel­
schnitte sich in vier Punkten des gegebenen Kegelschnittes X 
schneiden, mit X zusammen also einem Büschel angehören.

A. D ie Dual i s o l ogen von S.
Aus der Erzeugung der Isologen bei 2 folgt: bei 2 is t  die

Isologe von X zugl e i ch die Dual i sol oge  von X'. Dies,
ebenso das folgende, gilt auch für zerfallene Isologen.

B. D ie Dua l i s o l oge n von A.
Die Isologe eines Punktes X bei A ist nach 5. G. das E r­

zeugnis des Strahlenbüschels X mit einem dazu projektiven Um­
linienbüschel, dessen vierten Grundpunkt wir X nennen. Bei A 
ist also die I sol oge von X zugl e i ch die Dual i s ol oge  von a. 
(Von der Dualisologen von X sind daher schon die in 5. genannten 
Punkte bekannt; sie geht weiters durch X, den Bildpunkt 7/ 
von X und berührt in X die durch X und )/ gelegte Umlinie.)

Wir betrachten nun die V e r w a n d t s c h a f t  A der P u n k t e  X 
und X in $J5. Bei gegebenem X findet man X im Schnitt zweier 
jener Umlinien (Abb. 12); eine Umlinie geht durch X und X' (die 
Tangenten in diesen Punkten gehen durch K ), eine andere durch 
den Festpunkt K  und berührt dort die Tangente [/CX] an die 
Isologe von X. Die beiden Umlinien berühren also [iQ ] in K  
bzw. X, sie schneiden sich in X; also bildeten K  und X, wenn \ 
und nicht K  fest wäre, eine Punktepaar von T. Die Verwandt­
schaft A (X-^X) ordnet also einem Kegelschnitt X in D die har­
monische Kurve 2. Ordnung X von X und dem festen Kegel­
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schnitt k  zu, d. h. in £) geht  X durch die 8  Be r ü hr p un kt e  de. 
ge me i ns a me n  T a n g e n t e n  von X und k. Da zwei einander 
bei A entsprechende Punkte a und a! in auf der Isologen jedes 
Punktes der Geraden [aa7] liegen, folgt: e n t s pr e c he n  sich 
in Ö die K e g e l s c h n i t t e  a und a! des Bu nd e s  bei  A, und 
i s t  X i rgendei n  K e g e l s c h n i t t  in der S c h a r  [aa7], so liegen 
die S c h n i t t p u n k t e  von a und a7 i mme r  auf  der har­
mon i s c h e n  Ku r ve  2. Or dnung X von X und k.

Es zeigt sich ferner: der A b e i g e o r d n e t e n  Kegel schni t t ­
v e r w a n d t s c h a f t  A (X-*X) in  O e n t s p r i c h t  in eine 
spezie l l e  (nicht  s inguläre)  q u a d r a t i s c h e  P u n k t  Verwandt­

schaf t .  Die H a u p t p u n k t e  in der E b e n e  der X sind die 
B i l d p u n k t e  Ki der mi t  k  v e r t a u s c h b a r e n  Kege l schni t t e  
(die Isologe von K i ist pi), in  der E b e n e  der X sind Pi die 
H a u pt p u nk t e ,  die bei  dieser  V e r w a n d t s c h a f t  auf  den 
e n t s p r e c h e n d e n  H a u p t g e r a d e n  l i egen und daher  zu­
gle i ch F e s t p u n k t e  sind.  Der v i e r t e  F e s t p u n k t  ist  K.

Durch den Grenzübergang K -+  K® ergeben sich die 
Dual i s o l ogen bei  A0, n ä ml i c h  K e g e l s c h n i t t e  (Abb. 13); 
die Tangenten in P 3 und X gehen durch K  =  K die Tangenten 
in den Schnittpunkten von [PiX] mit pi (i =  1 , 2_) gehen durch 
X =  K^. Die Schnittpunkte der Dualisologen von X mit p 3 liegen 
harmonisch zu P x und P 2 sowie zu K  und dem Schnittpunkt von 
[P 3 X] mit p 3. Da X immer mit K®° zusammenfällt, kann hier von 
einer Verwandtschaft zwischen X und X nicht gesprochen werden.

/
Fig. 12. Fig. 13.
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G. Die Dua l i s o l oge n  von T.
Ebenso kann man durch jedes Punktepaar auf der Isologen 

eines Punktes X bei T eine Umlinie legen. Diese Umlinien bilden 
ein Büschel mit einem vierten Grundpunkt X. B e i T is t  also 
c[ie I sologe des P u n k t e s  X zugl e i ch  die Dual i s ol oge  eines 
P u n k te s  X der Kurve.  Man findet wie oben: legt man durch K  
und X eine Umlinie, so schneiden sich die in diesen Punkten ge­
legten Tangenten in X; in  £> b e r ü h r t  also X die 8 Geraden,  
die k  und X in deren S c h n i t t p u n k t e n  berühren,  X i s t  
die h a r mo n i s c he  Ku r v e  2. K l a s s e  von k  und X. Da zwei 
einander bei T entsprechende Punkte a und a! in auf der 
Dualisologen jedes Punktes der durch a und a! gehenden Umlinie 
liegen, folgt: e n t s p r e c h e n  s ich in D die K e g e l s c h n i t t e  a 
und o! des Bu nd e s  bei  T, und i s t  X i r ge nde i n  K e g e l s c h n i t t  
des durch a und a! b e s t i m m t e n  Büsche l s ,  so b e r ü hr e n  die 
gemei nsamen T a n g e n t e n  von a und a! i mme r  auch die 
harmonische  Ku r ve  2. Kl a s s e  X von k  und X.

Über die V b e i g e o r d n e t e  K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  
T (X-*X) in  £), die einem Kegelschnitt X des Bundes die har­
monische Kurve 2. Klasse X von a und einem festen Kegelschnitt k  
zuordnet, ergibt sich weiters: T s t e l l t  s ich in als eine 
speziel le (nicht  s inguläre)  q u a d r a t i s c h e  P u n k t v e r w a n d t ­
schaf t  dar. Die H a u p t p u n k t e  in der E b e n e  der X sind 
die P u n k t e  P *, in der E b e n e  der X sind K i  die H a u p t ­
punk t e ;  sie l i egen bei  dieser  V e r w a n d t s c h a f t  auf  den 
ent spr e c he nde n  H a u p t g e r a d e n  und sind daher  zugl e i ch 
F e s t p u n k t e  von T; der v i e r t e  F e s t p u n k t  K.

Die Dual i sol oge  eines P u n k t e s  X bei  r 0 ist nach 3. offen­
bar die Umlinie durch X, die [P 3 isT°0] in P 3 berührt.

7. Die weiteren Festkurven in
Die Isologen und Dualisologen sind die einfachsten Fest­

kurven in Da bei E, T und A auf jeder Geraden in ein Paar 
entsprechender Punkte liegt, e r h ä l t  man F e s t k u r v e n  in 
als Er z e u gn i s  e iner  Ge r a d e n r e i h e  mi t  der Re i h e  der 
e n t s pr e c he n d e n  Kur ven.  Verbindet man umgekehrt jeden 
Punkt einer Festkurve mit dem entsprechenden Punkt, so sieht 
man, daß s i ch al le F e s t k u r v e n  in 5̂ auf  diese Ar t  er zeugen 
lassen.  Dies gilt auch für T0 (und das Duale gilt für A0)-

B e i S ist also jede Gerade der Reihe mit der entsprechenden 
Umlinie zu schneiden, bei T mit dem entsprechenden Kegel­
schnitt durch K\ (oder auch mit der Umlinie durch das auf der
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Geraden liegende Punktepaar). B e i A wird man statt der C5, (|j,, 
der Geraden entspricht, besser die Umlinie durch das Punktepaar 
auf der Geraden verwenden; man kann auch von einer Umlinien. 
reihe ausgehen und an deren Umlinien die Tangenten aus }{ 
legen, die Berührpunkte erfüllen eine Festkurve. Also sind die 
Festkurven von A in die „äußeren Panpolaren“ 1 von U m linien­
reihen bezüglich K.

Übersichtlicher lassen sich die Festkurven in i ^  mittels 
der Isologen gewinnen. Je  zwei (zerfallene oder nichtzerfallene) 
Isologen einer Verwandtschaft schneiden sich in 7 unveränder­
lichen Punkten und in einem Punktepaar der Verwandtschaft, 
Das Er z e u gn i s  e iner  K o r r e s p o n d e nz  (z. B. einer Pro- 
jektivität) zwi schen zwei R e i h e n  von I s o l oge n einer  V er­
w a n d t s c h a f t  i st  also eine F e s t k u r v e  dieser  Ver wandt ­
schaf t .  Insbesondere kann man in einer Reihe von Isologen 
jeder Kurve eine benachbarte zuordnen, d. h. wenn eine Reihe 
von I s o l oge n in eine E i n h ü l l e n d e  hat ,  so i s t  diese eine 
F e s t k u r v e  in 5̂. Umgekehrt läßt sich jede Festkurve in 5̂ 
auf diese Art erzeugen, denn durch jedes Paar «, a! entsprechender 
Punkte auf der Festkurve lassen sich die Isologen dieser Punkte 
legen und einander zuordnen. (Da auf der Festkurve i. a. mehrere 
Punktepaare einer und derselben Isologen liegen, wird die Korre­
spondenz i. a. keine Projektivität sein.)

Z. B. erzeugen zwei projektive Büschel isologer C2 (d. h. 
Büschel von Kegelschnitten, die als Isologen auftreten) eine 
Fest-C4, ein Büschel isologer C2 und ein dazu projektives Büschel 
isologer C3 eine Fest-Cs. Zwei projektive Büschel isologer C3 
erzeugen eine Fest-C^ (diese ergibt sich auch, wenn man bei der 
ersten Erzeugungsart eine quadratische Geradenreihe, d. h. die 
Tangenten eines Kegelschnitts in 5̂ zugrunde legt). In den ge­
meinsamen Grundpunkten beider Büschel ergeben sich Doppel­
punkte bzw. Spitzen der erzeugten Festkurve.

Außerdem kommt man auf besonderen Wegen zu einzelnen 
Festkurven. Es seien z. B. drei Punktepaare von X gegeben; 
legt man eine Cz durch diese sechs Punkte und Pi, so ist diese C3 
entweder selbst eine Festkurve oder es entspricht ihr eine andere C3 
durch dieselben Punkte. Im zweiten Fall bestimmt die C3 und 
ihre entsprechende Kurve ein Büschel, in dem durch 'S eine In­
volution bewirkt wird. Die Doppelelemente dieser Involution 
sind zwei Festkurven. Wenn also die drei Geraden, auf denen die 
gegebenen Punktepaare liegen, nicht durch einen Punkt gehen,

1 Name von J .  S te in e r .
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ergibt sich mindestens eine Fest-C^ von E in die nicht Iso- 
loge ist.

Den Festkurven in $  entsprechen in £) Kegelschnittreihen 
des Bundes, die die Berührungstransformation £ bzw. V oder A 
in D gestatten. Da die Abbildung eine Berührungs­
transformation ist, entsprechen den Linienelementen einer Kurve 
in $  umgekehrt die Linienelemente der Einhüllenden einer Kegel­
schnittreihe des Bundes. Die E i n h ü l l e n d e n  von F e s t r e i h e n  
des Bundes  sind also j e n e  K u r v e n  in 0 ,  d i e d i e B e r ü h r u n g s -  
i ransformat i on I  bzw. F oder A g e s t a t t e n . 1

II. Rechnerische Behandlung von £, F und A im allgemeinen Fall.
Wir entwickeln nun einige Formeln zur rechnerischen Be­

handlung der drei Kegelschnittverwandtschaften. 0  (Oi, o\) 
sei Grunddreieck eines Systems projektiver Punkt- bzw. Linien­
koordinaten X{, Ui in D. Den Einheitspunkt wählen wir so, daß 
der gegebene Kegelschnitt k  die Gleichung

k ErFE x -̂\-x\-\-x\ =  0  (1 )

hat. e sei die Einheitsgerade x ^ x ^ x ^  =  0. E i n e m  K e g e l ­
schnit t  a

„9 9 9
x'- _|_ x-- _|_ =  o oder n u\ +  rJ-> u?> +  ul =  0  (2 )
ax 7.2 a 3 . . .

Eineindeutige involutorische Kegelschnittverwandtschaften. 41

des Bunde s  ist  dann der Pol  (a  ̂ 7 2, a 3) der Ge r a de n  e als 
Bi l dpunkt  a in z u g e o r d n e t .2 Bei festen x\ bzw. u\ und 
veränderlichen 74 stellt (2) eine Umlinie bzw. eine Gerade in 
dar, das Bild des Büschels mit den Grundpunkten (d= Xi) bzw. 
der Schar mit den Grundtangenten ( ±  ui).

D ie Ab b i l d u n g  0 -» -^  is t  eine B e r ü h r u n g s t r a n s f o r ­
mation.  Dem Linienelement (X{, U\) in 0  entspricht ein Linien­
element (7.1, (Oi) in es seien & laufende Punktkoordinaten 
in 0 ;  da der Kegelschnitt 7. in 0  im Punkt x die Tangente u hat,

X’
ist S-—1 e£: 1 Ui i i ; da ferner die Gerade u in 0  die Schar I  u\a.i =  0

rM
mit der Bildgeraden I  w* ai =  0 bestimmt, folgt

1 G. L o r ia  gibt die Kurven in £) an, die eine Polarität gestatten (Ebene 
Kurven, 1910, Bd. 1, S. 426ff.).

2 Ist e die Ferngerade der euklidischen Ebene, so sind c/.̂  die bary- 
zentriselien Koordinaten des Mittelpunkts des Kegelschnitts.
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42 F . H o h e n b e rg ,

o , =  ^ « i = u l .  (3)

Umgekehrt entsprechen dem Linienelement (a*, o h )  in die vier 
Linienelemente (dz %i, dh Ui) in £), für die

X I  =  O.J (Oi, U i  == löi (3 fl)

ist. Die Vorzeichen bei dz und dz ik sind so zusammenzufassen 
daß £ Ui Xi — 0 ist vermöge £ coi ai =  0. Man erhält also ins­
besondere aus der Klassengleichung der Bildkurve einer Kegel­
schnittreihe des Bundes die Klassengleichung der Einhüllenden 
der Reihe in £), indem man die coi durch die u\ ersetzt.

Es ist K  (1, 1, 1), ferner sind K ± (— 1, 1, 1), K2 (1, — 1, 1)( 
K 3 (1, 1, — 1) die Bildpunkte der mit k  vertauschbaren Kegel­
schnitte ki; K 1 (1 , e, e2) und K 2 (1 , e2, e) (e =  3. Einheitswurzel) 
sind die Bildpunkte der mit k  verbundenen Kegelschnitte. Die 
Gleichungen von Ae (k) usw. sind1

Ae {k) ~  a i+ a 2+ a 3 =  0,
Au (k) =  a2 a 3 + a 8 ax+ a !  a 2 =  0 ,

(4)
0 e  (/ c)  =  ( « i + a 2 + a 3 ) 2 —  4 (a2 a3+ a 3 « 1 + %  a2) =  0 ,

Q«(*) =  (a2«3+ «8«i+ «i«8)2— 4 « ia aa 8(«i+«2+a3) =  0 -

Die Verwandtschaft S in mit dem Hauptdreieck n  und 
den Festpunkten K, Ki  lautet offenbar

E .........o!x : o!2: a3 =  q2 a 3: « 3 « i: « i q 2. (5)

Die Gleichungen von Y und A in $  lassen sich ebenfalls 
aus den Ergebnissen von 3. und 4. ableiten oder auch aus den 
bekannten Form eln2 für die harmonische Kurve 2. Ordnung bzw. 
2. Klasse zweier Kegelschnitte a und o! durch Auflösung nach 
den o.'i gewinnen. Man findet

F . . .  o.[: q'2: «3 =  o.x (— a i+ « 2+ « 3) : «2 («1—«2+ ^ 3) • «3 (« i+ « 2—^3) (6)

A . . o.[: o!.,: a', =  ax (a2 a 3— a 3 a i+ a j a2) (a2 a 3+ a 3 o.x— o.x a2) : (7)
a2 (a2 a 3+ a 3 o.x— o.x a2) (— a2 a 3+ a 3 a i+ a x a2) :

______________ : a 3 (— a2« 3+ « 3  «1 + « 1  «2) («2 « 3— a 3 «1 + « 1  a2).

1 F . H o h e n b e rg , Apolarität usw., 1. c., S. 114, 115, 119, 120.
2 Siehe z. B . E . P a s c a l , Rep. d. höh. Math., Bd. I I / l ,  S. 247 und 254.
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Eineindeutige involutorische Kegelsehnittverwandtschaften. 4 3

Die Klammerausdrücke bei (6) ergeben nullgesetzt die Haupt­
geraden von F, die bei (7) die Hauptkegelschnitte von A.1

Die Gleichung der Isologen eines Punktes (Xi) in ist die 
nullgesetzte Determinante der X*, ai, a{, die Gleichung der 
Dualisologen eines Punktes (X*)_ in ist die nullgesetzte Deter- 
xninante der Reziprokwerte von X*, a;, a\. (Von beiden Gleichungen 
läßt sich, wenn die Verwandtschaft in ^  eine Koinzidenzkurve 
hat, die Gleichung derselben abspalten.)

Die I sol oge  von X bei  I  i s t

Xiai(«g— «Ip+Xg «2(al— «i)~t-X3a 3 (y.'f— qf) =  0, (8)

sie ist zugleich die Dualisologe von a. =  X7. D ie I sol oge von X 
bei F i s t

Xx «2 3 3 (32— a3)+X2«3«i(a3— ai)-rX3a1«2(a1— a2) =  0. (9)

Die Dualisologe von X bei T ist

X2 X3 ai (a2 — a 3 ).(— a 1 + a 2 + a 3 )+ A 3 Xia2 (a 3 — ax) (ax— a 2 + a 3) +

+Xi X2 a 3 («i— a2) (a i+ a 2— a 3) =  0.

Durch Koeffizientenvergleich zwischen (9) und (9 a) ergibt sich 
die Verwandtschaft T zwischen X und X nämlich

Xi; X2: X3 =  Xi (X2+ X 3) : X2 (X3+X1) : X3 (X1+X2)
Xi: X2- X3 ~  (Xj-—-X2~hX3) (Xx —}~X2— X3). (Xj-j-Xo X3) (— XiH-X2-4~ (10)

~t~X3) :(— Xi-f-Xa-f~X3) (Xx— X2+ X 3).

D ie I sol oge von X bei  A is t

Xx (a2— a 3) (— a2 a 8+ a 3 a i+ a x a2)+X2 (a3— ax) (a2 a 3—  ___
------------------------------------------------------------------------------------------- (11 )

— a 3 ax+otx a2) + X 3 (ax— * 2) (*2 « 3+ «3 ai— «1 «2) ' 0.

1 Zu einfacheren Formeln gelangt man, wenn man P 1 und P 2 als Kreis­
punkte der Ebene deutet und als Gaussche Zahlenebene auffaßt. Ist 
dann P 3 der Ursprung und K  der Einheitspunkt der reellen Achse, so folgt 
für die reellen Punkte dieser Ebene

1  ̂ z ( 1 — z-j-z) f z ( z + z — zz)
z — I-f-z+5 ’ z —  z-\-zz

Bei dieser Darstellung in der Gausschen Zahlenebene geht natürlich die Ab­
bildung der Punkte der Ferngeraden und aller komplexen Punkte dieser Ebene
verloren.
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Die Dualisologe von X bei A ist

X2X3 a? (a2— a3) +  X3 Xi a? (a3— ax) +  Xx X2 af (ai— a) =  0. (11 a)

Durch Koeffizientenvergleich zwischen (11) und (11a) ergibt sich 
die Verwandtschaft A zwischen X und X, nämlich

Xi; X2: X3 =  (— X2X3+X3Xi+XiX2) : (X2X3— X3X1+X1X2) : (X2X3+X3Xx—X^) 
Xi * X2‘ X3 =  (Xi-hX2) (X3—1~Xi): (X2~f~X3) (Xi~|~X2) : (X3-f-Xx) (X2-|~X3). (12)

Bei den quadratischen Verwandtschaften Y und A ist K\ K 2 das 
einzige involutorische Punktepaar in Wenn bei T und ebenso 
bei ^ der Punkt X auf Ae liegt, so liegt X auf Au.

B e i r 0 lautet die Gleichung von k in £)

k x\+x\ — 0. (13)
Man findet dann

I V .  • ■ 4 :  aj =  ax (— a i+ a 2) : a2 (ax— a2) : rH («l+aa)- (14)

Die Isologe von X bei T0 ist

Xx af a 3—■X2a 3 af+ X 8 a ia 2 (ai— a2) =  0. (15)

B e i A0 lauten die entsprechenden Gleichungen

k  zi' =  0 , (16)

A0 . . . a j : a',: a' =  7.1 (a i+ a 2) : a2 (— ax— 03): a 3: (ax— a2), (17)

X2 X3 7.̂  X3 Xi Xi X2 a 3 (7.1 a2) =  0. (18)

9. Erster Grenzfall: Berührende Kegelschnitte.

A. D as K e g e l s c h n i t t s y s t e m  ©]_.
Bisher war vorausgesetzt, daß k und 7. (und daher auch 7/) 

ein nichtausgeartetes Poldreieck gemein haben. In dem nun­
mehr zu behandelnden Grenzfall bezeichnen wir einen „laufenden“ 
Kegelschnitt, der einer Verwandtschaft unterworfen werden soll, 
statt mit 7. mit ß.

Wenn ß den gegebenen nichtsingulären Kegelschnitt k in 
einem Punkt 0 3 berührt und noch in zwei getrennten Punkten 
schneidet, so schneidet deren Verbindungsgerade die Tangente von 
0 3 in einem Punkt 0 2, der bezüglich k und ß dieselbe Polare o2 hat.
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Der zweite Schnittpunkt von o2 mit k  sei Ox (Abb. 14). Man sieht 
dann, daß 0 2 und o2 auch Pol und Polare für die ß in S, T und A 
entsprechenden Kegelschnitte ß; sind. Also geht  durch S, F 
und A das S y s t e m  der oo2 K e g e l s c h n i t t e ,  die k  in 0 3 
berühren und für die 0 2 und o2 Pol  und Pol ar e  sind,  in 
sich über.

Man erhält <5X aus einem Bund, wenn zwei Ecken von Q 
zusammenrücken. Daher verläuft die Untersuchung von £, T 
und A in genau wie beim Bund und wir können uns nach der 
Abbildung von ©x auf die Punkte einer Hilfsebene auf die 
Anführung der Ergebnisse beschränken.

D i sei die Ebene, in der die Kegelschnitte von @1 liegen. 
Jedem Kegelschnitt von wird als Bildpunkt der Pol bezüglich 
einer festen Geraden e zugeordnet 
(Abb. 14).1 Die Gesamtheit der 
Bildpunkte ist die (mit £)x ver­
einigt liegende) Bildebene Wir 
führen in projektive Punkt- 
izw. Linienkoordinaten ?/*, Vi mit 
dem Grunddreieck (Ox 0 20 3, Ge­
genseiten Oi) und in ß̂x projek­
tive Punktkoordinaten ßi mit dem 
Grunddreieck (P i =  Oi, pi =  Oi) 
ein. Legt man dann e beliebig 
durch Ox und wählt als Einheits­
punkt den zweiten Schnittpunkt 
von k  und e, so h a t k  den B i l d ­
punkt  K  (2, 1, 0) und die Gl e i chung  des Ke g e l s c h n i t t s  ß 
von (g1 mi t  dem B i l d p u n k t  (ß1} ß2, ß3) l aut e t ,  da der Punkt ß 
und die Gerade e konjugiert bezüglich des Kegelschnitts ß sein 
sollen,

ßgß3 2/i-hßi 2/g— 2 ßißayig/a =  0  bzw. ß2 qj— ß3 ^ ~ 2 ß i ^ 3  =  0 - ( 1 )

Insbesondere hat k  die Gleichung y\ —  y 1 y 3 =  0.
Bei festen yi bzw. Vi und veränderlichen ß* stellt (1) in 

eine „Umlinie“ bzw. eine Gerade dar. Die Umlinie ist das Bild 
des Büsche l s ,  dessen Kegelschnitte ox in 0 3 berühren und durch 
die beiden Punkte (y x, ± y 2, y$) gehen. Die Gerade ist das Bild 
der Schar ,  deren Kegelschnitte o x in 0 3 berühren und ebenso die 
beiden Geraden (vx, ± v 2, v3) berühren.

1 Ist e die Ferngerade der euklidischen Ebene, so wird jedem Kegel­
schnitt von sein Mittelpunkt zugeordnet, ß- sind dessen baryzentrische 
Koordinaten.

Fig. 14.
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Fig. 1;

ox schneidet die Grundtangenten tx und t2 der Schar in T 
und T 2 (Abb. 15), T sei der (auf o 2 liegende) Schnittpunkt von /• 
und t2. e schneide o x in E v Dann liegt der Schnittpunkt der Bild-

geraden mit ox harmonisch zu E x bezüglich 
T 1} r 2, ihr Schnittpunt mit o 2 liegt harmo­
nisch zu Ox bezüglich 0 3 und T. Diese 
beiden Punkte der Bildgeraden stellen die 
z e r f a l l e n e n  K u r v e n  2. Kl asse  in der 
Schar dar.1 Geht die B i l d g e r a d e  durch 
P  2, so berühren sich die Kegelschnitte der 
Schar in ö 3 und einem anderen Punkt von
o 2. Insbesondere stellt ß3 =  0 die Reihe 
der Kegelschnitte in D j dar, die k  in Ot 
und 0 3 berühren. Geht die Bi ldgerade 
durch P 3, so hyperoskulieren sich die 
Kegelschnitte der Schar in 0 3.

Jede Umlinie geht durch P 2 und berührt p 2 in P z. X x 
und X 2 seien die Grundpunkte des Büschels. Geht man im Büschel 
zum zerfallenen Kegelschnitt ox-\-\02X xX 2\ über, so rückt der 
Bildpunkt in der zu p s bezüglich p x und [P 2X xX 2\ harmonischen 
Richtung in P 2 ein, einem aus o 1 und einer Geraden durch 0 2 
bestehenden Ge r a d e n p a a r  von <BX entspricht also ein Linien­
element in P 2. Dagegen ist dem Geradenpaar [ö 3^ x] + [ 0 3X 2] 
des Büschels das Krümmungselement der Umlinie in P 3 zu- 
geordnet.

is t  eine B e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n .  I ,  Y 
und A wer den P u n k t t r a n s f o r m a t i o n e n  in zu ihnen 
gehören,  wenn man s ich auf  die K e g e l s c h n i t t e  von 
b e s c h r ä n k t ,  B e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n  in Aus
den in enthaltenen Paaren £, T und A erhält man durch An­
wendung der oo2 Kollineationen, die k  in sich überführen, alle 
übrigen Paare entsprechender Kegelschnitte, die k  berühren.

Sucht man auch hier die dem festen Kegelschnitt k  har­
monisch eingeschriebenen bzw. umschriebenen Kegelschnitte 
sowie die k  eingeschriebenen bzw. umschriebenen Kegelschnitte,

1 Deutet man ein auf o± gelegenes Punktepaar von als Kreispunkte­
paar, so ist die Gesamtheit der Parabeln mit fester Achse.

2 F . H o h e n b e rg , Apolarität usw., 1. c., S. 116 und 121. Kegelschnitte, 
die m it Je „verbunden“ sind, gibt es im System nicht.
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so ergibt sich jedesmal eine Schar von Kegelschnitten, die sich, 
in 03 hyperoskulieren, nämlich

Ae (k ) =  0Ci +  «2 =  0, Att (k ) =  +  =  0;

Qe (k) =  2 7.x— 0C2 — Q; Qu (k) =  « 1— 8 qa =  0 .

B. Die P o l a r i t ä t  E in @x-
Durch die Polarität E an k  geht e in K  und der Punkt ß 

in seine Polare bezüglich k  über, die wir mit (ß) bezeichnen wollen. 
Der Punkt ß und die Gerade e sind Pol und Polare des Kegel­
schnitts ß. Daraus folgt, daß die Gerade (ß) und der Punkt K  
Polare und Pol des Kegelschnitts

ß' =  ßi ßl 2 / f + ß i 2 y 22 -  2  ß'x ß:  yx y *  =  0
sind, der ß in der Polarität E entspricht. Hieraus folgt durch 
Koeffizientenvergleich die Darstellung von E in <$x

E • • • ßx: ß j: ßa =  ^ßi ßä* ß i: ^ß2 ß3' (2)

Dies i st  eine s i ngul äre  q u a d r a t i s c h e  V e r w a n d t s c h a f t  
in $J$x> die jeder Geraden eine Umlinie zuordnet und umgekehrt. 
Einer Geraden durch P 2 entspricht die zu ihr bezüglich der Fest- 
geraden Pj_ und p 3 harmonische Gerade. Auch die Strahlen 
durch P 3 bilden eine Involution; der eine Feststrahl geht durch K, 
der andere durch den zweiten Festpunkt K 1 (2,— 1,0) von E in 
$x. K x ist Bildpunkt des mit k  „vertauschbaren“ Kegelschnitts 
k=y\-\-yx 2/3 =  0  (geht ß in Ox durch die Polarität an k  in ß; über, 
dann auch durch die Polarität an k J .  Durch E vertauschen sich 
natürlich Ae und Au sowie ©e und Öu-

Die Isologe eines Punktes X in 9ßx ist der Ort der Punkte ß, 
die zusammen mit ihren entsprechenden Punkten ß' auf einer 
Geraden durch X  liegen. In D x gehören also die Kegelschnitte X ,  ß 
und ß' einer linearen Schar an, nach (1) ist also die Gleichung 
der Isologen die nullgesetzte Determinante der X i ,  ßi, ßi So 
ergibt sich z. B. als I sol oge von X  bei  E die r a t i o n a l e  C3

Xx (ß?+4ß§) ß3— 8 X2 ßx ß2 ß,—  X3 ßi (ßf— 4ßf) =  0. (3)

Die Tangenten in den Kurvenpunkten K  und K x schneiden sich 
in X ,  die Tangenten in den Kurvenpunkten X  und P 2 schneiden 
sich im Kurvenpunkt X 7. Die Tangenten des Doppelpunkts P 3 
liegen harmonisch zu [P 3K] und [PgisTi] sowie zu p x und [_P3 X ] .  
Liegt X  auf p x, so besteht die Isologe aus p x und einem Kegelschnitt
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durch K  und K x (Tangenten gehen durch X), der p 2 in P 3 berührt 
und durch den zu P 3 bezüglich X und P 2 harmonischen Punkt geht 
Die Isologe von P 3 besteht aus den drei Festgeraden p2, [/> jn 
[P s K ,] .  . . .

D ie I sol oge von X i s t  zugl e i ch  die Dual i sol oge  von X' 
(Die Dualisologe eines Punktes X in ^  wird dabei wie in 6. de­
finiert, d. h. die Kegelschnitte X, ß, ß' sollen einem Büschel ange­
hören.) Nach (1) ist die Gleichung der Dualisologen eines
Punktes X in

X2 X3
ß 2 ß 3
R' o' [2 H;;

ß?
ß',2

XxX2 
ß 1 ß 2 
ß'l ßi

=  0.

G. Die K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  T in ©j.
Nach den Formeln für die harmonische Kurve 2. Ordnung 

zweier Kegelschnitte1 kann man die Bedingung aufstellen, daß k 
die harmonische Kurve 2. Ordnung von ß und ß' ist. Durch 
Koeffizientenvergleich folgt die Darstellung von T in nämlich:

r  . .  . . : ßf. : ßi  =  ß !  ß , :  ß 2 ( ß i — ß a) : ß» ( ß 2— ßi ) .  (4 )
Einer Geraden in entspricht ein Kegelschnitt durch P y 

und P 3, die Tangente in P 3 liegt harmonisch zu p 2 bezüglich p 3 und 
[ P 3 K]. Der zweite Schnittpunkt mit p x liegt harmonisch zum 
Schnittpunkt der Geraden mit p x bezüglich P 2 und P 3. Einer Ge­
raden durch P ± entspricht die zu ihr bezüglich p 2 und p3harmonische 
Gerade. Auch die Strahlen durch P 3 bilden eine Involution; die 
Feststrahlen sind p x und [P 3K ] (d. h. die k  in einem Punkt 
hyperoskulierenden Kegelschnitte vertauschen sich untereinander, 
was schon aus der Bedingung folgt, daß die Verwandtschaft durch k 
allein definiert ist). Einer Umlinie entspricht eine C4, die die 
Umlinie in P 2 berührt und in P 3 einen dreifachen Punkt hat, von 
dem eine Tangente p ± ist, während die beiden anderen in [P 3K] 
zusammenfallen.

Ferner findet man wie im allgemeinen Fall, daß sich durch 1’ 
in die Geraden Ae (k) und An(&) vertauschen, d. h. in  D ent­
s pr echen den k  h a r mo n i s c h  e i n g e s c h r i e b e n e n  Kegel­
s c h n i t t e n  die k  e i n g e s c h r i e b e n e n  Ke g e l s c h n i t t e .

Die I sol oge  von X bei  T i s t  die r a t i o n a l e  C3 
^ X i  ß 2 ß 3 ( ß i  ß 2) X2 ß 1 ß 3 ^3 ß i  ß 2 ( ß i  2 ß 2) —  Q- (5)

1 Siehe z. B. E . P a s c a l ,  Rep. d. höh. Math., Bd. TL/1, S. 247 und 264.
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Die Tangenten in den Kurvenpunkten P 2 und K  gehen durch X, 
die Tangenten in den Kurvenpunkten P x und X durch X', die 
Tangenten des Doppelpunkts P 3 liegen harmonisch zu p j und 
rP3K] sowie zu p 2 und [jP3X]. Die Isologe zerfällt, wenn ein 
■M =  0 ist.

Die_ Isologe von X ist zugleich die Dual i sol oge  eines 
Punktes a, der aus X durch die singuläre quadratische Transfor­
mation

Xi • A2 : X3 =  2 X2 (Xi~ Xg): X| 2 X3 : (Xi X2) (6 )

hervorgeht (P^ K  einfache, P 3 doppelt zählender Festpunkt, 
Hauptpunkte P x, P 3 in der X-Ebene, P 2, P 3 in der X-Ebene).

D. Die K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  A in (Sx.

Ihre Darstellung ergibt sich auf demselben Weg wie die von T, 
man erhält die kubische Verwandtschaft

A . . . ßi : ßf,: ßj =  ß» (ßx— 4ß2): — ßjß, :  (ß,— 4ß,)»ß3. (7)

Jeder Punkt von p 2 ist Festpunkt. Einer Geraden durch P 3 ent­
spricht die zu ihr bez. p 2 und [P 3K ] harmonische Gerade. Auf den 
Festgeraden p 3 und [P 3K] durch die Festpunkte P x und K  bilden 
die Paare entsprechender Punkte eine Involution. Einer allgemeinen 
Geraden in entspricht eine C3, die mit der Geraden den Fest­
punkt auf p 2 und das auf ihr liegende Punktepaar von A gemein 
hat. Die Tangente der Spitze P 3 jeder dieser C3 liegt harmonisch zu 
p x bezüglich p 2 und [P 3K] und jede dieser C3 berührt p 3 m P 2. Einer 
Umlinie entspricht eine C3 mit dem Doppelpunkt P 3; dessen Tan­
genten sind p 2 und die Spitzentangente der vorigen C3. Diese C3 
berührt ebenfalls p 3 in P 2.

Wie im allgemeinen Fall vertauschen sich auch hier die 
Geraden Au (k) und (k) in in  £)x gehen also die k  h a r­
monisch u ms c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  in die k  um­
s chr i ebenen K e g e l s c h n i t t e  über.

Die Isologe von X bei  A i s t  die r a t i o n a l e  C3 

Xi ( f f— 4ßx ß2+ 8ßl) ß , + 2 X 2 ß i  ß a ( ß i — 4 ß , ) — X, ßf ( ß i — 2 ß 2) =  0 (8)

P 2, K, X, X' sind Punkte der C3, die Tangente in P 2 ist p z, die 
Tangente in K  geht durch X, die in X durch X'. Die Tangenten des 
Doppelpunktes P s liegen harmonisch zu p 2 und [.P3ir].

Sitzungsberichte d. m athem .-natu rsv. K l., A b t. I I a ,  152 . B d ., 1. bis 5. H e ft . 4
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Die Isologe von X ist zugleich die Dual i sol oge  eines 
Punktes X, der aus X durch die singuläre quadratische Transfor­
mation

Xi: X2 • X3 =  4Xi (XiH~2X2) : (Xi-f~2X2)2 • 4Xi X3 ^

hervorgeht (P 2, K  einfache, P z doppeltzählender Festpunkt, 
Hauptpunkte P z und K x in der X-Ebene, P 2 und P 3 in der 
X-Ebene).

Man s ieht ,  daß die P u n k t e p a a r e  von E, T und A auch 
in diesem Gr e n z f a l l  eine fes t e  P u n k t g r u p p e  zu 9 asso­
z i i e r t e n  P u n k t e n  e i ner  ( ra t i onalen)  C3 ergänzen.  Diese 
P u n k t g r u p p e  e n t h ä l t  drei  P un k t e ,  die auf  e iner  Geraden 
l i egen (P 2, K, /{^bei E, P x, P 2, K b ei T, P 2 s a mt  T a n g e n t e  /;3, K 
beiA),  f e r ner  sol l en die T a n g e n t e n  des Do ppe l p un k t s  P3 
h a r m o n i s c h  l i egen zu zwei F e s t g e r a d e n  der Ver wandt ­
s c h a f t  (näml i ch [jP3 K\ und \PSK  1] bei  I ,  p x und 
bei  T, p 2 und [P SK] bei  A).

E.  Der  G r e n z ü b e r g a n g  © - ^ © 1  für  eine b e l i eb i ge  K e g e l ­
s c h n i t t  ver  wa n d t  schaf t .

Ehe wir auf den Fall eingehen, daß der Kegelschnitt, der 
einer der Verwandtschaften E, V oder A unterworfen werden soll, 
den festen Kegelschnitt k  oskuliert, soll im Hinblick auf spätere 
allgemeinere Fragestellungen der Grenzübergang für eine
beliebige Kegelschnittverwandtschaft

a!x: q'2: «j - F x («j): F 2 (a.j): F 3 («j) (10)

behandelt werden. Es sei also im System mit dem vorhin verwen­
deten Koordinatensystem der feste Kegelschnitt k =  y\— y x y z — 0 
(Parameterdarstellung y x =  t2, y 2 =  t, y 3 =  1) gegeben, ferner der 
Kegelschnitt ß

ßa ß* yf+ ßi yl — ßa 2/i 2/3 =  0  oder $2v\— ß8 vj— 2$xvx vs =  0 . (1) 

ß berührt k  in Os (Tangente ox) und schneidet k  noch in den
Punkten mit t =  ± V /,(2ß1 ß2— ßi) : ß2 ß3- Der Punkt 0 5 auf k 
ergibt sich für t — 0. Um auf den allgemeinen Fall zurückzu­
kommen, daß sich k  und der zu transformierende Kegelschnitt 
in vier getrennten Punkten schneiden, ersetzen wir ß durch einen 
Kegelschnitt a, der k  in den Punkten mit z b tx und d=Z0 schneidet, 
wo t0 eine kleine, von Null verschiedene Zahl bedeuten soll. Dann 
ergibt sich aus diesem so bestimmten allgemeinen Bund <3 durch 
den Grenzübergang t0-+ 0 der spezielle Bund der Kegelschnitte,
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die k in 0 3 berühren und für die 0 2 und o 2 Pol und Polare sind. 
j)ie vier zunächst getrennten Schnittpunkte von k  und a lauten

Sie haben das Diagonaldreieck [I, IV ],[II , III] =  ^ 1  (*o l)?
[I, II]. [HI, IV] =  i ?2 (0, 1, 0), i?3 (t0tx, 0, — 1). Wir beziehen nun die 
Gleichungen von k  und a auf das Dreieck R 1R 2R 3 als Koordinaten­
dreieck und wählen den Einheitspunkt so, daß die Gleichung 
von k  in den neuen laufenden Koordinaten Xi nunmehr 
ij+^o+ ^ 3  =  0 lautet. Dann führen die Gleichungen

Vi-y^-Vs =  t0tx{ ix x+ x 3): \Zt0txx 2: ( i x x— x 3) (i =  \ /— 1)
/ ------  ( 11 )x x: x 2: x 3 =  — i ( y 1+ t 0t1y 3) : 2 \ /t0t1y 2: {yx— t0txy 3)

die yi in die Xi über und umgekehrt. Die zugehörige Transfor­
mation der Linienkoordinaten Vi (im alten System, Bund ® x) 
und Ui (im neuen System, Bund (5) lautet

vx:v 2:v 3 =  (— iu 1+ u 3) : 2 \yt0t1u2: — t0t1( iu 1+ u 3)

ux:u 2: u 3 =  i (t0tx f^ -f^ ) : \ / t 0txv2 : (t0 tx vx —  v3).

Der ursprüngliche Kegelschnitt ß schneidet o2 (y 2 =  o) in 0 3 und 
im Punkt mit den y -Koordinaten (2ßx, 0, ß3). Die Gleichung des 
durch (2ßj, 0, ß3) und die Punkte mit den Parameterwerten 
±  t0, =h tx gelegten Kegelschnitts a lautet nach Transformation 
auf die Koordinaten Xi

wo die durch Punkte angedeuteten Glieder hier und im folgenden 
den Faktor ^ enthalten. Vergleicht man diese Gleichung mit

so folgt (nach Erweitern mit dem Produkt der Koeffizienten der xi)

!(«?, *!, 1), II I  (eg, 1), IV  (tjj,

( 2 ß 1 ß 2 — 2  v / ( 2 ß 2— ß i ) ß i ß 2 ß 3' - * o +  • • •) * ? + ( ß f +  ■ ■ •) 4+

ccx a2 «3

:  ( 2 ß 2  + . .  . ) •

a x: a 2: a 3 =
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Setzt man diese Werte der a.i in die Gleichungen (10) der Kegel­
schnittverwandtschaft ein und ordnet nach Potenzen von t0, so 
folgen Ausdrücke von der Form

d. h. der Kegelschnitt E ai u\ =  0 geht in den Kegelschnitt 
X a' ui =  0 über, der nach (11 a) im alten System (Bund (3X) die 
Gleichung

hat. Nach (10) entsteht F 3 aus F x durch Vertauschung von <zx 
mit a 3 und dies bewirkt nach (12), daß in (13) beim Übergang von 
a.\ zu a' das von t0 freie Glied seinen Wert beibehält und das Glied 
mit tQ sein Vorzeichen verändert, also f s — f x und g 3 =  —gv 
Daher verschwindet in (14) das von t0 freie Glied und nach Division 
durch t0 erhält (14) die Form

Hier kann man den Grenzübergang vollziehen und erhält
durch Vergleich der Restgleichung mit (1) die Formel für den 
Grenzübergang x

10. Zweiter Grenzfall: Oskulierende Kegelschnitte.
A. D as K e g e l s c h n i t t s y s t e m  (B 2.

Wenn ein Kegelschnitt den gegebenen Kegelschnitt k in 
einem Punkt 0 3 oskuliert, so oskuliert auch der bei E, F oder A 
entsprechende Kegelschnitt den Kegelschnitt k  in 0 3, wie man 
leicht feststellt. D as S y s t e m  <S2 der Ke g e l s c h n i t t e ,  die k 
in Os oskul ieren,  geht  also bei  £,  T und A in s i ch über  und 
läßt sich daher in ähnlicher Weise wie das System © i behandeln.1 
Ox sei ein weiterer Punkt von k, 0 2 der Schnitt der Tangenten 
in Ox und 0 3 an k (Abb. 16). Ist dann 0 X0 20 3 das Grunddreieck 
eines projektiven Koordinatensystems in der Ebene ö 2 der Kegel­
schnitte von © 2> so lauten deren Gleichungen (laufende Punkt­
koordinaten Zi, Linienkoordinaten Wi)

1 Ist die Tangente von 0 3 die Ferngerade der euklidisshen Ebene, so ist 
0., ein System kongruenter Parabeln mit fester Achsenrichtung 0 3.

«t =  / i ( ß n ß 2> ß 3) + g i ( ß n ß 2» ß 3) - f o + -  » •» (13)

----( / l + £ l £ < ) + -  • •) (^0^l'yi +  V3)2 +  ( / 2 + ^ f2 ^ 0 + • •

• • ■ •) (̂ o vi — 0

f t txv*— 2gxv\— 4:f1t1v1v3+ t 0 [ . . . ]  =  0. (14a)

(15)
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C11 %C31 02H“2 c31 Z3 zx — 0, (L)

wo % eine von der Wahl des Einheitspunktes abhängige Kon­
stante ist. Es zeigt sich, daß sich die folgenden Rechnungen ver­
einfachen, wenn man y, =  — 1 setzt. Dann hat der feste Kegel­
schnitt k  die Gleichung z\-\-2zxz3 =  0.

Nun ordnen wir wieder jedem Kegelschnitt von @ 2 den 
pol einer festen Geraden e als Bildpunkt zu. Wir wählen 
e =  o3 =  [Oi<92] und erhalten als Gl e i chung  des K e g e l s c h n i t t s  
mit dem B i l d p u n k t  7 (7172» T3)

(Yä—"Y iT sK — 2 TiT2 gig2+ T i(gf + 2 g1g8) =  0 

bzw. 7 i w\+2y2 w2 ^ 3+  Ts ^ + 2 y i  wx w3 =  0.

Die Gesamtheit der Bildpunkte 7 
bezeichnen wir als die (mit 0 2 
vereinigt liegende) Bildebene *ß2 
(Grunddreieck Pi =  Oi, pi — oi). 
k h a t den B i l d p u n k t  K  =
P x (1, 0, 0). 0 2-> ß̂2 is t  wie im 
al l gemeinen F a l l  eine B e ­
r ü hr u ng s t r a ns f o r ma t i o n .

Wenn sich zwei Kegel­
schnitte von (S2 in 0 3 hyper-  
oskul ieren,  so liegen ihre Bild­
punkte auf einer Geraden durch 
P 3-1 Insbesondere liegen auf 
[P 3K ] =  p 2 die Bildpunkte der k  hyperoskulierenden Kegelschnitte 
von © 2. Bei festen Zi bzw. Wi und veränderlichen 7* stellt (2) in *ß2
eine „Umlinie“ bzw. eine Gerade dar. Die Gerade ist das Bild der
Schar  mit der Grundtangente w, ihr Schnittpunkt mit p x liegt 
harmonisch zu P 2 bezüglich P 3 und des Schnittpunkts von w mit o x; 
er stellt die zerfallene Kurve 2. Klasse der Schar dar, die aus 0 3 und 
dem Schnittpunkt von w mit ox besteht. (Zwischen den Geraden w 
in £ )2 und den Bildgeraden in $ 2 besteht eine quadratische Ver­
wandtschaft.) Die Umlinie stellt das B ü s c h e l  der durch den 
Punkt z gehenden Kegelschnitte von @ 2 dar. Die zu @ 2 gehörigen

Eineindeutige involutorische Kegelschnittverwandtschaften. 53

1 Liegt der Bildpunkt eines Kegelschnitts auf e =  p 3, so berührt der 
Kegelschnitt dort p z. Ist also p 3 die Ferngerade der euklidischen Ebene, mul 
ist y Bildpunkt eines Kegelschnitts von ©2, so ist der Schnitt von [ P 3 y] mit 
p3 der Bildpunkt der Parabel, die den gegebenen Kegelschnitt in 0 3 hypei- 
oskuliert.

'A ' «TV
\

Fig. 16.
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Umlinien in *ß2 oskulieren sich in P 3 (Tangente p x), sie ergeben 
sich für % — 2 aus (1), wenn man die z* durch die y* ersetzt.

54 F . H o h e n b e rg ,

B. Die V e r w a n d t s c h a f t e n  E, F und A in @ 2.
Die Ausdrücke für E, F und A findet man auch hier wie 

im allgemeinen Fall, hzw. wie im Fall der berührenden Kegel­
schnitte. E s er geben s i ch die s i ng ul ä r e n  quadrat i schen 
V e r w a n d t s c h a f t e n

Y i  '• T - j : Ya —  Y i : Y i  Y 2 : (p Ya T 1 73)) (3)

wo p =  1 bei  E, p =  — 2 bei F, p =  4 bei  A ist.  Einer Geraden 
durch P 3 entspricht jedesmal die zu ihr bezüglich p x und p 2 har­
monische Gerade durch P 3. Die einer allgemeinen Geraden in 5̂, 
entsprechenden Kegelschnitte in *ß2 ergeben sich, wenn man 
in (1) % =  2p setzt und die Zi durch die yi ersetzt. (Im Fall der 
Polarität E, also p =  1, sind dies natürlich die Umlinien in $ 2.) 
Der zweite Schnittpunkt des Kegelschnitts mit [P SK ] liegt immer 
harmonisch zum Schnittpunkt der gegebenen Geraden bezüglich P, 
und K. Den Umlinien in *ß2 entsprechen Kegelschnitte, die 
einander in P 3 oskulieren; man erhält sie aus (1), wenn man 
dort % =  2 (p— 1) setzt und die z\ durch y* ersetzt.

Die I sol oge von X ist zufolge (2) die C3

X i  a 2X 3 j

T i  T 2 Y 3 j
J  j  J  ! 
(1 Y2 fs i

0 oder pX1yg+^2Yi(2y1y3— py;)— 2X3yf y2 =  0 (4)

mit der Spitze P z (Spitzentangente p-J. Sie geht bei E, F und A 
durch K  =  P 1: X und X;. Die Tangente in K  geht durch X, die 
in X durch X'. Die Isologe von X ist zugleich die Dual i sologe

k  X l X:} X1 X 2 x
v 2 ____   v(2 I 1 f 3
/ 2 f f

Y-> —  Y i  Y-!

11(2 
y 'i Y->

2 
1:

Yi
,/ 2II

eines Punktes X, der aus X durch die singuläre quadratische Ver­
wandtschaft

2— -t
Xf: — p Xi X2: [ ( 2 — p) X?— p Xt X3] (5)

hervorgeht.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



C. Der Gr e n z üb e r g a n g  <S2 für  eine be l i ebi ge  Ke g e l ­
s c h n i t t  v e r wa n d t  schaf t .

Wir untersuchen nun, wie sich der Grenzübergang ’ ©-»-(Sä 
für eine beliebige Kegelschnittverwandtschaft

a[ : a'2: «j, =  F x {a.j) ■ F 2 (cn) : F 8 (ap (6)

vollzieht. Im Koordinatensystem der 0 ; ist

0! =  *2, 02 =  2*, 03 =  — 2 (7)

eine Parameterdarstellung des Kegelschnitts /c. Er oskuliert den 
Kegelschnitt y des Systems © 2 im Punkt mit t =  0 und schneidet 
ihn noch im Punkt mit tx =  4 y 1 y 2 (yf—  Ti Ts)* Bedeutet dann 
t0 einen kleinen, von Null verschiedenen Wert, so geht der durch 
die Punkte mit * =  0, t =  ± * 0, t =  tx und einen weiteren Punkt 
von y, etwa den Schnittpunkt (— 2y ,̂ 0, yf— Y1 Y3) mit p 2, gelegte 
Kegelschnitt a in y über, wenn t0 gegen Null konvergiert, a hat 
im Koordinatensystem der 0* die Gleichung

4 (T2 — Ti Ts) 2 ? + [ 4 t ? —-i?  (Yi— Tx Ts)] ^
4 y x y2 02 ^ 3  +  8y f 0X 8 y 1 y2 01 02 =  0.

Das Diagonaldreieck der vier Schnittpunkte dieses Kegelschnitts 
mit k besteht aus den Punkten

# 1 ( ^ 1, 2 l0 <i, — 4*0+2*^, Äa(*;*!, — 2 *0*!, 4*0+2*^,
R 3 (*J*1? 2*2, '2 *x).

Führt man neue Koordinaten Xi mit dem Grunddreieck R 1R 2R S 
ein und wählt den neuen Einheitspunkt so, daß die Gleichung 
von k nunmehr =  0 lautet, so ergeben sich die Glei­
chungen

ZX — Pl 0̂ 1̂ h  ^2 +  pS 0̂ 1̂ 3̂
0 2 =  2 p 1 *0 txx x 2 p2 *o î X2~i~2 p3 *5 £3
0 3  =  2 p j  ( 2 * o  * i )  ^ i + 2 p 2  ( 2 * 0 + * i )  ^2  2 p 3  * j  x 3

f ( * 0  * i )  p x  #1 =  2 ( 2 * o  1̂) 2i • 2 * o * 1 0 2  *0 *1^3  ̂ (10)
j (^0~Ml) P2 2̂ — 2(2*0 +  *!) 0X 2*0 *x 02 +  *o *! 03
l  (̂ 0— -̂ l) p8 ^3 =  — 4*? ^  +  4*2 *!02 +  2*2 t\ 03

P i *  p l * Pa ~  ( ^ o “ K i )  : ( — ^o“ N i )  : 2 * x

und die Gleichung (8) von a lautet in den neuen Koordinaten
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v 4yi (Tx— Ya *o) ^ i+ 4 Yi (Yi+Ya *o) ^|+[4 YT—
( M )

« i: «2 : «3 =  [4yf+4yt Y8 — (yI— Yi Yb) *o+ • »• ] : [4y?— 

— 4?! Y2 — (yI— Yi Ys) <5 + . . . ] :  [4y!— 4y1 *n1>
(12)

worin die Punkte in den Klammern solche Glieder andeuten, die 
den Faktor Zjj enthalten. Setzt man diese Ausdrücke für die 
in (6) ein, so erhält man, nach Potenzen von t0 geordnet, Aus­
drücke von der Form

v'i =  fi (yi Y2 '(s) 4~gi (Yi Y2 Y3) • (yi Y2 Y3) • ̂ 0+  • • ■ (13)

Hierin ist /x =  /2 =  /3; denn setzt man in (12) £0 =  0, so ist 
a.x =  a 2 =  a 3 und dies ergibt in (6) o!± =  a'2 =  <y/s und in (13) 
a!i =  fi (Y1 Y2 Y3), also ist /x =  f 2 =  /3. Ersetzt man ferner £0 durch 
— £0, so bleibt nach (12) a 3fest, während sich a x und a 2 vertauschen, 
also ist zufolge (13) g z =  0 und =  —g 2. Wir können also

des Kegelschnitts a', der a entspricht, die a* durch die Ausdrücke
(13) und die gemäß (10) durch die z  ̂ so erhält man nach Multi­
plikation der Gleichung mit 2 (£2— 1\) tx

Hier verschwinden zufolge (13 a) die Koeffizienten von ^ und 
nach Division durch Z2 und Grenzübergang £O“>-0 verschwinden die 
Glieder, die t0 in einer höheren als der zweiten Potenz enthielten 
und man erhält die Gleichung des 7 entsprechenden Kegel­
schnitts y', nämlich

f i  =  f i  =  h  =  /. Ei =  —§2 =  g, gz =  0 (13 «)
setzen.

\j2~\~g2 0̂ +  ̂ 2 ^o+ • • •] [/3~ g 3 ^0+^3 ^o+ • • •] •
• 2(*0+*i) k . [2 (2*0— «0 zx— 2t0 tx ẑ — tl tx g3]2+  . . .  =  0.
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so erhält man die Formel für den Grenzübergang © -*@>25 nämlich 

T; : T' : r ' =  2/:2Ä:
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( * ! + * .— 2A3) —  -3(7'  TlY8)g 
____________________ fTlY2

(14)

11. Über weitere eineindeutige involutorische Kegelschnittverwandt- 
schaften, die sich mit Hilfe eines festen Kegelschnitts definieren

lassen.
We n n  eine K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  mi t  Hi l fe  

eines f e s t e n  K e g e l s c h n i t t s  k  de f i ni er t  wer den soll,  so 
steht  z u n ä c h s t  fest ,  daß das ge me i ns ame  P o l d r e i e c k  
e nt spr ec hender  K e g e l s c h n i t t e  a und a! auch P o l d r e i e c k  
von k  sein muß.  Denn hätten a und k  das gemeinsame Pol­
dreieck Q, dagegen a! und k  ein anderes gemeinsames Poldrei­
eck ß', so müßte es gelingen, aus der Kenntnis von k, a und Q 
heraus das neue Poldreieck fl' festzulegen, was aber offenbar 
nicht möglich ist. Dies zeigt, daß der bei der Untersuchung 
von E, T und A eingeschlagene Weg, die Kegelschnittverwandt- 
schaften zunächst in einem Bund © zu behandeln und auf © die 
automorphen Kollineationen von k  auszuüben, in der Natur der 
Sache begründet ist. W ir u n t e r s u c h e n  also z u n ä c h s t  eine 
K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  in e inem B u nd  ©, gewi nnen 
daraus durch Gr e n z ü b e r g a n g  die V e r w a n d t s c h a f t  in 
einem S y s t e m  © x bzw. © 2 (wo sich a und k  berühren bzw. 
oskulieren) und ge l angen von da aus zur V e r w a n d t s c h a f t  
al ler oo5 K e g e l s c h n i t t e  in der Ebene ,  i ndem wir auf  den 
b e t r a c h t e t e n  B und ©, fe r ner  auf  die S y s t e m e  ©1 und © 2 
alle a u t o m o r p h e n  K o l l i n e a t i o n e n  von k  ausüben.

Um nun eine neue involutorische Kegelschnittverwandt­
schaft zu gewinnen, die sich mit Hilfe eines festen Kegelschnitts k  
definieren läßt, k a nn  man zwei K e g e l s c h n i t t e  a und a! 
e inander  dann zuordnen,  wenn i rgendei n  mi t  dem Ke g e l ­
s c h n i t t p a a r  a, o! k o v a r i a n t  v e r b u n d e n e r  K e g e l s c h n i t t  k  
fest  vo r g e ge b e n  ist.  Bei E war k  einer jener vier Kegelschnitte, 
durch deren Polarität sich a und a! vertauschen, bei T und A 
war k  die harmonische Kurve 2. Ordnung bzw. 2. Klasse von a 
und cf!. Es gibt aber noch unendlich viele andere Kegelschnitte k , 
die mit einem Kegelschnittpaar a, a! kovariant verknüpft sind. 
Legt man z. B. in jedem Schnittpunkt von a und a! die Tangente 
an jeden der beiden Kegelschnitte und bestimmt deren Pol be­
züglich des anderen Kegelschnitts, so liegen diese acht Pole auf 
einem Kegelschnitt k  des durch a und a! bestimmten Bundes. Hält
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man diesen Kegelschnitt k  fest und variiert a, so variiert auch 
aber die so gegebene involutorische Kegelschnittverwandtschaft 
ist, wie eine nähere Untersuchung zeigt, eindreideutig. Allge­
mein wird man auf  dem a n ge g e b e ne n  We g meis tens  zu 
me hr d e u t i g e n  i n v o l u t o r i s c h e n  K e g e l s c h n i t t v e r wa n d t ­
s c h a f t e n  gelangen,  die aber  weni ger  I n t e r e s s e  verdienen.

Wi l l  man ein e i ndeut i ge  i n v o l u t o r i s c h e  Ke ge l s c hni t t ­
v e r w a n d t s c h a f t e n  aufsuchen,  so e mpf i e h l t  es s ich viel­
mehr,  von der E b e n e  auszugehen,  auf deren Punkte wir die 
Kegelschnitte des Bundes abgebildet haben. J e d e r  einein­
de ut i ge n  i n v o l u t o r i s c h e n  K e g e l s c h n i t t v e r wa n d t s c h a f t  
im B und e n t s p r i c h t  in Sß eine e i ne i nde ut i ge  involu­
t o r i s c h e  P u n k t v e r w a n d t s c h a f t .  Die Ke g e l s c h n i t t v e r ­
w a n d t s c h a f t  sol l  durch den f e s t e n  K e g e l s c h n i t t  k  allein 
d e f i n i e r b a r  sein,  daher  muß s ich die zugehör ige  Punkt ­
v e r w a n d t s c h a f t  in $  al l e in mi t  Hi l fe  des Dreiecks 
II (P 1P 2P 3) und des P u n k t e s  K  de f i ni er en  lassen.

D a m i t  e r h ä l t  ma n  s of or t  e inen E i n b l i c k  in die Ge­
s a m t h e i t  der T y p e n  al l er  mögl i che n  i nvol ut or i schen 
K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t e n .  B e r t i n i 1 hat (allerdings 
unter der Voraussetzung getrennt liegender Hauptpunkte) jene 
ebenen involutorischen Punktverwandtschaften angegeben, auf die 
sich alle anderen durch Gremonatransformationen zurückführen 
lassen, nämlich

1. die h a r mo n i s c h e  K o l l i n e a t i o n  ( =  involutorische Ho­
mologie) ;

2. die J o n q u i e r e s s c h e  I n v o l u t i o n  einer gewissen Ord­
nung /?+2 ( p > o ) ,  mit 2p-{-2 getrennten einfachen Hauptpunkten 
und einer Koinzidenzkurve der Ordnung p-\- 2 und des Geschlechts p, 
die einen p-fachen Punkt besitzt, der (/?-)-l)-facher Hauptpunkt 
der Transformation ist;

3. die Ge i s er sche  I n v o l u t i o n  der Ordnung 8 mit
7 dreifachen Hauptpunkten, die eine durch die 7 Hauptpunkte 
doppelt hindurchgehende Koinzidenzkurve 6. Ordnung besitzt. 
Ihre Punktepaare ergänzen die 7 Hauptpunkte zu 9 assoziierten 
Punkten einer C3;

4. die B e r t i n i s c h e  I n v o l u t i o n  der Ordnung 17 mit
8 sechsfachen Hauptpunkten, die eine durch die 8 Hauptpunkte 
dreimal hindurchgehende Koinzidenzkurve 9. Ordnung besitzt.2

1 Nach E . P a s c a l ,  Rep. d. Höh. Math., Bd. I I / l ,  S. 370, bei Bertini, 
Ann. di Mat. (2), 8, 244 (1877), Lomb. Ist. Rend. (2), 13, 443 (1880).

2 Siehe z. B . R . S tu rm , Geometrische Verwandtschaften, Bd. IV.
S. 105— 107.
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jhre Punktepaare haben die Eigenschaft, daß alle rationalen CG, 
die in dem einen Punkt des Paares und in den 8 Hauptpunkten 
poppelpunkte haben, auch im anderen Punkt des Paares einen 
Doppelpunkt haben, d. h. ihre Punktepaare ergänzen die 8 Haupt­
punkte zu 10 Doppelpunkten einer rationalen C6.

Es wird sich nun darum handeln, unter den Punkt Verwandt­
schaften dieser vier Typen jene auszusuchen, die sich in der 
Ebene allein mit Hilfe des Dreiecks H und des Bildpunkts K  
von k  definieren lassen. Al le we i t e r e n  e i n e i nde ut i ge n  i n v o ­
l utor i schen K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t e n  in £), die 
sich mittels eines festen Kegelschnittes k  definieren lassen, bilden 
sich dann auf eineindeutige involutorische Punktverwandtschaften 
in P  ab, die offenbar aus den Punktverwandtschaften der vier 
Typen durch Ausübung von Cremonatransformationen in $  
hervorgehen, die selbst wieder mit Hilfe des Dreiecks II und des 
Punktes K  definierbar sind.

W ir u n t e r s u c h e n  im f o l genden z u nä c h s t  die h a r ­
monische K o l l i n e a t i o n  in sowie die J o n q u i e r e s s c h e n  
T r a n s f o r ma t i o n e n  der e r s t e n  vier  Ordnungen,  die s ich 
in ^  mi t t e l s  K  und Q de f i n i e r e n  lassen.  Diese V e r w a n d t ­
schaf ten werden s ich als Sonde r f ä l l e  der Ge i s e r s c he n  
Ve r wa n d t s c h a f t  in erweisen.  Die ze nt r a l e  S t e l l u n g  
der Gei s e r sc he n  P u n k t v e r w a n d t s c h a f t  für das v o r ­
l iegende T h e m a  wird s ich a u ße r de m dar in zeigen,  daß 
zum Schl uß  na chge wi e s e n  wird,  daß auch die dur ch  I i  
und II d e f i n i e r b a r e n  B e r t i n i s c h e n  V e r w a n d t s c h a f t e n  in 
(zu denen auch I ,  p und A gehören)  S on de r f ä l l e  der 
Gei serschen V e r w a n d t s c h a f t  sind.

Auf solche Kegelschnittverwandtschaften, die sich als Pro­
dukt von bereits besprochenen Kegelschnittverwandtschaften 
darstellen lassen, wie es z. B. bei A =  SPS der Fall war, soll dabei 
nicht eingegangen werden. Ebensowenig gehen wir auf die mannig­
fachen Sonderfälle ein, die sich ergeben, wenn k  eine zerfallene 
Kurve 2. Ordnung oder 2. Klasse ist.

12. Die Kegelsclmittverwandtschaft A1, die sich auf eine harmonische 
Kollineation in $  abbildet.

A. Die V e r w a n d t s c h a f t  A1 in
Eine harmonische Kollineation ist durch ihr Zentrum und 

ihre Achse bestimmt. Sollen sich Zentrum und Achse mit Hilfe des 
Punktes K  und des Dreiecks H definieren lassen, so k o m m t  als 
Zent r um nur K  in F r a ge  und als Achse  nur die Gerade Ae.
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Diese harmonische Kollineation (K , Ae) in sowie die 
ihr in 0  entsprechende Kegelschnittverwandtschaft nennen wir A1 
In ß̂0 liegt die gewöhnliche Spiegelung an K  vor.

Aus den E i g e n s c h a f t e n  von A1 in folgen sofort 
die E i g e n s c h a f t e n  der K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  A1 
in 0 .  Jede k  enthaltende Schar geht in sich über; in ihr bilden 
die Kegelschnitte eine Involution; deren Festkegelschnitte sind k 
und jener Kegelschnitt der Schar, der k  harmonisch eingeschrieben 
ist (Bildpunkt auf Ae). Jede Grundtangente dieser Schar enthält 
also eine Involution von Berührpunkten; deren Doppelpunkte sind 
die Berührpunkte mit k  und mit dem k  harmonisch eingeschriebenen 
Kegelschnitt der Schar. Dies dient zur Vervollständigung der 
Kegelschnittverwandtschaft in 0 .

In 5̂ schneiden sich entsprechende Geraden auf Ae. In Q 
sind daher jene Linienelementquadrupel entsprechender Kegel­
schnitte a und &!, deren Diagonaldreieck Q ist, einander so zu­
geordnet, daß je zwei entsprechende Quadrupel einen k  harmonisch 
eingeschriebenen Kegelschnitt einhüllen.

k  geht durch A1 in sich über, seine Linienelemente bleiben 
einzeln fest. Weiters geht jeder k  harmonisch eingeschriebene 
Kegelschnitt in sich über, seine Linienelementquadrupel mit dem 
Diagonaldreieck Q erfahren eine Involution, in welcher das mit k 
gemeinsame Tangenten quadrupel und das Grundtangenten­
quadrupel der Schar Ae festbleiben.

In erfahren die Punkte von Au und 0 e je eine Involution 
mit dem Zentrum K  und den Festpunkten 10. In 0  werden 
daher die k  harmonisch umschriebenen Kegelschnitte, ebenso 
die k  eingeschriebenen Kegelschnitte untereinander vertauscht, 
wobei die gemeinsamen Tangenten entsprechender Kegelschnitte 
auch k  berühren. Die mit k  verbundenen Kegelschnitte k x und A2 
bleiben einzeln fest.

A1 h a t in  ke i nen Ha u p t p u n k t ,  dennoch ist  die 
K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  A1 in 0  n i c h t  ausnahmslos  
e i ne i ndeut i g ,  da dem Punkt Pi (i =  1, 2, 3) in der Bild­
punkt Li eines der drei harmonischen Kegelschnitte des Büschels A« 
(Abb. 3) entspricht; dabei entsprechen einander die Linien­
elemente von Pi und L t. Einem Geradenpaar mit dem Doppel­
punkt Oi (i =  1, 2, 3) in 0  entspricht also ein Linienelement­
quadrupel des harmonischen Kegelschnitts U des Büschels Aw. 
Das Geradenpaar und das ihm entsprechende Linienelement­
quadrupel umhüllen wieder einen k  harmonisch eingeschriebenen 
Kegelschnitt.
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Dagegen entspricht einer zerfallenen Kurve 2. Klasse « 
(Träger sei z. B. ox, Bildpunkt als<3 auf p x) ein Kegelschnitt 7 /  
der durch Z2 und l3 bestimmten Schar, wobei wieder a, a! und k 
einer Schar angehören; denn in entspricht der Geraden p 1 die 
Gerade \L% L̂ \-

Einer allgemeinen linearen Schar in £) entspricht natürlich 
wieder eine lineare Schar, die mit der gegebenen Schar einen k 
harmonisch eingeschriebenen Kegelschnitt gemein hat. Einem 
allgemeinen Büschel entspricht eine (2, 4)-Reihe, die die har­
monischen Kegelschnitte des Büschels Au enthält.

Eine Kegelschnittreihe des Bundes bleibt hei A1 fest, wenn 
ihr Bild in eine zu Ae bzw. K  projektiv-symmetrische Kurve 
ist (bei $ ° : wenn K  Mittelpunkt der Bildkurve ist).

Da in ß̂ z. B. der Geraden p-i (ai =  0) die Gerade [L 2L 3], 
nämlich — a i+ 2 « 2+ 2 a 3 =  0, entspricht, ist die Verwandtschaft 
durch

a2’-o!3 =  (— a 14 -2 a 2+ 2 a 3): (2ttl— « 2-[-2«3): (2q14-2«a—-a.3) (1)

gegeben. Die Isologe eines Punktes X in ist natürlich seine 
Verbindungsgerade mit K ;  die Dualisologe eines Punktes X ist 
die Cz

X2X3 a i  ( a 2— a 3) (— a i + 2 a 2+ 2 a 3) + X 3 Xi a 2 (a 3— -ax) ( 2 a x—

—■a2+ 2 a 3)+XiX2a3(a1— a 2)(2ai+.2a2— a3) =  0. (2)

Diese C3 geht durch Pi, Li, K, X und den Bildpunkt 7/ von a. 
Ihre Tangente in K  geht durch den Bildpunkt des zu X bezüglich k  
polaren Kegelschnitts; weiters berührt die C3 in X die durch a 
und X' gelegte Umlinie.

B. D ie V e r w a n d t s c h a f t  A1 in (S .̂
Nach dem in 9. E. gegebenen Verfahren findet man, daß A1 

im System (Sx in die Verwandtschaft

ßi-ß^ßi =  (ßiH~4ß2): (2ßi— ß2) : — 3ß3 (3)

übergeht. Dies ist in der Bildebene der Kegelschnitte
von (Sx ebenfalls eine harmonische Kollineation, ihr Zentrum ist
K  (2, 1, 0), die Achse ist Ae( ß i +ß2 =  0). Es treten aber einige
Unt e r s c h i e de  g e ge nüb e r  der V e r w a n d t s c h a f t  in e inem 
a l l ge me i ne n  B und auf. Der Geraden Au ( ß i + 4 ß 2 =  0) in ß̂x 
entspricht die Gerade p x, der Geraden ©e (2ßx— ß2 =  0) die Ge­
rade P2, d. h. in D i entsprechen den k harmonisch umschriebenen
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Kegelschnitten die auf o x gelegenen Punktepaare des Systems 3  
während den k  eingeschriebenen Kegelschnitten jene zerfallenen 
Kurven 2. Klasse von © x entsprechen, die aus dem Punkt Q 
und einem weiteren Punkt auf o x bestehen. Dabei gehören ent­
sprechende Kegelschnitte ß und ß' einer linearen Schar an, die 
auch k  enthält. Allgemein entspricht einer Schar von Kegel­
schnitten in © 1? die sich in 0 3 hyperoskulieren, wieder eine solche 
Schar. Insbesondere werden die Kegelschnitte von © x, die k 
in 0 3 hyperoskulieren, untereinander vertauscht, wobei k und 
die aus dem doppelt gezählten Punkt 0 3 bestehende zerfallene 
Kurve 2. Klasse festbleiben.

Ebenso vertauschen sich die Kegelschnitte untereinander, 
die k  in 0 3 und Ox berühren, es bleiben dabei k  und der k  har­
monisch eingeschriebene Kegelschnitt dieser Schar fest.

Die weiteren Eigenschaften von A1 in © x stimmen mit 
denen von A1 in einem allgemeinen Bund © überein.

G. Die V e r w a n d t s c h a f t  A1 in © 2.
Ferner findet man nach dem in 10. G. gegebenen Verfahren, 

daß A1 im System © 2 in die Verwandtschaft

Y i : 7 2 : 7 s  ~  7 i : 7 2 : 7 3  (4 )

übergeht. Dies ist die harmonische Kollineation mit dem Zentrum 
K  =  P x und der Achse Ae =  p i (Abb. 16). Hier geht p x in s$ 2 
in sich über, d. h. in 0 2 geht jede zerfallene Kurve 2. Klasse 
(bestehend aus 0 3 und einem weiteren Punkt von ox) in sich über. 
Jedem k  hyperoskulierenden Kegelschnitt entspricht ein eben­
solcher, denn in ß̂2 geht die Gerade [P 3K] — p 2 in sich über. 
Allgemeiner entspricht einer Schar von Kegelschnitten aus 
die sich untereinander hyperoskulieren, wieder eine solche Schar. 
Im übrigen treten keine Abweichungen von der Verwandtschaft A1 
im allgemeinen Bund © ein.

13. Die Kegelschnittverwandtschaften, die sich auf perspektive
Jonquieressche Punktverwandtschaften in 5̂ abbüden.
E i n e  pe r s p e k t i v e  J o n q u i e r e s s c h e  P u n k t v e r w a n d t ­

s c h a f t  vom Grad n (S  ̂2) i s t  durch ihre  Ko i n z i d e n z ku r ve  
gegeben.  Diese i s t  von n. Or dnung und vom Ge s c h l e c h t  
n— 2, sie h a t  e inen (n— 2)-fach en  P u n k t  und es werden 
e i na nd e r  j e  zwei P u n k t e  der E b e n e  zugeordnet ,  die auf  
e i nem S t r a h l  durch den (n— 2) - f achen P u n k t  l i egen und
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die be iden r e s t l i c h e n  S c h n i t t p u n k t e  des S t r a h l s  mi t  
der Ko i n z i d e n z ku r ve  C h a r mo n i s c h  t rennen.

Der  a us g e z e i c h n e t e  (n— 2)- fache  P u n k t  von C k a n n  
in der E b e n e  nur der P u n k t  K  sein,  wenn die zugehörige 
Kegelschnittverwandtschaft in £) allein mit Hilfe des Kegel­
schnitts k  definiert sein soll. K  is t  dann (n— l ) - f a c h e r  H a u p t ­
punkt der T r a n s f o r m a t i o n  in ß̂, die übr i gen  2(rt— l) ge­
t rennt en e i n f a c h e n  H a u p t p u n k t e  sind die B e r ü h r p u n k t e  
der T a n g e n t e n  aus an C. C muß allein mit Hilfe des Drei- 
ecksllund des Punktes K  definiert sein, C is t  also t r i a ng ul ä r -  
symmet r i sch (d. h. C geht durch die Transformation a i-+ a2, 
tr+aai in sich über). Dann liegen natürlich auch die
2\n— 1) getrennten einfachen Hauptpunkte triangulär-symmetrisch. 
Als einfache Hauptpunkte kommen daher nur die Bildpunkte K 1, K 2 
der mit k  verbundenen Kegelschnitte oder irgendwelche Tripel 
oder auch Sextupel von Punkten in Frage, die triangulär-sym­
metrisch gelegen sind. W ä h r e n d  zu den 2 (n— 1) e i n f a c h e n  
Ha u pt p u nk t e n  die Ve r b i n d u n g s g e r a d e n  mi t  K  als ihre 
Haupt ger aden gehören,  i s t  die H a u p t k u r v e  von K  eine 
Kurve der Or dnung n— 1, die in K  e inen (n— 2)- fachen 
Punkt  hat .

Nun b e s p r e c h e n  wir einige der K e g e l s c h n i t t v e r ­
wandt s chaf t en,  die s i ch für  die e r s t en  W e r t e  von n 
ergeben und von denen s i ch s p ä t e r  zeigen wird,  daß 
sie gerade j e n e  V e r w a n d t s c h a f t e n  sind,  die s ich als 
Sonderfäl l e  bzw. A u s a r t u n g s f ä l l e  e iner  Ge i s e r s c he n  V e r ­
wa ndt s c ha f t  ergeben.

A. Die K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  A2.
Für n — 2 haben wir nur zwei einfache Hauptpunkte; 

diese können nur K 1 und K 2 sein, C ist also einer der oo1 Kegel­
schnitte in die in K i ( i =  1,2)  die Gerade [K  K*] berühren, 
z. B. Au oder ©e. (In $ °  ist C ein Kreis mit der Mitte K.) Die 
Ve r wa n d t s c h a f t  i s t  in $  die p r o j e k t i v e  I n ve r s i o n  an C 
mit dem Ze n t r u m K , wir  n e nne n  sie A2.

Nehmen wir e t wa Au als Koi nz i de nz kur ve ,  so folgt 
für die zugehörige Kegelschnittverwandtschaft in 0 ,  daß jede k  
enthaltende Schar in sich übergeht und ihre Kegelschnitte so 
vertauscht werden, daß die beiden in der Schar enthaltenen k  
harmonisch umschriebenen Kegelschnitte festbleiben. Auf jeder 
Grundtangente der Schar bilden die Berührpunkte entsprechender 
Kegelschnitte eine Involution, die Doppelpunkte sind die Berühr­
punkte der k  harmonisch umschriebenen Kegelschnitte. Da die
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Berührpunkte der beiden Kegelschnitte des Büschels Au, die 
der angenommenen Schar angehören, leicht bestimmt werden 
können, ist die Kegelschnittverwandtschaft auch in £) leicht zu 
vervollständigen.

Da jeder Punkt von Au in Sß festbleibt und eine Involution 
entsprechender Linienelemente trägt, folgt, daß jeder nicht­
zerfallene k  harmonisch umschriebene Kegelschnitt in £) fest­
bleibt und seine Linienelementquadrupel eine Involution erfahren 
in der das Tangentenquadrupel in den Grundpunkten des 
Büschels Au sowie das Quadrupel der mit k  gemeinsamen Tangenten 
festbleibt. Da ebenso die Punkte Pi in $  eine Involution ent­
sprechender Linienelemente tragen, folgt, daß jeder zerfallenen 
Kurve 2. Ordnung eine ebensolche mit demselben Doppelpunkt 
entspricht. In dieser Involution entsprechender Geradenpaare in £) 
bleiben die Scheiteltangenten von k  und die aus ihnen durch das 
,,Konjugium“ hervorgehenden Geradenpaare des Büschels Au fest.

Zum P u n k t  K  in 5̂ ge hör t  die Ha upt g e r a de  Ae, 
in 0  entspricht k  jeder k  harmonisch eingeschriebene Kegelschnitt. 
Zum Hauptpunkt K l gehört die Hauptgerade [K  K}].

In entspricht der Geraden p x der Kegelschnitt durch K , 
der p 2 in P 3 und p 3 in P % berührt. D e u t e t  man k°x als Kreis ­
p u n k t e p a a r  einer euklidischen Metrik, so ist k  in D ein Kreis k 
von bestimmtem Radius der p x entsprechende Kegelschnitt in $  
ist dann die Bildkurve der Reihe aller mit k  flächengleichen Kegel­
schnitte, während den Punktepaaren in £), deren Bildpunkte
auf p 2 oder p 3 liegen, die Kegelschnitte entsprechen, bei denen 
der eine oder andere Hauptkrümmungsradius =  r ist.1 Ferner 
geht in $  der Kegelschnitt durch K 1 und K 2, der in P 2 bzw. P ?t 
die Tangente [P 2K] bzw. [P 3K] hat, in sich über. Er stellt bei 
derselben Deutung von k® als Kreispunktepaar eine Reihe von 
Kegelschnitten dar, die von k  konstante Tangentialentfernung 
haben.1 Ebenso geht in $  jeder Kegelschnitt durch K\ K z, P 2, P 3, 
bei dem der Pol von p x auf [P XK] liegt, in einen ebensolchen 
über. Er stellt, wenn wieder Zc® das Kreispunktepaar der Ebene £) 
ist, eine Reihe von Kegelschnitten dar, die konstante Tangential­
entfernung von jenem Kegelschnitt haben, dessen Bildpunkt
in der Pol von p x ist.1

Da der Geraden p x (c/.x =  0) in $  der Kegelschnitt
cq— a2a3 =  0 entspricht, der durch K  geht und p 2 in P 3 und p3
in P 2 berührt, ist die Verwandtschaft A2 durch

64 F . H o h e n b e rg ,

1 Vgl. F . H o h e n b e rg , „Über die Kegelschnitte mit gemeinsamen
Hauptachsen“, Deutsche Mathematik, Jahrgang 6, Heft 6, S. 533.
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y'i • 4 : «3 =  ( « i — «2 «3) • {rA — «3 «1) • (« 1— «1 «2) ( 1 )

gegeben. Im System <Sj_ wird daraus nach 9. E. die Verwandtschaft

ß1, : ß>: Pi =  2 ßi ( ß i — 2 ß a ) : — (ßi— 2ß2) (ß! +  2ß2) : 4(ß1+ ß 2) ß3- (2)

Sie is t  in  ^  die p r o j e k t i v e  I n v e r s i o n  mi t  dem Ze n t r u m 
K (2,1,  0) an dem G e r a d e n p a a r  px(ßi =  0), Au ( ß i +4ß2 =  0), 
d. h. es bleibt in D i jedes auf ox gelegene Punktepaar von 
(gj, ebenso jeder k  harmonisch umschriebene Kegelschnitt fest, 
und es gehören entsprechende Kegelschnitte ß und ß' zusammen 
mit k  einer Schar an. k  entspricht jedem k  harmonisch ein­
geschriebenen Kegelschnitt. Ferner entspricht P z jedem Punkt 
von [P ZK\, d. h. in £)x entspricht jedem Kegelschnitt von @ 1} 
der k  in 0 3 hyperoskuliert, der Punkt Oz als zweifach singuläre 
Kurve 2. Klasse. Weiters vertauschen sich in ^  die Linien­
elemente von P 2, in Ox daher die aus ox und einer Geraden 
durch 0 2 bestehenden Geradenpaare.

Im System @ 2 ergibt sich nach 10. G. die singuläre Ver­
wandtschaft

Vi • ’/■> • Vs =  T2 • Vsi (3)
die jedem Punkt y den Schnittpunkt von [Äy] mit p x zu ordnet. 
Es entspricht also einem Punktepaar, bestehend aus 0 3 und einem 
weiteren Punkt der Tangente in 0 3 an k , jeder Kegelschnitt der 
durch dieses Punktepaar und k  bestimmten Schar. Jedem Punkt 
der Geraden \_PzK] entspricht P 3, also folgt wie in ©!, daß 
jedem k  hyperoskulierenden Kegelschnitt der doppeltgezählte 
Punkt 0 3 entspricht.

Die Dual i sol oge  eines Punktes X bei A2 ist im Bund © die C±

\2\za.x{a.2— a 3) (aj— a 2 a 3) + X 3 Xi a 2 (a3— ax) (a|— a 3 a i ) +  ^  

+Xi X2 cc3 (ax— a 2) (ajj— a.x a 2) =  0.

Diese C4 geht durch die Punkte Pi, und die dortigen Tangenten 
schneiden sich in K. K  ist Doppelpunkt der C4, die Doppel­
punkttangenten gehören der Involution mit den Doppel­
strahlen [K  K *] an. Die C4 geht ferner durch K l, X, )/ und die
Punkte (0, ±_\/x2, \/x3), (\/Xi> 0, dt ( ±  \ZXi> \/X2» 0).
Sie berührt in X die durch X und gelegte Umlinie.

E s g ibt  aber  auch K u r v e n  n i e dr i ger er  Or dnung 
in 5̂, die durch A2 in s i ch übergehen,  nämlich (außer den 
Geraden durch K ) die Kegelschnitte durch K l, bei denen die 
Tangenten in den beiden letzten Schnittpunkten mit Au durch K
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gehen (siehe die Deutung der Verwandtschaft in *ß°), ferner die 
Kurven 3. Ordnung

;j.0 (aj +  ojj+ajj— 3 a 2 a 3) +  |Ai a\ (a 2+ a 3) + ; i 2 rA (a s + a ^ -f
+ (l ,a § (a 1+ « 2) =  0, (5)

bei denen [Xi+[a2+[a3 =  0 ist. Diese Cz gehen durch K  und osku- 
lieren Au in K 1 und K 2.

Die Dualisologe eines Punktes X im System (5i ist die Cs

X . x . ß f  (ßi  —  2 ß s )  ß 2 ß3 ( ß x + 2 ß 2) — 2 X 1 X2 ß2ß3 =  0 .  (6)

Sie hat in P 3 einen Doppelpunkt, dessen Tangenten harmonisch 
liegen zu p x und dem 4. harmonischen Strahl zu p x bezüglich p 2 und 
[P z K x] (K x ist nach 9. B. das Bild des mit k  vertauschbaren 
Kegelschnitts des Systems ©i). Die C3 geht ferner durch K  und 
berührt p 3 in P 2• Auch in gibt es Kurven niedrigerer Ord­
nung in die in sich übergehen, z. B. die Kegelschnitte, die 
in P 3 berühren und bei denen die Tangenten in den zweiten 
Schnittpunkten mit den Koinzidenzgeraden p x und Att durch K 
gehen.

B. D ie K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  A3.
Für n — 3 haben wir vier getrennte einfache Hauptpunkte. 

Diese lassen sich aber offenbar nicht triangulär-symmetrisch 
anordnen, also ist eine perspektive Jonquieressche Verwandt­
schaft in Sß, die man als Bild einer Kegelschnitt Verwandtschaft 
in O auffassen kann, nur möglich, wenn man die Voraussetzung 
aufgibt, daß die einfachen Hauptpunkte getrennt sind.

Wir nehmen als Koinzidenzkurve eine Kurve 3. Ordnung, 
deren Gleichung symmetrisch in den 04 ist. Diese C3 muß in K 
mindestens einen einfachen Punkt haben, denn sonst hätte jede 
Gerade durch K  drei allgemeine Schnittpunkte mit der Cz und 
eine Verwandtschaft der verlangten Art ließe sich nicht definieren. 
Sie kann aber auch keinen einfachen Punkt in K  haben, denn 
dessen Tangente müßte allein durch K  und das Dreieck II de­
finierbar sein, was offensichtlich nicht möglich ist. Also muß 
die K o i n z i d e n z k u r v e  in K  e inen D o p pe l p un k t  haben,  
dessen T a n g e n t e n  die Ge r a de n  [K  K'] sind.  Da nn  ent­
s pr e c h e n  s i ch  auf  e i nem S t r a h l  durch K  j e  zwei Punkt e  
in wenn sie h a r mo n i s c h  l i egen zu K  und dem le t zt en 
S c h n i t t p u n k t  des S t r a h l s  mi t  der Koi nzi denzkurve .  
B e i s p i e l s we i s e  n e hme n  wir als Ko i n z i d e n z k u r v e  die 
r a t i o n a l e  Cz
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C EL « x « a (« i+ a 2) + « 2  «3 ( « 2 + « a )  + « 3  «1 («3+«i) —■ ^
—  6 a x a 2 a3 =  0.

Sie hat im Doppelpunkt K  die Tangenten [K  IO], die T a n g e n t e n  
jn Pi gehen durch K f ,  ÜC?° s ind We n d e p un k t e .  Das 
Tangentenpaar [K  K l] des Doppelpunkts K  hat die Gleichung

D  =  q f + « a + « 3 — « 2 «  3 —  « 3 « i —  Q'-i rJ- 2 =  0 - (8 )

Der Punkt ( l+ i (a i— 1)) beschreibt bei veränderlichem Parameter t 
die Gerade [Ka.], t =  0 ergibt K  und t =  1 ergibt den Punkt a. 
Für t =  — 2 D :(C — 2 D) ergibt sich der restliche Schnittpunkt 
mit der Koinzidenzkurve, daher (wegen der harmonischen Lage 
der vier Punkte) für t =  D : (D— C) der Punkt q/ in ß̂, der a in 
der Verwandtschaft A3 entspricht, nämlich

a.[: qf2: q3 =  (Da 1—-C): (P a 2— C): (P a 3— C). (9)

K. is t  der e inzige H a u p t p u n k t  der V e r w a n d t s c h a f t  in 
das D o p p e l p u n k t t a n g e n t e n p a a r  D =  0 die zugehör ige  
Hauptkurve.  Die Linienelemente der Punkte Pi bilden eine 
Involution, deren Doppelstrahlen durch K  und Kj° gehen, also 
werden in £> die Geradenpaare des Bundes involutorisch ver­
tauscht, wobei die Scheiteltangenten von k  sowie die Scheitel - 
tangenten der mit k  vertauschbaren Kegelschnitte festbleiben. 
Einer Geraden g in $  entspricht eine C3, im Doppelpunkt K  hat 
sie dieselben Doppelpunkttangenten wie C. Sie geht durch die 
Schnittpunkte der Geraden mit C. Die zwei C3, die zwei ver­
schiedenen Geraden entsprechen, oskulieren sich mit beiden 
Ästen in K . Die Wendepunkte der einer Geraden g entsprechenden 
C3 liegen auf den Geraden [ I I ? 0], d. h. auf den Verbindungs­
geraden von K  mit den Wendepunkten von C. Die gegebene 
Gerade g geht durch die harmonische Kollineation mit dem 
Zentrum K  und der Achse Ae in die Wendepunktsgerade der 
entsprechenden C3 über.

Im  S y s t e m  wird die V e r w a n d t s c h a f t  A3 na c h  
9. E. zur p e r s p e k t i v e n  h a r m o n i s c h e n  K o l l i n e a t i o n  mit  
dem Z e n t r u m K  und der Achse  p x (Abb. 14), nämlich

ß i : ßa : ßi =  ß i : ( ß i  —  ß 2) : —  ß 3> ( 1 0 )
In Sßj bleibt jeder Punkt von p x fest, in D x geht also jedes auf o x 
gelegene Punktepaar von (B 1 in sich über. In geht jede Gerade 
durch K  in sich über, in D j vertauschen sich die Kegelschnitte 
jeder Schar, die k  enthält, wobei die Berührpunkte entsprechender
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Kegelschnitte auf jeder der beiden einfachen Grundtangenten 
der Schar harmonisch liegen zum Berührpunkt mit k  und zum 
Schnittpunkt mit der doppeltgezählten Tangente ov Insbesondere 
entspricht in die Gerade p 3 sich selbst, in £)x vertauschen sich 
also die k  doppelt berührenden Kegelschnitte. Da in jeder 
Geraden durch P 2 eine ebensolche entspricht, geht in Dj. jede 
Schar von Kegelschnitten aus © l7 die sich auf o 2 doppelt berühren 
in eine ebensolche Schar über. In entspricht jeder Geraden 
durch Po eine ebensolche, in D x geht also jede Schar von Kegel­
schnitten, die sich in 0 3 hyperoskulieren, in eine ebensolche über: 
insbesondere geht die Schar der k  hyperoskulierenden Kegel­
schnitte in sich über. Weiters entspricht in der Geraden Af 
die Gerade 0 e, in gehen die k  harmonisch eingeschriebenen 
Kegelschnitte in die k  eingeschriebenen Kegelschnitte über.

Im  S y s t e m  © 2 wird die V e r w a n d t s c h a f t  nach 10. C. 
zur p e r s p e k t i v e n  h a r mo n i s c h e n  K o l l i n e a t i o n  mit dem 
Z e n t r u m  K  und der Achse  p x (Abb. 16). In £>2 bleibt also 
jede zerfallene Kurve 2. Klasse fest, die aus 0 3 und einem Punkt 
von ox besteht. Die k  hyperoskulierenden Kegelschnitte werden 
untereinander vertauscht, festbleiben k und der doppeltgezählte 
Punkt 0 3. Im übrigen gehören je zwei entsprechende Kegel­
schnitte y und y' zusammen mit k  einer Schar an, wobei auf der 
von o i verschiedenen gemeinsamen Tangente die Berührpunkte 
von y und y' harmonisch liegen zum Berührpunkt mit k und zum 
Schnittpunkt der Tangente mit o x.

G. Die K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  A4.
Für n =  4 haben wir, wenn die Kegelschnittverwandtschaft 

sich auf eine perspektive Jonquieressche Transformation in $  
abbilden soll, in der Bildebene 5̂ den d r e i f a c h e n  H a u p t p u n k t  Ä' 
und sechs  g e t r e n n t e  e i n f a c he  H a u p t p u n k t e ,  die trian- 
g u l ä r - s y m m e t r i s c h  a n ge o r d n e t  wer den müssen.  Als 
einfache Hauptpunkte können wir zwei der Punktetripel P j, 
K i, K i, L i usw. nehmen, es lassen sich aber auch Sextupel von 
Punkten in angeben, die triangulär-symmetrisch angeordnet 
sind und sich nicht in zwei Tripel dieser Art zerlegen lassen.

Besprechen wir ein Beispiel dieser letzteren Art. Wir 
n ehme n als einf  ache H a u p t p u n k t e i n  ^ßj enesechs  S c h n i t t ­
p u nk t e  von 0 e und 0 U, die von Ki ve r s c h i e d e n  sind. 
Sie seien mit M t, M 2, M 3, ÄTX, N 2, N 3 bezeichnet (Abb. 3). Sie 
sind die Bildpunkte jener sechs von k 1, k 2 verschiedenen Kegel­
schnitte des Bundes, die k  zugleich eingeschrieben und um­
schrieben sind.
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Eliminiert man aus
e e — AS — 4AU =  0

und
Wu — Ay 4 7.1 7.2 <7.3 Ae =  0 

den Ausdruck Au, so findet man die Kurve 3. Ordnung

Ae —  64ai a 2 a 3 =  0 , 

die ®e nur in den gesuchten sechs Schnittpunkten schneidet. 

Aus der Gleichung von 0 e folgt dann

«3 — a i+ a 2 ± 2  v/ax a 2 

und durch Einsetzen in die Gleichung der Kurve 3. Ordnung
-7 1ergibt sich, wenn —  =  t und t +  =  u gesetzt wird, die kubi-
a2 t

sehe Gleichung u3— 13 k2 -(- 51 zt — 63 =  0 mit der einfachen 
Wurzel u =  7 und der Doppelwurzel =  3. Hieraus folgen die 
sechs von K { verschiedenen Schnittpunkte von und 0 e in 
nämlich

M t  (2, 3  —  \ / 5 ,  3 +  y / 5 ) ,  A ', (2, 3 +  s / 5 ,  3  —  s / 5 ) ,

i l f s ( 3 +  v / 5 ,  2, 3  —  s / 5 ) ,  iV,, (3  —  V 7 5, 2 , 3  +  s/5)>
(3  — S / 5 ,  3 + s / 5 ,  2), iV , ( 3 +  y 5 , 3 — s / 5 ,  2).

Diese sechs Punkte haben eine besondere Lage in : Mi und Ni
vertauschen sich durch E, je zwei Punkte Mi und ebenso je zwei
Punkte Ni liegen auf einer Geraden durch eine Ecke von Tl. In £) 
gilt daher: je  zwei K e g e l s c h n i t t e  ?m und rii (i — 1,2,  3) 
sind zue i nander  polar  bezüglich /c, m 1 und m 2 (ebenso jix 
und n 2) be r ü hr e n  sich auf  o3 (und zyklisch weiter).

D ie Ko i n z i d e n z k u r v e  der V e r w a n d t s c h a f t  in 
ist jene die in diesen sechs Punkten die Verbindungsgeraden 
mit K  berührt und in K  einen Doppelpunkt hat. Man erhält 
als Gleichung der Koinzidenzkurve

«1 +  «g +  «a +  5 («f « 2 +  « l  «g +  «g «3 +  «2 «8 +  «a « l +  «3 r4 )  ---

—  36(qf «f-t-«|«|-j-a|aj)+25«ia2« 3 (« i+ « 2 + « 3) =  0-

Diese hyperelliptische C4 ist projektiv speziell, denn die Tangenten 
ihres Doppelpunkts K  gehen durch die Berührpunkte K 1, K 2 einer 
der 16 Doppeltangenten, nämlich Ae.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



70 F . H o h e n b e rg ,

Die H a u p t k u r v e  von K  ist die C3 mit dem Doppel­
punkt K  und den einfachen Punkten Mi, Ni, sie ist die erste 
Polare von K  bezüglich der Koinzidenzkurve. Ihre Gleichung ist 
daher

7 (qS-fall-f-aj)) —  1 6 (q f  q2+ ^ -i « g + a !  « 3 + ^ 2  «3 +

+ a \ a.\+ a 3 af) + 7 5 a.x oc2 « 3 =  0. ^

Sie hat ebenfalls den Doppelpunkt Ül mit den Tangenten [H > ] 
und geht außerdem durch die Punkte K\°.

Man könnte nun die Gleichungen der Verwandtschaft so 
gewinnen, daß man zu einem angenommenen Punkt q in die 
Gerade [7(a] mit der Koinzidenzkurve schneidet und den 4. har­
monischen Punkt zu q bezüglich der beiden von K  verschiedenen 
Schnittpunkte bestimmt. Einfacher ist es jedoch, die Gerade 
«! =  0 zu transformieren. Einer Geraden in entspricht eine C4 
mit dem dreifachen Punkt K , die einfach durch die sechs ein­
fachen Hauptpunkte und durch die Schnittpunkte der gegebenen 
Geraden mit der Koinzidenzkurve geht. Die Gleichung der 
a x — 0 entsprechenden C4 gibt dann den Ausdruck für q' an; 
man erhält

« 1  —~ —  6 <y*+qj+q*+  2 1 q2 + 2 1  af q3 —  2 gx —

■—  2 ajj a j.+ 5  q* a 3+ 5  qjj q2 ■—  2 0 q̂  a2, —  2 0 q| —- (13)

■—  3 6 cq af+ 4 1  qx qj a 3+ 4 1  ax q2 a| —  5 0 qj q2 q3.

Die Ausdrücke für a' und a' folgen daraus durch zyklisches Vor­
rücken. Dem Punkt P x in ^  entspricht also der Punkt (— 6, 1, 1); 
da sich die Linienelemente beider Punkte in paarweise ent­
sprechen, bilden sich in D die Geradenpaare mit dem Träger 0 X 
auf die Tangentenquadrupel des Kegelschnitts x\— 6x?,— 6a| =  0 
ab, deren Diagonaldreieck ß ist.

In geht 0 e in sich über (Involution mit den Fest­
punkten K'), in £) vertauschen sich also die k  eingeschriebenen 
Kegelschnitte. Der Verbindungsgeraden von zwei einfachen 
Hauptpunkten entspricht in der Kegelschnitt durch die übrigen 
fünf Hauptpunkte. Die beiden Schnittpunkte der Geraden mit 
dem Kegelschnitt gehören der Koinzidenzkurve an; die in K 
gelegte Tangente des Kegelschnitts schneidet die Gerade in einem 
Punkt der Hauptkurve von K. Da man somit in ß̂ auf jeder 
Geraden g durch K  mehrere Paare der Involution auf g gegeben 
hat, läßt sich die Verwandtschaft in ß̂ leicht linear vervoll­
ständigen, ohne daß die Koinzidenzkurve vorliegen muß.
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Die weitere Behandlung der Verwandtschaft wird zu kom­
pliziert. Es sei nur noch erwähnt, daß in jede Kurve 3. Ordnung 
C3 durch die sechs einfachen Hauptpunkte und durch K  in sich 
übergeht; denn es entspricht ihr eine C12, von der sich die sechs 
Hauptgeraden und die Hauptkurve von K  abspalten, also eine 
die ebenfalls durch die Punkte Ni, K  geht; da die gegebene C3 
die entsprechende C'3 noch in vier weiteren Punkten schneidet, die 
auf der Koinzidenzkurve liegen, sind C3 und C’?> miteinander 
identisch.

In  ©xwi rd aus der V e r w a n d t s c h a f t  A4 na c h  9. E.  die 
pro j ekt ive  I n ve r s i o n  mi t  dem Ze nt r um K  an dem Ge­
radenpaar  6ßJ— ößxßa— ß! =  0, das aus der Koinzidenz­
kurve (11) nach Abspaltung der doppeltgezählten Geraden [P 3K] 
hervorgeht, nämlich

ß j : ß j : ß!t =  (ßt —  2  ß2) (3  ß , + ß 2) : 3  (ßt —  2  ß2) ( 2 ß,  —  ßa) :
: (— 9 ß i + 7  ß2) ß 3.

In entspricht dem Punkt K  jeder Punkt der Polaren 
9ßj — 7ß2 =  0 von K  bezüglich (ies Geradenpaares, während dem 
Punkt P 3 jeder Punkt von [P 3 K]  entspricht. Die k  entsprechenden 
Kegelschnitte bilden also eine lineare Schar von Kegelschnitten, 
die sich hyperoskulieren, dem doppeltgezählten Punkt 0 3 ent­
spricht jeder k  hyperoskulierende Kegelschnitt. Anders als im 
System © entspricht hier der Geraden 0 e die Gerade p2, d. h. 
in O j entsprechen den k  eingeschriebenen Kegelschnitten die 
aus 0 3 und einem weiteren Punkt von o 2 bestehenden Punktepaare.

Im  S y s t e m  © 2 wird die V e r w a n d t s c h a f t  A4, wie 
sich aus 10. G. ergibt, s ingulär .

D. Die K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t  A22.
Zu einer Verwandtschaft, bei der sich die Umlinien in 

bzw. die Kegelschnittbüschel in 0  in einfacherer Weise trans­
formieren, gelangt man im Fall n — 4, wenn man die Voraus­
setzung aufgibt, daß die einfachen Hauptpunkte getrennt sind.

W ir l assen also die sechs  e i n f a c h e n  H a u p t p u n k t e  
paarweise  z usammenf a l l en ,  am z we c k m ä ß i g s t e n  in die 
Punkt e  P i, und nenne n  die so e n t s t e h e n d e  V e r w a n d t ­
schaf t  A22. Die Ko i n z i d e n z k u r v e  hat dann Doppelpunkte 
in K  und Pi, sie zer fä l l t  also in zwei K e g e l s c h n i t t e ,  von 
denen wir den einen noch durch K 1, den anderen noch durch K 2 
gehen lassen, also CX(K, Pi, K 1) und C2 (K, Pi, K 2) mit den 
Gleichungen
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C j -  . a2a 3 + £ 2a 3a1+ e  «i«2 =  0, C 2— g2q3 +  s a 3^ + s2aia2 — 0 , (15)

( , =  = i ± i N / L  =  v ' d .

Einern Punkt a. in $  entspricht dann auf der Geraden [Ä'a] der
4. harmonische Punkt zu a. bezüglich der von K  verschiedenen 
Schnittpunkte von [Z a] mit Cx und C2. Setzt man (l +  fai) 
(t =  veränderlicher Parameter der Geraden [ l a ] )  in die Glei­
chungen von C1 und C2 ein, so ergeben sich für die Schnitt­
punkte mit Cx und C2 die Werte

+ _  a i+ e 2a2+ a 3 t _  a !+ s a 2+ s 2a3
1 —  ----------1— 2--------1------ -----  ßzw , r2 —  : ■— --------a2 a3+e^ a3 a i+ e  a± a2 a2 a 3+ s  a 3 a i+ e 4 ax a2

so daß die Schnittpunkte lauten:
%i ((«i —  a2) (y.! —  a 3), s2 («2 —  7.1) (a2 —  a 3), e (a3 —  ax) (a3 — a2)J,

^ 2 ((«i —  «2) («i —  a 3), s (a2 —  aj) (a2 —  a 3), s2 (a3 —  ax) (a3 — a2)).

Bestimmt man nun t' so, daß Z 1+Z/Z 2 der Punkt (ai) wird, so ist 
Z x— t'Z2 wegen (Z1Z z aa') = — 1 der Punkt (a'i)- So ergibt sich

«1 =  (^-l —  <*2) («3  —  «1) (—  2  «2 3 3 + 3 3  « i + « i  «2) ( 1 6 )

(a!> und daraus durch zyklisches Vorrücken in den Indizes). Es 
wird cf.[ =  1, a !2 =  a' =  0, wenn a2— a3 =  0 ist, also ist P x ein­
f a c he r  H a u p t p u n k t  mi t  der Ha u p t g e r a d e n  [P xK ] (und 
zyklisch weiter). Setzt man ferner =  cr!2 =  a3, so folgt aus 
diesen Gleichungen die H a u p t k u r v e  des dr e i f a che n  Haupt­
pu nk t s  K  (1, 1, 1), nämlich

« l«2(«l +  «2) +  «2a 3(«2+ «3) +  tt3«l(«B +  «l)---6«! «2«3 =  0, (17)

die wir schon in 13. B. als Koinzidenzkurve der dort behandelten 
Verwandtschaft verwendet haben. Sie hat in K  einen Doppelpunkt 
mit den Tangenten [K K 1] und [ K K 2], die Tangente im Punkt IJi 
geht durch Kf>. Die Punkte der Hauptkurve entsprechen zufolge 
der perspektiven Zuordnung eineindeutig den Linienelementen des 
Punktes K  in In £> entspricht daher jedem Linienelement­
quadrupel von k, dessen Diagonaldreieck fl ist, ein Kegelschnitt 
mit dem Bildpunkt auf dieser Hauptkurve.

Der Geraden in entspricht nach Abspaltung der Haupt- 
geraden von P 2 und P 3 die Umlinie— 2 a 2a 3 +  a3ai +  a i a2 =  0, 
die durch K  geht und Att in P 1 berührt. Setzt man in (16) «1 =  0, 
so folgt a'2: a.L =  — a 2": a 3, d. h. entsprechende Punkte von pi
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und— 2q2 a3+ a 3 a i+ a i« 2 =  0 liegen auf Geraden durch P 1? die 
harmonisch liegen zu p 2 und p s. Dem Punkte K\ (0, 1, 1) ent­
spricht P 3. In £) entspricht daher dem Punktepaar k°, in dem k 
von o1 geschnitten wird, das Geradenpaar mit dem Träger Q1: 
das dem Büschel Au der k  harmonisch umschriebenen Kegelschnitte 
angehört. Den Punktepaaren auf ox entsprechen die Kegelschnitte 
des Büschels, das durch k  und jenes Geradenpaar bestimmt ist. Ein 
Punktepaar auf o± und die Schnittpunkte des ihm entsprechenden 
Kegelschnitts mit ox bilden vier harmonische Punkte.

E i n e r  a l l ge me i ne n  Ge r a de n  in 5̂ entspricht eine Cx. 
Die Tangenten ihres dreifachen Punktes K  gehen durch die Schnitt­
punkte der gegebenen Geraden mit der Hauptkurve von K , die 
berührt ferner in Pi die Gerade [P i /£?°L sie geht weiters durch 
die Schnittpunkte der gegebenen Geraden mit C1 und C2.

Einem allgemeinen Kegelschnitt in entspricht eine C8 mit 
Berührungsknoten Pi (herrührend von den zwei Schnittpunkten 
des Kegelschnitts mit der Hauptgeraden [Pi K ]) und sechsfachem 
Punkt K  (wegen der sechs Schnittpunkte des Kegelschnitts mit 
der Hauptkurve von K). E i n e r  Uml i n i e  in entspricht daher 
(nach Abspaltung der Hauptgeraden [Pi K] von der Cs) eine C5 
mit dreifachem Punkt K  und Doppelpunkten Pi. Die Tangenten 
des dreifachen Punktes K  gehen nach den von Pi verschiedenen 
Schnittpunkten der Umlinie mit der Hauptkurve von K. In P, 
ist die eine Tangente fest, nämlich [P*#?0], die andere bildet 
mit der Tangente an die Umlinie ein Paar einer Involution; die 
Doppelstrahlen dieser Involution sind die Tangenten an C1 und C2 
in Pi, sie gehen durch die Schnittpunkte von pi mit [K K 1] und' 
[K K 2], Wenn also insbesondere Au transformiert wird, gehen 
in jedem Punkt Pi die einen Doppelpunkttangenten durch den 
dreifachen Punkt K, sie spalten sich daher von der C5 ab und 
es bleibt Aw. In  £) wer den also die k h a r mo n i s c h  u ms c h r i e ­
benen K e g e l s c h n i t t e  v e r t a u s c h t ,  f e s t b l e i b e n  die mit  
k ve r b u n d e n e n  K e g e l s c h n i t t e  k 1 und k 2.

Wenn die Umlinie durch K  geht, spaltet sich die Hauptkurve 
des Punktes K  von der Cs ab und es bleibt eine Umlinie durch K. 
Im  Uml i n i e n b ü s c h e l  durch K  f i ndet  also eine I n v o l u t i o n  
s t a t t ,  in der die Uml i n i e n  Cx und C2 f es t b l e i ben.  Durch 
diese Involution werden auch die Tangenten der Umlinien in K  
involutorisch vertauscht, die festbleibenden Tangenten an C1 
und C2 gehen durch K z bzw. K 1. (In P° bilden also die Tangenten 
entsprechender Umlinien durch K  in diesem Punkt die Paare der 
Rechtwinkelinvolution.) Diese Eigenschaften ermöglichen eine 
leichte Vervollständigung der Kegelschnittverwandtschaft A22 in C.
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Die Isologe eines Punktes X in ist seine Verbindungs­
gerade mit K. Die Dual i sol oge  eines Punktes X in $  ist die C3

X2X3 «i (— 2 a2 a3+ a 3 ax+ a i q2)+ X 3 Xi a2 (— 2 a 3 a i+ a x a2+  ^
+ « 2  a3) + Xi X2 a3 (— 2 ai a2+ a2 a8+ a3 ax) =  0.

Sie berührt Au in Pj, ferner zeigt sich, daß die Tangente der C3 
in K  durch den Bildpunkt des zu )/ bezüglich k  polaren Kegelschnitts 
geht. Die C3 berührt in X die durch X und >/ gelegte Umlinie. 
Der letzte Schnittpunkt der Cz z. B. mit p x liegt harmonisch zur 
Projektion von X aus P ± auf p x bezüglich P 2 und P 3.

Wie sich nach 9. E. ergibt, ist die V e r w a n d t s c h a f t  in (gx 
s ingulär ,  die Punkte auf ß3 =  0 in ^  sind Hauptpunkte, ihre 
Hauptgeraden sind die Verbindungsgeraden mit P 3. Ebenso ist 
die Verwandtschaft in @ 2 singulär, jeder Punkt der Ebene *ß2 
entspricht dem Punkt P 3 in ß̂2.

E. Die zu A22 duale K e g e l s c h n i t t v e r w a n d t s c h a f t .
Es lohnt sich, noch einen Blick auf die zu A22 duale Ver­

wandtschaft zu werfen. Ihre Gleichungen erhält man aus denen 
von A22, indem man die a t und al durch die reziproken Werte 
ersetzt, nämlich

q j: af2: q'H =  q.i (q2— «3) {0.1— 2q2+ « 3) (« i+ « a— 2qs) : . . . (19)

D en e i n f a c h e n  H a u p t p u n k t e n  Pi e n t s p r e c h e n  die Ha upt ­
ge r a de n [ÜT#?0], den e i n f a c h e n  H a u p t p u n k t e n  K \ 0 die 
’H a u p t g e r a d e n  [P iK ], K  i s t  dr e i f a c he r  H a u p t p u n k t  mit 
d e r s e l b e n  Ha u p t k u r v e  wie bei  A22. D ie Koi nz i de nz kur ve  
b e s t e h t  aus den Ger aden [K  K 1]. Aeb l e i b t  fest ,  die Punkt e  
von Ae e r f a h r e n  eine I n v o l u t i o n  mi t  den F e s t p u n k t e n  K\ 
Auf  den F e s t g e r a d e n  pi b e f i n d e t  s i ch eine I nvolut ion,  
deren F e s t p u n k t e  zugl ei ch auf  den Koi nz i de nz ge r a de n  
[K  K l] l i egen.

Die Geraden durch K  b i l den  eine I nvol ut i on ,  deren 
Feststrahlen die Koinzidenzgeraden [K K 1] sind. Es liegt hier ein 
Beispiel jener anderen Art Jonquieresscher Transformationen in 5̂ 
vor, bei der die Strahlen durch den (n— l)-fachen Hauptpunkt K  
sich vertauschen ( n i c h t p e r s p e k t i v e  J o n q u i e r e s s c h e  T r a n s ­
f ormat i onen) .

J e d e  durch K  gehende Uml inie  b l e i b t  fes t  (das Zen­
trum der Involution entsprechender Punkte der Umlinie liegt auf 
Ae). Jede durch K  gehende Umlinie ist die Dual i sol oge  j edes  
i hr er  Punkt e .
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14. Die Kcgelsclinittverwandtschaften, die sich auf Geisersche 
Punktverwandtschaften in abhilden.

A. Die Ge i s er sc he  P u n k t v e r w a n d t s c h a f t .
Zunächst einiges über die von Geiser gefundene involu­

torische Punktverwandtschaft.1 Alle durch 8 Punkte der Ebene 
gehenden Kurven 3. Ordnung gehen auch noch durch einen 
neunten Punkt. Solche 9 Punkte der Ebene, durch die mehr als 
eine einzige C3 hindurchgehen, heißen 9 assoziierte Punkte jeder 
durch sie hindurchgehenden C3. Sind 7 feste Punkte gegeben, der 
achte aber veränderlich, so ist auch der neunte Punkt veränderlich, 
der sie zu 9 assoziierten Punkten einer Cz ergänzt. Die Gei ser sche  
P u n k t v e r w a n d t s c h a f t  b e s t e h t  darin,  daß s ich 2 P u n k t e  
der E b e n e  e nt spr ec hen,  wenn sie 7 gegebene  P u n k t e  
zu 9 as s oz i i e r t e n  P u n k t e n  e iner  C3 ergänzen.  Bei all­
gemeiner Lage der 7 gegebenen Punkte ist diese involutorische 
Verwandtschaft vom Grad 8, sie besitzt eine Koinzidenzkurve
6. Ordnung mit Doppelpunkten in den 7 gegebenen Punkten. 
Diese sind dreifache Hauptpunkte der Verwandtschaft, jedem 
von ihnen entspricht als Hauptkurve die Kurve 3. Ordnung, die 
in diesem Hauptpunkt einen Doppelpunkt hat und einfach durch 
die übrigen 6 Hauptpunkte geht. Einer Geraden entspricht eine 
CA mit dreifachen Punkten in den 7 Hauptpunkten; sie schneidet 
die gegebene Gerade in deren 6 Schnittpunkten mit der Koinzidenz­
kurve und in dem einzigen auf der Geraden gelegenen Punktepaar 
der Verwandtschaft (d. h. die Klasse der Verwandtschaft ist 1).

Von I n t e r e s s e  sind die A u s a r t u n g s f ä l l e  der V e r ­
wa n d t s c h a f t ,  die s ich bei  b e s o n d e r e r  Lage  der H a u p t ­
pu n k t e  ergeben.

a) We n n  3 H a u p t p u n k t e  auf  e iner  Ger aden g l i egen,  
so schneidet g die einer allgemeinen Geraden entsprechende Cs 
in 3 .3  =  9 Punkten, g spaltet sich also von der C6 ab und die 
Ordnung der Verwandtschaft vermindert sich um 1. g spaltet 
sich ebenso von den Hauptkurven der auf g gelegenen Haupt­
punkte ab, die Hauptkurve eines auf g gelegenen Hauptpunktes 
ist also der Kegelschnitt durch diesen Hauptpunkt und durch die 
nicht auf g gelegenen 4 Hauptpunkte. Weiters spaltet sich g 
von der Koinzidenzkurve ab.

b)  We nn 6 H a u p t p u n k t e  auf  e inem K e g e l s c h n i t t  l 
l iegen,  so schneidet l die einer allgemeinen Geraden ent­

1 G eiser, ,,Über zwei geometrische Probleme“, Journal f. Math., Bd. 07 
(1897), S. 78— 89, siehe auch R . S t u r m ,  Die Lehre von den geometrischen Ver­
wandtschaften, Bd. IV (1909), S. 90— 105, 120— 130.
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sprechende C in 6 .3  =  18 Punkten, l spaltet sich zweimal von 
der C8 ab (denn bei nur einmaligem Abspalten bliebe von der C 
eine nichtrationale C6 übrig) und die Ordnung der Verwandtschaft 
vermindert sich um 4. I spaltet sich auch von den Hauptkurven 
der auf l gelegenen Hauptpunkte ab, diese werden einfache Haupt­
punkte und ihre Hauptgeraden sind ihre Verbindungsgeraden 
mit dem nicht auf l gelegenen Hauptpunkt. Weiters spaltet 
sich l von der Koinzidenzkurve ab, es bleibt eine C±, die einfach 
durch die einfachen Hauptpunkte geht und im letzten Haupt­
punkt einen Doppelpunkt hat. (Liegen mehr als drei Haupt­
punkte auf einer Geraden oder mehr als sechs Hauptpunkte auf 
einem Kegelschnitt, so wird die Verwandtschaft unbestimmt.)

S o ll das B ild  e in er Ke g e ls c h n it t  V erw an d tsch aft 
eine G eisersch e  P u n k tv e rw a n d ts c h a ft  in ß̂ sein, so 
m üssen  die 7 H a u p tp u n k te  der V e rw a n d ts c h a ft  in $  
a lle in  m it H ilfe  des P u n k te s  K  und des D re ieck s  TI de­
f in ie r t  sein. A lso wird m an K  als H a u p tp u n k t nehm en, 
die ü b rig en  6  H a u p tp u n k te  lieg en  dann tr ia n g u lä r- 
sy m m e trisch  bzw. TL

B.  Die b i s h e r  b e h a n d e l t e n  K e g e l s c h n i t t  V e r w a n d t s c h a f t e n
als G eisersch e  P u n k tv e rw a n d ts c h a fte n  in
Wir zeigen nun, daß sich die bisher behandelten Verwandt­

schaften als spezielle Geisersche Punktverwandtschaften in ^  auf- 
fassen lassen. Für I ,  T und A ist dies schon in 5. bewiesen.

a) Um zur V e rw a n d ts c h a ft  A1 zu gelan gen , kann man 
K, P i, L i als Hauptpunkte der Geiserschen Verwandtschaft 
nehmen. Da Pi und Li auf einem Kegelschnitt Au liegen, ferner 
drei Dreipunktgeraden [K  P iL i] {i — 1 ,2 ,3 )  auftreten, ver­
mindert sich die Ordnung der Verwandtschaft um 7, die Ver­
wandtschaft ist also eine Kollineation in Sie führt jede C3 durch 
K, P i, L i in sich über, also auch jede aus Au und einer Geraden 
[ K ol] bestehende zerfallene C3, daher liegt auch o! auf [/{«], die 
Kollineation ist perspektiv mit dem Zentrum K. Da sie invo­
lutorisch ist, hat sie die Achse Ae und ist daher mit A1 identisch.

b) Um zur V e rw a n d ts ch a ft  A2 zu gelan gen , nehmen 
wir zunächst K  als einen Hauptpunkt der Geiserschen Verwandt­
schaft in Die übrigen 6 Hauptpunkte lassen wir zu je drei in 
die Krümmungselemente von Au in K x und I 2 zusammendrücken. 
Dann liegen 6  Hauptpunkte auf dem Kegelschnitt Au, ferner 
enthalten die Tangenten von Au in K 1 und K 2, weil sie durch K  
gehen, je 3 Hauptpunkte, also hat die Verwandtschaft die Ord­
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nung 2. Wie bei A1 folgt, daß jede Gerade durch K  in sich über­
geht. Die volle Koinzidenzkurve 6 . Ordnung hat in den Haupt­
punkten Doppelpunkte, sie besteht aus A1(, den Geraden [K  K'] 
und einem noch festzulegenden Kegelschnitt. Weiters spaltet 
sich von der vollen Hauptkurve von K  das Geradenpaar [K  Ä'f] 
ab, es bleibt als Hauptkurve- von K  die Gerade Ae. Für den 
Koinzidenzkegelschnitt ist also Ae die Polare von K. Nimmt man 
an, daß im Krümmungselement von Au in K 1 die Hauptpunkte 
Hx, H 2, H 3 zusammengerückt sind, wobei Hx und H 2 die Tan­
gente [K K 1] von Au in K 1 angeben, so muß, damit die volle Koin­
zidenzkurve auch in H s einen Doppelpunkt hat, der Koinzidenz­
kegelschnitt durch H s gehen; er ist also mit Au identisch.

c) Um zur V e rw a n d ts ch a ft  A3 zu gelangen , bedenke 
man, daß bei A3 einer allgemeinen C3 eine C\ entspricht. Soll 
daher eine C3 in sich übergehen, so muß sich von der Cc, eine CG, 
bestehend aus Hauptkurven von A3, abspalten. Da das Geraden­
paar [K  K l] die einzige Hauptkurve der Verwandtschaft ist, muß 
es sich dreimal von der C9 abspalten, die Cz muß einen dreifachen 
Punkt in K  haben, sie muß also in drei Geraden durch K  zer­
fallen. A3 ist also eine Geisersche Verwandtschaft, bei der sämt­
liche Hauptpunkte in K  vereinigt sind.

d) Um zur V e rw a n d ts c h a ft  A4 zu gelangen , hat man 
die Hauptpunkte der Geiserschen Verwandtschaft in die 
Punkte K, Mi und Ni zu verlegen. Es spaltet sich 0 e von der 
Koinzidenzkurve, von den Hauptkurven der Punkte Mi und 
und von der einer Geraden entsprechenden vollen Cs ab, die Ver­
wandtschaft ist von der Ordnung 4 und aus demselben Grund 
wie bei A1 perspektiv. Da die Koinzidenzkurve 4. Ordnung in K  
einen Doppelpunkt hat, entsprechen sich auf jeder Geraden 
durch K  je zwei Punkte, die harmonisch zu den beiden letzten 
Schnittpunkten der Geraden mit der Koinzidenzkurve liegen. 
Auf den Hauptgeraden [K  Mi] und [ÜlJV,-] der einfachen Haupt­
punkte ist diese Involution entsprechender Punkte singulär, daher 
fallen die Schnittpunkte mit der Koinzidenzkurve dort zusammen, 
die Tangenten der Koinzidenzkurve in M t und Ni gehen also 
durch K , d. h. die Verwandtschaft ist mit A4 identisch.

e) Um zur V e rw a n d ts c h a ft  A22 zu gelan gen , muß man 
einen Hauptpunkt der Geiserschen Verwandtschaft nach K  ver­
legen und die übrigen zu je zwei in Pi zu Linienelementen (Pi, 
Gerade [Pi ÜT?1]) zusammenrücken lassen. Denn nach 13. D. ist 
jede C3 durch K , die in Pi die Gerade [Pi Ül§°] berührt, Dualisologe 
eines Punktes X, geht also bei A22 in sich über und schneidet jede 
andere Dualisologe von A22 in  einem Punktepaar von A22.
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In ähnlicher Weise läßt sich zeigen, daß die bisher be­
handelten Verwandtschaften auch in den Systemen @ x und 
als Sonderfälle der Geiserschen Verwandtschaft in der Bildebene 
ŝ 5i bezw. aufgefaßt werden können, wenn sie nicht singulär sind.

G. B estim m u n g  a lle r  du rch  K  und II d e fin ie rb a re n  Gei­
sersch en  P u n k tv e rw a n d ts c h a fte n  in ß̂.

Es liegt daher nahe, nach der Gesamtheit der Kegelschnitt,- 
Verwandtschaften in £) zu fragen, deren Bilder in als Sonderfälle 
der Geiserschen Verwandtschaft aufgefaßt werden können. Dazu 
ist erforderlich, daß die 7 Hauptpunkte der Verwandtschaft 
in ß̂ durch K  und II allein definierbar sind, d. h. die 7 Hauptpunkte 
müssen bezüglich II triangulär-symmetrisch angeordnet sein. K  muß 
daher einer der Hauptpunkte sein; ist weiters (y)x, y]2, y]3) einer 
der übrigen 6 Hauptpunkte, so müssen auch jene Punkte Haupt­
punkte sein, deren Koordinaten hieraus durch Permutationen 
entstehen, also ( y]x y) 3 7]2 ) ,  (‘/fe'qi'fja), (^3 '^2 Y]i)* Hier
ergeben sich mehrere Möglichkeiten.

Sind diese 6 Punkte voneinander verschieden, so sind alle 
restlichen 6 Hauptpunkte festgelegt (z. B. A1, A4, A22). Sind nicht 
alle 6 Punkte voneinander verschieden, so läßt sich durch ent­
sprechende Numerierung erreichen, daß entweder (yjx y]2 y]3) =  
( / ' t e ' M i )  oder ( Y ] r / ] 2 7 ] 3 )  =  ( y]x y] 3 yi2)  ist. Im Fall ( y]x y]2 y] 3 ) =  ( r j2 7 ] 3 Y]1 ) 

folgt vji: y]2 =  kj2 : y]3, yj2 : 7js =  yj3 : y]x, yj3 : y]x =  7]i: v)2, daher liegen 
die Hauptpunkte in ß̂ auf den drei Kegelschnitten af —  a2a 3 =  0, 
a|— a3a1 =  0, af —  axa2 =  0. Diese Kegelschnitte schneiden sich 
aber nur in K  und K l, so daß auch die 6 Hauptpunkte in diese 
Punkte fallen müssen, also ergeben sich hier die Sonderfälle A3, 
(wenn alle Hauptpunkte in K  vereinigt sind) und A2 (wenn K  
einfacher Hauptpunkt ist, während K 1 und K 2 dreifache Haupt­
punkte sind); es ist also z. B. (yjx, y]2, yj3) =  (1, s, e2) =  K\  dann 
sind auch (y]2y]3t]x) =  (v]3Y]iir]2) =  K 1 und (y]iY)3y]2) =  (y]2y]xy]3) =  
( 'M 2 Y]i) =  (1, e2, s) =  K 2.

Im Fall (vj!, tj2, yj3) =  (vji, t]3, y)2) folgt dagegen r[x: tq2 =  7]i: Y]3y
f]2 ■ =  *̂ 3 ’ )̂2> ]̂3 • =  ^2 • ]̂i 1 also ist entweder yjx — 0, y]2 =  ■ 1'fjs
oder v]2 =  y]3, 7jx beliebig. Ist yjx =  0, y]2 =  — y]3, so ist dies der 
Punkt K®Q und wir haben wegen der triangulären Symmetrie die 
Hauptpunkte I ? 0, so daß ebenfalls noch ein Tripel von Haupt­
punkten wählbar ist (z. B. bei der zu A22 dualen Verwandtschaft 
XA 22E, wo die Punkte Pi hinzutraten). Ist aber y]2 =  Yj3 und 7]x 
beliebig, so ist (y]x, yj2, t]3) irgendein Punkt auf wir haben
also wegen der triangulären Symmetrie die drei Hauptpunkte
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<*]i» ^2, 2̂)» i'f\2, "»Ju '̂ 2)5 (^2, 'f\2» so daß noch ein Tripel von Haupt­
punkten wählbar ist, das ebenfalls triangulär-symmetrisch liegen 
muß (z. B. S, F, A, A1).

A b g eseh en  von den schon  b e h a n d e lte n  S o n d er­
fä llen  A2 und A3 h ab en  w ir a lso  fo lg en d e drei F ä lle  in  der 
E ben e

A1: K  is t  ein  H a u p tp u n k t, die ü b rig en  6 H au p t­
p u nkte b ild en  ein b e z ü g lich  ü  tr ia n g u lä r -sy m m e tr isc h e s  
S e x tu p e l (wie bei A1, A4, A22);

An : K  is t  ein  H a u p tp u n k t, K f 1 sind H au p tp u n k te , es 
kom m t noch  ein b e z ü g lich  n  tr ia n g u lä r -sy m m e tr isc h e s  
T rip e l von H a u p tp u n k te n  h inzu  (wie bei EA 22E);

Am : K  is t  ein  H a u p tp u n k t, die ü brigen  6  H au p t­
pu nkte v e r te ile n  s ich  auf zwei T r ip e l tr ia n g u lä r -sy m ­
m etrisch  geleg en er P u n k te , die auf den G erad en  [P {K ] 
liegen  (wie b e i S, I\ A, A1).

15. Erster Fall: Die Kegelschnittverwandtschaft, die sich auf die 
Geisersche Punktverwandtschaft A1 in abbildet.

A. D ie K e g e ls c h n it tv e r w a n d ts c h a ft  A1 in  <B.
K  ist einer der Hauptpunkte der Verwandtschaft A1 in 

-^123 (vjx, ttj2, vj3) und die daraus durch Koordinaten­
permutation entstehenden 5 Punkte E 1S2, E 2\z, E 2Z1, -Z?312, E 321 sind 
die weiteren 6 Hauptpunkte. Sie liegen auf dem Kegelschnitt
l =  pAu— o Al =  0, wobei p :a  =  (ff]i+Y]2+v]3)2 : (^Tjs+TjsYji+TjiTja) 
ist. I spaltet sich doppelt von der C8 ab, die einer Geraden in 
entspricht, die Verwandtschaft hat die Ordnung 4. I spaltet sich 
auch von der Koinzidenzkurve Ce ab, diese hat also in K  einen 
Doppelpunkt und geht einfach durch die Punkte E ihl. I spaltet 
sich ferner von den Hauptkurven der Punkte E ihl ab, die E m  
sind also einfache Hauptpunkte, die zugehörigen Hauptgeraden 
sind die Verbindungsgeraden mit K. Dagegen ist K  dreifacher 
Hauptpunkt, die Hauptkurve von K  ist eine C3 mit Doppelpunkt 
in K  und einfachen Punkten Em- Da die Verwandtschaft in ß̂ 
(laut Definition der Geiserschen Verwandtschaft) jede Cz durch 
die 7 Hauptpunkte in sich überführt, insbesondere jede Cz, die 
in l und eine Gerade durch K  zerfällt, folgt, daß jede Gerade 
durch K  in sich übergeht, d. h. die Verwandtschaft ist perspektiv 
mit dem Zentrum K. E s lie g t  a lso  in  ß̂ die a llg em ein e  
Jo n q u ie re ss ch e  V e rw a n d ts c h a ft  4. O rdnung vor, wie sie 
in einem Sonderfall bereits in 13. G. behandelt wurde.
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Entsprechende Punkte der Verwandtschaft liegen auf einem 
Strahl durch K  harmonisch zu den beiden von K  verschiedenen 
Schnittpunkten des Strahls mit der Koinzidenzkurve C. Man kann 
die Verwandtschaft in $  aber auch konstruktiv vervollständigen 
ohne daß C gezeichnet vorliegt: in geht l in sich über, ferner 
entspricht z. B. der Geraden [.#123-#132] der Kegelschnitt [E 2U 
E 231 -£'312 ^3 2 1  K] (da sich von der entsprechenden C4 die Haupt- 
geraden der Punkte E 123 und E 132 abspalten). Hiedurch sind auf 
jedem Strahl durch K  zwei Paare entsprechender Punkte gegeben.

D ie K o in z id en z k u rv e  C g eh t e in fa c h  durch  die 
P u n k te  E iki (YjiYj/tTjj) und h a t in K  e in en  D oppelp unkt. 
Setzt man ihre Gleichung in der Form

4> (aj) =  A (qf+qf+q^) +  B  (aff «2+ « ! qjj+qjj « 3+otg «jj+

+  ttj( q i +  q 3 « 1) +  ̂  (« f  «2 +  tt2 +  « ? ) +  (1)

+ D  (qf q2 q3+«x a 3+ « i «2 ajj) =  0

an, so muß also <!>(•/]*) =  0 , 1, i) =  0  (/c =  1 ,2 ,3 )  sein.
\ Ö ÖCfc i

Aus diesen vier linearen Gleichungen für A, B , £, D folgt mit 
den Abkürzungen

5111 =  rjl ’̂ 2 t |3

Si =  v)i+7)i+^ (2

Sift =  T|i Y)g + 7]? Y]S +v)Sv)£ +V]a Tfla + ^ 3

-4  =  ■ '2 ^ 3  s 22-)-521 (^ 31 $22) “f"^111 ( 2 s 3 •?! ^21^1 6^31 ~\~̂ -2s22) u sw .

Hier kann man die Ausdrücke Si, su, Sik usw. wieder durch die Tjt 
ausdrücken und erhält dadurch die einfacheren Formeln

-4 =  s52 -f- 5m. (4t54 5531-j-12522 4% !^ )
B  — -s61_l_3552 <S,43 “1— 2 6“11;l. ( s 4 2 s 31 S22 -+  35m 5x)
C =  2 s7 3 ̂ 61—j— 2 ̂ 52 £43+  % (  4:S4 -|-ll.?3i 1 2 s22 ^5m 5i)
D — 2 7̂—(—5 ^ 61 7 s52 —|-3 s43-f~2 x̂ll(— 2 s4 -f- S3i4~ 2 s22 2 %!$!),

wobei D =  — ( 4 + 2  5 + 6 ')  ist. Die Koinzidenzkurve hat die­
selben Eigenschaften wie im Sonderfall A4: sie is t  h y p e r e llip ­
t is c h , die T a n g e n te n  von C in den e in fa ch e n  H aupt-
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p u nkten  Eiki von  A1 gehen d u rch  K , die T a n g e n te n  des 
D o p p elp u n kts ü T v o n C g eh en d u rch  K l. D iese P u n k te  K \  K 2 
sind die B e rü h rp u n k te  der D o p p e lta n g e n te  Ae von C. 
C is t  a lso  eine p r o je k t iv  sp e z ie lle  h y p e r e llip tis c h e  C4. 

Die zum dreifachen Hauptpunkt K  gehörige Hauptkurve
8<J> 3<t> 3 *

erhält man als Polare von K  bez. C, also  ----- ---------\~-—  =  0
ooti o a2 oa3

und es ergibt sich (nach Kürzung durch s4— 2s31-f3 s22)

( s 2X— 6 s m ) (a 3 + a j j+ a j j ) — ( s 3— 3 s m ) ( a \  o.2 - \ - clx a | + a |  a 3+  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------- (4 )

+  «2 « f + « 3  « l  +  « 3«?) +  3  ( 2 ^ 3 ----% )  3-1 «2 « 3  =  0 -

D ie H a u p tk u rv e  von K  is t  a lso  eine C3, die durch  
die e in fa ch e n  H a u p tp u n k te  E iU g eh t und in K  e in en  
D o p p elp u n k t (T a n g e n te n  [K  K 1]) h a t. S ie  geht ü b erd ies  
durch die P u n k te  Kf*.

Es vereinfacht die Aufstellung der Gleichungen der Ver­
wandtschaft A1, wenn man zunächst die den Punkten Pi ent­
sprechenden Punkte berechnet. Schneidet man die Koinzidenz­
kurve mit der Geraden [P XK], setzt man also a2 =  a3 in der 
Gleichung von C, so ergibt sich (nach Potenzen von ax geordnet) 
i4 a f+ 2J5af a 2+  =  0 und diese Gleichung muß, wenn (V, 1, 1)
und (F, 1, 1) die von K  verschiedenen Schnittpunkte von [P XK] 
mit C sind, die Produktform (ai— a2)2(ai— l'a2) (ax— l" a2) =  a\—
— (2 +  V +  l") af a2 +  = 0  haben. Durch Vergleich folgt

o r> __O A__0 Z?
2 + l'+ | " =  daher V+V =  A nun ist (V, 1 ,1 )—

— (l", 1, 1) =  (V— l", 0, 0) der Punkt P x. Der Bildpunkt von Px 
liegt harmonisch dazu bez. der Punkte (V, 1, 1) und (l", 1, 1); 
er lautet {V, 1, 1) +  (Z", 1, 1 ) =  (Z'+Z", 2, 2) =  (— A— B , A, A). In  ß  
e n tsp re c h e n  also  den G era d en p a a ren  m it dem T rä g e r  Ox 
je n e  L in ie n e le m e n tq u a d ru p e l des K e g e lsc h n itts

Ax\ —  (A-^-B) (x l+ x j)  =  0,

deren  D ia g o n a ld re ie ck  £2 is t.
Ist die Verwandtschaft A1 durch cr!x: cr.'2: a3 =  f (cr.x a2 gl3) : 

•f(cr.2a 3a1):f('y .3a1a2) dargestellt, so gibt / (ax a2 a3j =  0 die Bild­
kurve der Geraden px — \P2 jP3] an. Diese Bildkurve geht einfach 
durch die Punkte E ikh hat in K  einen dreifachen Punkt und geht 
durch die soeben bestimmten Bildpunkte von P 2 und P 3. Daraus 
erhält man nach einer einfachen Rechnung

Sitzungsberichte d. m athem .-natu rw . K l., A b t. H a ,  152 . B d ., 1. bis 5. H e ft . 6
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+ ß  « ,  (4 + 4 ) + Ä  B2 +  C  4  ( « 5 + = D + c * | « » +  ' <5)

+  2 ( 4 + B + C )  af a2a 3—  — — — «1 «2 ®3 ( « s + « 3).

E in e r  a llg e m e in e n  G erad en  in Sß e n ts p r ic h t  dem nach 
eine ra t io n a le  m it dem d re ifa ch e n  P u n k t K, dessen 
T a n g e n te n  d u rch  die S c h n it tp u n k te  der G erad en  m it der 
H a u p tk u rv e  von K  gehen. D iese C4 g eh t w eiters  durch 
die e in fa ch e n  H a u p tp u n k te  Eihi, fe rn e r  d u rch  die S c h n it t ­
p u n k te  der G erad en  m it der K o in z id e n z k u rv e  C. Weitere 
Punkte dieser C4 ergeben sich, wenn man die Schnittpunkte der 
gegebenen Geraden z. B. mit den Verbindungsgeraden zweier 
Punkte E iki oder mit den Kegelschnitten durch fünf Hauptpunkte 
oder mit l auf sucht, deren Bilder sich leicht konstruktiv ermitteln 
lassen.

Während sich danach die Geraden in d. h. die Kegel­
schnittscharen in £) in einfacher Weise transformieren, ist dies 
bei den Kegelschnittbüscheln in D nicht mehr der Fall, denn einer 
Umlinie entspricht i. a. eine rationale C8. Diese Komplikation 
liegt daran, daß die zu A1 duale Kegelschnittverwandtschaft 
nicht mehr durch eine Geisersche Verwandtschaft in 5̂ dar­
gestellt wird.

D ie Iso lo g e  eines P u n k te s  X in  is t  bei A1 seine V er­
b in d u n g sg erad e  m it K. Die Dualisologe eines Punktes X 
bei A1 ist eine C6, die aus einer C10 durch Abspaltung der Koin­
zidenzkurve entsteht.

B. D ie V e rw a n d ts c h a ft  A1 in  (8>i und @2*

Im  S y s te m  w ird n ach  9. E. aus A1 die V erw and t- 
s c h a ft

ßi • ßa • ßs ~  2 ß i H - 2 4  ß2] (ßi  2 ß 2) :
: \2A-\-2B-\-C) $x-\-2(A-\-B) ß2] (ßi  —  2 ß 2) : (6)

: 2 [ ( 3 4 + 3 5 + 0  ß i+ 2  ( 2 A + B )  ß2] ß3
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und dies is t  die p r o je k t iv e  In v e rs io n  m it dem Z entru m  K  
am G erad en p aar

(2A-\-(2B-\-C) ßiß2H~4J-ß| — 0, (7)

das beim Grenzübergang x aus der Koinzidenzkurve C nach
zweimaliger Abspaltung von [P ZK ] entsteht. Demnach ist die 
Hauptkurve von K  in ^  der 4. harmonische Strahl zu [-P3/v] 
bez. des Geradenpaares, also

(3 A-\-2> B-\-C) ßi-|-2 (1A-\-B) ß2 — 0. (8 )

Im  S y ste m  © 2 w ird die V e rw a n d ts ch a ft , wie sich aus
10. G. ergibt, s in g u lär. Einem Punkt y in ß̂2 entspricht der 
Schnittpunkt von [K ]̂ mit px, insbesondere entspricht K  jedem 
Punkt von pv

G. E in ig e  S o n d e rfä lle  von A1.

1. I s t  t)3 — 0, y]i:£:7]2, so treten in den Formeln bedeutende 
Vereinfachungen ein; nach einigen Kürzungen folgt

A =  —
B  =  —  TfjJ Tja +  37)5 Y)f —  Y]i 7)!

C  =  27]* - 3 7 1 ^ 2  +  27]f7j5 — 37JX7)S +  2 yj{
D  =  —  2 7]J +  57]? 7]a —  7 t)? r| _|_ 5 ^  _  2 -^

und die Verwandtschaft lautet

a'i =  [(''li —  v)a) ai+Y]s «2 —  vji a3] [(vji —  tj2) ax —  7]i a2+
+*]2 a 3] [vjit]2 (a f+ a f+ a j)  —  (̂ ?+'/]|) (ax a2+ a i.a 3)+  (10) 
+  (27)? —  3 t)1 7|2+ 2 7 )2 )  a 2 a 3] ,

daraus a!2 und a3 durch zyklisches Vorrücken in den Indizes 
der a.\. Die px entsprechende C4 zerfällt hier in die Geraden 
[K, ( 0 ,7ji, t)2)] und [K, (0, t)2, t)i)] und in den Kegelschnitt 
durch /f und die auf p2 und p 3 gelegenen restlichen vier einfachen 
Hauptpunkte.

2. E s  k ön n en  je  zwei e in fa ch e  H a u p tp u n k te  au f dem 
K e g e ls c h n it t  l zu sam m en rü ck en , sie bilden dann drei Linien- 
elemente (Punkt auf [Pi K], Gerade =  Tangente in diesen 
Punkten an l). Ein solcher Fall ist A22, dort waren je zwei ein­
fache Hauptpunkte in ein Linienelement (Punkt Pi, Gerade =  
Tangente in Pi an Au) zusammengerückt. Man erhält A22 aus
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dem vorstehenden Sonderfall 1, indem' man (7)1, t]2, 0) gegen Px 
rücken läßt, d. h. indem man in den Formeln y]i über alle Grenzen 
wachsen läßt.

3. S c h lie ß lic h  fra g en  w ir noch, w od urch  die spezielle  
Lage der 6  e in fa ch e n  H a u p tp u n k te  b ei A4 b e d in g t ist.

a)  W ann lieg en  zwei e in fa ch e  H a u p tp u n k te  auf 
e in er G erad en  d u rch  P x ? Es*muß £2 : £3 =  y]2 : '/)3 sein, wo die 
Zahlen £* irgendeine Permutation der gegebenen Zahlen *qk sind. 
Ist (£i) =  (y]2yj3 1̂), dann folgt y]| v]i'fj2 — 0, d. h. E 12Z (yjl5 y]2, 
liegt in 5̂ auf einer der drei Hauptkurven von A2, nämlich z. B. 
auf einem Kegelschnitt durch K , der px in P 2 und p2 in P ± be­
rührt. Ist aber (£*) =  (irji vj3 yj2), so folgt rß— rft =  0, das ist aber 
der zweite Fall An oder der dritte Fall Am einer Geiserschen Ver­
wandtschaft. Da P ± hier ausgezeichnet ist, muß man noch in 
Erwägung ziehen, daß (Ct) =  (^a^i^s) ist- Es folgt rl2 =  ril 
(Fall Am ) oder rj3 =  0 (der oben besprochene Sonderfall 1).

b) W an n  gehen irg en d w elch e  e in fa ch e n  H au p tp u n k te  
von A1 d u rch  S in e in a n d e r ü b e r ?  Durch E geht (y]1? yj2, y]3) 
über in (Yj27j3, vj 3 *̂ 1, vji yj2) und dieser Punkt muß entweder identisch 
sein mit (ri2 r\3 vjx) (dann folgt, daß alle einfachen Hauptpunkte 
in I i  vereinigt sind wie bei A3) oder mit (rjxYj3 Tf]2) (dann folgt 
Tn— Yla7is =  0 wie a))-

Also folgt: Sind die 6  einfachen Hauptpunkte in die 
(von K l verschiedenen) Schnittpunkte eines Kegelschnitts l (der 
\K K ‘] in K l berührt) mit je einem der drei Kegelschnitte, die 
durch Ä', K'1 und zwei der Punkte Pi gelegt werden können, so 
liegen je zwei einfache Hauptpunkte entweder auf einer Geraden 
durch einen Punkt Pi oder sie gehen durch £ ineinander über. 
(In ß̂° liegen die 6  einfachen Hauptpunkte in den Schnittpunkten 
eines Kreises l, dessen Mitte K  ist, mit den drei Kreisen, die man 
durch K  und zwei der Punkte Pi legen kann und die zwei Seiten pi 
berühren). In 0  berühren sich die zugehörigen Kegelschnitte 
entweder doppelt auf einer Seite von ß oder sie gehen durch die 
Polarität an k  ineinander über.

16. Zweiter Fall: Die Kegelschnittverwandtschaft, die sich auf 
die Geisersche Punktverwandtschaft An in abbildet.

A. D ie K e g e ls c h n it tv e r w a n d ts c h a ft  A11.

H ier is t  K  ein  H a u p tp u n k t, fe rn e r  sind die P u n k te  
KT  e in fa ch e  H au p tp u n k te . Die r e s t lic h e n  d rei H au p t­
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pu nkte lieg en  auf je  e in er G erad en  [P iK ].1 Ist E x (tj, 1, 1) 
einer dieser restlichen Hauptpunkte, so lauten die übrigen 
E 2 (1, Y], 1) und E 3 (1, 1, yj). Wir haben die 4 Dreipunktgeraden 
[ K f E 2E z], [ExIC fE z], [ExE 2K f ]  und A2 =  [1™#™!°°], die V er­
w a n d tsch a ft h a t d aher den G rad 4. Von der einer allge­
meinen Geraden entsprechenden C8 (mit dreifachen Punkten in den 
Hauptpunkten) spalten sich die Dreipunktgeraden ab und es bleibt 
als B ild  e in er a llg em ein en  G erad en  in eine C4 m it d re i­
fach em  P u n k t K  und e in fa ch e n  P u n k te n  in  den ü b rig en  
H a u p tp u n k te n .

Die H a u p tk u rv e  des P u n k te s  IC in  is t  die C3 mit. 
dem D o p p elp u n k t IC und e in fa ch e n  P u n k te n  in  den 
ü brigen  H a u p tp u n k ten , n äm lich

2 ( +  qjj +  qH) —  (7 ] +  2) (qf q2 +  a.x qf +  rj\ q 3 - f  q2 q-j +  a \ a.x+ «  8 «f) +

+  6 (•/] +  !)  qiq2q3 =  0-

Die T a n g e n te  in  Ei g eh t durch  IC®0, die T a n g e n te n  
des D o p p elp u n k ts  IC gehen d u rch  IC1, die P u n k te  K sind 
W en d ep u n k te  der H au p tk u rv e . Die H au p tk u rve von Kf* 
is t  die G erade [K E i], denn von der vollen Hauptkurve spalten 
sich die beiden durch K f ] gehenden Dreipunktgeraden ab. E b e n so  
is t die H a u p tk u rv e  von Ei die G erade [IC K\Q], Einer Ge­
raden durch IC entspricht eine C4, von der sich aber die Haupt­
kurve von K  abspaltet, so daß als Bild wiederum eine Gerade 
durch K  bleibt. Da nicht jede Gerade durch IC sich selbst ent­
spricht (z. B. [ICEi] entspricht dem Punkt K i°), b ild en  die P a a re  
e n tsp re ch e n d e r G erad en  d u rch  IC eine In v o lu tio n , deren 
D o p p e ls tra h le n  die G erad en  [K  IC1] sind (denn den Strahlen 
[K E 1] entsprechen die Strahlen [TCTC?0]).

Die K o in z id en z  k u rv e ist (nach Abspaltung der 4 Drei- 
punktgeraden) ein Kegelschnitt, der in K  einen Doppelpunkt hat, 
also kann die Koinzidenzkurve nur aus den G erad en  [ K K 1] 
bestehen, sie lautet

qf +  q?+q§ —  q2 q8 —  q3 qi —  ax q2 =  0. (1)

Daraus folgt wiederum, daß bei der C±, die einer allgemeinen 
Geraden g in entspricht, die Tangenten des dreifachen Punktes K  
harmonisch liegen zu den Geraden von K  nach den Schnittpunkten

1 Es wäre auch denkbar, daß sich die restlichen drei Hauptpunkte mit 
den Hauptpunkten KW zu Linienelementen (Punkt KW, Gerade [üC/iCQ0]) ver­
einigen, aber dies führt zu einer uninteressanten Kegelschnittverwandtschaft in C.
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von g mit der Hauptkurve von K  bez. der Geraden [K  K ] .  Ebenso 
folgt, daß die Tangente z. B. in E x harmonisch liegt zum Strahl 
von E x nach dem Schnittpunkt von g mit [K  KT] bez. E ,1 
und [E} E Z].

Die Ĉ  schneidet g in den Schnittpunkten von g mit den 
Geraden [KIO] und in einem auf g gelegenen Punktepaar von A11. 
Die K la sse  der V e rw a n d ts c h a ft  An  is t  also 1.

D ie D re ip u n k tg e ra d e n  [E iEk] und Ae gehen je  in 
s ich  ü ber, auf ihnen bilden die Paare entsprechender Punkte je 
eine Involution, deren Doppelpunkte von den Geraden [K K 1] aus­
geschnitten werden.

In  5̂ b le ib t  fe rn e r  je d e r  K e g e ls c h n it t  durch  Ej 
und K  fe s t, denn von der entsprechenden Cs spalten sich die 
Hauptgeraden von Ei und die Hauptkurve von K  ab, der Rest­
kegelschnitt ist mit dem gegebenen identisch, weil er mit ihm 
außer E i und K  noch die Schnittpunkte mit der Koinzidenz­
kurve [ K K 1] gemein hat. Die Paare entsprechender Punkte auf 
jedem Kegelschnitt durch Ei und K  bilden je eine Involution, die 
von der Involution entsprechender Strahlen durch K  ausgeschnitten 
wird. (Das Zentrum der Involution liegt, wie man leicht erkennt, 
auf Ae-)

Um zur Darstellung

a.[: oi, : q' =  / (ax a2 a 3) : / (q2 a 3 ax) : / (a3 q2)

von V11 zu gelangen, suchen wir die Bildkurve j  (aia 2 q3) =  0 
von py auf. Diese besteht aus der Hauptgeraden [P XK] von K f] 
und einer Cz durch die Schnittpunkte von [K  K l] mit p^ ferner 
durch E 2, E 3, KT  und mit Doppelpunkt in K. Daraus ergibt sich

rA  =  («2 —  « 3) [ ( v ] + 4 )  q f + 2  ( a j j+ a j l )  —  (7] + 2 )  gf (a 24 - a 3) —  \

2 (t]-|-2) qx (q%-j-q|)-|-(5 Y]+4) /y.t q2 q3], J ^

a', und q' folgen daraus durch zyklisches Vorrücken in den Indizes.
D iese Iso lo g e  ein es P u n k te s  X in is t  b ei An die C3

h  [«? («2+ « 3) —  (q4+y-!!) +  (T1+ l )  q2q3(— 2q1+ g 2+ q 3)]-f

+X2 [. • .JH~a3 [• • •] — 0-

Die Ausdrücke in den Klammern bei X2 und X3 entstehen 
aus dem bei Xi durch zyklisches Vorrücken in den Indizes der q,. 
Die Iso lo g e  geht d urch  K , KT, E {, X und X;. D ie T a n g e n te  
111 K  l ie g t  h a rm o n isch  zu [AT X] bez. der G erad en  [K  IO],
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d. h. sie geht d u rch  X'. Die T a n g e n te  in  X geht e b e n fa lls  
durch X;. Die T a n g e n te  in E x l ie g t  h arm o n isch  zu [ü^X] 
bez. [ExE 2] und [EXE S].

In  den S y ste m e n  ©x und ©2 w ird die V e rw a n d tsch a ft  
singulär. Einem Kegelschnitt, der k  in einem Punkt Oz be­
rührt oder oskuliert, entspricht jeder Kegelschnitt, der /c in ö 3 
liyperoskuliert.

B. E in ig e  S o n d e rfä lle  von An .
1. I s t  Ei =  Pi, d. h. wächst vj über alle Grenzen, so erhält 

man die schon in 13. D. behandelte zu A22 duale Verwandt­
schaft S 2A22£.

2. W enn sich  die H a u p tp u n k te  Ei m it K  v e re in ig e n  
(r( —> 1), dann zerfällt die Hauptkurve von K  in die drei Geraden 
[a ä 7?0]. Die einer Geraden entsprechende C4 hat daher in K  
einen dreifachen Punkt mit den festen Tangenten [K  jP*] und 
geht weiters durch Ki° sowie durch die Schnittpunkte der ge­
gebenen Geraden mit den beiden Koinzidenzgeraden [K  K*].

Die Isologe eines Punktes X in ist hier eine rationale Cs 
durch die Punkte X, X'. Die Tangenten des Doppelpunkts K  
liegen harmonisch zu den Geraden [K  K l\. (Dieser Fall, bei dem 
die Isologen drei Punkte einer Geraden gemein haben und die 
Tangenten des gemeinsamen Doppelpunkts einer Involution an­
gehören, ergibt sich sonst nur im System ©x.)

17. Dritter Fall: Die Kegelschnittverwandtschaft. die sich auf
die Geisersche Punktverwandtschaft Am  in 5̂ abbildet.

A. Die K e g e ls c h n ittv e r w a n d ts c h a ft  Am  in  ©.
Hier wird K  als einer der Hauptpunkte in angenommen, 

die übrigen sechs Hauptpunkte verteilen sich auf zwei Tripel 
triangulär-symmetrisch gelegener Punkte, die auf den Geraden 
[P\ K ] liegen. Sie mögen lauten

E j(T), 1, 1), £ ,(1 , n, 1), E , (  1, 1,7]),

E ^ n , i , i) , b a u  M )-

W ir h ab en  also  die d rei D re ip u n k tg e ra d e n  [E iE iK ] ,  
die O rdnung der V e rw a n d ts c h a ft  in  ß̂ is t  5 (wenn nicht 
infolge speziellerer Lage der Hauptpunkte Ei und Ei ein weiterer 
Zerfall eintritt). Die H a u p tk u rv e  von E x entsteht aus einer Cs 
mit Doppelpunkt in E x und einfachen Punkten in den übrigen
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Hauptpunkten durch_ Abspaltung von [E XK ], es bleibt also der 
K e g e ls c h n it t  [E iE 2E 3], E b en so  e n ts p r ic h t  dem H aupt­
p u n k t ^  der K e g e ls c h n it t  [E iE 2E 3] als H au p tk u rv e. Von 
der Hauptkurve von K  spalten sich die drei Dreipunktgeraden 
ab, so daß K  h ier n ic h t  m ehr H au p tp u n k t, son d ern  K oin­
z id en zp u n k t ist. Die K o in z id e n z k u rv e  C is t  (nach Ab­
spaltung der drei Dreipunktgeraden) eine C 3 durch  Ei und Ei.

E in e r  a llg em ein en  G erad en  in  5̂ e n ts p r ic h t  eine Cs 
m it D o p p elp u n k ten  in  Ei  und Ei  (herrührend von den 
Schnittpunkten der Geraden mit den Hauptkurven von Ei  und Ej) 
oder in leicht verständlicher Schreibweise g-y C5 [2 Ei, 2 
g schneidet die C5 außer in den Schnittpunkten von g mit der 
Koinzidenzkurve noch in einem auf g gelegenen Punktepaar von 
Am  ; die K la sse  der V e rw a n d ts c h a ft  is t  a lso  1.

Geht g durch K , so vereinigen sich die beiden Schnitt­
punkte von g mit der entsprechenden C5 in K, g berührt die C5 
in K, d. h. es b le ib t  in £) je d e s  L in ie n e le m e n t von fc_fest.

Für die Gerade [i\  K ] _folgt ebenso -»■ C5 [2 Ei, 2 Ei] —
—  [E iE 2E 3] —  [E iE 2E 3] =  [E1E 1], die G erade geht also
in  s ich  über, auf ihr bilden die Paare entsprechender Punkte 
eine Involution,_in der z. B. E x dem zweiten Schnittpunkt mit 
[E iE 2E 3\ und E x dem zweiten Schnittpunkt mit [E iE 2E 3] ent­
spricht. Die Festpunkte_der Involution auf [i^  K] sind offenbar K  
und der von E x und E x verschiedene (letzte) Schnittpunkt_ der 
Koinzidenzkurve mit [P^K]. Weiters gilt [E 1E 2]-*C S [2Ei, 2Ei] —  
•— [E iE 2E_3]— [E iE 3E-[] =  [E2Ê \, zw ischen  den G erad en  [E XE 2] 
und [E2E X] b e s te h t  eine p e rsp e k tiv e  Zuordnung, denn der 
Schnittpunkt beider Geraden entspricht sich selbst, weil er auf 
[P 3K ] liegt und diese Gerade in sich übergeht. Der Schnittpunkt 
gehörtde_r Koinzidenzkurve an._Ferner gilt [E^E^-^-C^ [2 Ei, 2 Ei] —
—  [E iE 2E 3]— [E iE 3E i] =  [EXE ^  die G eraden  [EiE^  und [EXE^ 
e n tsp re ch e n  also  e in a n d er p r o je k t iv  und da die Verwandt­
schaft involutorisch ist, muß das Bild des Schnittpunkts K  
beider Geraden wieder auf beiden Geraden liegen, d. h. mit 
identisch sein; daher ist auch die Zuordnung dieser beiden Ge­
raden perspektiv und die Punkte Kf* gehören der Koinzidenz­
kurve an.

D am it lä ß t  s ich  die K o in z id e n z k u rv e  C n ä h er be­
stim m en . Sie ist jedenfalls triangulär-symmetrisch zum Drei­
eck n  gelegen, daher gehen die Tangenten von C in Ei und Ei 
aus Symmetriegründen durch K f  (es käme sonst nur [PiK]  als 
Tangente in Frage, aber dann zerfiele C in die Geraden [Pi K\ 
während diese Geraden nicht lauter Koinzidenzpunkte enthalten).
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Ebenfalls aus Symmetriegründen muß die Tangente im dritten 
Schnittpunkt von C mit [P iK ]  durch K f ] gehen und da aus Kj° 
vier Tangenten an C gehen, bleibt eine übrig, die wiederum aus 
Symmetriegründen nur in Kf* selbst berühren kann, also sind die 
Punkte Ki° Wendepunkte von C.

In $  entspricht irgendeinem Kegelschnitt durch_ die 
Punkte^ E±, E 2, E X,_E2 wegen C2 [E x E 2 E x £ 2] -»• C10 [4E h 4 Ei\ —
-  [E iE 2E 3] —  [E iE 3E X] —  [E iE 2E a] —  [E iE SE J  =  C2 [ExE 2E xE 2\ 
wieder ein solcher Kegelschnitt, und da außerdem die beiden von 
Ex, E 2, E x, E 2 verschiedenen Schnittpunkte des gegebenen Kegel­
schnitts mit C festbleiben, folgt,_daß in 5̂ je d e r  K e g e ls c h n itt  
durch die P u n k te  E x, E 2, E x, E 2 in  s ich  ü b erg eh t. D ies g ib t 
eine M ö g lich k e it zur lin e a re n  V e rv o lls tä n d ig u n g  der 
V e rw a n d tsch a ft A111 in is t  der P u n k t a in ß̂ gegeben, 
so is t  a! z. B. der lin e a r  k o n s tru ie r  b are  v ie r te  S c h n i t t ­
pu nkt der K e g e ls c h n itte  [<y.ExE 2E xE 2\ und [a E 2E sE 2E s\.

Ebenso findet man, daß in einem Kegelschnitt durch Ei 
und E x ein Kegelschnitt durch E x und_I?i entspricht, so daß die 
beid en  K e g e ls c h n ittb ü s c h e l [E iE x] und [EXE{\ e in a n d e r 
p r o je k tiv  zu g eo rd n et sind. Je  zwei_entsprechende Kegel­
schnitte schneiden sich außer in E x und E x in zwei Punkten der 
Koinzidenzkurve C.

Nun zur A u fste llu n g  der G leich u n g en  von Am . D ie 
K o in z id en zk u rv e  C läßt sich, da sie triangulär-symmetrisch 
zum Dreieck II gelegen ist, in der Form

Ä (off-f-qjj +  qjj) + B  («f a2+ « i «g +  «l> «s +  «a «j +  «a «i +  «s «?) +
+  c  ax q2 q3 — 0

ansetzen. Setzt man hier die Punkte E x (yj, 1 , 1 )  und E x (yj, 1 , 1 )  einr 
so ergeben sich zwei lineare Gleichungen für A B .C .  Man erhält

A : B  : C =  2 [-^ — 1 ] : [— y] vj (t| + t) ) + 2 ]  : [rf Yj2+y] y] (Y]+7j) +  , 2 v 

+  Yj2 +  Y] Y]+Yj2 — 2 (Yj +Yj) — 2],

woraus sich die obigen Angaben über die Koinzidenzkurve be­
stätigen lassen.

Um die Gleichungen von Am  aufzustellen, geht man zweck­
mäßig in ß̂ zu_neuen Koordinaten 8* über, deren Grundpunkte 
in die Punkte Ei fallen und deren Einheitspunkt wieder K  ist. 
Sie hängen durch

ax q2 : « 3 =  (7j §l +  S2+^3) : (Si +  Yj §2+ o 3) : ( S i + ^  +  Tj o3) (3)

mit den alten Koordinaten zusammen.
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Bezeichnet vorübergehend ex =  0  die Gleichung der Ge­
raden [E2E 3] in den neuen Koordinaten, ebenso / 2 =  0 bzw. f 3 =  0 
die Gleichung jles Hauptkegelschnitts [E iE 3E 1) bzw. {EiE-^E^ 
von E 2 bzw. E 3, so ist in den neuen Koordinaten offenbar 
oi =  ei h f s  (und zyklisch weiter), denn die Bildkurve von [-#2 - 3̂] 
(oi. =  0) zerfällt in die Hauptkurven von E 2 und E 3 und in die 
[E2E 3] entsprechende Gerade [E2E 3\.

Daher ist in den alten Koordinaten

ai =  fj §2+  ^3 ~  71^/2/3  +  62/3 /l +  e3 fl fii

wo jetzt für a  =  0 und fi =  0 die Gleichungen in den alten 
Koordinaten ai genommen werden können, nämlich

[E2 E 3\ ex eee (yj+1) ax —  a2 —  «s =

[E iE 2E 3] . . — 27]tj— yj+3) af+(Yj— 1) (of+af) +  (— yj tj2—
— 7)2— 2yj yj+2yj+2) 7.2 a3+(Yj7j2+Yj7j+7]— yj— 2) 7a (7.2+ a 3) =  0

(c2 und e?i bzw. f2 und / 3 daraus durch zyklisches Vorrücken). 
Setzt man dies ein, so ergibt sich nach längerer Rechnung die Dar­
stellung der Verwandtschaft Am , nämlich

'A =  (ri *j+Tj +  7] —  3 ) +  2  (7] Yj —  1) (ajj+ ajj) +
+  (—  tj 7 j 2 —  Yj2 Yj —  7 ] 2 —  7 j 2 —  2 7] 7j +  2  Y|+ 2 7j +  2 )  a* ( « 2 + a 3) +

+  ( —  2  r j2 7]2 —  3  Yj 7j2 —  3  yj 2 Yj+ 5  tj 7 j+ 3  t j + 3  y] —  3 )  a x ( + 7  * )  +  

+  ( 2 y j 2 yj2 —  7] 7 j2 —  7 j 2 7j —  6 y ] ^ + 6 )  a 2 a 3 ( a j j + a i j )  +

+  (----7j3 7J3 -----27]2 7]3----- 2yj3 Yj2+ '7 j2 7}2-----7] 7)3-----7j3 7j +  57J 7j2 +

+  5tj2 7 j+ 2 ^ 2+ 2 ^ 2+ 2 r j7 j— 4 yj— 4 ^ — 2) a® (a f+ a | ) +
+  (7j2 7j3 +  7j3 7j2 +  7J 7j3 +  7j3 7 j + 4 7 j 2i> f---- 7] 7j2-----7J2 7j-----8 rj 7)-----7j2—

— Yj2" ‘2 yj— 2 yj+ 8 ) af (oqi+aij) +
+  (— r(2 tj3— 7j3 7j2+ 7 )  7j2+ 7 ] 2 7j+47| ?j— 4 )  a\ a\ ( a 2+ a 3) +

+  (2vj3 YJ3 +  4 vJ2 7̂ 3 +  4 yJ3 7J2 +  27J2 7j2 +  37] Yj3 +  3 r j3 YJ+YJ3 +  ̂ 3 —
— ^ yj Yj2— - 5 rj2 ^ — 3 tj2— - 3 ^ 2— 8 y; yj + 4 )  a f  ot2 a 3+

+  (7]7j3 +  7]3 7 j+ 4 7 J2 7j2 +  27J Yj2 +  27|2 7j+ 7J2 +  7j2 4 tJ 4 YJ 
4) 7.x a2 a 3 ( a |  +  a^) +

+  (— 2rj2^3— 2 yj3 yj2— 2yj yj3— 27(37j— 6yj2 Yj2— yj3— 7j3— tj tj2—
— ri2 Tl +  3 ?i2+ 3  7j2+ 1 6  tj tj +  2 7j +  2 Yj— 8) af a2 a 3 (a2+ a 3) +
+  (*̂ J3 Yj3 + Y j2 7j3 +  7J3 Yj2 —(— 2 YJ Yj3 +  2Y]3 YJ+7J2 Yj2--- 6 7 ) Yj2---- 6  YJ2 YJ----
— 2y]2— 2yj2— IOyj 7 j+ 2 7 j+ 2 7 j+ 1 4 )  7.x af «j|.______________________(4)
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Setzt man =  0 in der Gleichung a.\ =  0 der Bildkurve 
von px, so erhält man eine Gleichung für die fünf Schnittpunkte 
dieser Bildkurve mit pv Setzt man ebenso ax =  0 in der Gleichung 
der Koinzidenzkurve, so erhält man deren drei Schnittpunkte 
mit px, die unter den obigen fünf Schnittpunkten enthalten sind. 
Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so erhält man 
die G leich u n g  des au f px lieg en d en  P u n k te p a a re s  von Am , 
nämlich

gH +  (*!*? —  2) *2 33 +  r4, =  o?

die wir sofort zur Berechnung der Isologen verwenden.
Ist nämlich Xi$i+X2<I>2+ X 3<J>3 — 0 die Gleichung der Isologen 

eines Punktes X in bei Am , so stellt <E>i =  0 die Gleichung der 
Isologen des Punktes P x dar. Nun besteht die Isologe von P x 
aus der Dreipunktgeraden [P x K] und einem Kegelschnitt, der 
durch die auf p2 und p 3 gelegenen Punktepaare geht (denn p2 
und p 3 sind zwei Strahlen durch P x), ferner durch E 2, E 2, E 3 
und E 3. Daraus ergibt sich als Iso lo g e  von X

Xi (a2-----«3) [« f+  0̂  +  «8 +  (7l fl --(-7'2 «3 +  «3 31 +  7-1 oc3) —  ^
—  (‘/I+Tj) «2 « 3] +  • • • =  0-

Diese C3 geht durch if , Ei, Ei, X und X'; je d e  Iso lo g e
sch n e id et die K o in z id en z k u rv e  au ßer in Ei und Ei noch
in drei P u n k te n ; in  d iesen  P u n k te n  und im K o in z id e n z ­
punkt K  geht die T a n g e n te  der Iso lo g e  durch X. W e ite rs  
geht die T a n g e n te  der Iso lo g e  in  X d u rch  \r.

B. Die K e g e ls c h n it tv e r w a n d ts c h a ft  Am  in <&x und (S2-
Im  S y ste m  <BX der Kegelschnitte, die k  im Punkt 0 3 be­

rühren (Tangente ox) und für die der Punkt 0 2 auf ox und die 
Gerade o2 durch 0 3 Pol und Polare sind, wird aus Am  nach 9. E. 
die k u b isch e  V e rw a n d tsch a ft

ß i: ßa — (?]ßi 2 ß 2) (^ ß i 2 ß 2) ['^Tj+Tj+Tj -3) ßi 4  (Tj yJ 1) ß2 J :

: (yjßi— 2 ß2) (^ ßi— 2 ß2) [(r| - r r — 2 )  ß i— (yjTj + Y j+ y J— 3 )ß 2] : 

[ (y r j+ r i-h 2 r j— 4) ßx— 2(2y j y j+ y j— 3) ß2] [(YjY) +  2 y ;+ y j—  

— 4) ßi— 2 (2 y] yj+y]— 3) ßal-ßa-_______________________

Die K o in z id en z k u rv e  re d u z ie rt s ich  in ©j auf die G erade 

('Q+^— 2) ßi 2(yjyj l)ß 2 =  0 (7)
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von P 3 nach dem Punkt ,F (2 (7]7j — 1), Tj+7j— 2, 0). Auf der F e s t -  
g erad en  [P 3K] in bilden die Paare entsprechender Punkte 
eine Involution mit den Festpunkten P 3 und K. Auf der F e s t -  
g erad en  p 3 bilden die Paare entsprechender Punkte eine Involu- 
tion mit den Festpunkten F  und K. Die P u n k te  E  (2, tj, 0) 
und E  (2, Tj, 0) sind e in fa ch e  H a u p tp u n k te , ih n en  e n t ­
sp rech en  die H au p tg era d en

(Y]7j+7j +  27j----4 ) ß j ---- 2  (2  7} 7]+7] 3 )  p2 =  0 ,

(rjTj+2irj+^— 4) ßr —•2(2rj^+Tj 3) ß3 =  0,

die _durch P 3 und den vierten harmonischen Punkt zu E  (bzw. 
zu E) bezügliche und K  gehen. D er P u n k t P 3 is t  zw eifacher 
H au p tp u n k t, s^ine H a u p tk u rv e  z e r fä l lt  in die Geraden 
[P 3£ ]  und [P 3E].

E in e r  G erad en  d u rch  P s e n ts p r ic h t  d aher wieder 
eine G erade, und zwar jen e , die h a rm o n isch  zur ge­
g ebenen  G erad en  lie g t  bez. [P 3K] und [P 3.F]. E in e r  all­
gem einen  G erad en  g in ^  e n ts p r ic h t  eine C3, die in P 3 
e in en  D o p p elp u n k t hat, d essen  fe s te  T a n g e n te n  die 
H au p tg era d en  von E  und E  sind. Diese C3 geht weiters 
durch E  und E , sie schneidet g im Schnittpunkt von g mit der 
Koinzidenzgeraden [P 3.F] und einem auf g gelegenen Punktepaar.

“ E in e r  U m lin ie  h in  e n ts p r ic h t  (nach Abspaltung 
der Hauptkurve von P 3) eine C4, die in .P3 einen dreifachen Punkt 
hat. Dessen Tangenten sind die Bildgerade von ß2 =  0 und die 
Hauptgeraden von E  und E. Die C4 geht ferner durch E  und E  
und durch den Bildpunkt von P 2. Die gegebene Umlinie h und 
ihre Bild-C4 schneiden sich in P 3 (dreifach), im zweiten Schnitt­
punkt von h mit der Koinzidenzgeraden [P 3-F] und in zwei auf 
der Umlinie liegenden Punktepaaren der Verwandtschaft Am .

Die Iso lo g e  ein es P u n k te s  X in  is t  bei A111 die 
r a t io n a le  C3

[ ' ' n ß i — 4 (?] T j + Y j + T j — 2̂ ) ß i  ß g + 4  ( 2 ' ^ + ^ - f  T j —  3 )  ß * j  ß 3 +  

+ X 2 [ 2 ( 7 ]  Tj+fj+rt— 4 )  ß f — 8  (y] fj— 2 )  ß x ß 2— 8 ß | ]  ß 3—

— X, (Tj ßi— 2ß2) (7j ßx— 2ß2) (ßx— 2 ß2) =  0.

S ie  g eh t du rch  K , E , E , X, X' und h a t in  P 3 e in en  D oppel­
p u n k t, dessen  T a n g e n te n  h a rm o n isch  zu den beiden 
F e s tg e ra d e n  [P 3 I(] und [P 3i ]̂ liegen . D ie T a n g e n te  in K 
und in dem von P s v e rsch ie d e n e n  S c h n it tp u n k t  der Iso-
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]ogen m it der K o in z id en z g era d en  gehen durch X, die 
T an g en te  in X g eh t d u rch  X'.

Im  S y ste m  <S2 der Kegelschnitte, die k  in einem Punkt 0 3 
oskulieren, w ird (nach dem Verfahren von 10. G.) aus Am  eine 
singulärfe q u a d ra tisch e  V e rw a n d ts c h a ft  in }̂$2, n ä m lich

Yi : 72  : Ys =  7 i : —  Yi Ta: (p Yf —  Yi Ya),

P =  ( 4 7 ] 7 j + 2 7 ] + 2 7 i — 8 ) :  ( t | 7j y ]— ij +  1 ) .

Einer Geraden durch P 3 entspricht die zu ihr bez. px und p2 har­
monische Gerade, d. h. in £) g eh t eine S ch a r  von K eg e l­
sch n itte n , die k  o sk u lie re n  und s ich  u n te re in a n d e r  
h y p ero sk u lieren , in eine e b e n so lch e  S ch a r  über.

Die Iso lo g e  e in es P u n k te s  X in  ß̂2 is t  bei Am die 
ra tio n a le  Cs.

X i  p y l j + X a  Y i  ( 2 Y i  Y 3 —  P  Y a )  —  Y i  Y 2 =  ( H )

Sie h a t in P 3 eine S p itz e  m it der T a n g e n te  px und geht 
durch K  =  P x, X und X'. Die T a n g e n te  in  K  geht d u rch  X, 
die in X d urch  X'.

G. Die K e g e ls c h n it tv e r w a n d ts c h a ft  AJ11.
Ein von der allgemeinen Verwandtschaft Am wesentlich 

verschiedener Sonderfall entsteht, wenn d rei der e in fa ch e n  
H au p tp u n k te  von Am , etw a die P u n k te  Ei, n ach  K  rü ck en . 
Man hat in den vorstehenden Formeln überall =  1 zu setzen. 
Die Verwandtschaft lautet

a'i =  2af (2v]+3) (a2+ a 3) +  (— 4 y]2+ 2 y] + 4) aJ (af+7|) +
+(107]2+ 8 r j— 2) aj a2 a3+(2Yj2+5Y]— 5) a2 (ajj+aij) +
+  (—  — 11t]+4) a2 a2 a3 (or2+ a 3)— 5yj ax (a$+aj) +
+  0']2+ 8 r i +  7) a1 aa a 3 (a?+ a?) +  (4Y]2— 2 t;— 14) ax a| a§+

+ 2  (ajj+ ?§) +  (■/]— 6) * 2 a3 (a§+a}) +
+  (— 7]2— 0+4) ajj «j| (72+ 7 3), 4  =  . . «3 =  . . .

Ihre K o in z id en z k u rv e  ist die elliptische C3

2 (a ?+ a *+  0 —  (tq+2) (v.2 or2+ ai a^+af a8+ a 2a§+aS* x+  ,.
---------------------------------------- --------------------------------------------------  (13)

+  ̂ *3 «?)+ 3(t) +  1) ^  ~  Q«
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D e rP u n k t/ £ in  $ßist d re ifa ch e r  H au p t p u n k t, seineH aupt- 
k u rv e z e r fä l lt  in die G erad en  [Pi R], so daß sich  in 0  
je d e r  l d o p p elt b e rü h ren d e  K e g e ls c h n it t  auf k  abbildet 
Die P u n k te  E i sind zw eifach e H au p tp u n k te , die Haupt­
kurve z. B. von E x ist ein Kegelschnitt durch Ei und R, der in K 
die Gerade [R  /C?°] berührt. Daraus ergibt sich alles Weitere über 
die Abbildung von Geraden und Umlinien in bzw. von Kegel­
schnittscharen und -büscheln in D.

Die Iso lo g e  ein es P u n k te s  X in is t  bei AJ11 die 
r a tio n a le  C3

Al (q2—  q3) [q j+ q jj+ g j— (2rj— l)« 2a 8+  (?]— 2) ai(q2+

+ « , ) ] + . . .  = o .  (14>

Sie hat im Doppelpunkt R  das Tangentenpaar (X2— X3)qf +  . . ,
—  4(X2—■X3)q 2 q3—■ ... = 0  und geht durch die Punkte E it 

sowie X und X', wobei die Tangente in X durch X7 geht.
Im  S y stem  @i wird A*n s in g u lär, zufolge

ß i : P i : Ps =  —  2 ß i ) : ( i r ]ß i  —  2 ß >) : 6 ( r l— l ) p 3 (15)

entspricht in Di jedem k  berührenden Kegelschnitt ein k  hyper- 
oskulierender Kegelschnitt.

E b en so  w ird AJn im  S y ste m  © 2 s in g u lär, da hier p über 
alle Grenzen wächst.

Wollte man eine Verwandtschaft festlegen, in der nicht nur 
die Punkte Ei, sondern auch Ei nach R  rücken, so ergäbe sich 
eine triviale Verwandtschaft: jeder Punkt in $  bildete sich 
auf R  ab.

D. V ier E n ta r tu n g s fä lle  von Am .
1. W enn yj =  — 2 is t, liegen die Punkte Ei auf Ae, es 

tritt also außer den Dreipunktgeraden [PiR\  noch die D rei­
punk tg e ra d e  Ae auf, die die Ordnung von Am  in diesem Unter­
fall auf 4 erniedrigt. Die Paare entsprechender Punkte auf Ae 
bilden dabei eine Involution mit den Festpunkten R 1 und R 2. Diese 
Verwandtschaft soll aber hier nicht weiter behandelt werden, 
zumal sich zeigen läßt, daß sie aus den beiden folgenden Ver­
wandtschaften A^11 und A1 in der Form A1 A?n A1 A2n A1 zusammen­
setzbar ist. Unterwirft man ein Punktepaar von A1 der Ver­
wandtschaft A2n und das entstehende Punktepaar wieder der 
Verwandtschaft A1 in ß̂, so erhält man ein Punktepaar der Ver­
wandtschaft, die sich für rj — — 2  ergibt.
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2. W enn die H a u p tp u n k te  Ei und E i so gelegen  
sind, daß z. B. E ±, E 2, E 3 au f ei_ner G erad en  liegen , so treten 
außer den Dreipunktgeraden [E iE iK ] =  [P iK ]  noch drei weitere 
Dreipunktgeraden [2?i2?2i?3], {E XE 2E ^  [E-lE^E^  auf, so daß A111 
in diesem Unterfall zu einer in v o lu to r isc h e n  q u a d ra tisch e n  
V e rw a n d tsch a ft A*11 in  wird. Ei sind die H a u p tp u n k te , 
Ei und K  die K o in z id e n z p u n k te  d erselb en .

Führt man vorübergehend in neue Koordinaten 8i ein, 
deren Grundpunkte in die Punkte Ei fallen und deren Einheitspunkt 
wieder K  ist, so ergeben sich die Transformationsgleichungen

i Si: §2: §3 =  [(1+yj) ai— «2— « s l: [— a i+ (l+ 7 j)  a2— a3] : 
j  ; [— — a2+ (  l+ v j)a 3]
l a x : a 2: a 3 =  (yj 8 1 + 8 2 + 8 3 ) : (8 i + yj 82+ 8 3): (8 i + 8 2+ yj 83).

Die Verwandtschaft in 5̂ lautet daher

rJ-\  —  yj 8 1 + 8 3 + 8 3  =  yj S 2 S 3 + S 3 8 1 + 8 1 8 2 =  [?•! (l~l~Yj) ?-2 ~l~

[ai +  2̂— (l+'r]) a3] +  [(l+vj) rJ.\ v-2 -̂3] [ -2 qx+  (16)

+ ? ]  (°r-2 +  a 3)]-

Die Gleichung der Isologen erhält man aus der Isologengleichung 
der Verwandtschaft A111, indem man dort tj =  2 : (yj+1) _setzt. 
(Diese Beziehung zwischen tj und Yj drückt aus, daß z. B. E 2 
und E z aurf einer Geraden liegen.)

Im  S y stem  w ird aus d ieser V e rw a n d ts c h a ft  in  ^  
die s in g u läre  q u a d ra tisch e  V e rw a n d tsch a ft

ßi: ßi -  [ßi— (  ̂+  1) ßJ [(-n+l) ßi— 4 ß J :[ß1-(-» i +

+ 1 ) ß2] bj ßi— Oq+1) ß2] : (yi— 1) [(yj +  1) ßi— fri+3) ß2] ß3.

p3 geht in sich über, die Paare entsprechender Punkte auf p s 
bilden eine Involution mit den Festpunkten K  und E ( 2, yj, 0). 
Einer Geraden durch P z entspricht die zu ihr bez. der Festgeraden 
[P z K ] und [P z E\ harmonische Gerade. Dem Hauptpunkt P 3 
entspricht die Hauptgerade ßx— (yj + 1 ) ß2 =  0. Diese Hauptgerade 
geht auch durch den Punkt (yj+1, 1 ,0 ), der wegen Yj =  2: (yj+ 1 ) 
aus dem Hauptpunkt E  (2, yj, 0) von A.111 entsteht.

Im  S y ste m  @2 is t  diese V e rw a n d ts c h a ft  wie im 
F a ll Am  s in g u lä r q u a d ra tisch , nimmt den Wert 
P =  2 (yj+2) : (yj—  1) an.
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3. W enn die H a u p tp u n k te  Ei und E i in  $  auf einem 
K e g e ls c h n it t  lieg en  (der dann wegen der triangulären Sym­
metrie die Umlinie Au in K 1 und K 2 berühren muß), so erniedrigt 
sich die Ordnung von Am um 4 und es bleibt die schon in 12. unter­
suchte h a rm o n isch e  K o llin e a tio n  A1 in Eine kurze 
Rechnung zeigt, daß Ei und E i auf einem solchen Kegelschnitt 
liegen, wenn 2 y]y)+y]+7)— 4 =  0 ist._

4. W en n  die P u n k te  Ei und Ei au f der G erad en  [-PiÄ] 
zu sam m en rü ck en , also ein Linienelement bilden, dessen Ge­
rade durch K  geht, erniedrigt sich zwar die Ordnung 5 der̂  Ver­
wandtschaft in nicht, aber man wird diesen Fall Ei =  E(z|zÄ 
dennoch als Entartungsfall ansehen. Es zerfällt hier die Koin- 
zidenzkurve in die Geraden [EiEu] und man erhält auch alle 
anderen speziellen Eigenschaften der Verwandtschaft A in nur 
hat man statt deren Hauptpunkten Pi die Punkte Ei zu nehmen.

E. D ie K e g e ls c h n it tv e r w a n d ts c h a ft  A“ 1.

V on b e so n d e re m  In te re s s e  is t  nun der F a ll, daß die 
P u n k te  Ei m it den P u n k te n  Pi id e n tis c h  sind. Hier 
tra n s fo rm ie re n  sich  die U m lin ien  in ß̂ bzw. die K egel­
s c h n it tb ü s c h e l in  £) in e in fa c h e re rW e is e . Es e x is tie re n  
h ier  die zw eifach en  H a u p tp u n k te  E i und Pi, der P u n k t K 
is t  wie im a llg em ein en  F a ll  Am K o in z id en z p u n k t. In 
diesem Sonderfall E i  e e :  P j  sind die eingangs untersuchten Kegel­
schnittverwandtschaften £, T und A als Ausartungsfälle enthalten, 
sie ergeben sich für tj =  — 1 bzw. tj =  0 bzw. y] =  oo. ,

Wir sehen zunächst von diesen Ausartungsfällen ab. Alle 
früheren Aussagen über Am gelten dann auch für A**1, wenn man 
berücksichtigt, daß Ei =  Pi ist, bzw. in den Formeln rj =  oo 
werden läßt. Wir heben hier nur einige Besonderheiten des 
Falles =  oo hervor.

In  der E b en e  £) h ab en  wir die k  d o p p elt b erü h ren d en  
„ H a u p tk e g e ls c h n itte “ e* (B ild p u n k te  Ei), während die 
Geradenpaare des Bundes zusammengenommen die Haupt­
punkte E i =  Pi in ß̂ bestimmen. Dem zweifachen Hauptpunkt Ex 
in entspricht als Hauptkurve der Kegelschnitt [E iE 2E 3]. Dem 
z w eifach en  H a u p tp u n k t P x e n ts p r ic h t  als H au p tk u rv e 
die U m lin ie , die durch  die P u n k te  E 2 und E s geht, so daß 
s ich  in  D die im  B u nd  e n th a lte n e n  G era d en p a a re  m it 
dem  T rä g e r  0 1 auf die K e g e ls c h n it te  des d u rch  e2 u n d e3 
b e s tim m te n  B ü sch e ls  e in e in d e u tig  a b b ild en . Das be­
deutet, daß bei der Kegelschnittverwandtschaft A**1 in 0  im
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Gegensatz zu Am  die Geradenpaare gar nicht mehr die singuläre 
Rolle von Hauptelementen spielen.

In der Verwandtschaft A**1 in $  entspricht der Geraden 
\P\ E%\ perspektiv die Gerade [P 2Ey\, d. h. in D e n ts p r e c h e n d e n  
K e g e lsch n itte n , die e2 in  den S c h n it tp u n k te n  m it ox 
doppelt b erü h ren , die K e g e ls c h n itte , die ex in  den S c h n i t t ­
punkten m it o2 d o p p elt b erü h ren . Dabei umhüllen die ge­
meinsamen Tangenten entsprechender Kegelschnitte selbst einen 
Kegelschnitt, der bei A**1 festbleibt.

Ferner entspricht der Geraden \_PXP̂ \ perspektiv die Ge­
rade [i?! E^\. In  £) e n tsp re ch e n  also  den auf o3 g e leg en en  
P u n k te p a a re n  des B u n d es die K e g e ls c h n itte  der d u rch  ex 
und e2 b e s tim m te n  S ch a r. Auch hier umhüllen die gemein­
samen Tangenten entsprechender Kegelschnitte einen Kegelschnitt, 
der bei A**1 festbleibt.

Während bei Am  einer linearen Kegelschnittschar in £) 
eine rationale (10,5)-Reihe entsprach, e n ts p r ic h t  b ei A™ ein er 
a llgem ein en  lin e a re n  K e g e ls c h n it ts c h a r  in D eine 
ra tio n a le  (4,5)-R eihe, da die Bildkurve in Pi je einen Doppel­
punkt hat. Dabei liegen die Tangenten des Doppelpunktes z. B. 
in Pi harmonisch zu den Geraden von Pi nach den Schnittpunkten 
der gegebenen Geraden mit der Hauptkurve von Pi bez. [P j K ] 
und [P iK i0]. In sb e so n d e re  e n ts p r ic h t  einem  B e rü h ru n g s­
bü schel in  £) (in dargestellt durch eine Gerade durch einen 
der Punkte Pi) eine r a t io n a le  (3,3)-Reihe, da ihre Bildkurve 
in eine rationale C3 mit dem Doppelpunkt in Ei und einfachen 
Punkten in den übrigen Hauptpunkten ist. Einer Umlinie in 
entspricht bei A**1 eine rationale C4 mit einfachen Punkten in Pi 
und Doppelpunkten in Ei. In  D e n ts p r ic h t  d ah er einem  
B ü sch e l eine r a t io n a le  (5,4)-Reihe.

Als Gleichung der Koinzidenzkurve ergibt sich bei A**1 
die C3

Y] (af a2+ a i a|+a2 a3+ a 2 a f+ a fa i+ a g  a2) —
(lo)

—  (?]2+?] +  l)  ai a2 <%3 =  0;

sie geht auch durch E in sich über.
Da sich bei A^1 von der Bildkurve von px (ax =  0) die Haupt­

kegelschnitte von P 2 und P  3 abspalten und die Gerade 
[E2E 3] = — (Y j+ l)a !+ a 2+ a 3 =  0 als Bildgerade von px übrigbleibt, 
erhält man für A“ 1 die Gleichungen

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. K l., Abt. Ilrt, 152. B d ., 1. bis 5. H eft. 7
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ai =  [— (y] +  1 ) a i + a a+ a 8] 0 ] a 2 a 3 —  (vj +  l ) a 3 a1+  
------------------------------------------------------------------------- (19)

+  YJ «1 « 2] [y; 0C2 « 3+^1  g-3 «1---- (y] +  1 ) OCl a 2]> «3  =  ■ ■ . , «2  =  • • •

(a'2 und a8 daraus durch zyklisches Vorrücken in den Indizes der a,).

D ie Iso lo g e  e in es P u n k te s  X in  5̂ la u te t  bei AJ*i

M «2---«3) bl (--- «2«3 +  « 8 « l  +  « l« 2 )--- «2«3] +  • . • =  0 . (20)

D iese e ll ip t is c h e  Cz g eh t d u rch  K , Pi, 2?*, X und X'. Sie 
sch n e id e t die K o in z id e n z k u rv e  au ß er in  Pi und Ei noch 
in  d rei P u n k te n ; in d iesen  P u n k te n  und im  K oin zid en z­
p u n k t ü C g e h e n d ie T a n g e n te n d e r  Is o lo g e d u rc h  X. W eiters 
g eh t die T a n g e n te  der Iso lo g e  in  X d u rch  X7.

D er F a ll  A**1 z e ig t n och  die B e so n d e rh e it , daß hier 
das N etz der D u a liso lo g e n  m it dem der Iso lo g en  zusam­
m e n fä llt . Während die Dualisologe eines Punktes X in $  bei der 
allgemeineren Verwandtschaft Am  eine Kurve 9. Ordnung ist, 
spalten sich bei A^1 die Hauptkurven der Punkte Pi ab und es 
bleibt die (durch X und X7 gehende) elliptische C3

X2X3 (a2 —  <*3) [— ('/ ]+ l)« i+ «2+ « 3] +  • • • =  0- (21)

Durch Koeffizientenvergleich findet man, daß die Iso lo g e  eines 
P u n k te s  X in  ß̂ zu g le ich  die D u a liso lo g e  e in es anderen 
P u n k te s  X in  *)ß is t, w obei zw ischen  X und X die (nicht- 
in v o lu to r isc h e ) q u a d ra tis c h e  V e rw a n d ts c h a ft

( X x : X 2 : X 3 =  [ — y j X 2 X 3 + ( y j  +  1 )  X 3 X i + ( y j + 1 )  X x X 2] :

\ Xi- X2: X3 =  (vjXx —  X2+yj X3) (7j Xi+yjX2 X3) : . . .  : . . .

b e s te h t . In  der E b e n e  der X sind die H au p tp u n k te
(— yj, yj+1, v j+ 1 ) , ........... , ih n e n  e n tsp re c h e n  die Haupt-
g erad en  In  der E b e n e  der X sind  Pi die H au p tp u nk te, 
die zu g eh ö rig en  H a u p tg e ra d e n  gehen d u rch  zwei der 
P u n k te  (2yj, 1, 1), (1, 2 vj, 1), (1, 1, 2yj). D ie F e s tp u n k te  der 
V e rw a n d ts c h a ft  X-*X sind K  und Ei. B e s c h r e ib t  X die 
G erad e Ae, so d u rc h lä u ft  X die U m lin ie  Atl. Die gemeinsamen 
Punkte von Ae und Au, nämlich K 1 und i f 2, b ild en  das einzige 
in v o lu to r isc h e  P u n k te p a a r  der V e rw a n d ts c h a ft  X-+X in 

Im  S y ste m  @x w ird aus A^1 die k u b isch e  V erw an d t­
s c h a f t

9 8  F . H o h e n b e rg ,

ßi= ß'2: ßi, =  ß »h lß i—  2 ß a) [(->1+1)3!— 4-/1 ß j :  ßi(v]ßi— 2 ß , ) [ ß , —  
— ( n i + 1 )  ß j =  [(ti + 1 )  fa— 4 n ß J  [ ( - q + 2 )  ßt — 2 (2-n + 1 )  ß2] ß , .
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Hier ist F  (2yj, 1 ,0), so daß die K o in z id e n z k u rv e  die Ge­
rade ßx—-2vjp2 == 0 is t . A uf den F e s tg e ra d e n  [P 3K] und p 3 
e rzeu g t A**1 In v o lu tio n e n  mit den Festpunkten P 3 und K  
bzw. F  und K. Die P u n k te  E  (2, yj, 0) und E  =  P 2 sind e in ­
fach e  H a u p tp u n k te , ihnen entsprechen die Hauptgeraden 
(yj+2) ßx— 2(2yj+1) ß2 =  0 bzw. (yj+1) ßi— 4vjßa =  0. P 3 is t  zw ei­
fa ch e r  H a u p tp u n k t, seine Hauptkurve zerfällt in die Ge­
raden [P 3 E] und pv Im übrigen tritt keine Änderung gegenüber 
Am  ein.

D ie Iso lo g e  eines Punktes X in ist die rationale C3

Xl [tj ßi— 4 (yj+1) ßiß2+ 4  (2yj + 1 )  ßl]ß3+ 2 X 2ßiß3 [ (t j+  ^ 4 )

+ l ) ß i — 4 k)P J—  X3ßi(ßi— 2ß2) (tj ßi— 2ß2) =  0.

Sie hat dieselben Eigenschaften wie im Fall_Am .
D ie D u aliso lo g e  e in es P u n k te s  X in  is t  die ra ­

t io n a le  C3

l i l z M n  ßi— 2ß2) (ßi— 2ß2)+2X?ß2ß3 [ßi — (71+1) ß2] —
---------------- ----- ---------------------------------------------------------------------------------- (2 5 )

—  XxXaßa [(ti+ 2) ßf— 4 (tq+ l)ß1ßa+4ß}] =  0

und man findet durch Koeffizientenvergleich mit der Isologen­
gleichung, daß sie zugleich die Isologe eines Punktes X in ist.
X und X gehen auseinander durch die singuläre quadratische Ver­
wandtschaft

( Xi " .  X2: X3 =  2 X i [ ( y ] + 1 ) X i + 2 X 2] :  Xx[ y j X i + 4 ( t j + 1 ) X 2] :  4 ( 2 y j + 1 ) X 2 X 3,

\ Xi: X2: X2 =  4 (2 y j+ 1 ) [(yj+1)Xi -X2] [vjXi+ 2 ( yj+ 1 ) X2] - (2 yj +  1) [yjXi+ (26) \__________ + 2 (yj+1)X2]2: 4 [2 (X + 1 )2+yj] [(yj+1)Xx— X2]X3____________

hervor.1 Hier ist P 3 doppeltzählender Festpunkt, (2, yj, 0) und K  
sind einfache Festpunkte. Die Hauptpunkte in der Ebene der X 
sind (2 (yj+1),— yj, 0) und P 3. Die Hauptpunkte in der Ebene 
der X sind P 2 und P 3.

Im  S y stem . @2 hat A^1 dieselben Eigenschaften wie Am , 
p nimmt hier den Wert p =  (4v j+ 2): (yj— 1) an. Die Iso lo g e  
eines Punktes X in $ 2 lautet wieder

* 1 P  T g + X g  Y i  ( 2 Y i  Y  3 P  Y i ) — 2 X 3 Y i  Y 2 =  0 -  ( 2 7 )

Die D u aliso lo g e  eines P'unktes X in *ß2 lautet

2(X| Xi X3) yj y2 X1X2Yi(pYi 2 y iY3) + ( p 2) X̂ y! -  0. (28)
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Sie ist zugleich die Isologe eines Punktes X; zwischen X und X 
besteht die singuläre quadratische Verwandtschaft

[ Xx • X2 • X3 =  -  Xf: Xi X2 • (Xi X3 Xi),
l  P (29)
[ X1 : X2:X 3 =  p2X^:p(p— 2 )XxX2: [(p— 2)2Xj+p (p— 2) XxX3] .

W ir fra g en  uns s c h lie ß lic h , wie s ich  die in 18. D. 
(1, 2, 3) g e n a n n te n  E n ta r tu n g s fä l le  von Am  im Son d er­
fa l l  A**1 au sw irken .

1. Ist Ei =  Pi und liegen die Punkte Ei auf Ae, so erhält 
man die zu A22 duale Verwandtschaft £ A22I ,  die schon in 13. E. 
untersucht wurde.

2. Wenn außer [P {K ] drei weitere Dreipunktgeraden auf-
treten sollen, können dies bei A**1 nur die Geraden pi oder die 
Geraden [P* ÜT?0] sein. Im  e in en  F a ll  m uß dann Ei =  Ki sein 
und m an e rh ä lt  die V e rw a n d ts c h a ft  T, im  an d eren  F a ll 
muß dann Ei =  K i se in  und m an k om m t zur V erw an d t­
s c h a ft  2. _

3. Wenn E i =  P i ist und die Ei die zweiten Schnitt­
punkte der Geraden [P iX ] mit der Umlinie Au sind, erhält man 
wieder die h a rm o n isch e  K o llin e a t io n  A1 in

4. W enn s c h lie ß lic h  au ch  die P u n k te  Ei n ach  Pi 
rü ck en , also auch yj über alle Grenzen wächst, e rh ä lt  m an die 
V e rw a n d ts c h a ft  A.

18. Die Kegelschnittverwandtschaften, die sich auf Bertinischc 
Punktverwandtschaften in $  abbilden.

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, wann eine
Bertinische Verwandtschaft in ß̂ (vgl. 11, 4.) als Kegelschnitt­
verwandtschaft in £) gedeutet werden kann, die mit Hilfe eines 
festen Kegelschnitts k  definiert ist. Die acht Hauptpunkte der 
Bertinischen Verwandtschaft in müssen dann allein durch den 
Punkt K  und das Dreieck n  definiert sein. Man überlegt nun leicht, 
daß sich acht Punkte in ß̂ nur triangulär-symmetrisch anordnen 
lassen, indem man sechs dieser Punkte triangulär-symmetrisch 
anordnet und die restlichen zwei Punkte in die Bildpunkte K\ K 2 
der mit k  verbundenen Kegelschnitte legt. (Es ist allerdings auch 
der Fall möglich, daß in K 1 und K 2 je zwei oder je vier der acht 
Hauptpunkte zusammenrücken, aber die beiden so entstehenden 
Kegelschnittverwandtschaften verdienen kein besonderes In­
teresse.)
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Dann scheidet aber der Fall aus, daß die ersten sechs Punkte 
auf einem Kegelschnitt in liegen (wie dies bei A1 der Fall war), 
denn hier lägen alle acht Hauptpunkte der Bertinischen Verwandt­
schaft auf diesem Kegelschnitt und von jeder mit Doppel­
punkten in diesen acht Hauptpunkten würde sich jener Kegel­
schnitt abspalten. Ebenso scheidet der Fall aus, daß drei der 
ersten sechs Hauptpunkte der Bertinischen Verwandtschaft in $  
in die Punkte fallen (wie dies bei An der Fall war), da hier 
auf der Geraden Ae die fünf Hauptpunkte K\Q, K 1, K 2 lägen und Ae 
sich aus diesem Grund von jeder C9 mit Doppelpunkten in den 
acht Hauptpunkten abspalten würde.

D aher b le ib t  nur der e in zig e  F a ll  übrig , daß die e rs te n  
sechs H a u p tp u n k te  der B e r t in is c h e n  V e rw a n d ts c h a ft  
wie bei Am  aus zwei T r ip e ln  tr ia n g u lä r -s y m m e tr is c h e r  
P u n k te  b e steh en . T a ts ä c h lic h  lä ß t  s ich  je d e  V e rw a n d t­
s c h a ft  Am  (ebenso je d e r  ih rer E n ta r tu n g s fä lle )  als 
S o n d e rfa ll e in er B e r t in is c h e n  V e rw a n d ts c h a ft  in a u f­
fa s se n : K 1 und K 2 sind ein Punktepaar von Am , daher geht 
durch Anwendung von AII]* eine C6 mit Doppelpunkten in Ei, E^ 
K 1, K 2 zunächst in eine C30 mit zwölffachen Punkten in Ei und Ei 
und Doppelpunkten in K 1 und K 2 über. Da die C6 aber Doppel­
punkte in Ei und Ei hat, spalten sich_von der C30 die Hauptkegel- 
schnitte [E1E 2E ZE 2E 3\, ., [E1E 2E-i E 2E 3],_ . . .  doppelt ab und
es bleibt eine C'. mit Doppelpunkten in Ei, Ei, K 1, K 2. C6 und C' 
haben in den Punkten. Ei, Ei, K 1 und X 2_32 Schnittpunkte ver­
einigt. Da außerdem die von E t und Ei  verschiedenen sechs 
Schnittpunkte der C6 mit der Koinzidenzkurve von Am  fest­
bleiben, also auch der Ce angehören, sind 38 Schnittpunkte von Ce 
und C{. bekannt, also ist C6 =  C'6. Daher geht jede der oo3 Ca mit 
Doppelpunkten in E-„ Ei, K 1 und K 2, die sich durch einen an­
genommenen Punkt a in legen lassen, durch Am  in sich über, 
alle diese C6 haben daher noch einen Punkt gemein und dieser ist 
der Bildpunkt von a in der Verwandtschaft Am .
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