Beitrag zur intermediidren Statistik
Von
P. Urban, Wien

(Vorgelegt in der Sitzung am 4. November 1943)

Im Anschlusse an einen Artikel von A. Sommerfeld iiber
die Quantenstatistik und das Heliumproblem II in den Berichten
der Deutschen Chemischen Gesellschaft! werden die thermo-
dynamischen Eigenschaften des entarteten und nichtentarteten
,,Gentile-Gases* gemeinsam fiir den nichtrelativistischen und
relativistischen Fall abgeleitet. Weiters werden die Schwankungs-
groBen unter Zugrundelegung der intermediéren Statistik bestimmt
und diskutiert.

1.

Wir wollen zuerst die Verteilungsformel der intermedidiren
Statistik kurz ableiten. Zu diesem Zwecke denken wir uns den
u-Phasenraum derart in Gebiete eingeteilt, dall jedes Gebiet mit
der Nummer k noch eine sehr grofle Zahl Z; von Zellen enthilt,
die sich in der Energie nur wenig voneinander unterscheiden,
so daBl wir allen die Energie ¢, zuteilen konnen. Eine Verteilung
der Gesamtheit ist nun dann bestimmt, wenn fiir jedes Gebiet
nicht allein Z,, sondern auch die Zahlen Z{® hestimmt sind,
welche angeben, wie viele Zellen des Gebietes & die Besetzungs-
zahl s tragen. Entsprechend der von uns zugrunde gelegten
Statistik nehmen wir an, dafl die maximale Besetzungszahl einer
Zelle gleich d sei. Zu einem bestimmten Z, gehort daher wegen

;‘ Z(s) (1)

die Anzahl der Komp]exmnen
Zk!

zMzZPy .z

mhte der Deutschen Chemischen Gesellschaft, Jahrgang 75,

Heft 12, S.1988 ex 1942: Die Quantenstatistik und das Problem des Heliums IT
von A, Sommerfeld.

Daher ergibt sich als gesamte Zahl der
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Komplexionen das Produkt aller dieser Ausdriicke iiber alle j
Zy!

W zorzo  Z@r @)

Unter der Annahme, dafl nicht allein die Z,, sondern auch

die Z{ groBe Zahlen sind, erhalten wir mit Hilfe der Stirling’schen
Formel:

W=

d
H=—InW= Z Z Z91n Z& + const. (3)
(R)s=0

Um nun den wahrscheinlichsten Zustand zu ermitteln,
bilden wir das Minimum des Ausdruckes (3) unter Beruck
sichtigung der Nebenbedingung (1) und der weiteren Neben-
bedingungen:

V sZ) = N (Gesamtzahl der Teilchen) (4)
(R) s= 0
und
Z Z er 5 Zi) = E (Gesamtenergie), (5)

(B (3)
welche ausdriicken, dal die Gesamtzahl der Teilsysteme und die
Gesamtenergie vorgegeben sind. Wir erhalten dann nach dem
Lagrange’schen Verfahren durch Variationsbildung:
Z;(f) = Cpets—tssp = (Cye*ks, (6)
wobei ap = — ) —per gesetzt wurde.
Hierin sind A, p und C, willkiirliche Konstanten. Dieser
Ausdruck gibt die Anzahl der Zellen an, welche die Besetzungs-
zahl s tragen und zur Energie ¢ gehoren. Die im Mittel auf

eine Zelle des k-ten Bereiches mit der Energie ¢, entfallende
Besetzungszahl n, betrigt dann:

SsZP  Tse*
(s) — .
Zy Tesks ’
so erhilt man nach einfacher Umformung und Umbenennung:
derk @+ (d4-1) e @+ 1D e
TS T R @F D 1) (e —1)

:{ 1 d+1 } (7)

erru_—1  ed+NH@te 1

ny = setzt man hierauf die Summen ein,

=n(u)=
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und
derr@+ 2 —(d+1)e*r @+ 1) 4 e

]Vk :Zk (e“k (d+1)___1) (Cak_i) ]

(74)

ek
ET
die erforderliche Verteilungsfunktion in einer Form, wie sie
G. Gentile? angegeben hat. Sie geht im Grenzfall d = 1 in die
Fermi’sche, im Falle d = oo in die Bose’sche Verteilungsfunktion
iber. Auflerdem hat sie, wie Sommerfeld (l. ¢.) in tbersicht-
licher Weise zeigt, an der Stelle u = —a keine Singularitit
wie die Bose’sche Funktion, sondern ist eine ganze transzendente
Funktion.

wobei p, = %, A= o und © gesetzt wurde. Dies ist nun

2

Bezeichnen wir mit E die gesamte Energie eines Partikels
(inklusive Ruheenergie), so gilt bekanntlich nach der speziellen
Relativitatstheorie:

mc? . ) T . .
E= —"— mit = Nimmt man hiezu noch die Be-

1—p2
2 92
ziehung pE= ___1m_

e fir das Impulsquadrat, so ergibt eine
kleine Umformung folgende Relation zwischen Geschwindigkeits-
und Impulsquadrat:

, pr _ 1 .. . : )
1 +n12 Pl hiedurch erhélt man einfach:

2

Ezﬂ__zmcvu
Vi—g

Das Phasenvolumen, welches einem Raumvolumen V entspricht,

ergibt sich fiir das Energieintervall von 0 bis E zu:

P 8
m2c? ®)

E
b = |dxdydedp,dpydp, =V f dvp;daseinem Energieintervall E,
0
E + dE entsprechende Differential des Phasenvolumens ist daher:
E + dE .

dd = Vfdvp. Diesen Wert kann man nun bequem ermitteln,
E

indem man die Komponenten selbst wieder als kartesische Ko-

2 Nuove Cimento, 17, 493, 1940; Ric. Scientifiche, 12, 341, 1941; Rend.
Seminar. Mat. e. Fisico di Milano, 15, 1, 1941.
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ordinaten auffaft, welche an der unteren Grenze der Glelchung

E? FE2— m2ct
P = pxtpi+pi= P m2e2 = _CT"ﬁ geniigen; dies ist aber
die Gleichung einer Kugel vom Radius:
E%—m3ct .
r2=T und analog an der oberen Grenze eine Kuge]

vom Radius r+4dr. Man erhidlt dann

1O =Vhzrdr=Viz -
c

11,

(E2—m2c') EdE=

l

= V—(sz—|—2mc2 ) (mcz—|~s)de, wobei wir E—mc?=¢ gesetzt

haben Die Anzahl der Zusténde in ¢, e+ d= ist daher:
d C (g) by

Z(s)de ~de de —V( PE s(e24+2mce®e) i (e - mc?) de. (9)
Die Anzahl der Zellen der GriBe %% ergibt sich analog zu:
1 hr o Am 21 2 mele)h

C'(.)-—F‘[/Tla———.gh‘,ics-V(v +.47nc 8) 2, (10)

Wir wollen nunmehr zur Vereinfachung die beiden Grenz-
falle nichtrelativistischer und relativistischer Fall behandeln:
Im ersten Grenzfall wird die mittlere Energie des Teilchens im
Vergleiche zur Ruheenergie vernachlissigt, so dal

2z (2m)he'r . . C .
Zn.r(e)de:-dee gilt, wogegen im relativistischen

h3
2
Falle umgekehrtm als klein angesehen wird, so dal}
€
Zr (e)de= V4—ﬂ:-:2ds zu setzen ist. Wir wollen nun, wie D. S.
(ch)?

Kothari und B. N. Singh3, der Einfachheit wegen beide Fille
zusammen behandeln, indem wir fir

Cr v 2T (o oder
¢ 4
T . .
G = (ch)? setzen; dann ist
Zn. r (8) =V, r 51":,
Z, (s)=VC,e®also: Z(e)=V.C.e5, (11)

3 D. 8. Kothari und B. N. Singh, Proc. Roy. Soc. London, Vol., 178
(1941), S. 135. Wir schlieBen uns der sehr zweckmiafBigen Bezeichnungsweise
dieser Autoren an.
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wobel s=% und C'= C, , im nichtrelativistischen Falle,

s=3 und C = C, im relativistischen Falle zu setzen ist.
Schreibt man ferner die Verteilungsfunktion in der Form:

. 1 d4+1 .
N(e)=Z(e) T = {\d¥1 @row an, mit e—*=4, so
T
erhilt man fir die Gesamtzahl der Teilchen:
N=VC wc—iz I 1 o e '1 12
B A EX e

€

und bei Transformation der Variabeln: u == e

oo 1 . d+1
NZVC(kT)S[uS—’ldu 1 1 pldctu__q (12 a)

‘0 Zeu—i a1
A hingt mit der freien Energie nach Gibbs durch die Relation
G = ENT InA zusammen; hiebei ist A vonh der Energie unab-
héngig. Wir setzen nun

1 “n T d+1
= [ pgs —
Ao= T (S)u({ ustdu {%e“ 1 (%)d+1e(d+1u)_1 }
. N
T VC (kT3 I (s)

Die nun durchgefiihrte Behandlung der Integrale wird mittels
Reihenentwicklung vorgenommen. Es wére natiirlich auch auf
andere Arten mdoglich, die Abhidngigkeiten herzuleiten, so z. B.
nach dem Vorgange von Gentile mittels Rekursionsformel zur
Ermittlung der Integrale unter Annahme eines richtigen Approxi-
mationsgesichtspunktes (1. ¢. Nuovo Cimento) oder aber durch
eine geeignete Umformung, um das elegante Fowler’'sche Ver-
fahren (Sattelpunktsmethode) zur Anwendung bringen zu kénnen.
Wir wollen jedoch zeigen, daf es auch mit der Reihenentwicklung
méglich ist, eine einfache Ableitung der charakteristischen Eigen-
schaften in ausreichender Néaherung zu erhalten. Das zweite
Integral in der Klammer konnen wir nun wegen 4 =<1 (nicht

(13)
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entartet und Grenzfall) und grofie d (im allgemeinen gleich N
gesetzt) vereinfachen, indem wir

t 1 —a__d+1—dA —_—
Ad+1 4 1+(A_1)} = A setzen. Fiir =1

stimmt dies exakt, wie man leicht nachpriift. Hiedurch erhalt,

o, usldu
. o . . Aw
man, wenn gleichzeitig, wie iiblich T )f = y o

gesetzt wird, unter Verwendung der Transformatlon (d+1) U=y
©o ps—1 do

An 1 1 o
= — . 1\d+1
Ao ns T (s) (d—{-l)s—if(z) ev—1
0
entwickelt man nun nach dem Binomialsatz, so ergibt sich:

o o
o \4n A, (‘He__”)" _
Ao—' F_—l‘(S)(d—l-l)sl;v e dy Z P, A" =

=1 n=0

&S A d_l_e—’l’ n _ s
221 ns I'(s) (d+1)82 f( d+-1 ) e do; (14)

wobei Integration und Summation vertauscht wurde. Fithrt man
die Integration gliedweise durch und verallgemeinert das Bildungs-
gesetz, so erhillt man

1

= 09‘ n 1 ' r n—l

n=1{
1 Diese Formel lé&Bt sich nun- leicht, mittels der bekannten Beziehung

aus der Theorie der Gammafunktionen: X = Lf é¢—trtl—1dr summieren
72 (2)
und in folgende Integraldarstellung verwandeln:

- )
. : §—1 s—1 . .
gy = 2 velde 1 7l Ty aus disder 128t
) es—A4  (@+1ys=t ) ef(d+1— A7) — 4]

L(s)
sich fur groBe d- und kisine (A—1)-Werte ebeénfalls einé Ausgangsformel zur
Diskugsion gewinsen:.
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Fir A = 1 erhalten wir als obere Grenze (direkt aus (12 a))

co ©o A

' ’ d us—td
N#* = VC(kT)s [f 6u_Tu—(d+1)fng—_u1 -
. O 0

., . Ot (d+1) ps—1 dp .
=VC(kT) 1(5){ i ()f(d-i—i) e —Ty | =

1
C(d+n)t
wobei wie iiblich ¢(s) die Riemann’sche Zetafunktion bezeiclinen
soll. Setzt man in unsere Nédherungsformel (14a) A =1, so

stimmen die beiden Ausdriicke fiir 4, sogar exakt iiberein. Dies
kann leicht gezeigt werden: durch Vergleich sieht man, daB

:VC(kT)Sl‘(s)t_(s)[i } VC(kTy T Ay.. (14b)

(=) n—1
1 n—
t(s) = 21 (_d—}—i)" Z ™ ( ‘) - gelten muB, wobei ¢ (s) =

co
Z 1y ist. Wir bezeichnen die rechte Seite fiir den Augenblick
— ns

[= ]
nmit F (d). Dann ist F (o Z - ={(s). Bildet man nunmehr

§|.A

F'(d) zu

(>} n—1
Z @ Z a7 =

n—1
+ Z d+1)n Z rdr—1 (n-—i) (n =—'I+117

so kann man durch Substitution von r— r'—1 in I und n—1-n’
in II zeigen, daB I=II ist, wodurch F’ (d) = O folgt. Daraus
ergibt sich: F (d) = const. = F (0) = ¢ (s), was zu beweisen war.

Die minimale Temperatur (Entartungstemperatur) Ty ergibt
sich zu:




] . N 1/s
0= 77 ! °

Ferner ist die Zahl der Teilchen in der kondensierten Phase
gleich:
T\s
()]
T(i ‘ !

(16)

also formal mit der Formel beim Bose-Einstein-Gas iiberein-
stimmend. Wir kénnen nun zwischen zwei verschiedenen Fillen
unterscheiden:

1. Nicht entartet: (A0<,:1-0).

T
No=N—t+=n|, ‘W' T @rn=ili=n
_ N

1
3 « N fa) — ~s—1 ~1_ ¢ -
Verteilungsgesetz: N (z) = VC = {;f o BT
d+1
1d+1 =
—A_e(d+l) RT __ 14
2. Entarteter Fall: 4, > 4, (A =1).
/ s
Verteilungsgesetz: ¢ = 0; Ny = N[i ——(%) }’
0

e kT —1

J 1
Verteilungsgesetz: ¢ &= 0; N () = VC= 3—1] —

d+1

e @+DRT 1 (-

Man kann nun leicht aus dem Verteilungsgesetz die thermo-
dynamischen Eigenschaften ableiten. Zu diesem Zwecke be-
notigen wir die Reihenumkehrung von A4,. Fir 4 <1 galt die
Formel (14 a). Wir setzen nunmehr an:

A=a Ay — a, A} — a; A} — a, Ab — und bekommen die
Koeffizienten zu:
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1
_ |t e |
w= 7 el g
(d+1)°
2 d 1
{1 i+ 5 g Phaets
_ - 4 - .
aa— =20l | s —gymert) T4 (@+nsve ]
1 2
_ ’[1 a4 dry
S & T A VEECH B R SR A
1 1
_(d+1)s+1 +$+a 28 (d+1)s+1] | (d+1)s+2 +
d 1
¢ 1)1 1 Bt
T T g T e | T | s T T g e
1
2avg) oL
(d+1)s+1 91 | @& = usw.,

welche im Grenzfalle d - (Bose, Einsteinfall) in die bereits
bekannten Werte:

1 1 2 1 5 5
a=1; a TR R TR R a4=$—§+§

von Kothari-Singh (l.c.) iibergehen. Wir bilden nun den spéter
gebrauchten Differentialquotienten:

dA 1 A
mzZnAn—i[sﬁznAn[s]’ (7

n=1

wobei wir mit [s] den eckigen Klammerausdruck in (14a)
bezeichnen wollen. (Diese Abkiirzung wird sich spidter als sehr
praktisch erweisen.)

Ferner gilt:
(aAo) ___fé.@ée) — 4o,
aT/v T '\aVir— V’

Sitzungsberichte d. mathem.-nacurw. K1, Abt. Ila, 152. Bd., 6. bis 10. Heft. 10




4 (8)
TS ndAr—I[s]’
n=1
Wir bezeichnen nach F. London! die Werte, welche 4 =1,

baw. 4, =1(s) 1 -

— W) — O entsprechen, mit dem Index -1,
daher gilt:

(':zii)H: C(s~1)1—EnAs’
TO<BA) _ (8A) —C(s)+FSAs
+1 +1

s BV/+t t(s—1)—ZnA,’

(19)

oT

wenn man einfach fir — [s] 4 —s As setat. Hiebei geht A

fiir d— co gegen Null, so daB wieder Ubereinstimmung mit Bose
vorhanden ist. Analog findet man auch:

dz A _In(1—n)[s]
(ﬂ?>+a__(>:;z[s])3 ’ (20)

was fiir d— oo in
(F4) _te—h—tle—d
1

ds 43 Ce—1r (209
und
,(2A) 1 s41
o (W)H =stls) [(d+ 1)3—1] {Zn[s] +
1
i sg(s) [1——(1+d)s_'}2’l[3]_ 21)
(Enls])®

?

1 )
el —ara] W[s]}

(En[s]?
welcher Ausdruck fiir d— oo in den bekannten Bose’schen

1 F. London, Phys. Rev. 54, 947, 1938.
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2'32A I S+1 SC(S)C(S—CI)
TO<B—T‘2‘)+ —SC(S) T— 1)—|— A
_sEore—2) (21a)
[E(s—1]°

iibergeht.
Letzterer ist, wie Kothari und Singh anfithren, im Falle

s=2 gleich — 2,441 und fir s — 3 dagegen — co.

3.

Wir wollen nunmehr die Energie £ und den Druck p be-
rechnen,

E=[eN(s)de. (22)

Wir fiihren wie frither eine dimensionslose GroBe B, ein durch
B,= £ —_E 4

" TG0 CV (KT)s+T  NskT 20 (23)

)
E=fVC(kT)s+l wedul— 1 d+1 L=

1%(3“—1_(?14)(1“ d+1)u J
— VC(kT)+!T (s41) 42, (24)

wobei A, aus unserem A, hervorgeht, indem an Stelle von s, s+ 1
gesetzt wird. Im Grenzfalle A =1 ist

* = * 1
A= Ai=te+0) [t —grp] (25)
Man sieht nun, daf
E .
Bo=7 (s +1) CV (kT)s+1 = 4o (26)
gilt und
e n—1
: 1
\" 4gn ;\1 r(ry & U
LA ns+1 (d+1)s+n Ld " )(n—1)5+1}
n=1 r=o
. =prdot+p As+ps Ai ..., (27)
wobei
1
a af[d+2s+1]

?

a;
p1=0b,— (d+1)s+1ap2 —b, + 1) - (d+1)s+2
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1
20y @[ -+ g 3 |+ 2s+3s+1]
—bet et e T4 @y
2 3
usw. und b, = a,; by = a,— 25“’ da+a1a2 3;1+,1b

a; a, aj

23+1+ s + 33 4s+1’

=a4

usw. gilt.

Im mchtentarteten Falle erhalt man (4 <<1) fiir By<<¢ (s4-1).

-[1 (d+1) ] schlieBlich:
E B,
]\78;6_T_A =pi+pAotps A+ p Al—. .. (28)
Im entarteten Grenzfalle (A=1) By =¢(s+1) {1_(d_‘1_—1)s}
dagegen:
E__VC(kT)*+'T 1By B, _skT, [ 1 ]
N - N kT 0 AO ( +1) _(d‘f—iF .

(29)

Letzterer Ausdruck stellt die Energie pro Teilchen dar. Die

Grofle N—N, gibt die Anzahl von Teilchen an, welche nicht der

kondensierten Phase angehoren; die Energie, welche auf ein
solches Teilchen entfillt, ist nun

S
e — =
E_ =SkTC(s+1) { (d+1)s1 (30)
N—N, &(s) [1_ 1 _]
@+
Im Grenzfall d— oo ergibt sich daraus wieder zwanglos:
3
E_ kT s sgG+D ir s — -
e oo _ gy cc(s)_z{o,wow fir 5= 3 50,
0 2,701 kT fir s= 3

in Ubereinstimmung mit Kothari und Singh. Nun ist der Druck
gegeben durch die Formel:

E
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Im nichtentarteten Falle ergibt sich daraus (A<1) mit (28)
E 9
pr="F=nkT[p+pActp Ai+pdi+ .1, (32)

wobei n:ﬂ die Teilchenzahl pro Volumen 1 darstellt. Im

4
Entartungsfalle erhélt man (4 =1)
_E__ SHB —CT i [_ 1 }
p_——W—F(s)C(kT) HB,=CT(s)(kT)s+1¢(s+1) (1 CEEY,
(32a)

Wir sehen, da p_ vom Volumen unabhéngig ist, im Gegensatz
zu p4+, was mit dem Ergebnis bei F. London (l. ¢.) iiberein-
stimmt. Nun sollen die Ausdriicke fiir die verschiedenen spezi-
fischen Wirmen berechnet werden. Indem man (23) differenziert
und (18) beniitzt, erhdlt man fiir die spezifische Wirme bei
konstantem Volumen C, im nichtentarteten Falle:

C,= (E) — Nsk i(Tﬂ) - Nsk%—}— NskTi(ﬁ) :

oT aT\" 4, o7 \4,
Co synBy s*ZnAr—i[s+1] }
v — h
Vi A, SnA=1[s] daher fir A<1

Cot S+ Bo s? n—1

Nk~ 4, Taa—tmorArT s+ (39)

wobei wieder zur Vereinfachung [s-+1] fiir [s] mit s — s-+1 gesetzt
wurde. Wir miissen noch —2= als Reihe in A, darstellen; da By

NK A,
schon als solche bestimmt wurde (siehe (28)), brauchen wir nur
den Quotienten im zweiten Gliede umrechnen. Fassen wir dann
alle Potenzen in A4, zusammen, so erhalten wir nach elementarer
Rechnung:

Co
SN;:(3+1)P1—3no+n1Ao+nzAg+---7 (34)
wobei wir gesetzt haben:
1
1 A
a (d+1)s+1
n=>b (d+1l)s+l o= . 1 ,nl——bz(s—f-i)-{—
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(a4 51)
n a(s+1) ai(s+1) 2s+1 2m, s a,

(d+1)ys+1 (d+1)s+2 —1_ d—:i) ’
1 1
1 1 1 ICES R
ml:23+1_(d+1)s+2<d+2s+1>“ L -
(d+ 1)
1 d+ %\, _2saymy
e S L
(d41)°
sm ) 1 1 1 2d
_1—21““’”2=3{3s+1_(d+1)s'+“3(3s+1+2s+1+d2>}‘
@1y
31 1 (1 2d d2)}[1_(d+_11)s+1}_
- {rm gtat [1__(d 11) ]
_,_ s
4 1 1 1 ] 1
-—1— 1 [23+1_(d+1)s+2(d+2s+1> |i23
(1)
1 1
1 o1 C(d1)s T
_(ﬂi)sﬁ(dTﬁ)]Jr[*{i_ i 11) ]2
@+1y
1 1 1\1? . . e
. [gg_u—_}_w (‘H’f;)] ..., d — oo liefert hieraus richtig:
Cos
S]sz1+(S——1)b2AO+(2S_1)b3Ag+ (34(1)
+@Bs—1)b A5+
, : 1 .
Im Falle 4 =1, also A, =¢(s) <1—(7_i—_--1)—s—:i>, reduziert

sich unsere Formel (33) auf
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@z
Corr _s(s+1)C(s+1) T (d+1)s

we - [1_(d+11)3-1]
Z{%_(T+1)s+nzd (» 1)(n SH} (35)
— g2 n=

=2

N1
Z{{ns—l (d+1)s-.—n 1s

n=

mit dem Spezialfall d — oo zu:

Coyr__s(s+1)C(s+1) £(s)
NE — t(s) S i—1y (39)
Im Entartungsfalle <A0<C(s) (1——(—02_}_11—)5_1 )) mit A=1 erhilt
man wegen (29)
Co— s(5+1)s+y 1
Nk A, (1_(d+1)8> (36)
. 1
und fir den Grenzpunkt selbst (A.,:C(_S) (1_W))
gt ]
cu_l_s(s+1)c<s+1).[ GRS
NET O P
R
Die Unstetigkeit der spezifischen Wirme an dieser Stelle ist daher
Co_ 1—C17+1 [C (S)_znAs+1] (37)
Nk S ls—D) —SnA,J

Fir s—1 <1 wird ¢(s—1) = co und diese Unstetigkeit ver-
schwindet! Im nichtrelativistischen Falle ist daher: (s = 3/,)

1
Co-1—Cui1=0, (38)
im relativistischen Falle s = 3 hingegen:

Cr—l— v+1 [C( )-—ETLA4]
Nk - (@) —Tnal (384)
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welcher Wert fiir d - oo in 9%‘;’; = 6,576 in Ubereinstimmung
mit Kothari-Singh iibergeht.

Fiir die Ableitung der spezifischen Warme nach der Tempe.
ratur erhalten wir ferner

Co-+ 1
T(ﬂ_fﬂ) _ s+ L) |t—a@zy) _
N AT t(s) [1__ 1 }
@+ Iy
D[ —Sndu] |
T t(s—1)—XnAs
1 4
S Ie——2ntaei [¢0) (1— g )|
+ =) —ZnAJ -
(£ () 0 Auyl 1€ (s—2)— S n* A€ () (1 — e
— 3 _ (d41)s- (39)
[Q(S_i)_ZnAs]a
[n=1]
mit dem Wert fir d — oo
d(Cv+)
., NE (D) D) |, sl
¢ T"( dT‘>+1=S”S+” () =D e
ST (s—2)
T TIEE—DF (390
und
Cy— 1
A\ —— ss+ D) C(s+ D) | l— 717
7, (dz\;/b) _ [1 (d-|—1)] “0)

- ¢ (s) [1—W]

mit dem Grenzwert d — co
2,888 fiir s =3/,
32,41 firs=3 (. (404a)

Cv—
T d< Nk) _ st(s+1)¢(s+1)
°dT |- 2(s)
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Aus der bekannten thermodynamischen Beziehung:

Cp—C,,=T(:—£> <g—;> folgt nun, da im entarteten Falle der
Druck vom Volflme.npunabhéngig ist, wie wir bereits in (32 a)
gesehen haben, dafl Cp unendlich wird. Im nichtentarteten Falle
ergibt sich fir den Kompressibilitdtskoeffizienten:

k+___V<Bp) s )(kT)S+1CA(,EnAn_1[S+1]

oV SnAn1[s]
_ NET SnAr—'[s+1]
TV SnrAri[s] (41)
_ 2
e PALL Ao+< 2’"1“‘27“""2>A3+ (41 a)
1 | 1
[ Ty *{i+ay
und fiir d— oo
NkT{i 2, Ay—3by 43— ...} (41 b)
Fir den Grenzfall 4, =1 (s) (1—#%‘4:1)
° @+1- !
_NET [t()—InAsd |
B =9 —D—=znad’ (42)
und fiir d— oo
0 fiir s=3/,
NET ¢(s)
fo =" 42
TV —0) Mom firs—3, (29

Das Verhiltnis der beiden spezifischen Wirmen %z—,%
v

erhalten wir analog fiir den nichtentarteten Fall:

1
s+1B, EnA~1[s]  s41 [1_(1—]—d)3] +
T Ty A SnA[s+1] s pl[i_ 1_]
(d+1)—1
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1 1
— |
+ 4, Pzwi—i)’i‘}‘zpl—mla_i— =+
el s
1
+ A3 p3#i+2[)2nt,———ﬂr—+
e R

2 a, o 1
+pl<_imll——{—a1mz)1—-) + AN (.. )+

(1)~ (d+1)y~"
(43)
und fir den Grenzfall A =1 bzw. A,— <1 1—)
nd fir den Grenzfa =1 bzw. 4,=¢(s) TR
1
Cls+D) |1 — 5 | [L—1)—EnA]
7'+1=S;H [ (d¥1) } " 430

£ (s) {Pﬁ:] [2(5)—E n Asii]

Hiezu im Falle der Bose-Statistik:

=S+1 C(s+1)¢(s—1) __ ] fﬁrs:a/z}. (43[))
s [C(s)P? 1,645, fiir s = 3

%41

Wir wenden uns nunmehr den anderen thermodynamischen
Funktionen zu: das sind die freie Energie nach Gibbs (G), nach
Helmholtz (F), ferner Entropie (S) und Enthalpie (H). Diese
sind durch die Gleichungen G = H — ST und F = E — ST mit-
einander verkniipft. Wie bereits erwihnt wurde, 1aBt sich G
durch den Entartungsparameter A ausdriicken. (G = kNT InA.)
Daher verschwindet G im Falle der Entartung A =1. Am
Schlusse unserer Ausfithrungen wollen wir diese Funktionen fiir
die verschiedenen Fille zusammenstellen:
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0 o o (F)NET N S
G_—O,H_—S_T——Ao- ¢(s+1) <1 (d+1)5>’
1

(0 64+ (1= 150 Nk To

S—1T0=H—1: (1 1 > )
L (s) T+t
G0 A —p, Indg L2, A S pg A2 {
NET =pr Indy+2p, 0—}—7}73 o T (44)
F.
— DA AN = (]nAD—1)+p2AO+%A§—|—...

—Z;A"As, i =PI Aot pusH)+ (s—1) pp Aot
2s—1
+( 32 )P3A(2, +(§AnAg

und fiir d — co daraus:

o3
S_1 L (s+1) Cis+1)_ f1,284 f1"1r s = /2];
NEk t(s) 3,602 fir s =3 |
Gy >
NkT—lnA In Ag—2b, Ay—3/, b3 AZ—
Fy by 2 .
W 1+IDA bo 7140—..., (440)
S : 2s—1
Te=—n Ao+(s+1)~(s—1)bng—‘ b, 43—
Hiebei wurde von folgenden Ubergingen Gebrauch gemacht:

vylﬂblzalzl; pz—"—bz; pg—)'—bg; ...fﬁ!‘ d—>OO.

4. Die Schwankungsgriéfien der intermedidren Statistik.

Die Theorie der Schwankungserscheinungen wurde bereits
durch R. Fiirth! auf Probleme der neueren Quantenstatistik
angewandt. In der erwihnten Arbeit wird die Aufgabe behandelt,
die GroBe der zeitlichen und rdumlichen Schwankungen von

1 R. Fiirth, Zs. f. Phys.,, Bd. 48, S. 323, 1928.
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makroskopischen Zustandsgréfen eines idealen Gases zu ermitteln,
Es wird darauf hingewiesen, dal zwei Wege zur Losung dieses
Problems beschritten werden koénnen: Erstens nach der Methode
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, zweitens unter Zuhilfenahme
der klassischen statistischen Mechanik. Bekanntlich versagen
aber die klassischen Beziehungen bei tiefen Temperaturen immer
mehr, wenn man sich dem absoluten Nullpunkt nahert, es tritt.
jene Erscheinung auf, welche allgemein als Entartung bezeichnet
wird. Die Annahmen, welche bis jetzt tiber das Entstehen dieser
Entartung gemacht wurden, beruhen einesteils auf der Ent-
artungstheorie von Bose-Einstein, andernteils auf der von
Fermi-Dirac; die mit diesen beiden Theorien verkniipften
Statistiken wurden von R. Fiirth (1. ¢.) als Grundlage zur Be-
rechnung der SchwankungsgréBen verwandt. Im folgenden soll
ein Beitrag zur Schwankungstheorie insofern gegeben werden,
als wir die Grundgedanken der intermediéren Statistik zur Be-
rechnung der Schwankungsgrofien heranziehen wollen. Die so
erhaltenen Formeln lassen sich dann durch Grenziibergang auf
die Fiirth’schen Formeln zur Bose-Einstein- und Fermi-
Dirac-Theorie vereinfachen. Auch bei dieser ,,Zwischenstatistik*
wird, von rein korpuskularem Standpunkt aus betrachtet, von
der klassischen Annahme der gegenseitigen Unabhiéngigkeit der
Teilsysteme abgegangen und eine statistische Beeinflussung zu-
grunde gelegt.

Grenzen wir ein Volumen im Raume ab und sei w, die
Wahrscheinlichkeit, eine Partikel in diesem Volumen anzutreffen,
w, = 1 —w;, die dazugehoérige Gegenwahrscheinlichkeit, so gilt
bekanntlich nach Newton fiir die Wahrscheinlichkeit, n Teilchen
im Volumen anzutreffen: w(n) = (Y)w}wl—; hiebei be-
deutet NV die Gesamtzahl der Teilchen und es gilt Zw(n) =1

(n)
als Wahrscheinlichkeitsdefinition. In unserem Falle muf man
nun, wie bei allen Quantenstatistiken, wegen der Ununterscheid-
barkeit der Teilchen, die Komplexionszahl (¥) weglassen; (dies
ist die Grundannahme aller Entartungstheorien), auBerdem
miissen wir beriicksichtigen, daB hochstens d-Teilchen im Volumen
angetroffen werden konnen. Daher gilt:

w (0) = wy
undw(d+1)=w(d+2)=...=w(N)=0!

w(l) =w w1
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d
w(2) = w2 w2 V w(n)=1.
n=>0

w (d) = wd wN—d,

Der gewohnliche Mittelwert der im gegebenen Volumen vor-
handenen Teilchen ergibt sich nun zu:

d
> niw (n)

_ d L nj=s - und
ni=Nnw (n) =% nwrn)=———-un
=0 n=0 > w (m)
n;=0

analog fiir den quadratischen Mittelwert:

_ Tniw(n .
ni= Zniw(n) . Setzen wir nunmehr aus der Newton’schen Formel
w(ni)
ein, kiirzen durch wl), und setzt man ferner fiir w—'lz o. ein, 80
2
erhilt man (wenn man gleichzeitig einfacherweise den Index ¢

weglafit)

4 (it

*do\ a1 23T (d+1) o 45

T W | =T a1 (45)

a—1

und

Yy = r;',z(ov.—l){d(d—{—i)otd—1 2(d+1)o0d | 2(adtt—1IN

n2=n- po s p— popmy — (—1)2 (1) }_
— e (n %y (d— 20 )t 242 (46)
=nt( +a.——1 oa—1" " (a—1)%

Im Falle der Bose-Statistik gehen die beiden Gleichungen

iiber in (d—o0) n =1id und
522%1:_';—;); wihrend im Falle der Fermi-

Statistik d - oo
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- o _ o .
n =—— und n?=-—— =n 1st.

a1 a+1

Wir kénnen nun auch das mittlere relative Schwankungs_
quadrat bilden, welches durch

5%’:’1;;”{ definiert ist. Da das Gleichgewicht eines Systems

1

nur ein statistisches ist, sind die Zahlen n; zeitlich variabel, sie:
schwanken um die Mittelwerte 7;; es wird daher die Streuung des.
Verteilungsgesetzes am besten durch die Schwankungsgrofie 3%
definiert. Man erhédlt hienach:

1 1 a?(n—1) fd(d+1) a1, (d+1)od
62_7‘1-—1_'_? gd+l—1 { a—1 2 (z—1)2 +

2 (a0+1—1)

T—T} (47

Diese Formel geht ebenfalls im Falle der Bose-Statistik
d— oo in die bereits bekannte

52:%21—’_};_n:1+% iiber und im Falle der Fermi’schen

Statistik d— 1 in

e

o.

=

=11

Nun wollen wir die Dichteschwankungen berechnen; denkt.
man sich ndmlich aus dem Gesamtsystem ein kleines Volumen
herausgenommen, und betrachtet die Anzahl der darin ent-
haltenen Teilchen unabhingig von ihrer Energie, so bleibt diese
Zahl infolge der Wirmebewegung nicht konstant, sondern wird
um einen Mittelwert » Schwankungen ausfiithren. Fir diese
erhalt man

=2 1 =2 =9
% = — Z i i (48)

ﬁ2

Die Ableitung dieser Relation wird als bekannt vorausgesetzt.
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Setzt man darin aus (45) (46) ein, so ergibt sich
5 — d—1
B = 1)\ Wobel)\—i———Z[ A G 1){d(d+1)al _

gdt1—1 a;i—1
(d+1) 28 (24F1—1)
—2 (01_1)2 +2 (dl—'l)a }]_
- 1__‘> [i—f (2)]- (49)

Im Falle der Bose’schen Statistik ergibt sich richtig daraus:

‘-Jn’[

fir d»oo A=1+

Im Falle der Fermi-Statistik d =1 hingegen erhilt man
ebenfalls tibereinstimmend mit den direkten Rechnungen:

=9
S ni

A=1—

Die GroBe A wird als Entartungsfaktor bezeichnet und ist
fir ein nicht entartetes System gleich 1. Diesen Entartungs-
faktor wollen wir fiir die intermediire Statistik berechnen, auch
fir den Fall, dal das Verteilungsgesetz bekannt ist. Bisher haben
wir nur von der Festsetzung Gebrauch gemacht, dal hochstens
d-Teilchen in einer Zelle sein kénnen. Nunmehr wollen wir unsere
Verteilungsfunktion in der Form

7 S Ca 0} (50)

3
CerT —1 Cd+le(d+1)hT 1

heranziehen. Als Nebenbedingung wird X7;=7n genommen.
Fir ein ideales einatomiges Gas gilt bekanntlich folgende Be-
ziehung fiir die Energieniveaus:

h2 (47: v>—’/a 2

2m\ 3 (51)

gi =

die von der Art der Statistik unabhingig ist. Wir miissen nun
aus (50) und (51) in die Gleichung fiir A einsetzen. Beschrinken
wir uns auf schwache Entartung, so kénnen wir bekanntlich
die Summen durch Integrale ersetzen und wir erhalten, wenn
wir noch die GréBe
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h? n
Y=lamk Ty v (52)
einfiihren,
__ 7 z n _ n
"= PhCy tgce y  CHLdt1)hy 2 8C2HD (d4-1)hy”
(53)
Hieraus kann man angenéhert % berechnen und erhélt:
1 2
= M)
sy g
— 2 Ph||— 1
+ ya{z[d TR | e e vt
8 (N
51— . 54
+(d+1)‘/zd(1 d)f+ (54)

Ferner ergibt sich
_ (1 itz )} AL 1
2. 7)1 4,2 - s y:+ ... (55
T ”{8 [8y+2 y(d(d—l—fl)'/z )+ sngny*+ ( (59)
Wir erhalten schlieBlich
2'h ) 1 ]
— 1 2 — —— i) |, (56

n= =y 20 (o — ) + o — e 2 ], 59)
wobei f(a;) nach (49) zur Abkiirzung gesetzt wurde.

Im Falle d =1 ergibt sich richtig:

A=1—y— ..., da f(s)=0 ist und fir d—>o0

A=1+4y..., da f (o) = 2n} ist.

Da auch die Energie £ der im abgegrenzten Teilvolumen
enthaltenen Teilchen zeitlich schwanken wird (um den Mittel-
wert E), wollen wir auch die GroBe dieser Energieschwankung
ermitteln. Es gilt

E=3Xeinm, E=en; (57)
und wir erhalten
< E\: E*—E* 1 _
= (BB 28 % Vsemear, (58)
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Es ergibt sich
3d

- San 23/2 1 2?
= . d
b= [1+ ( d (d+ 1) 2)+"' (dx1ys? } (59)
mit den belden Grenzfillen
d=1;E= 3k2Tn[,1_|_ ]und fiir d»ooE'=3k2Tn[1_%jl7

in Ubereinstimmung mit den bekannten Formeln der Gasent-
artungstheorien. Ferner
3d

U, 2
Z i = %ﬁ (kT)? <1+y{m—%}—(;—% yd) (60)
und

Detm =Lt d[tr2 F ] 6

SchlieBlich als Ergebnis

3_d
w157 2% 3) 2*
= O (g —¢) —
+%[1+...]}. (62)
Auch hier stimmt sowohl der Fall d =1 (Fermi)
5'33:1—5’—1(kT) {1—{—1} als auch der Fall Bose d— oo
4 Fe 2
< 15 n Y . . .
3% ZZE(kT)z 1—7 mit den bekannten Forineln iiberein.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KL, Abt. Ma, 152. Bd., 6. bis 10, Heft. 11
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