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In den Anwendungen der Elektrophysik trifft man oft auf
sogenannte Magnetfeldrohren (Lit. 1, 2, 3, 4), das sind Elektronen-
rohren, bei denen der Strom durch’ magnetlsche Felder gesteuert
wird. Als Kennlinie einer Rohre bezeichnet man den Verlauf der
Abhingigkeit des gesteuerten Stromes von der steuernden Grofe,
in diesem Fall vom Magnetfeld. Im Folgenden soll versucht

*) Die Anregung zur Bearbeitung dieser Probleme geht zuriick auf Auf-
gabenstellungen aus der technischen Entwicklungsarbeit der Siemens u. Halgke-

A. G.
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werden, die Gestalt dieser Kennlinie fiir den Ifall der ebenen An-
ordnung zu finden, d. h. das Elektrodensystem der Rohre bestehe
aus einer unbegrenzt gedachten, ebenen Glithkathode und einer
parallelen Anode im Abstand D. In diesem Entladungsraum wirke
ein homogenes Magnetfeld mit der Intensitit [ parallel zu den
Elektroden (Fig. 1).

Der Verlauf der Kennlinie ist beim Magnetron ein typi-
scher (Fig. 2): Bei bestimmter Anodenspannung und Heizung
nimmt der Strom zunéchst mit wachsender Intensitat des Magnet-
feldes nur wenig ab, fillt jedoch bei einer bestimmten Feldstarke,
der sogenannten kritischen Feldstirke H., mehr oder weniger
steil ab. Die qualitative Erkldrung fir dieses Verhalten ist ein-
fach: Ein Elektron, das aus der Kathode austritt, wird aus seiner

Kathode Anode
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Fig. 1. Fig. 2.

geraden Bahn um so mehr abgelenkt, je stirker das Magnetfeld ist.
Ist der Kriimmungsradius der Bahn schlieBlich kleiner als der
Elektrodenabstand (was von einem gewissen Magnetfeld an der
Fall sein wird), so kann das Elektron die Anode nicht mehr er-
reichen. Dies wiirde fiir alle austretenden Elektronen bei ein
und demselben Magnetfeld stattfinden, wenn der Austritt aus der
Kathode mit gleicher Anfangsgeschwindigkeit erfolgte. Der Strom
wiirde dann offenbar bei Erreichen dieser Magnetfeldstirke ganz
plétzlich auf Null fallen. In Wirklichkeit sind die Anfangsgeschwin-
digkeiten der Gliihelektronen statistisch verteilt, und diese Streu-
ung macht sich durch eine endliche Steilheit der Kennlinie an der
kritischen Stelle bemerkbar.

Fir eine quantitative Erklirung ist erstens diese Tatsache
zu beachten, also die statistische Verteilung der Austrittsgeschwin-
digkeiten der Elektronen, zweitens das Vorhandensein einer
Raumladung. Versucht man nun, das Problem ohne jede Ver-
einfachung ganz allgemein zu behandeln, so treten groBe Schwierig-
keiten auf. Um daher weiterzukommen, fithrt man vereinfachende
Annahmen ein. Nach dem oben Gesagten sind da zwei Moglich-



LEin  Beitrag zur Theorie ebener Magnetfeldréhren. 145

keiten naheliegend: Erstens konnte man annehmen, daB die
Elektronen aus der Kathode alle mit der Geschwindigkeit Null
oder doch wenigstens mit gleicher Geschwindigkeit austreten (also
keine statistische Verteilung); diese Annahme besitzt insofern
eine gewisse Berechtigung, als in Wirklichkeit die mittlere Aus-
trittsgeschwindigkeit der Glithelektronen, in Volt ausgedriickt,
gegeniiber den in der Rohre iiblicherweise auftretenden Potential-
differenzen sehr klein ist. Eine zweite Moglichkeit ware dadurch
gegeben, dall man zwar eine statistische Geschwindigkeitsvertei-
lung zuldBt, dafir aber den EinfluB der Raumladung vernach-
lassigt; dieser Vorgang ist gerechtfertigt, solange die Elektronen-
emission und damit die Raumladung klein bleibt.

Entsprechend den genannten Gesichtspunkten gliedert sich
die vorliegende Arbeit in drei Teile: Im ersten Teil wird die Kenn-
linie des ebenen Magnetrons mit Beriicksichtigung der Raum-
ladung und unter der Annahme gleicher Anfangsgeschwindigkeit
aller Elektronen untersucht, und zwar zuerst fir die Anfangs-
geschwindigkeit Null, dann fir eine beliebige, senkrecht zur
Kathodenoberfliche gerichtete Anfangsgeschwindigkeit. Der zweite
Teil behandelt das Magnetron mit statistischer Verteilung der
Austrittsgeschwindigkeiten bei Vernachlassigung der Raumladung.
SchlieBlich ist noch ein dritter Teil angefiigt, in dem gezeigt werden
soll, wie weit man unter allgemeineren Voraussetzungen kommen
kann. — In allen Féllen sei jedoch grundsdtzlich angenommen,
dafl die beiden Elektroden des Magnetrons unbegrenzte Ebenen
sind, daf also Randeinfliisse nicht zur Geltung kommen; ebenso
sollen Storungen, die durch ungleichméafige Emission der Ka-
thode, ungleichmiBigen Elektrodenabstand oder inhomogenes
Magnetfeld verursacht werden, von vornherein ausgeschlossen, sein.

Fir die rechnerische Behandlung unserer Probleme treffen
wir ein fiir allemal folgende Festsetzungen:

1. Verwendung des Gaufl’schen MaBsystems,

2. Verwendung eines Koordinatensystems nach Fig. 1,

3. Zghlung des Potentials von der Kathode als Nullpunkt

4. positive Zihlung der Elektronenladung (Raumladung
und Stromdichte sind dann ebenfalls positiv, die elektrische Feld-
stérke ist als +grad ¢ zu nehmen).

Zur formalen Anordnung der Arbeit sei bemerkt, daB
Zwischeniiberlegungen und Ableitungen von Formeln (soweit
nicht unmittelbar fiir das Verstindnis des Textes erforderlich)
in einen Anhang am SchluB der Arbeit verwiesen wurden, ebenso
das Literaturverzeichnis, auf das im Text mit fortlaufenden Ziffern
Bezug genommen wird. Einige Grundformeln und Grundtatsachen
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aus der Theorie der Elektronenrohren dagegen, die immer wieder
gebraucht werden und auf die in allen drei Teilen der Arbeit
zuriickgegriffen wird, sind zusammen mit der Erklirung der
wichtligsten Bezeichnungen in einem eigenen Abschnitt zusammen-
gestellt.

Bezeichnungen und allgemeine Formeln,

t. Bezeichnungen:

e Ladunpg des Elektrons
m. Masse des Elektrons
P Potential an der Stelle y
e a_®e
YTy T T dy
u..... Anodenspannung der Rohre
. T
Uy = k— Voltaquivalent der Kathodentemperatur
! T (k Boltzmann’sche Konstante)
P Raumladungsdichte
J Anodenstromdichte,
Js Sattigungsstromdichte der Kathode
Jo Langmuir’sche Stromdichte *
H magnetische Feldstirke
H,, kritische magnetische Feldstarke 2
D, Elektrodenabstand
g, Vo, W Komponenten der Elektronenaustrittsge-
schwindigkeit in der z-, y- und z-Rich-
tung '
i y-Komponente der Elektronengeschwin-
digkeit an der Stelle y (0=y=D)
ey H C
o == j;lz p (¢ Lichtgeschwindigkeit)
m 1
==,
71 {
e Basis der natiirlichen Logarithmen
X
®(2) = \3_ / e=tdt GauB’sches Fehlerintegral.

1 Sielhe 2. dieses Abschnitts.
¢ Siehe 4, dieses Abschnitts.
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2. Fir ebene Dioden ohne Magnetfeld, Anfangs-
geschwindigkeit aller Elektronen gleich Null, berechnet
sich die Anodenstromdichte J, nach der bekannten Langmuir-
schen Raumladungsformel:

€1

2—= s
; fTom U
%=lmr‘zﬁ )

Fir ihre Ableitung sei auf die Literatur verwiesen (Lit. 5).

3. Wir betrachten eine Anordnung nach Fig. 1 und wollen
fir ein Elektron, das aus der Kathode mit den Geschwindigkeits-
komponenten u,, vy, w, (in der z- bzw. y- bzw. z-Richtung) aus-
tritt, den Energiesatz fiir die y-Richtung aufstellen. Dazu gehen
wir von den Bewegungsgleichungen aus, die in vektorieller Form
lauten (; = Ortsvektor):

mE = e, €+ L[, ],

mit den Anfangsbedingungen:

£(0) =0, £(0) = (uo, v, o)-
Beachtet man, da der Vektor der elektrischen Feldstirke, &, die
y-Richtung hat, daf also € = (0, ¢/, 0) ist, und dafl der Vektor
der magnetischen Feldstirke $ = (0,0, H) ist, so folgt durch
Intregation (Anhang 1) das Ergebnis:

y2:2%¢+vg_2u01y—a2y2. (2)

Die z-Komponente der Anfangsgeschwindigkeit ist parallel zum
Magnetfeld, kommt also in (2) nicht vor. ‘

4. Kritische Feldséirke H.: Wie schon in der Einleitung
bemerkt, werden die Elektronen durch das Magnetfeld aiis ihrer
geraden Bahn abgelenkt, und zwar sind die Bahnen um so stérker
gekriimmt, je stdrker das Magnetfeld ist. Wir definieren nun ein
fiir allemal als kritische Feldstiarke H, jenen Wert von H, fiir den
ein aus der Kathode ohne Anfangsgeschwindigkeit austretendes
Elektron gerade noch die Anode erreichen kann, fiir den also die
Bahn eines solchen Elektrons die Anode gerade noch tangiert.
Setzt man daher im Energiesatz (2) uy =0, =0, y=D, ¢ =T,
=0, so erhilt man eine Bedingung fiir o und daraus

m N U :
Hc—\/.‘zel ¢ =5 (3)
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5. Will man, in der Theorie der Elektronenrohren die statisti-
sche Verteilung der Austrittsgeschwindigkeiten der Glithelektronen
heriicksichtigen, so ist es notwendig, die Anzahl der Elektronen
zu kennen, die pro Zeit- und Fliacheneinheit aus einer glithenden
Metalloberfliche (im Vakuum) austreten und deren Austritts-
geschwindigkeitskomponenten in der -, y- und z-Richtung zwischen,
up und uy -+ dug, v und v, + dvy, we und wy + dw, liegen. Wird
diese Anzahl mit d/V bezeichnet, so ergibt sich (Anhang 2) aus der
Annahme einer Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilung der
Elektronen im Metallinneren (Lit. 6):

2 9
dN = 2% ﬁ—voe'*ﬂ(“gﬂ(zﬁwﬁ) duy dvy duwy. (&Y
1 T

Der Séttigungsstrom J; 148t sich noch als Funktion der Tempe-
ratur 7 darstellen und ist auch vom Kathodenmaterial abhéngig
(Formel von Richardson und Dushman), doch ist dies fiir das
Folgende nicht erforderlich. Die Geschwindigkeitskomponenten 1,
und w, kénnen fiir ein austretendes Elektron alle Werte zwischen
+ co und — co annehmen, die Komponente v, dagegen nur Werte
zwischen 0 und oo.

I. Vernachlissigung der statistischen Verteilung der Aus-
trittsgeschwindigkeiten.

1. Anfangsgeschwindigkeit aller austretenden Elektronen
gleich Null: uy = v, = w, = 0. Unter dieser Annahme 148t sich
fir die Kennlinie ein geschlossener Ausdruck aufstellen. Wir
kommen auf folgendem Wege zum Ziel: Aus dem Energiesatz,
der Poisson’schen Gleichung und der Kontinuitdtsgleichung fiir
die elektrische Stromung erhalten wir durch Eliminieren der an-
deren Unbekannten eine (nichtlineare) Differentialgleichung fiir
das Potential, in der als Parameter die*Stromdichte J auftritt.
Es liegt also ein Eigenwertproblem vor, bei dem der Eigenwert J
noch von den gegebenen Verhiltnissen, insbesondere vom Magnet-
feld, abhéngen wird. Diese Abhéngigkeit “stellt offenbar die ge-
suchte Kennlinie dar.

Wie die Erfahrung zeigt, sind tatsdchlich Stromungszu-
stdnde méglich, bei denen sich von selbst eine bestimmte Anoden-
stromdichte einstellt, vorausgesetzt, dafl der Sittigungsstrom der
Kathode geniigend groB ist. Es gelangt also ein ganz bestimmter
Teil aller emittierten Elektronen zur Anode, die iibrigen kehren
zur Kathode zuriick. Damit dies moglich sei, muf irgendwo im
Entladungsraum die Elektronengeschwindigkeit Null werden,
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also y% = 0 gelten, sonst wiirden alle Elektronen die Anode er-
reichen; y*> muf} dort sogar seinen kleinsten Wert haben, denn wiire
es an irgendeiner Stelle negativ, so konnten iiberhaupt keine Elek-
tronen die Anode erreichen. Es gilt daher fiir eine ganz bestimmte

Stelle:

2o YT _

y: =0, dy =0. (5)
Die Existenz einer solchen Stelle, die man als virtuelle Kathode
bezeichnet (abgekiirzt: v. K.), wollen wir voraussetzen und nehmen
also die Bedingungen (5) noch zum Eigenwertproblem hinzu.

Wir schreiben nun die drei anfangs erwidhnten Beziehungen

an, wobel wir den Energiesatz (2) zu spezialisieren haben, indem
wir voraussetzungsgemifl u, =wv, =0 setzen (w, kommt in (2)
nicht vor):

e . .
y2=2 'x—0o2y? (Energiesatz)
n

I [
o' =hap (Poisson’sche Gleichung) ©)
J=py (Kontinuitatsgleichung).

Nach Gleichung (5) erhalten wir fir die v. K.:
Gl — 2y
2m v=Y
" ™
1. 9,2
m? =Y
Aus (6) ergibt sich durch Elimination von p und 7 das Eigenwert-
problem fiir ¢:
o 4 T J

Y=
oy 4292
\/2mcp o2y

mit den Randbedingungen:
¢(0)=0, ¢(D)=U,
zu denen noch die Bedingungsgleichungen (7) fiir die v. K. kommen.
Fir das Weitere ist die Einfilhrung homogener Grifien
zweckmalBig; gleichzeitig werde zur Vereinfachung des Wurzel-
ausdruckes in der Differentialgleichung (8) eine Transformation
vorgenommen. Wir setzen also:

ﬁ'l —g2y? = il
2mP »Y 2mU'f’
i H J

e = — e )\;

p-"H, ",

@)
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damit erhalten wir unter Verwendung von (1) und (3) nach kurzer
Rechnung (Anhang 3) aus (8) samt den Nebenbedingungen das
folgende Eigenwertproblem fiir das bezogene Potential f:

4 1
fl=-h —=—2n2
NI ©)
(0)=0,f1)=1—n
| Flm) =1 () = 0. |
Darin bedeutet « die Stelle der v. K. (homogen geschrieben). Fiir
die unabhéangige Verinderliche 7 gilt gem4B unserer Problemstel-
lung: 0 =<4 =1, fiir den Parameter n: 0 =<n = 1. v
, Die Differentialgleichung (9) ist vom Typus f’ = F (f),
laBt sich also elementar integrieren:
f'df = f'df' = F(f) df,
f2/2=[F(fhdf+C;
dabei ist aber f' = 0 vorausgesetzt, d. h. f ist monoton. Man hat also
notigenfalls das Thtegrationsintervall 0 =<5 =1 in &inzelne Ab-
schnitte zu zerlegen, in denen f monoton ist.

Ist f im ganzen Intervall 0 =<+ =1 monoton, so folgt zu-
néchst wegen f(q,) =0, daB 7=0 sein muB, d. h. die v. K.
fallt mit der wirklichen Kathode zusammen. Dann ist also auch
f (0) =0, und die Integration von (9) ergibt:

fo/2= g/ T2},
/= +2¢§>\\/7— nf,

f
dat
o
tT \/5)\\/t —n2t’
0
daraus wegen der Randbedingung f(1) =1 —n?:

1—mn?

1 dt
1=7 4' A
J\\/i )\ \/t__“ nz t
9
0
Wenn dagegen f im Intervallinnern ein Maximum besitzt (jedoch
kein weiteres Maximum), so folgt zunidchst wieder v = 0, also

(10)
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f (0) = 0. Bezeichnen wir die Hohe und Lage des Maximums mit
fm und 7, so hat man jetzt das Intervall in zwei Teile (0, 4,,) und
(}m, 1) zu teilen, in denen f jeweils monoton verlauft. Die Grenz-
bedingungen in (9) sind dann folgendermaflen anzusetzen:

fiir das Intervall (O, vy): fir das Intervall (7, 1):
f(0) =7 (0)=0 f Cim) = fm

f("]m) = fm I (‘f}m) =0

f (m) =0 () =1—n2

Die Integration ergibt daher

fir das Intervall (0, %m): fir das Intervall (qm,1):

A= f—2ntl, 2= a2
/

f’=+2\/§>\\/f—n2ﬁ —(Sx\/n;—znwm):

4 e a—
g)‘\/fm_nzfm:O, =_S_)\\/f_2n2]l (11)

wegen (11),

p=—2\[ i)

f f
= 1 dt S 1 dt
_7 - ) - m—__z_ -
f\/é—l\/t—n2t f\/i)\Vt—nzt
9 9
0 fm

daraus wegen f(nn) = fm bzw. wegen f(1) =1—n?

Im
1 dt
’Qm:‘z‘ A
f é—)\\/t—nzt
V9
0
fm

1—-%:% S — (13)
n\/%)\\/t-—n"’t

Siczungsberichte d. machem.-naturw. K1, Abt. ITa, 152. Bd., 6. bis 10. Hefr. 12

(12)
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Gleichung (10) liefert eine Beziehung zwischen )\ und n fiir dey
Fall, daB f kein Maximum besitzt. Fiir den Fall eines Maximums
erhidlt man eine entsprechende Beziehung, wenn man durch Ad-
dition von (12) und (13) x,, eliminiert und sich noch f, mittels (11)
durch ) ausgedriickt denkt. Nach Auswertung aller auftretenden
Integrale (Anhang 4), bei der sich auch die genauen Grenzen fiir
die Giiltigkeit ergeben, nehmen die beiden Beziehungen die Form an:

=-§~% [r—arccos (2a—1)—2\/a—a?] (l4q)
fir 0 === X 0844,
\/q
2= g %3 [w+arccos(2a—1)+2\/;_az] (14b)
fiir n= 0,844
2\ /1T— 2
mit der HilfsgroBe a=%__i

und mit 0 << arccos z = n (Hauptwert). Wie im Anhang 4 nédher
ausgefiihrt wird, erhilt man den fiir » angegebenen Wert 0,844,
der die Giiltigkeitsbereiche von (14a) und (14b) trennt, aus der
Forderung a = 1.

Die Gleichungen (14) stellen die gesuchte Kennlinie dar,
und zwar in homogenen GriéBen geschrieben, d. h. A als Strom-
dichte, bezogen auf die Stromdichte bei H =0, die ja gleich J,
ist, und n als Magnetfeldstdrke, bezogen auf die kritische Feld-
starke /1 als Einheit. Fig. 3 zeigt die nach Gleichung (14) berechnete
Kennlinie X (n).

Fiir die Steilheit der Kennlinie an der kritischen Stelle
findet man (Anhang 5):

lim dx

n—)ldn

die Kurve ) (n) fallt also bei n=1 unmittelbar auf Null ab. (Fiir
n=1 hat )\ selbst den Wert 9/4z =~ 0,716.)

Die hier gefundene Kennlinie ist schon von Braude (Lit. 7) an-
gegeben worden, allerdings in Parameterdarstellung (Elektronen-
laufzeit als Parameter) und auf etwas anderem Wege abgeleitet.
Nach den Angaben in der Braude’schen Arbeit scheinen sogar
mehrere Autoren (Lit. 8, 9, 10) diese Lisung gefunden zu haben, zum
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Teil auch fiir den Fall einer zylindrischen Elektrodenanordnung
(Lit. 11, 12); eine Einsichtnahme in diese von Braude zitierten
Arbeiten war nicht méglich.

2. Anfangsgeschwindigkeit aller austretenden Elektronen in
der y-Richtung von Null verschieden; 9,30, u, = wy = 0. Auch
in diesem Fall 148t sich fiir die Kennlinie eine — wenn auch um-
stdndlichere — implizite Darstellung angeben. Wir gehen genau
so vor wie unter 1., nur miissen wir jetzt im Energiesatz (2) beriick-

A
1,0
0'8 —_\

i
0,6 4 |

|
0/47 |
02 :

> 72

T T L] T
0 0204060810
Fig. 3.

sichtigen, daB v,3=0 ist. Es ist fiir das Folgende bequem, die Ge-
schwindigkeit ¥, durch ihr Voltidquivalent 5, auszudriicken; wir
setzen also:

muZ
o = €1%0-

Dann haben wir analog zu (6) zunéchst wieder:
a9 €1 wn) — o2 Y2
yr=2_ - (p+%0)—2"Yy
¢’ =hnp (15)
J=py.
Fir die v. K. muB3 wieder nach (5) gelten:
2%('{"!"{0) =oy?
(16)
ﬁ- w = 72 y
m P A .

Hier kann die v. K. offenbar nicht mit der wirklichen Kathode
zusammenfallen (¢ =0, y=0), da ja g +0 sein soll. Dann
folgt aber aus der zweiten Gleichung (16), dall an der Stelle der
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v. K. ¢’ positiv sein muf}, es kénnen also v. K. und Potential-
minimum nicht zusammenfallen. Wie unter 1. ergibt sich die
Differentialgleichung fir das Potential ¢ durch Elimination von
p und y:
brl
¢ = = , (17)

7 :
\/ 2 ;; (p+p0) — 22 y?

mit den Randbedingungen: ¢ (0) = 0, ¢ (D) = U, zu denen noch
die Bedingungsgleichungen (16) fiir die v. K. treten.

Wir fithren nun wieder homogene Gréfien ein und nehmen
wie frither zur Vereinfachung der Differentialgleichung (17) eine
Transformation vor; wir setzen:

22(’.&+%)—a2y2= 22 v f,

Yy H J

,D =-r“ EC g n7 JO o
dann erhalten wir aus (17) samt den Zusatzbedingungen nach
kurzer Rechnung édhnlich wie unter 1., wobei wieder (1) und (3)
zu beachten sind (Anhang 6):

A;

4 1
"= k. . —2n
ety
f(0)=0o/U, f(1) =1—n>+1/U, (18)

flg) =1 (q) =0.
nr bedeutet wieder die Stelle der v. K.; nach der oben vorgenom-
menen Transformation fallt jetzt also die v. K. mit dem Minimum
von f zusammen,.

Nach dem unter 1. Gesagten kehrt ein Teil der emittierten
Elektronen an der Stelle der v. K. um, der Rest gelangt zur Anode.
Wir haben also zu beiden Seiten der v. K. verschiedene Strom-
dichten, daher auch verschiedene Raumladungen und miissen dem-
entsprechend die formal angeschriebene Differentialgleichung (17)
bzw. (18) durch zwei Differentialgleichungen mit verschiedenem J
bzw. ) ersetzen, von denen die eine im Intervall (0, =) gilt, die
zweite im Intervall (y, 1). Der Zusammenhang zwischen beiden
wird einerseits durch die gemeinsame Randbedingung an der
Stelle +), hergestellt, anderseits durch den Zusammenhang der
Stromdichten in beiden Teilintervallen; bezeichnen wir némlich
diese Teilintervalle mit 7 bzw. 11, die fir die Raumladung in



Ein Beitrag zur Theorie ‘ebener Magnetfeldrdhren. 155

ihnen mafgebende Stromdichte mit J; bzw. J;; (so daBl also in
I gilt: Jy=p;y, in II: J;y=p1ry), ferner die Stromdichte der
von der v. K. zur Kathode zuriickkehrenden Elektronen mit J,,
so gilt offenbar:

JI = Js + Jr

Jir= Js_‘ Jr,

da J; die Dichte des insgesamt von der Kathode ausgehenden
Stromes darstellt. Daher gilt auch:
JI + JII =2 JS ’
bzw. in homogener Schreibung, mit den entsprechenden Bezeich-
nungen:
MAMr=2J5/Js. (19)
Mit diesen Bezeichnungen schreiben wir nun die Differential-
gleichung (18) fiir die beiden Abschnitte 7 und I/ an, wobei wir
noch die unabhiéngige Verinderliche von der v. K. aus zihlen,
d. h. wir setzen noch
in I: 4 statt — (q—),
in I11: q statt (q— 7z)-

Wir erhalten dann

fiir Abschnitt /: fiir Abschnitt /1:
A , 4 1 .
RV A LRV A )
f(0)=1(0)=0 f(0)=f(0)=0
f(x) =90/ U fl—m)=1—n+¢/U

Diese Differentialgleichungen sind vom gleichen Typus wie die
unter 1. angegebene; daB hier andere Randwerte vorgeschrieben
sind, dndert nichts am grundsitzlichen Verhalten, so daf man
entsprechend den in 1. auftretenden Gleichungen (10) bzw. (11),
(12) und (13) erhilt:

fir Abschnitt 7 (vorausgesetzt, daf hier tiberhaupt kein Maximum
von [ auftritt, Anhang 7):

Nk = 2" ‘/ %4 — 5 (21)
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fiir Abschnitt I7:

1=nitg)'U

1 dt @)
= g ~ ,
f/élu\/t—nzt
V9
0

wenn hier kein Maximum von f auftritt, und

4 i~ .
g MV fn =12 =0, (23)
/m
1r dt
T — e ="y 7 = , (24)
/* A \/l —n?t
JVI
0
fm
1 (' dt
1 —Tm= 9 Z — y (25)
/~— A1 \/Z —n2t
J V09
1-n?+y/U

wenn in I/ ein Maximum f, an der Stelle 7, auftritt. Ahnlich
wie in 1. eliminiert man 4, und v, durch Addition von (21) und
(22) bzw. von (21), (24) und (25) und setzt fiir f,, aus (23) ein.
Es ergibt sich dann nach Ausfiihrung aller auftretenden Integrale
(Anhang 4 und 8):

‘RN - —
2=—g iy [w—arccos(2a—1)—2\/a—a2]—|—
4 N (26&)
Iy T I
—i—gﬁf{ [ﬂ—arccos(2b~1)—2\/b—b2]
fir jene Werte von n, fir die in 77 kein Maximum auftritt, und
2= g%’{ [+ arccos (2a—1) +2\/a—a? |+
4 ) L (260)
+y ,;f, [=—arccos (2b—1) —2\/b—b% |

fir jene Werte von n, fiir die in 77 ein Maximum auftritt. Darin
bedeutet:

0 n®. \/1 —n® 4 wy/U b— @ n?
A ) 9 [ Vé ’
9 9

0 < arc cos x < = (Hauptwert).
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Die Abgrenzung der n-Werte, fiir die (26 a) oder (26 b) gilt, ist
aus demselben Grund wie in 1. durch die Forderung a =1 gegeben
(Anhang 4), also

4 -
*9*111: nt. \/1—n2+'?0/U§
setzt man noch in (26 a) oder (26 b) a = 1, so erhilt man

_4) 4 ) e —
)n’;~:+§% [ = —arc cos (2b—1) —2\/b—% |;
aus diesen beiden Gleichungen bekommt man nach Elimination
von ); (mittels Gleichung 19) und );; eine Beziehung zwischen »n
und 7, die die gesuchte Grenze festlegt. Die Gleichungen (26)
stellen die gesuchte Kennlinie in impliziter Form dar, da durch
sie die gesuchte Anodenstromdichte (bezogen auf J, als Einheit)
als Funktion von n gegeben ist; man hat hierzu nur A; mit Hilfe
von (19) zu eliminieren. Zum Unterschied gegeniiber der in 1.
ermittelten Kennlinie (Anfangsgeschwindigkeit Null) ist das Er-
gebnis hier noch von den Parametern J; und ¢, abhingig.

Der Fall der nichtverschwindenden Anfangsgeschwindigkeit
entspricht den wirklichen Verhaltnissen insofern besser als der
in 1. behandelte Fall, als ja in Wirklichkeit die mittlere Austritts-
energie der Elektronen zwar klein, aber doch von Null verschieden
ist. Die Kennlinie wird jetzt nicht bei n = 1, sondern erst fiir
grofere n-Werte senkrecht abfallen, so dafl bei n = 1 die Steilheit
noch einen endlichen Wert besitzt.

Fiir gy — 0 erhélt man natiirlich die schon in 1. gefundenen
Ergebnisse wieder.

II. Vernachlissigung der Raumladung.

Voraussetzung: Raumladungsdichte p = 0. Dagegen sei
jetzt fiir die Gliihelektronen eine statistische Verteilung der An-
fangsgeschwindigkeiten nach (4) vorausgesetzt. Da die 2-Kom-
ponente w, der Austrittsgeschwindigkeit im Energiesatz nicht
auftritt, kann man in (4) noch nach w, tber alle Werte von — co
bis -|-oo integrieren und erhilt fir die Anzahl der pro Sekunde
und Quadratzentimeter emittierten Elektronen, deren Austritts-
geschwindigkeitskomponenten in der z- und y-Richtung zwischen
uo und uy +du, bzw. v, und v, -+ dv, liegen:

M (ug; vo) duy du, = 2T g et 6B+ duy di,. (27)

vaea ©
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Wegen (=0 erhilt man statt der Poisson’schen die Laplace’sche
Gleichung ¢"” = 0 fiir das Potential ¢, der Potentialverlauf ist
also linear. Der frithere Weg zur Bestimmung des Stromes: Auf-
stellung eines Eigenwertproblems fiir ¢ mit der Stromdichte J
als Eigenwert, fiihrt hier offenbar nicht zum Ziel, weil jetzt der
frithere Zusammenhang zwischen Poisson’scher Gleichung und
Kontinuitatsgleichung nicht mehr gegeben ist.

Wir kénnen die Anodenstromdichte aber dadurch bestim-
men, daf} wir abzihlen, welche von den insgesamt pro Quadrat-
zentimeter und Sekunde emittierten Elektronen die Anode ent-
gegen dem EinfluB des Magnetfeldes erreichen. Fiir diese mufB
jedenfalls iiberall zwischen den Elektroden 2= 0 sein; und da
aus (2) wegen

— Tl =—20<0

(das Potential ist ja linear!) folgt, daB 32 seinen kleinsten Wert am
Rand des Intervalls (0, D) annimmt, so geniigt es, an der Anode
y®> = 0 anzusetzen, um die Grenze zwischen jenen Elektronen zu
erhalten, die die Anode erreichen, und jenen, die sie nicht er-
reichen. Wir finden also fiir diese Grenze:

@g=2u0aD+a21)2—2%; U. (28)

Diese Beziehung zwischen u, und v,, als Kurve in der uy-v,-
Halbebene gedeutet, stellt eine Parabel dar, die das Gebiet &
aller zur Anode gelangenden Elektronen von dem restlichen Gebiet
der Elektronen trennt, die vor der Anode umkehren (Fig. 4). Fir
alle inneren Punkte von ® und fiir den Rest der Berandung, der
von einem Teil der uy-Achse gebildet wird, ist ¥* an der Anode
positiv.
Fir die Stromdichte ergibt sich daher:

J=e [ [ M (u,v0)duty dvy. (29)
®

Vor der Auswertdang dieses Integrals fithren wir wieder homogene
GroBen ein:

o gy _ H_ U
v,=h p="vmE, ="y,
auBlerdem transformieren wir das Doppelintegral auf neue Ver-
anderliche s, i:

t2;

u S_ w2 !
0= =y Vo= 5°
B B




Ein Beitrag zur Theorie ebener Magnetfeldrohren. 159

Damit erhalten wir zuniéchst die Umformungen:
e H e L H. = T .
me — me " DN\/g’

. e ;
y2=2]—7;—q;+@§—2u.)o:y—a2y2=

(30)
— e_l_ _t. 2—]12]5 n212.92_
—2mUtf+3— T -
= ; (f+t_2n?'f,3—n2‘:2»q2);
M (g, 00) duydu, — 7, e +0ds dt (31)
€1 \/7t

AN

Fig. 4.

Aus (29) wird dann
Js

= = —(s*+ 1) ds dt. 2
1= W s (32)
®

® bedeutet das Bildgebiet von ® in der s—t-Ebene; wir erhalten
es entweder durch analoge Umformung der Gleichung (28) oder
auch direkt aus (30), indem wir y2 =0, f=1r? 4 =1 setzen.
Die Grenze von ® ist dann gegeben durch
t=2nz.s+c2(n2—1), (33)

wozu als weitere Berandung noch der entsprechende Abschnitt
der s-Achse kommt. Die Parabel aus Fig. 4 erscheint jetzt nach
der Transformation als Gerade (Fig. 5).

Aus (33) folgt fiir den in Fig. 5 mit s, bezeichneten Wert von s:

_t(1—n? 34
="y Y
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Die Auswertung des Doppelintegrals in (32) ergibt (Anhang 9)
fir das Integrationsgebiet ®:

ﬂe—(S"+i)dsdt=y2i .{1 +D(sp) +e* . [1—DP(so+n1)] }
)

‘ 1 2
Wegen s, + nr :i;’;n )

:£=%{Luﬂﬁ%if5+ﬁ.p~¢Gﬂ%#%]}B&

Da von vornherein die Raumladung vernachlédssigt wurde, muf}
sich fir » =0 die volle Sattigungsstromdichte J; als Anoden-
stromdichte ergeben. Dies folgt tatséichlich aus (35) wegen
im & (2)=1.

X => 00

wird die relative Stromdichte

1935
10+

08
0,61
0,4-
0,2

—>7

T T T T 1 1
0 02040608 10 12
Fig. 6.

Fiir groBe Werte von «, wie sie praktisch oft von Bedeutung
sind, kann man (35) durch die folgende Niherungsformel ersetzen:

J 1, . . (z(1—n?
) e

In (35) nimmt n#mlich das Glied in der eckigen Klammer fir
n =1 seinen grofiten Wert an; dann erhdlt man aber aus der
asymptotischen Entwicklung von & (Lit. 13):

. L[4 1.3 N
SRRV o e

I

Der Fehler wird also nur etwa ! — betragen. — Fig. 6 zeigt die

T T
Auswertung der Formel (36) fiir U =80V, U,= 0,08V (ent-
sprechend einer Kathodentemperatur 7' = 930°), also <* = 1000.
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Die typische Form der Kennlinie ist zwar zu erkennen; die Ver-
nachléssigung der Raumladung macht sich aber dadurch bemerk-
bar, daf die Kurve fiir n <1 fast horizontal verlauft und erst fiir
Werte von n, die sehr nahe bei 1 liegen, abfallt.

_ Berechnung der Steilheit der Kennlinie durch Differentia-
tion von (35):

d(J/Js) T [P Ui SR
v R
2 (L - n¥? B!
AR (E]
tir H =H,, d. h. fiir n =1 ergibt sich:
d(J/Js) . T

_dn n=1 \/7—:

Fir H=> H, ist unter dhnlichen Voraussetzungen wie in II. die
Kennlinie des Magnetrons schon von Linder (Lit. 14) berechnet
worden, allerdings fiir eine zylindrische Elektrodenanordnung, so
daB sich die Ergebnisse nicht unmittelbar vergleichen lassen.

III. Ansitze zur Behandlung des allgemeinen Falles.

Die Raumladung werde jetzt in Betracht gezogen; auBer-
dem sei die Verteilung der Austrittsgeschwindigkeiten wieder
durch (27) gegeben, oder besser gleich in der homogenen Schreib-
weise durch (31). Fiir die Stromdichte J gilt dann wieder die

Gleichung (32). Das Integrationsgebiet ® umfafit alle Elektronen,
die zur Anode gelangen, fiir die also liangs ihrer gahzen Bahn
#2 = 0 ist. Wahrend es aber in II. geniigte, diese Bedingung fiir
die Anode als ungiinstigste Stelle zu formulieren, ist dies hier
nicht mehr moglich: y2 mufl seinen kleinsten Wert nicht not-
wendig am Rand annehmen, es kann also sein, dafl %2 an den
Elektroden positiv ist, irgendwo in der Mitte aber negativ. Je
nach ihrer Anfangsgeschwindigkeit konnen an jeder Stelle im
Innern des Entladungsraumes Elektronen umkehren. Diese
Elektronen liefern natiirlich zum Strom keinen Beitrag.

Die Grenze von ® wird offenbar von jenen Elektronen
gebildet, deren Anfangsgeschwindigkeiten u, und v, (bzw. s und t
nach der Transformation) solche sind, daB an irgendeiner Stelle



162 M. Auner,

der Bahn der kleinste Wert von y? gerade gleich Null ist. Es gilt
dort also:

4(y?)
92 — J —
92 =0, dy 0.

Verwenden wir den Energiesatz in der homogenen Gestalt (30),
so erhalten wir:

f+t—2ncys— nPc?q2=0,
f —2ncs —2n2c%q =0.

Diese Gleichungen besagen aber, daB zu jedem bestimmten Wert
von 7 zwischen 0 und 1, mit dem dann auch f und f' eindeutig
festliegen, ganz bestimmte Werte von s und ¢ gehoren, also ein
Punkt in der s—t-Ebene, so daB wir in den Gleichungen (37)
offenbar die Parameterdarstellung der gesuchten Grenzkurve
haben: 4 ist der Parameter, der natiirlich auch in f und f ent-
halten ist. Geometrisch 14Bt sich dieser Sachverhalt auch so
aussprechen, dafl die Bedingung g2 = 0O eine Schar von Geraden
in der s—i-Ebene darstellt, mit v als Parameter. Der Bildung
VOE (37) entspricht dann das Aufsuchen der Einhiillenden dieser
Schar.

Die Schwierigkeit liegt nun fiir das Weitere darin, dal} es
nicht gelingt, den Parameter v zu eliminieren; auch ist die Poten-
tialverteilung f () unbekannt. Man kann zwar fiir f eine Differen-
tialgleichung (eigentlich eine Integrodifferentialgleichung) auf-
stellen, die man &hnlich wie in I. aus dem Energiesatz, der Poisson-
schen Gleichung und einer Gleichung fir die Raumladung
gewinnt; fiir ihre Integration wire aber wieder die Kenntnis der

Begrenzung von ® notwendig, so da man auf diesem Weg nicht
weiterkommt.

Dagegen 14Bt sich fiir die Stromdichte noch eine Niherung
angeben, die gewissermafBlen eine Verbesserung der in II. gefun-
denen Niaherung darstellt. Es handelt sich dabei um die Ersetzung

des Integrationsgebietes ® durch ein einfacher berandetes Gebiet.

Man weil, daB der Potentialverlauf im Magnetron kein
linearer ist, daB vielmehr schon im Fall des verschwindenden
Magnetfeldes ein Potentialminimum in der Nihe der Kathode
auftritt (Lit. 15, 16) und daB bei wachsender Intensitét des Magnet-
feldes dieses Minimum tiefer wird und nidher an die Kathode
heranriickt: denn bei zunehmendem Magnetfeld werden mehr
und mehr Elektronen zu einer friihzeitigen Umkehr gezwungen,
die Raumladung zieht sich also immer mehr auf die Umgebung

(37)
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der Kathode zusammen. Wir nehmen nun fiir das Folgende die
Lage 'r, und Tiefe f,, dieses Minimums von f als bekannt an (f,<<0).

Oben wurde bemerkt, daB ein emittiertes Elektron je nach
seiner Anfangsgeschwindigkeit an jeder Stelle des Entladungs-
raumes umkehren kann. Um nun zu einer Vereinfachung zu
kommen, ist die Annahme naheliegend, daB nur zwei Stellen
fir die Elektronenumkehr maBgebend sind, ndmlich die Stelle
des Potentialminimums und die Anode. Anders gefaBt: Wir nehmen
willkiirlich an, daB der Ausdruck fiir #® seinen kleinsten Wert
nur an diesen beiden Stellen haben kann. Das bedeutet fiir den
Strom, daf er sich aus allen Elektronen zusammensetzt, die so-
wohl die Potentialschwelle iiberwinden als auch, entgegen dem
EinfluB des Magnetfeldes allein, zur Anode gelangen. Das Gebiet

1’6 H
7 I
|
\ |
|
|
y |
1
2, R R
Fig. 7.

dieser Elektronen sei in der s—-Ebene mit I' bezeichnet. Um
also die Grenze von I' zu bestimmen, haben wir anzusetzen, daB
y? an der Stelle des Minimums und an der Anode gerade Null
wird; wir erhalten so aus (30) die beiden Gleichungen:

tr = 2n:‘qm .5+ 712"«'27]2m—"fma
iy = 2nrt. S—I—’rz (712_1)- (38)

Diese beiden Geraden 7 und /7 bilden also (zusammen mit einem
‘Teil der s-Achse, Fig. 7) die Begrenzung von I', und zwar offenbar
.0, daB in I" nur Punkte liegen, fiir die an beiden kritischen Stellen
42 = 0 ist.

Wir bemerken noch, dal die Gerade I/ schon in (33) als
Grenzlinie auftritt (siehe Fig. 5). Damals hatten wir fiir die Strom-
berechnung von vornherein die Raumladung vernachldssigt und
gefunden, daB dann fiir y? tiberhaupt nur eine einzige Stelle, die
Anode, maBgebend ist. Dieser frither behandelte Fall stellt also
eine noch weitergehende Vereinfachung des Problems dar.
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Zur Abkiirzung fithren wir mit den Bezeichnungen der
Fig. 7 noch ein:

1—
SO = ( );;L.ZZ_) ,
_ fm_nz 72 Qm
i e (39)
s _ —=nr*(l—n®)]—Im
2 2nt(1—"1m) )

Die Ausfithrung der Integration in (32) iiber das Gebiet I' ergibt
nach Anhang 10 fiir die Stromdichte J:

Js
J="% {1+ (s))+em [®(sz+neim)—@(s1+n57m)] +(40

[I—@ (s, +n7)]}.
Zusatzbemerkung. Man sieht leicht ein, dafl fir n—0 gilt:
So— 400, §;—>—00, §,—> +o0;! dann folgt aus (40):
im J=1UJs.etm=Js.emVy, (om="Fm.U);

n—>0
dﬁs ist aber die Stromdichte im Fall des fehlenden Magnetfeldes
(Lit. 16).

In (40) sind zwar f,, und 4, unbekannt, doch kénnte man
etwa, vom magnetfeldfreien Fall als Anhaltspunkt ausgehend,
diese GroBlen so wihlen, daB die berechnete Stromdichte mit den
vorhandenen Messungen oder auch mit den auf andere Weise
gefundenen Werten méglichst gut iibereinstimmt.

Anhang 1.

& & 0 0 Hy
(<[ 5=(3) o=(). o-(3)s wor-[2).
Z 4 0 H 0

die Bewegungsgleichungen lauten also in Komponentenform:
T=uy

€1
1 / *,
Yy=—0—ol
y m'

§=0,
mit den Anfangsbedingungen:
z(0)=y(0)=2(0)=0,
.’I’J(O)= Uy, ?J(O) =1, Z(O) =Wy .

! Dabei streben natiirlich fn und «ym gegen die Werte, die im Fall des
fehlenden Magnetfeldes Lage und Tiefe des Potentialminimums angeben.
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Daraus folgt:
T=1uy+2Y,

. e
y:;ér_.r/——"j.uo—d.zy;

wegen jjdy = jjdy und wegen ¢ = 0 fiir y = 0 ergibt Integration
der letzten Gleichung nach y:

. e i P
P=210+u0—2u0y—a2y.
m

Anhang 2.

Nach Becker (Lit. 6) ist die Zahl der pro Sekunde und Qua-
dratzentimeter austretenden Elektronen, deren Geschwindigkeits-
komponenten im Metallinnern zwischen u und u -+ du, v und
v+ dv, w und w -+ dw liegen (v ist die zur Oberfliche senkrechte
Komponente), gegeben durch

AN = K.v. e 3+ +w) dy dy dw
mit —oo<<u, w<-+oo und mit v=v,,, Austrittsarbeit
mu;

4 = " “min

2

Zur Transformation auf den AuBenraum (Geschwindig-
keitskomponenten uy, v, w,) ist zu beachten, daf

Uy=1

.? X N mv:  mv,  mu;
Vo + Vppiy = ¥ wegen ———-—— = =5
Wy =W

ist, daher du = du,, vdv =9, dv,, dw = dw,, so dal man erhélt:
AN = K.e—3%nin , 9 . e =3 (w+0"+%") duy dy dw, ,

wobel jetzt — oo << 1y, Wy <<+ o0 ; 0 =9y <<+ oo,

Die Konstante K .e #%min ergibt sich aus der Bedingung

er. |dN=J; zu2!§- e
e

1 I

Anhang 3.

2
o =U.f+-" -y
9t

m
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el H?

2 2 p2 2 2 2
LJz_ lcyz_ H yr=" Hn2D2—
24 1 2" 2 27 ¢2

m m 1 €
= ntqy? _H =U . n*? wegen (3);

M 2 4
ey D?
daher: ¢ =U (f+ n2?);
a2 U : U
=T e (T2 = 5 (7 2n
[ brJ

De - (f"+ 2n2) = ———

el ’
\/2m U.f

f”+2nzzu _1,:=74-J —_,wegen (1).
9./2% Vi 9 Vi

m

Anhang 4.

B 2p-1
Zunichst ist allgemein: T2udu _ [ T4 dp —
0=4=<1,0=B=<1) \/11—112 \/1—'e>

24-1
(2u—1—[—v, (v =rcos 2 )
2du = dv) -
5 arCCos (2 B—1) -+ arccos (2 A—1) (0= arccos z = x)

——4fcoszcodo——2j (1 4+ cos2¢)dp =

1
5 arc cos (2 A— —1) 5 arc cos (2 B— 1)

%arccos (24 —1)
=[2¢ 4 sin 2 ¢] =

= arccos (2B—1)

=arccos(24 —1) + sin[arccos(2 4 —1)] —
—arccos(2 B—1) —sin[arccos(2 B—1)]=
=arccos(24—1) +2\/A—A?—arccos(2B—1)—2\/B—B?;
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Im . 1 _
daher: 4dt—=\/nfm \/2&“= \{lfm.qr———
\/—9—}\\/;—72215 u—u
0 0

(t =u?. fn,
dt = 2udu . fy)

©Of i~
>

(wegen (1) gilt: gr=r\/Tn Viw =g 25 )5

R 1 _ 1
dt N 2ude N fa 2udu

_ ok —u: n —u:
f\/%)\\/t—nzt Vi—u \Vu—u
1-n?

1-n? a

Fm

Vin
n

[arccos(2a—1) +2\/a—a2] =

4 o .
= g%; .[arccos(Za—1)+2\/a——a2],

—ne e\ /1 —p2
1;‘ nw_r \/41 " , also a =1 wegen

§)‘

wobel a =

fm=1—n?= Randwert von f;

\/1—_;-:
f;

dt i moudu _\Tm ( 2udu  _
_ \in
=l

4 P -
= g;z\g .[ﬂ—arccos(Za——l)—2\/a—zaz] .

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abt. Ila, 152. Bd., 6. bis 10. Heft. 13

= —arccos(2a—1)—2 \/a——az] =
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Tritt das Maximum f, gerade am Rande auf (y=1), so gilt
offenbar:

fm=1—n? d. h.a=1, also

/Tt s
aus (14) folgt aber fiir a=1:
4 )\
2=§;’E‘.ﬁ;

daher aus den beiden letzten Gleichungen:

n=— - 0,84 fir a=1;
Va+4
dieser Wert trennt den Geltungsbereich von (14 a) und (140).
Aus (12) folgt mit dem friiher berechneten Integral:

2
=g e

7m Nimmt also mit wachsendem r ab. Fir n > 0,844 liegt also das
Maximum im Innern, fir n < 0,844 liegt kein Maximum im
Innern.

Anhang 5.
Gleichung (14 b) ist von der Form 2 = F (n, 1); daher ist:
OF  oF dn_ dn__ oF foF
on ' 39rN"dn "’ drn on/d)’

e\ /1—n2
Zunichst gilt: a=£i41—n—-—>0fﬁr n—1;

g
8a  2n—3n? da n2\/1—n?
on & x4 ’
— ) 32
9)\.\/1 n 9)\

2a

x—l-arcc.os(2a—1) —|—2\/a~a2]=—:/:;;
a—a

d
sl
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oF 4 a[)] sa
ﬁ_ §m[”+§m da on=
2a n(2—3n?

= )= —
3”‘ 9n3 Va—a -;‘-x\/m

AN o ha 2eNT—m T n(2—3m)
=aw U mew T, — 7.t
g)\\/a—az g)\\/i—n’
fﬁrn—»i,weil\/a—a2—>0‘
BF 4 d oa
=9 [/]+9n3 dal/l 57 =
_i Sy hA 2a n\/1—n* 8
“gw [ tgu Va_a i, C
9
fir no 1, weil ——%— -0 ; daher 2 0 — oo,
\/a—az dn

Anhang 6.
Unter Verwendung von Anhang 3 ergibt sich sofort:

¢+ =U (f+nr*q}),
o = 7+ 219,
daher schlieB]ich
4 nJ
V2o

die Differentialgleichung fiir / hat also auch die in Anhang 3 ge-
fundene Gestalt.

A+ 2m) =

Anhang 7.

Die Annahme, daf8 im Abschnitt I kein Maximum von f auf-
tritt, rechtfertigt sich dadurch, daB jedenfalls fiir die praktisch
wichtigen Werte von n und o (g0 / U(( 1, n~1)r))1gilt. Aus

]'II 4 R, 2n2

\/_

foigt dann, daB wegen j” >0 kein Maximum auftreten kann.
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Anhang 8.

N
y dt VD *Y udu

% - Viu—u'
J\/g‘ll VT Vi~
0 0

(Abkﬁrzung:%)\[/ n? =\/p; Substitution: t=u? p,

dt =2udu p),
daher nach Anhang 4:

9/ U
; dt =%% [ = —arcoos (26—1)—2\/6—],
\/gl]\/{—nzt '

obei by B _ [0
vsobelb—\/pU i

g
Anhang 9.
So =) ) o0
ffe—(sz‘”) dsdt = [‘e-s°ds[e—‘dt+fe‘szdsj e~ tdt=
® — o0 0 So t(s)

t(s)=2nc.s+*(n2—1)

(=]

{1+<I)(so)+ e~ eils) ds}=

S

<

[

I

A

{1-|—<I>(so)—|—e"2 [1—<I><so+nr)]}

00 [~

wegen fe—sz Lemt0s) ds = [ e=s"-2nss+{1-nhT o —
S S
) oo _
™
= e fe-(s+n:)3ds= e fe_az do =e®, L/2_ . [1 —® (30 +n,r];
& $p+nt
(s +nt =0

ds =ds)



Ein-Beitrag zur Theorie ebener Magnetfeldrshren. 171

beachtet man noch, da8
_t(1—n?) t (1 + n?)

0= "gn 2 HTE= Ty
ist, so folgt (35).
Anhang 10.

— (s*+t)
J= \/1'[ ffe dsdt

[= ]
Ue-(sz+’)dsdt=er—s’dsfe ‘dt—l—f ‘s’dsfe tdt -+
‘T

- 00 0 8y 1 (s)
oo co”
-+ e“’dsfe“dt
s, s
5 oo \/
T
f f tdr =" [+ @ (s)] ;
oo
Sy = =] 82
b) fe szds‘[e fe‘[s"*"l ©)1ds =
8 t7 (s) 8
&
=fev—(sz+2n:~qms—i—n’-’zﬂnzm——fm) ds =
5
8 _
= e/m fe"(s+’”'ﬁm)zd6‘=€fm. %E A (52+n1nm)_
8y
—®(s;+ntqm)] ;
oo co oo
c) fe‘szdsfe“dt:fe-[5’+111(s)l ds =
trrs) Sz

oo

_.fe—(sz+2nrs+n ©—1%) ds . er- fe_(s+1lt)2 dS —

= v 3/2_7‘ J1—@ (sy+n1)]
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