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die Resultate der Analysen des Josefstiidter und Rudlmann'schen 
Rrimnenwassers vergleichshalber zusammenzustellen. Man erhalt 
so fur Ein W. Pfund gleich 16 Unzen Wasser: 

Bestandtheile Josefstiidter Brunn. I! u d 1 m a n n'scher Brunn. 
Salpetersaures Natron  4-010 Grane 0-977 Grane 
Schwefelsaurer Kalk     2-176     „ 1-979     „ 
Salpetersaurer Kalk  2-238     „ —       „ 
Chlorcalcium  —       „ 0-099     „ 
Kohlensaurer Kalk  2-130     „ 2-800     „ 
Chlormagnium  2-538     „ 1-553     „ 
Salpetersaure Magnesia  2-363      „ 1-135     „ 
Kohlensaure Magnesia  —        „ 0-694     „ 
Kohlensaures Eisenoxydul.... —       „ 0-010 
Kieselsiiure  0-321     „ 0132     „ 
Phosphorsaures   Eisenoxydul, 

Thonerde,    Extractivstoff, 

salpetersaures Kali, Verlust Spuren 0-146     „ 

Summe der fixen Bestandtheile 15-818 Grane 9-547 Grane. 

Es lierrscht sonach in qualitativer Beziehung zwischen beiden 
WSssern ziemliche Analogic, in quantitativer Beziehung findet jedoch 
ein betrachtlicher Unterschied Statt, indem das Wasser des Josef- 
stiidter Brunnens fast zwei Drittheile mehr fixe Bestandtheile 
cnthalt, als das Mineralwasser des Rudlmannschen Brunnens. 

Uber die Brechung und Reflexion des Liehtes an Zwillings- 

flllchen optisch-einaxiger Krgstcdle. 

Von J. Grailich. 

(Auszug- aus einer fiir die Denkschriftcn bestimmten Abhandlung.) 

Der geometrische Charakter der Zwillingsbildungen ist seit 
Region dieses Jahrhundcrts ein Gegenstand scharfsinniger und um- 
fassender Arheiten gewesen. Die Schopfer und Forlbilder der 
Naturgeschiehte der unorganischen Welt haben nach einander die 
hewunderungswurdige Kraft ihrer Anschauung an dem Studium der 
Hemitropie versucht und die Gesetze, welche den Bail dieser Bil- 
fhingen in sich fassen, dargestellt. 

Uber den krystallographisch-geometrischen Charakter hinaus 
erstreeken   sich  aber diese Forscluingon  niclit.    Die  Physik der 
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Zwillingskrystalle blieb bislier unbetrachtet. Es ist einleuchtcnd. 
dass in den Gesetzen, welchc die Molecular-Actionen der Iudivi- 
duen aussprechcn, auch die der Zwillingsbildungen cntbaltcn sein 
miissen. Aber es liisst sicli von vornberein mit Bestimmtheit 
behaupten, dass aus dem symmetrischen Gefiige der Individuen 
ein Ziisammenhang zwischcn den Erscheinungen zu beiden Seiten 
der Zusammensetzungsflache sieb ergeben miisse, der das Geprage 
dicser Symmetric in einfachen Verliiiltnissen ausspricht und dadurcb 
den Geist, der sich iiberall am Gesetzmiissigcn und Einfachen erfreut, 
zur niiberen Betrachtung einladet. Dazu gesellt sich ein zweiter 
Umstand, durch den die optische Untersuchung, die wir hier mit- 
tbeilon, eine Ergiinzung und Vervollstandigung einer wiehtigcn 
Tbeorie vvird. 

Man kann sammtliche Naturkorper optisch in zwei grosse 
Classen abtheilen, je nachdem sie das Licht auch in grosserer Dicke 
ungeschwacht durclilasscn oder nicbt, also in absorbirende und nicht 
absorbirende Mittcl. Beide wirken auf das von ihrer Oberflache 
reflectirte Licht verschieden. Jede dicser Classen zerfallt wieder 
in die Unterabtheilungen der isophanen und anisophanen (krystal- 
linischcn) Korper, je nachdem sie eincn einfallcnden Lichtstrahl 
nur nach einer oder nach zwei Richtungen durch Brechung ablenken; 
dabei konnen einfach- und doppcltbrechende Korper entweder mit 
dem Vermogen, die Polarisationscbene zu drehen, bchaftet sein oder 
auch nicht. Ausser Cauchy hat noch Niemand die Theorie der 
Ileflexion an absorbirenden Mitteln bearbcitet, denn Neumann's und 
Mac-Cullagh's Theorien der metallischen Beflexion sind nur Ab- 
leitungen empirischer Pormeln. Dagegen sind die vollkommen durch- 
sichtigen Korper Gegenstand ausfiihrlichcr Untersuchungen geworden. 
Nachdem die Polarisation durch Beflexion durch Mai us und das 
Tangentengesetz fiir den Polarisationswinkel durch Brewster ent- 
deckt worden, babnte sich Fresncl durch die kiihno Hypothese der 
Transversa]itiit der Lichtvibrationen den Weg zu einer Melhode, 
welche die Intensitats-Formeln fur den Fall darstellte, als die beiden 
sich begrenzenden Medien einfach brechend sind. Mac-Cullagh 
und Neumann dehnten die Untersuchung auch auf die Beflexion 
von Krystallflaehcn aus, indem sic longitudinale Oscillationen ent- 
weder ganz aus ihrer Theorie ausschlosscn, wie ersterer, oder doch 
nicht wetter bcriicksichtigten, wie letzterer; Green und Cauchy 
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fassten die Frage endlich von Grand aus anders, indem sic die 
Nothwendigkeit der Entstehung von Vibrationen in der Richtung 
der Wellennormale statuirten , sobald das einfallende Licht nicbi 
parallel der Trennungsebene schwingt, und mit Reriieksichtigung 
dieser die Theorie fur isophane Mittel gaben, wozu nocli von Cauchy 
einige Naherungsangaben fiir den Fallkommen, wo das eine Medium 
krystallinisch doppelbrechend, das andere einfaehbrechend ist. Der 
Fall, wo beide Mittel anisopban sind, wurde nocb nicht in Betracbt 
gezogen. Eine allgemeine Auflosung dieser Frage wiirde audi kaum 
noch an der Zeit sein, da zwar nicbts im Wege stebt, sie als 
ein mathematisches Problem aufzufassen, dagegen die physikalische 
Bedeutung wesentlich feblte, indem weder die Natur noeh die heutige 
Kunst optische Combinationen von verschiedenartigen Krystallen auf- 
zuweisen bat. Nur in den Zwillingsbildungen, wo zwei Individuen 
derselben Natur in verwandter Stellung gesetzmassig mit einander 
verbunden sind, zeigt sicb ein Gegenstand fur diese erweiterte 
Anwendung der Theorie. Da zugleich Zwillingskrystalle bei weitem 
haufiger vorkommen als einfacbe, ja bei mancbem Mineral ein ein- 
faches Individuum vielleicbt gar nicht existirt, so kann unsere Unter- 
suchung nicht unfruchtbar bleiben; wir beschrankcn uns dabei der 
Einfachheit wegen auf die Betrachtung optisch-cinaxiger Krystalle. 

Wenn ein Lichtstrahl an die Grenze zweier durchsichtiger 
Medien gelangt, so crieidet er eine dreifache Modification; es kann 
seine Richtung, seine Amplitude und seine Phase afficirt werden. 

Um die Richtungsanderung zu bestimmen, welche ein Lichtstrahl 
oder eineLichtwelleaneinerZwillingsflache erfahrt, bediente icb mich 
des Principes der correspondirenden Bewegungen.In den 
Diffcrentialgleiehungen der Lichtbewegung treten als Variable die 
Coordinaten des Raumes x, y, % und die Zeit t auf; da es nach 
Cauchy's friihesten Untersuchungen zu einerlei Ergebniss fiihrt, 
ob man die Differentialgleichungen durch Wcllenflachen doppeltcr 
Kriimmung oder durch ebene Wellen integrirt, welche die Wellen- 
iliiche cinhiillen, und da die Oscillationsbewegung eine nach Zeit 
und Ort periodische ist, so kann man die particularen Integrale 
proportional einer Exponential- oder trigonometriscben Function 
des Quadrinoms ux-\~vy-\-wz — si setzen. Ist nun die Trennungs- 
ebene der zwei Medien eine der Coordinatenehenen, etwa die 
Ebene XY,   so   wird   nach   dem   Principe  der   correspondirenden 
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Bewegungen das genannte Quadrinom fiir s=0 in eia Trinom iibcr- 
geben, das fur die Gesammtheit der einfalleiiden, rcflcctirten und 
gebrocheuen Wellen denselben Werth besitzt. Man erbiilt somit ein 
System von Gleichungen, deren Zahl gleich ist der Anzahl der 
betrachteten Wellen, also hei Zwillingen funf (eine einfallcnde, zwei 
gebrochene und eben so viel reflectirte Wellen), aus wclchen dann 
nachstebende Siitze gewonnen werden : 

Die Schwingungsdauer wird an der Zwillingsflaclie nicht 
geandert — Erhaltung der Farbe; 

die Tracen der Wellenebenen fallen in eine gerade Liuie 
zusammen; 

die gebrochenen uud reflectirten Wellennormalen bleiben in 
der Einfallsebene; 

die Sinuse der Einfalls-, Reflexions- und Brechungswinkel sind 
den Fortpflanzungsgescbwindigkciten proportional. 

Diese Sittze habe ich den Untersucbungen zu Grande gelegt, 
welcbe ich die Ehre hatte vor einem Jahre der hohen Classe vorzu- 
legen. Ich habe nun die dort begonncnen Entwickelungen weiter 
verfolgt und bin dabei unter andern zu folgenden Resultaten gelangt: 

1. Fur die durch die einfallenden ordiniiren Strahlen erregten 
reflectirten und gebrochenen ordiniiren Strahlen gilt das Gesctz, 
dass der Reflexions- und Brechungswinkel gleich ist dem Einfalls- 
winkel. Es wird daher der Strahl ohne Ablenkung von seiner 
urspriinglichen Richtung, durch bcide Iudividuen hindurch sich fort- 
pflanzen. 

2. Fiir die durch die einfalleiiden extraordinaren Strahlen 
erregten reflectirten und gebrochenen extraordinaren Strahlen gilt 
ein ahnliches Gesetz; nennt man namlich die Ebene, welche durch 
den Strahl und die Projection der optischeu Axe auf die Zwillings- 
fliiche gelegt wird, Ebene des Strahles uud demgemiiss die 
Neigung dieser Ebene gegen die Zwillingsfliiche den Winkel der 
Strahlen-Ebene, so findet man, dass der Winkel der reflectirten 
und gebrochenen Strahlen-Ebene gleich ist dem Winkel der einfal- 
leiiden Strahlen-Ehenc. 

3. Sammtlieho Constanten der Gleichungen, welche die Richtung 
der gebrochenen und reflectirten ausserordentlichen Strahlen angeben, 
lassen sich rcduciren auf die Tangente eines Winkels, der fiir jeden 
gegebenen Zwilling leicht gerechnet werden kann und den ich p., den 
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charakteristischen Winkel des Zwillings genannt nabe. 
Es ist der Einfallswinkel jenes Strahles, der zu einer Welle gehort, 
deren Normale senkrecht steht auf der Zwillingsebene, und der die 
merkwiirdige Eigensehaft hat, dass er im zweiten Medium um einen 
Winkel abgelenkt wird, der doppelt so gross ist als der Einfalls- 
winkel , und dass sein reflectirter Strahl in die Riehtung des ein- 
fallenden Strahles zu liegen kommt. 

4. Die extraordiniir gebrochenen Strahlen werden aus der 
Einfallsebene abgelenkt, sie mogen von ordentlichen oder ausser- 
ordentlichen einfallenden Strahlen hernihren. Die grosste Ablenkung 
crfahrt ein senkrecht einfallender Strahl, er wird um einen vollen 
Quadranten aus der Einfallsebene verriickt. 

o. Da die durch die einfallenden extraordinaren Strahlen 
erzeugten gebrochenen ausserordentliehen Strahlen stets mit den 
einfallenden und dor Projection der optisehen Axen auf die Zwillings- 
ISache in einer Ebene liegen, so lasst sich die verschiedene Neigung 
dieser Strahlen gegen jene Projection durch cine einfache Formel 
darstellen. Man findet, wenn die einfallenden Strahlen sammtlich in 
einer Ebene liegen, dass die gebrochenen und reflectirten im Allge- 
mcinen in einer Kegelilache vom 4. Grade sich befinden, ausser, 
wenn die einfallenden Strahlen in dern Hauptschnitte oder in einer 
Ebene sich befinden, die senkrecht zum Hauptschnitte steht. Hieraus 
wird nun folgendes Constructions-Verfahren abgeleitet, durch welches 
die Riehtung der gebrochenen Strahlen erhalten wird ohne Zuhilfe- 
nahme der Huyghens'schen Construction: Man lege durch den ein- 
fallenden Strahl eine Ebene senkrecht zum ifauptschnitt und bestimme 
die Cotangente a des Neigungswinkels dieser Ebene gegen die Zwil- 
lingsfliiche. Nun construire man eine zweite Ebene senkrecht auf den 
llauptsclmitt, die gegen die Zwillingsflache um einen Winkcl geneigt 
ist, dessen Cotangente a — »tg. [>. sei. Legt man endlich durch den 
Strahl und die Projection der optisehen Axe auf die Zusammen- 
setzungsflache eine Ebene, so ist der Durchschnitt der zwei letztereri 
Ebenen die Riehtung des gesuchten Strahles. — Auf abnliche Weise 
wird der reilectirte Strahl gefunden. 

Die vorliegenden Untersucbungen sind im ersten Abschnitte 
euthalten; im zweiten sind die Principien dargcstellt, welche zur Be- 
stimmung der Veranderung dienen, die die Amplitude und Phase durch 
Reflexion und Brechung erfahren. Eines dcrseiben, das  derAqui- 
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valenz der Sch win gunge n an der Trennungsflache zweicr 
beliebiger Medien ist sowohl der Mac-Cull agh-Neumann'schen, 
als Green- Ca uchy'schen Theoriecigenthumlich; es besteht darin, 
dass an derGrenze zwcierMedien jedcsMoiecul durch die einfallende 
und reflectirte Bewegung zusammengenommen eben so weit aus 
seiner Ruhclage verriickt wird als durch die gebrochene Bewegung 
allein; nur dass Green und C a u c h y die erregten Longitudinal-Vibra- 
tionen mitinBechnung Ziehen, was die ersterenForscher unterlassen. 
Dagegen weichen die beidenTheorien in Bezug auf das zweite noth- 
wendige Princip ab; Neumann und Mac-Cullagh bedienen sich 
nach Fresnel's Vorgange des Principes der Brhaltung der 
lehendigen Krafte, wahrend aus Green's Analyse ein ande- 
res Princip sich ergibt, dessen auch Cauchy sich bedient und 
welches er mit dem Namen Princip der Continuitat d er Bewe- 
gung belegt, indem nach demselben die Difl'erentialquotienten 
der absoluten Verschiebungen beziiglich einer auf der Grenzflaehe 
senkrechten Coordinatenrichtung fiir beide Medien gleich sind, folg- 
lich die Bewegung aus dem einen ins andere continuirlich sich 
fortpflanzt. Dieses Princip hangt auf's Innigste mit der Annahme 
zusammen dass die Athersehwingungen senkrecht zur Polarisations- 
ebeno geschehen und dass bei der Reflexion senkrecht zur Einfalls- 
ebene polarisirter Wellen Longitudinalerregung stattfinden. Letztere 
Annahme steht abcr nicht nur mit den anschaulicben Verstellungen, 
die wir uns von einem mouvement simple bilden miissen, im vollsten 
Einldange, sondern sie wird auch in all ibren Folgerungen durch die 
Erfahrung bckraftigt, so dass Cauchy's Beweis fur die Lage der 
Oscillationsebene urn nichts minder kraftig ist als der von Stokes. 
An der Trennungsflache zweicr Krystallindividuen werden nun gewiss 
durch Reflexion und Brcchung jene evanescirenden Strahlen geweckt, 
welche sich in Ellipsen fortbewegen, die gegen die brechende Flache 
und Einfallsebene eine gewisse Neigung besitzen, ohne jedoch merk- 
lich von letzterer abzuweichen. DieDifferenz indenAbmessungen und 
NeigungendieserEllipsen bewirkt dieCorrectur, deren die Fresnel- 
schen Formeln bediirfen, um die Erscheinung genau und wirklich zu 
rcprasentiren. Aus der Symmeterie der Zwillingsbildung folgt aber, 
die einfallende Welle sei eine ordentliche oder ausserordentlichc, 
dass die Abmessungen dieser Ellipse in beiden Individuen gleich, die 
Bevvegungen in derselben aber entgegengesetzt sein werden, so dass 
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sich dieselben in ihrerWirkung gegonseitig anulliren.Es werden also 
bei Zwillingen jene Correctionsglieder wegfallen. 

Das Princip der Erhaltung der lebendigen Krafte involvirt,   so 
wie  es  bei   diesem Probleme  in  Rechnung  gefiibrt  wird,   zwei 
andere Siitze. Zuerst die Erhaltung derOsciliationsdauer; denn indem 
man die Geschwindigkeit in den zwei Medien den Sinusen des Ein- 
falls-, Reflexions- und Brecbungswinkcls proportional setzt, und ebenso 
bei Berechnung der bewegten Massen die Dimensionen der Volumina 
scnkrecht gegen dieWellenebene nach demselben Verhaltnisse misst, 
supponirt man,   class das   bomogcne   einfollende   Liebt   in   seiner 
Farbe  niclit  afficirt werde.— Der zweite Satz ist,   class  ausserhalb 
des Bereicbes der totalen Reflexion keine Phasenverschiebung statt- 
(inde; ich babe nachgewiesen. class diese Voraussetzung stillschwei- 
gend in Mae-Cullagb Analyse gelegt worden und sie erkliirt sich 
von selbst, wcnn man die Bedeutung des Principes der Erhaltung der 
lebendigen Krafte uberlegt, so wie es wenigstens in  die Intensitats- 
forschungen eingefiihrt wird.  Es heisst namlich bier  weiter nicbts 
als dass  die ganze Bewegungsgrosse, welche  das Auge  im einfal- 
lenden Licbte walirnimmt, von demselben auch in der Summe des 
reflectirten unci  gebroelienen Licbtes empfunden werden iniisse. Da 
aber im Allgemeinen ein Theil der einfallenden Bewegung auf die 
Bildung longitudinaler, vom Auge nicht wabrnebmbarer und nach der 
Natur des incompressiblen Athers audi nicht fiber die uninittelbare 
Nalie der brechenden Fliichen sieh fortpflanzender Vibrationen ver- 
wendet wird, wobei nothwendig eine Phasenverschiebung eintreten 
muss, fur welche das Auge unmittelbar keine Ernpfindung  besitzt, so 
kann derSatz der lebendigen Krafte in der Weise, wieihn Neumann 
und Mac-Cullagh in Rechnung briiigen, im Allgemeinen nicht auf 
vollig strenge Ergebnisse fiihren. Bei Zwillingskrystallen aber, wo 
eigentlieh dies-  und jenseits dasselbe Medium vorliegt, kann, wie 
M'ir oben gezeigt haben, keine oder doch nur eine vollig unmerkliche 
Phasenverschiebung stattfinden. Noch mehr: es kann die versehiedeiie 
Phasenverschiebung in den zwei senkrechtgegeneinanderpolarisirten 
Componciiten, in die sich jeder Slrahl zerlegen lasst, nur  da wo die 
reflectirte Bewegung sieh in einem isophanenMittel fortpflanzt, durch 
die Ellipticitiit der Oscillationen des Strahles gemessen werden. Aber 
welches Mittel gibt es diese Verschiebung zu messen, wo die zwei 
reflectirtenComponenten nicht in dieselbe Richtung fallen, wie dies 
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eben bei Zwillingskrystallen gesebieht? Wir wiirden die ohnehin 
hochst weitlaufige Rechnung nur unnothig iiberladen, wollten wir die 
Anomalie der zwei Strahlen in dem Calcul der Allgemeinheit wegen 
mitfilhren, da wir doch alien Grund haben zuvermuthen, dass dieselbe 
der Null gleieh ist, und selbst wenn eine hochst geringe Abweichung 
von diesem Werthc statthaben sollte, gegenwiirtig wenigstens wir 
durchaus kein Mittel besitzen, diese. Abweichung nachzuweisen odor 
ihren Retrag zu messen. Wir haben uns daher auf die Restimmung 
der Amplituden besehrankt, und zwar in einer Approximation, die, wio 
Neumann's Messungen zeigen, der Vorwurf geringer Genauigkcit 
nicht treffen kann. Wir verweisen auf dieResultate, die er (Pog. Ann. 
XLII, 1 — 30) mittheilt: und diese beziehen sich doch auf einen Fall, 
wo das Mitwirken longitudinaler Vibrationcn ausserZweifel gesetzt ist. 
Ich babe daher meine Untersuchungen nach Neumann's Principien 
durchgefiihrt, nicht weil sie mir richtiger scheinen als die Cauchy's, 
sondcrn weil sie in dem speciellen Falle der Zwillingskrystalle zu 
denselben Resultaten fuhren miissen und die schone vollendete 
Abhandlung iiber den Einfluss der Krystallflachen auf die Intensitat 
des reflectirten Lichtcs eine gcbahnte Strasse hot, auf der ich zur 
Losung rneiner verwickelteren Aufgabe zu gelangen versuchen 
konnte. 

Der dritte Abschnitt rneiner Abhandlung enthalt die Entwicke- 
lung der allgcmeinen Formeln. Doch eignen sich diese zu keiner 
kurzen Resprechung und ich verspare mir dieMitlhcilung der aus den- 
selben abgcleitetcn Resultate fiir eine spatere Gelegenheit. 

Zurn Schlusse fiihle ich mich noch gedrungen meinem hoch- 
verehrten Lehrer, Herrn Rcgierungsrath v. Ettingshausen aufs 
Wiirmste fiir die Liberalitat zu danken, mit der er mir die zu dieser 
Arbeit nothwendigen Ililfsrnittel zu Gebote stellte. 
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