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Eine Bemerkung zum Begriff des
Standardmodells fiir den
Peanoformalismus™

Von

C. C. Christian

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 15. Oktober 1998
durch das w. M. Curt C. Christian)

Wir erldutern zunichst den Begriff der schwachen metamathemati-
schen Induktion und dann den der starken metamathematischen
Induktion.

Sei A (x) eine Formel des Peanoformalismus Z p bzw. einer Erweite-
rung Z } desselben, sei M ein Normalmodell fiir Z p (bei dem das Gleich-
heitssymbol als mengentheoretische Gleichheit interpretiert ist), so
wollen wir eine Menge P definiert durch P = {# € |M||A (,,~/) = 1}
eine ,,Z p-Formel basierte Menge nennen.

Die mit A (x) gebildete Z -Formel

AO) AN\ -A(x) = AB(x)- — N\ Alx)

ist ein formales Z p-Axiomenschema der Mathematischen Induktion, das
voraussetzungsgemiB — (Modpom(M,ZF)) — in M giltig ist. Die

*Aus AnlaB des 150. Todestages von Bernard Bolzano.
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Auswertung ergibt:

Aw,espoy =1A /\ A, oipiy =1 = Aprpsisypy =1 =
u€|M|

- /\ A(M.u»“/ﬂ) =1
H€|M)|

und daraus: 03 € P A /\”€|Ml u€P— Syln) € P-—>/\,,G|M| u € P,
Wenn P eine ,,Z p-Frm basterte” Menge ist, sprechen wir von einem
schwachen metamathematischen Induktionsprinzip.

MOdnorm(M,Z;)_’ /\ OMGP/\ /\ #€P —
P€Z p—Frm Bas «€|M|

— Sp(n) eP- — /\ # € P:
u€|M]|

Wir definieren nun den Begriff der starken metamathematischen Induk-
tivitat.

Intpr Str (M, Z})- Stark Indukt (M) — A pez,—prm Bas - On € PA
/\”€|M| #EP— S'M(u) epP — /\11€|M|” € P.

Der Begriff des Standardmodells ist definiert als Stark Induktives
Normalmodell.
StandMod (M, Z}) 1> Mod gorm(M, ZF)A Stark Ind (M).

Anmerkung:
Wegen(z =b) () =1 x= (@, s b)) =1

< an) = b,

|: 0 S X :| |: 0 S X; :|

—a =b

Om Sm ui Om Sm 2

ist A (p,) =1 iquivalent einer Formel, die aus der objektsprachlichen
Formel A4 durch Ersatz der Junktoren durch Metajunktoren,
der Quantoren durch |M|-relativierte Metaquantoren, der
Symbole 0 und § und =durch die M-Interpretation O
und S 3 und = hervorgeht.

SchlieBlich definieren wir als Finite Accessibilitit:

StandMod (N, Z p) S IntprStr(M, Z 5 )—FinAccess(M) :

o NV #=550x)

u€|M| £€|N]|
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Die rechte Seite der Aquivalenz driickt die Erreichbarkeit jedes Ele-
mentes von | M| vom 0 -Element durch eine endliche Anzahl von § 3;-
Anwendungen aus.

Die Bedeutung des Standardmodells liegt im folgenden:

Betrachtet man etwa den 1. Unvollstindigkeitssatz in der Rosserschen
Form, so kann er wegen A . 1 ¢ theorie! CstT <V ;Mod norm (M, T).
so angeschrieben werden:

JAN A
\A{Modnom(M,Zp) — kzzRo®A f7=—Ro

(Ro® bedeutet die diagonalisierte Rosserformel; Gi® bedeutet im fol-
genden die diagonalisierte Godelformel)

Durch ein (Normal) Modell sind lediglich schwache Metamathema-
tische Induktionen verburgt; beim Beweis des obigen Unvollstindig-
keitssatzes wird aber das durch starke Metamathematische Induktion
bewiesene Reprisentationstheorem rekursiver Relationen verwendet.

Ebenso werden zahlreiche andere einfache Sitze wie

N 7okt =kfm mit &= s®(0),50)(0) =0

k, 1 €|n|
558 (0) = 5% (0)

durch starke Metamathematische Induktion bewiesen.

Die Hypothese \/ ,; Modaom(M,Zp) bzw. Cst(Zp) im obigen 1.
Unvollstindigkeitssatz ist daher zu schwach.

Wie im folgenden gezeigt, impliziert die Zugrundelegung eines Stan-
dardmodells fiir Z p die w-Consistenz und damit die Consistenz von Z p,
die durch starke Metamathematische Induktion bewiesenen involvierten
Hilfssitze sowie schlieBlich den 1. Unvollstindigkeitssatz in der Version

. AN A
\]{StandMod(N,Zp)H 7z Ro®A f7==Ro

A )’Z—PGb‘A/\ }(Z—Pﬁcz;A

Godel hatte — dies scheint auch die Ansicht Fefermans zu sein — keinen
Grund zur Unbefriedigtheit dariiber, dafB fiir den 2. Teil seines Unvoll-
stindigkeitssatzes die w-Consistenz in Anspruch genommen werden
muflte.

Die ilteren mathematischen Grundlagenforscher Bolzano, Kronecker,
Dedekind, Peano waren sich det Bedeutung der natiitlichen Zahlen als
Grundlage fur alle anderen Entwicklungen der Zahlensysteme bewuft.
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(Kronecker: Die natiitlichen Zahlen hat Gott vorgegeben, alles andere ist
Menschenwerk)

Lel
StandMod(#, Z p) =
-5 Mod norm(M, Z}) - StarkInd(M) < FinAccess(M)

1) StandMod (N, Zp) A Mod porm (M, ZF) A Stark Ind(M) —

@) .
— 0 € |Ml A Oy ZSE\ZI\)(OM) AOpn € IN|
Par
-—>t0,\1 S |Ml VAN \/ (Y :.S‘%;)(OM)
k€|N|

8
DkeINinu=5Y0u) - Sy NI >IN

— k€ |N| —]Sn(£) € [N
— Sn(k) € IN|ASy(n) = S8 (Ou)

= .S'E{i‘\:k) (OM)
=) \/ S ni(n) =5,(\/§)(OM)
£E|N]|
A
— \/ w=5%(04) \/ Sa(a) = 55 (0n)
k€|N| &€|N]|
— /\ \/ ﬂ—SM (Opm) — \/ Suln —51\1( ar)-
u€|M| £€|N| £€[N|
Y surkind(M) =] N\ #=5P(0u)
u€|M| £€|N]|

StandMod(#, Z p) “>Mod nomm (M, Z 3 )—>StarkInd (M)

— /\ /\ "= Sf\ﬁ) (0p) — FinAccess(M)
n€|M| k€|N|

[{nelml| \/ »= 5% (0u)}¢2ZF — FrmBas,
k€|N|

\/x—S(J )¢ Zp — Frm]
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2) StandMod (N, Zp) A Mod worm(M, Z}) A FinAccess(M)
S-StarkInd(M) —»  \/  0m€PA N ueP
P¢ Z pFrm Bas n€|M|

_’SM GP A \/ ZI¢P
ne|M]|

D on € INASEV(0y) =0y P

/\S(U\)(OM) €P

ﬁ) Zf€|M|—>Zf€P—)5M() P.

"

— N S¥ 0 € 1M 15 (0u) € P
k€|N]|

— SuS¥(0,) € P.

— N SP0u) € P— s (0y) e P
k€E|N|

o StarkInd(N)]

/\ S(k)

k€|N]|
5 \/ -u € |[M| ANu¢ P A FinAccess(M).

Hy’\/ \/ =275 M (Op) ANug P.

#  kE[N|
-V sWouwgr,~ N\ S¥0m ePa,p]L
k€|N| k€|N|

— StarkInd(M)

1,2)] StandMod (N, Zp) <> Mod yorm (M, Z}) = StarkInd(M) « Fin
Access (M)

Lez
StandMod (N, Z p) »StandMod(N1, Z}) (N, Z ) =h: {{u, y)|

150

\ #=5Q0n)Ay= 5(’5’(0N,)}_>1\1W1\12
k€E|N|
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Pri 1) StandMod(N, Z p) —+StandMod(N;, ZF) — FinAccess(N,—)
— [N ={u] \/ #=5K(0n,)}

k€[N

Pri 2) StandMod(N, Zp) A StandMod(N, Z§) = \ -5W(0n,)
4, /€|N|

=sWOn) = k=1

1.
Hy,_, 4 Func 4

— (), p2) € bh— \[ u =S5 (0n,) Ay1=5E(0n,) A
£€|N|

/
AN a=S5Q08) Ay =5, (0n,).

/€|N|
- sW(0n,) =2=5Y (On,)
Ry
— 51 =58 (0n,) = S, (0n,) =2
—>J}1 :)/2
2 Uny ()
() uzg) €b— \) m =58 0n) Ay=580N,) A
kE|n|
/ /
A\ =5 0n,) Ay =S, 0n,).
/€|N|
/
- 55@(0 ) =)= 5() ,(ON,)
Pri 2)
— k=

— =58 0n) =50,0n,) =1

—);[1:;/2
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3)
Hy,_4 —db(b) = |N1|
u€db(b) & \[(n,) €

v
£ &
=\ o a=5808) Ay =58 0n,).
J k€|N]|
£
=\ o=@ 08Ny =58 0n,)]
k€|N| J
Pglll € |N1|
db(h) = |N|

b b= |N,| Pri1] StandMod (N, Zp)(Nz,z+)'—>

—>/\J€lNzl<—* Vo= 5@ 0n,).

k€|N|

J/€wblj<—>\/z/,] ) € b

BNV =58 0n) Ay =58 0n,).

n k€|N]|

£€|N]|

Pri 1)
&yeln|

wb b = |Ny|
bl]

—_
|
N

IN1|~N2|

5.)
- b(ONl) = ONz

b(ONl) =0pn, < Op, €|N1I = db/ﬂ/\/)(ONl) = ON2

— (On,,0N,) €4

Def 4

E\ On, =58 0n,) A On, =58 (0n,)-
£€|N|
Il

ON
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6.)
Hy1_4—> /\ bSN](”):SNz(/%I)
//EIN||

@) Pri k€] — (S¥(0n,), 5% (0n,)) €4

o\ S8 0n) =58 0n,) A5 (0n,) = ST, (0n,)-
/e|1\|
/\ pslt — 5@ 0n) =5 on,)

kE(N|

B) N\ -w€INi Au=5E(0n,) = b5, () = 5, (50 (On))
kelllt\'|
a)S(k-i-\l)( Nz)

=SNS5 (O0n,)

a)

2 5nbS@(0n)
N-welNiA\ w=5QOn,) = bSn, (1) = S, (ha).
" k€|N|

/\ - # € IN1|[A FinAccess (N1)] — b, () = SN, (h.).

H

StandMod(N1,Z7})

7.
Hy, , 2 /\ h(u+ N1y) = hu + Nohy Starke MMInd'y, N; €

Il,_)’elﬂ 1 l

Stark Induktiv

—

%lg_;x—l—O:x x+ 8y = S(x +y) StandMod (N1,Z})
P

StandMod (N, Z})
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N #nOn =0 N\ atn Sy =Sn (ot )

n€|N| ;’ZR;:

N #+n, 0n, =5 w4n, SNy = SN, (04 n,)
#€|N>|

/\ n+n,On, =2 P:={y€|N4|| /\ h(u+N,y)=hu+n, by}

*%k

n€|Ny| #EIN,|
h(n+n,0N,) = bu
:/]ZI+NZ ONz
/\ (4N, 0n,) = hu+n, 00N, AOn, €[N
//€|N||
ON| eP
2))
> AN N\ et N =btn,y— N\ ba+n, Sn2)
JEIN,| #€|NY| n€|N,|
;bSNI(”+Nl])
6)

:Ssz(” +N1)’)
Ié\‘S‘Nz(b” tN, /Z)’)
Z b+, Sy by

6.
% b, BS N L.

/\ /\ b(”—i_NlJ):b”—}—sz)’._) /\ b(”—l_Nl SN]])
J’€|Nl| ”€]N1| /1€|N||
:/%/-H\]Z bSN,]-

/\ y€P— SN, y€P.
JEIN|

"% Stark Induke(N) =] A ye P
JEINY|

— /\ h(w~+n, y) = bu+n, by
,n€[Ny|
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8.
Hy1¢4~)> /\ h(# N, y) =bu-n, by Starke MMInd'y
",y €N _
}EIX'OZO StandMod (N1, Z3)(N2, ZF)
P
/\ Zl-N] ON. = ON1
#E|N |

#-n,0n, =0n,
x-Sy =x-y+x
Zp
N #n Sny =unytnu
”aJ'EINII
#°N, SNz_)’ =4'N,) +N, ¥
@)

i /\ ”'N|0N1=ON1
#n€|N||

Bun, On,) = h0n, 20N, = hu ', O, = bt n, b O,
b(”‘Nl ON]) =b”'N2/90N|
5)
= N\ bun ) =hun, by = uon, Sny = (0N, 9) N, #
nrelNy|

_>/7(” ‘N, ‘S‘Nl]): b(” 'N1]+N1”)

7.
:)/3(” 'N1]) +N, 1z

I:A(b” ‘N /J)’) +N, hu
= hu-n, SN,H()
= /?ﬂ ‘N, /JSN]()I)

/\ /\ /9(1/']\]1_)/)=/?u'sz)I—)b(ZI-N|51\7'}):[1;/'1\]2})51\]1_)’
#E[N 1| yE[N,|

a,@] /\ b(”'Nlj) zb”'Nz/gy

€[N |
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iso

1-8
Hy]74 — N1 ’VNZ

\/ StandMod (N, Zp) — [\ -StandMod (N1, Z})(N2,Z5)
N N|,N,

— N1 X N,.
\/ StandMod(N, Z}) —
N

\/ StandMod(N, Z}) — \/ StandMod(N, Z3) A /\
N N N,N»2

1
— \/ StandMod(IN, Z}) bis auf Iso
N

Les StandMod (N, Z,) - \/ StandMod (M, Z}) — w Cst(Z})
M

StandMod (N, Zp) A StandMod(M, Z}) A ~wCst(Z}) —

ha N (S@0)) ar.y =55 (0a)  Starke MM Ind’k
£€|N|

a) Oy € [N|A (S(ON)(O))(M,,,) =0y =0 = SS9 (0u)

b) A S@(0)) 4y = SW0n) =
k€|N|

= ((SC9(0)) iy = (SSU(0)) g,
= Su($®(0)) (M, )
= 51\455\? (Oar)

= ((SU¥9(0)) g, = 55 (0wr)

, b] /\ (@ 0) ar,np = 58 ©0w)
£€|N|
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StandMod (N, Zp) A StandMod (M, Z}) A —wCst(Z}) —

VA aiaeAa

AEth/+ £€|N|

5 AT wg A |Z—+ = \A AMod som(M, Z})

P
/\ ( s (0 ))(M 0 T =1A ("/\A (Mpy = 1
k€|N|
/\ A 0 5W(0)) 1) /\ A gy = 1)
£€E[N| re|M|
=1 N\ A sstoum =
k€|N|
Let k)
Vo Awelm =\ u=si0mnA (M~ /5 9 00))
AEFl‘mZ?; ée“\[l
=1 /\—.|( )
- /\ A (M~ [a)y = 1A T'( /\ A (Mp~[uy = 1)7 L
€| M| ne|M|

StandMod (N, Z})A StandMod (M, Z}) — w Cst (Z})
StandMod (N, Z}) -/ ,; StandMod (M, Z}) — w Cst (ZF)
Tollendo tollens erhilt man das Corrollar 303:

StandMod(N, Z}) > w Incest(Z}) — = \/ StandMod(M, Z7)
M

— = \/ -Modm,rm(M, Z;)/\
M

A Stark Ind(M).
Klarerweise gilt: StandMod (N, Z3)>w Cst(Z5) — Cst(Z3)
StandMod (N, Z}) 5w Cst (Z})

=k— /{LZ_;_'/\XZX

!
5

k€ |n|
S w Cst (ZF) — Cst (ZF)
A k[N |—+ & = kwird durch starke metamathematische Induktion nach

k bew1esen ({£ € |N|| }—*S("‘ (0) = $®)(0)} ist nicht Z}-Formel
basiert.)
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7 p fiir Z}5 ergibt:
\/ StandMod (N,Zp) —[wCst Zp —] Cst Zp
N LC3
Dieses Resultat steht im Einklang mitdem aus dem 2. Unvollstindigkeits-

satz folgenden Ergebnis, dal3 die Consistenz von Zp nur mit hoheren
Mitteln als in Z p selbst formal verfiigbar bewiesen werden kann.

Ley StandMod (N, Zp) by w Cst Zj — \/ StandMod (M, Z})
M

StandMod (N, Zp) fz7

i w Cst ZEA J\ Mod worm(M, Z ) — —Stark Ind(M). —

m

M||N Hy
;7 Mod norm (N, Z}) — —Stark Ind(N) A Stark Ind(N), L

— = Mod nomn(N, Z})

olltoll

Pri b w Cst ZF "= Modom(N, ZF)
— \/ Mod o (M, Z}) A StarkInd (M).
M

A
Pri |5 w Cst Z7 — Mod qorm(N, Z}) — Stand Mod(M, Z})
ML P norm »y &~ p ) P
N M
Cst Z}

Stand Mod (N, Zp) for w Cst Z§ — \/ y; StandMod (M, Z})
StandMod (N, Z p) bz w Cst Z3 — \ StandMod(M, Z )

Da GenVar p NFr Vargundmod (N,zp) 7 @ ist implikative Uberstellung von
StandMod (N, Z p) gemiBl Metadeduktionstheorem nicht méglich.

Abschlieend mégen 3 Erweiterungen von Z p hinsichtlich ihres Mo-
dellcharakters untersucht werden:

Zple;{c # &l k£ € |N|}], Zp[~G®], L[Lz,; {A € Zp|Val(4, N)}]
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StandMod (N, Zp) —

Y Z5= Zole; {e # Blk € [N])]

Z ;f istalso jene Erweiterung, die aus Z p durch Hinzunahme einer neuen
Konstante ¢ und der Eigenaxiomenmenge {¢ # 4|4 € |N|} hervorgeht;

)Wegen/\/e€|l\7||_+: ¢ # kund '_+f€ oV .oe=x, N\, c#x git

w Incst (Z+‘), wegen Le;3: /\M Modno‘m(M zZ ») — - StandMod
(M, Z).

/\ Mod e (M, Z ) = Mod norm \StandMod (M, Z ).
M

— Non StandMod (M, Z ).
B) Wir zeigen: \/ 5, Mod qom (M, Z;‘")

~Cst Z,S — \/ c# ki A Af#/é_;HIZP—ML

kip erkein €[N
— 5. Ve=~Fk,

— Zp[t‘][ /é,l V c=kR;,
—lb—x=%;V Vx=4&,,

Zp
— —Smax(£;,,...,4;,)

Zp

=/é_,[\/ \/Smax(/é,-l,...,k;”):/é_,”
|1V VL
Zp

— = Cst Zp/\Hy] Cst ZP,J_
Cst Z;;[, \/ Mod norm (M) Z;[)
M

a, [] \/M NonStandMod (M, z, )/\ /\M Modnorm(M,Zf,) — Non-
StandMod (M, Z )

7} NonStandMod(M, Z ) — M* := (|M], M{(c, )})
s Modom(M”, Z)
mit Opr+ = O, Sare = Sar, [M¥| = | M|
so daf} ¢j; € |M™|, cpr+nicht definiert
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StandMod (N, Zp) —
— NonStandMod(M Zy)—

— StarkInd LCI /\ \/ u=175 M* M)

#€|M*| £€|N|

Spcz
cp € |MT| = [M| =] \/ ‘M= 55\//7)*(01\/1*)
£€|N|
—ﬁ"/\fm?éf,\; M) /\ +[€7é/é
ke|N| /ee\Nl
AN ke )
k€E[N]|

A Mod aorm (M, Z ;)
A /\ ‘M F 55\/7)(01\4)
£E|N|
—1
— = StarkInd (M™)
— = StandMod (M*,Zp) A Mod yorm(M*, Z p)
— NonStandMod(M*, Z p)

StandMod(N, Zp) — [\ ;; NonStandMod(M, Z ;) —]V/ ;. Non-Stand
Mod(M*,Zp),V y StandMod(N, Zp) —\/ 5, NonStandMod (N, Z p)
NonStandMod(N, Zp) —

6 +

2, NonStandMod (M, Z ") —

— |-—:;f750,x=0V\/x=Sj,£J_=OV]
Zp 5

\/ ¢ = 87 A Mod norm(M, Z )

5
— e #FOp A \/ e =Su()
y€e|M|
“(/ k / /
A 550a) = 55 00) = 537350 (car) = 5058 (00)
/,k€E|N|

— ey = 51(\7‘\! /é)(OM), 1

/\ - \/ 51\1 ‘M _SM (0ar)
/€|N|  £€|N|
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StandMod (N, Zp) —

— NonStandMod(M, Z ') —
(&
= M| = {0u, ., S Ou)yoo| 55 ear), - can,
Salen) .. -55\?(61\«1) .}
d.h.|M| ist Vereinigung zweier schnittfreien Mengen, deren

eine den natutlichen Zahlen und deren andere den ganzen

Zahlen entspricht.

2) Sind Dg, Dem die arithmetischen Entsprechungen fiir die Diagonal-
funktion (Dg("A47) =TA == ") und Demonstrlerbarkelt und defi-
niert man die Diagonalendemonstrierbarkeit Dem® durch:

Dem® (k1,42) < \/ -Dg(k1,43) A Dem (&3, 2).
k3

& Dem (Dg 3 (k1, £2), m5 (A1, £2))

so ist wegen der (primitiven) Rekursivitit von Dem, Dg, m 2’ die Relation

. . =—A . ; ;
Dem?® rekursiv. Sei Dem' (x1,x2) die gemil dem Reprisenta-
tionstheorem bestehende negationstreu reprasentierende Satzformel in

Z p fiir Dem®, so mége Gx1 1> 1 \/x2 DemA(x1 ,x2) als Gédelformel

bezeichnet werden. Fiir ihre Diagonalisierte Grgl=, die mit G4
bezeichnet werden moge, hat Godel unter Voraussetzung der Consistenz
bzw. w-Consistenz ihre Unbeweisbarkeit bzw. Unwiderlegbarkeit
bewiesen.

Mit den vorstehend entwickelten Mitteln zeigen wir unter Vorausset-
zung StandMod (7, Zp), daB die Erweiterungstheorie Zp[-G2]
w-inconsistent ist, sie ein Nonstandardmodell, aber kein Standard-
modell besitzt, auch jedes ihrer Normalmodelle ein Nonstandard-
modell ist.



Zum Begriff des Standardmodells fiir den Peanoformalismus 119

standMod (N, Zp) — f— G2, Cst Zp[~G?],
P

G2 o - \/D.’:mA (MGxy 1, x2)
— 7 \/ DemA([—le —I,/é)
£€|N|
— \ —Dem”("Gx17,£)
kE|N|

— /\ i——lDem (TGxq T, )

£€|N]|

- Ty, 1
/\ tm Dern ( GX1 /é)

kE|N|

Deml (Frm.
AW\Y{DCI‘H ( Gxy ,Xz)

—./\—\(DemA('—le T x2))

— w Incst (Zp[~G?])
— Cst Zp[~G?] A ~w Cst Zp[-G2]
- \/MOdnorm(M)ZP[_‘GA])

"

A\ Mod noum(M, Z p[=G?]) — —StarkInduke(M).

—\/-Mod sorm(M, Zp)[~G>]) A —StarkIndukt(M).
M

A =StandMod (M, Z p[~G%)).
— \/ NonStandMod(M, Z p[~G*])
M
A N Mod s (M, Z p[-G2))
M
— NonStandMod(M, Z p[~G2)).

) StandMod (#,Zp) — T, := L[Lz,;{A € Frmy,|Val(A4, N)}]
Man zeigt durch Vollst Ind nach der Deduktionszahl:
|=— A < Val(4,N),

Tn

A€Fmy,
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damit: I—A — Val(A4, N), }—A
ErW(TN,Zp)
StandMod (N Zp)
/\ }T_ A% /\ ValA ,N)
e LN A e
- /\ A Az(.\'ﬁl') = 1
£€|N| #:Var—|N]|
= ANk = LA RN =4

— /\ /\ A (Np~/k) = 1
»:Var—|N| 4€|N]|

— /\ /\A(N’”) =1

n:Var—|N| x

— Val(/\A,N)

~ ﬂVal(ﬂ/\A,N)

N /\ /\IT_A%—)-ﬂTN—\/x\A.

A€Fmmy  k€|N|
— wCst(Ty)

DLy = L2, =] TntpeSee(N, Th) A A yepan, . Val (4, N),

Mod porm (N, £n) — Hy] Stark Induktiv (N)

— StandMod (N, #)

— Sind Zp[e; {¢ # k|& € |N|}] und Z p[-G*] Beispiele fiir w-inconsis-
tente Theorien, so ist L[Lz,;{A € Frmy,|Val(A, N)}] Beispiel einer
w-consistenten Theorie; da jede Subtheorie einer w-consistenten Theorie
w-consistent ist, so ist RR als Subtheorie von Z p w-consistent.

Definitionszusammenstellung einiger verwendeter Konzepte

Es mogen abkiirzen:

Intpr — Interpretation, Func — Funktion, db — Definitionsbereich, Var —
Variable, Expr — Expressor, Const — Konstante, FuotN — n- stelhg%er
Funktor, Prot™ — n- stelliger Pridikator, ¢;—1I'¢ ! ¢ f1—I /f P—I
IntpeStr — Interpretat1onsstruktur Mod — Modeéll, Modnorm Normal-
modell, Mod -8 — Normalmodell der Michtigkeit N o, InitOrd — Initi-

norm
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alordinalzahl (Ordinalzahl, die mit keiner kleineren Ordinalzahl gleich-
michtig ist, Kardinalzahl im heutigen Sinn).

Dann:

Intpt (I, T, M) := M # ¢ Fanc (I) Adb(I) = Const U Fuor U Prot

A /\ c; €EMA /\ fi MN = MA /\ Py MM
c€Const 1 jeFuorf} PeProp 7\

IntpeStr (M, T) >\ -M = (M, I) A Intpe(I, T, M).
Die Charakteristik X g einer #-stelligen Relation R sei definiert dutrch:

XR = {{m1,...,m)|R(m1,. w2,
y=1,V-R(m1,...,m,) Ny=0,}

Die Fortsetzung der Interpretation von Expressoren ist gegeben dutch:
IntptSte (M, T) AM = (M,I) A\v Var — M so:

X (M) = v x
C{M,r) = €I
Sfatssa.) a0 = f1(@a1(a,s)s - - - > @i, )
P(ay, .. ,ﬂn)(M ») XP,(ﬂl(M ”) '-ad/l(M,u))
sodaBB: P(a1,. ),y =1 Prlaianm, - aunt,n)
(—A4 0)(1\11/ = _(Ao )
sodaf}: (= 0)(1\1 y=1e —1(A0(“,) =1)
(Ao—= A1)y =Aop, 1410,
)1 —14—'->AO :1—>A1 m:l
)

/\A (M, 1) |_|{A (M, vyl € M}

mit »* /u = N\ { (>, v’ x) }{ (¢, #) }
sodaf: /\Ao (M) = =1le /\ (M, v~ [ny = 1)

neM

\/Ao o = LA @ ln € MY

sodaf3: (\/A 0)(1”’”) =1 \/ (A Moy = 1)

neM

IntprSte(M, T) AM = ( m=cr=1c,fa=f1 =1,

A
Py =P;=1I'P,|M| = I
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IntprStr (M, T)—>Val(A, M) < /\”:Vm__’ll\,”/l Mgy = 152
Mod (M, T) +Intpr Str (M, T) A 4egigax, Val 4,M)
Mod nom (M, T) 15 Mod(M, T) AN, ey # = my <> #=3.
TVAL (A) o N, -Mod(M, T) — Val(A, M).

LVal (A) 1~ A, IntprSte(M, L) — Val(A, M).

Damit: A\  cpiy T-Val (A) }-—A.

CstT— \/,; Mod™ (M, T)

InltOrd(a)/\Inlt Ord(B)Aa< By Mod ™ (M, T)—
\/1\1 Mod™ (M T)

\/ Mod=N(M, T) & \/ Mod=>(M, T)

M M
Cst T- — \/,; Mod =™ (M, T)

norm

\/ Mod 3 (M, T=) & \/ Mod e (M, T-)

norm norm
M M

CstZ} — \/Mod “o(M, Z7 )wegen

norm
M

=\/ Mod it (M, Z}})

norm
M

(Mod0(M, ZE) — No ~ {58 (0a)]k € N]} C [M] < Ry, L)

norm

Z p bedeutet den Peanoformalismus (bei dem das Prinzip der mathema-
tischen Induktion als Axiomenschema vorliegt). Z § bedeutet eine Erwei-
terung von Z p.

Anschrift des Vetfassers: Prof. DDr. Curt C. Christian, Institut fiir Logistik, Universitit
Wien, Wihringer Stra3e 25, A-1090 Wien.
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