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Summary

Inspired by ideas of [1] and [3] this paper wants to give new insights into some g-analogs
of Catalan und Motzkin numbers.

1

Sei W, die Menge aller Worter x;, x;, . x;, der Linge n iiber dem Alpha-
bet {x_1, x0, %1, X2, . . .}, welche sy +ip 4+ - + i, < —1fiirallek > 1 erfiil-
len (vgl. z.B. [7] oder [9]). Diese Worter lassen sehr unterschiedliche
kombinatorische Deutungen zu. Wir wollen sie hier als positive Gittet-
wege von (0,0) nach (#, — > ', 4;) interpretieren. Dabei entspricht dem
Symbol x_; ein ,,Aufstieg” (1, 1) der Hohe 1 und jedem anderen x; ein
»Abstieg” (1,1 —7) der Hohe 1 —7z Wir ordnen nun jedem Buchstaben x;
ein Gewicht »w(x;) € N zu, wobei w(x_;) = 1 sei. Die ,,H6he“ eines Wortes
xixj, ., sei die Zahl a, = M, ox) = —(i1 + +4,) — 1.
Dann ist oy, + 1 die Hohe des Gitterweges an der n-ten Stelle. Unter dem
Gewicht eines Wortes wollen wir das Produkt des Gewichts der Buchsta-
ben und der g% verstehen; genauer sei

u/(x,-l . x,-”) = W(Xil) _w(xill)qa1+az+~~+a,,_ (1)

Ahnliche Gewichte wurden auch in [9] oder [10] betrachtet.
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Aus (1) ergibt sich sofort, dal3

—ip g

w(xi, XX, -.%5) =q w(oi, XX, xi,)  (2)

gilt.

Das legt es nahe, jedem Wort x;,x;, ... x;, das entsprechende Wort
@(ixj, -.x;,) =3, .y, in den Symbolen y; zuzuordnen, welche
die g-Kommutationsregeln

yiy =4 Ty (3)
erfillen.

Speziell gilt dann y_ y,_1 =¢"y,_1 y_1, wobei r > 1sei.

Nun kann man den g-binomischen Lehrsatz ([11], [4]) anwenden und
erhilt

" . n n—
(01 +0—1)" = Z [/J PLRy Ly
;

£=0
Daraus lassen sich sehr einfach einige niitzliche Hilfsresultate ableiten:

Bezeichnet man mit 17, , die Menge aller Worter, in welchen & Symbole
x,—1und #—4 Symbole x_; vorkommen, so ist also

" iy
V) =[] st ),

Man rechnet leicht nach, daf3
. » &Y _ [nt!
u/(xf_lx”_—f) = q”(”_’/‘H (?) ( 2 )

gilt. . .

Interpretiert man ein Wort aus 1/, . als einen (nicht notwendig positi-
ven) Gitterweg von (0, 0) nach (n, # — &), so ergibt sich also, daB3 das
Gewicht dieser Wege gegeben ist dutch

(Vi) = M o= (7)) *)
)

Als weiteres Hilfsmittel fiir spiter berechnen wir das Gewicht der
Menge U . aller positiven Gitterwege von (0, (r— 1)&) nach (£ + x, x)
fiir ein x > 1, welche mit einem Aufstieg beginnen und genau & Abstiege
haben. Jedem solchen Weg entspricht ein Wort der Form x_1y wobei
v €V gy w1 ist. Daher ist nach (4)

£—1
”/<U,é,x) = [X+

£ x=1
4 :l qrzz/(x_1x,.~1x:1 )
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und wegen 11/(x,1x/€ ) = c]("_l)@l)“g) (man beachte, daf3 der erste
Punkt des Gitterweges die Hohe ¢ — 1)£ + 1 besitzt) gilt also

W(U) =4O ¥ (5

;

Sei nun A(n, x) das Gesamtgewicht der Menge W, (x) aller Worter
z €W, der Hoéhe i(z) = a;,=x —1, d.h. der positiven Gitterwege von
(0, 0) nach (n, x). Fiir diese Zahlen gelten die folgenden wichtigen Bezie-
hungen:

Al x) =g (A= 1,x = 1)+ Y _w(x)A(n—1,x+4)) (6)

>0
und
(nyx+y) = ZA (n— k,x)A(kyy)g* (7)
mit den Randbedingungen
A(ﬂ,O) =040 und A(O /é) = 6,@’0. (8)
Denn fir xyx;, .x;, =gx;, € W,(x) ist wlxx, .x;)=

w(za,) = w(g)w(x;, )q" mit g € W (x +2,), woraus sich (6) ergibt.

Ist >, x;, .x;, =53 € W,(x +y), wobei s das lingste Anfangsstuck
des Wortes ist mit s € W,(x), so ist g € W,( ) und w(sg) —w(x)w(z)q *
wobei £ die Linge von g ist. Daraus folgt unmittelbar (7).

>

2

Als Beispiel betrachten wir den Fall, wo w(x_q) = w(x,_1) = 1 fireinr > 1
ist und alle anderen Buchstaben das Gewicht 0 haben. Wit sprechen kurz
von Wortern vom Typ .

Bezeichnen wir das entsprechende Gewicht von I, (x) mit A (n, %),
so gilt also

A (n, ) = F A= 1,x=1)+AD(n—1,x+r—1)). (9)
Fiir r = 2 ergibt sich

1 0 0 0 0 0 o0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 q 0 0 0 0
(AP e =|0 ¢ 0 g’ 0 0 0| (10
0 0 qZ[Z]qz 0 4 0 0
0 ¢*+4* 0 @Bl 0 4" 0
0 0 FH20+q +¢ 0 g4, 0 4Y



6 J. Cigler
Im Fall g=1gilt AY gn+ x, x) = G, (x, ), wobei

rn+ x
Gi(o,7) = = ( )

m—+ x n

die Gouldpolynome bezeichnet, weil beide Ausdriicke die Anzahl der
positiven Gitterwege von (0, 0) nach ¢7 + x, x) zihlen (vgl. z.B. [5]).
Dieser Zusammenhang bleibt auch beim Ubergang zu den g-Analoga
sinngemal erhalten.

Unter den g-Gouldpolynomen G,(x, 7, ¢) verstehen wir die Funktio-
nen, die durch

GII(X + 1,7”, 4) - G,,(X, 7y 4) = qu”—1 (X + s, q) (11)
und die Randbedingungen
GO(Xaraq) = 1,G/I(Oar74) = 040 (12)

eindeutig festgelegt sind (vgl. [5]).
ZB.istfirr=2

1 1 1
0 1 1+¢
2 3
(Gilk,2,q) = | © T+g L42q+g to
0 1+2¢+¢2+4 14+3¢+37+3 +24* +4 +9¢

Zum besseren Verstindnis bemerken wir, daf3 die q-Gouldpolynome die
positiven Gitterwege von (0, 0) nach (7 +x,x) mit dem folgenden
Gewicht versehen: Wir kénnen ein Wort x;,x;, . ;. mit z Abstiegen
x,_1 eindeutig durch die Folgeg, . . . cp¢ der Hohen jener » Anfangsworter
beschreiben, die mit einem Abstieg enden. Diese erfiillt 0 < 4 <x und
G <c+r—1

Mit diesen Bezeichnungen gilt

Gi(x,r,q) = " (13)
Denn sei H,(x,r,g) = ¢g" 1% Dann ist
H)(x+1,r,q) = H,(x,r,q) + ¢"Hy—1(c +7,7,9)

erfullt, weil beide Seiten das Gewicht der Folgen ¢, .. . ce mit g <x +1
messen. Die Randbedingungen sind trivialerweise erfiillt.
Daraus ergibt sich

~

A(")(m + x,x) = 4’](£)+(2) G, qli)' (14)
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Zum Beweis bemerken wir zunichst, daB A, x)#0 nur fiir
n = x(mod 7) moglich ist, wie sofort aus (9) folgt.

Seinun f(n,x) 1= g~ () (;)A(") (rn + x, x).
Dann ergibt sich ebenfalls aus (9)

flnyox+1)=f(nx)=qg"f(n—1,x+r).

EinVergleich mit (11) liefert dann das behauptete Resultat.
Speziell ergibt sich

A+ 1,1) = " cr(g) (15)

wobei die C’(g) die in [5] betrachteten verallgemeinerten g-Catalanzah-
len sind.

3

Wir wollen nun im Fall r=2 ein q-Analogon von zwei wohlbekannten
Catalandreiecken ableiten:

Wir zerlegen die positiven Gitterwege von (0, 0) nach (2(m +n) + 1,1)
in die Wege von (0, 0) nach (27+41,2/4+1) und die Restwege von
(2n+1,2; 4 1) nach 2 +n) + 1, 1), die wegen der Symmetrie zwischen
Aufstiegen und Abstiegen dasselbe Gewicht wie die positiven Wege von
(0, 0) nach (277 41,2/ +1) haben. .

Fir die Gewichte gilt £ A4P(2r 41,2 +1) ¢ APQ2m+1,2i +1) =
A@ (2m 4 2n+1,1), weil das Gewicht des Punktes (27+1,274-1) in der
Summe doppelt gezihlt wird.

Das kann auch folgendermaflen formuliert werden:

Sei C,,(q) = AP(2n+1,2i+1). Dann ist Gy, = 8y, und
S0 Coilg) Cud @™ = Cunaole) = ' C(¢7) oder in
Matrixform

Cop 0 0 Coo Cro Cap Copo Cio Cop
o S G

Cipo Cip 0 P Cip Cro Cap

Coo Coy Can 0 0 Cq | G G Cap

(16)

Die C; ;lassen sich auch durch eine einfache Rekurrenz beschreiben.
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Da jeder Weg, der in (27+1, 1) endet, entweder tber (22— 1, 1) oder
tber (27 —1, 3) gehen muB, ist
CII,O et qC//—l,O + {]C;—m

und analog ergibt sich fiir 7> 1, daB jeder Weg nach (274 1,274 1) mit
X1, XX, XX _q, X1 enden mul3. Daher ist

Chi= ‘]4i_1(C/1—1,i—1 +(1+¢)Cm1;+ 7 Cot i)
Z.B. ergibt sich

1 0 0 0
3 0 0

Coslo = 7 A
( .A,)o 72+q4 q4+q(,+q§, qm 21

43+2q5+q7+q‘) 75+277+279+271|+713+415 qll+qIB+qIS+ql7+ql‘) q

Speziell rechnet man sofort nach, da8 C, , = g”mﬂ) und daher
(Cu,u)z g = q4"2 ist. Daher ergibt sich

4,.2_121_2

det(Ci+j,0):'l,;1=0 =q ! (17)
Beachtet man (15), so ergibt sich schlieBlich fir die Hankelmatrix
der Carlitz'schen q-Catalanzahlen (C?(g)), die durch

Cfﬂ(?) = Z ché(Q)C%(q)
kt+l=n
und C%(g) = 1 definiert sind (vgl. [8]), die Gleichung

2 i 2— (";') k1) (dn—1)
g 1

det(Ci2+j(4))’,",j=o = =q ° (18)

Interessant ist auch die folgende Tatsache, die sich sehr einfach bewei-
sen 1Bt und wahrscheinlich bekannt ist. (Man vgl. [1], wo etwas dhnliches
fiir Motzkinzahlen gemacht wird).

Cu—l,iCu,j - C/i,/CMfl,j (19)
ist fiir 0 <7< ein Polynom in ¢ mit nicht negativen Koeffizienten.
Das zeigt man leicht mit Induktion nach n.
Fir1 <i<jist zu zeigen, dal3
(C;/-l,i—l + (1 + qz)Cn—l,/' + 5]2Cu—1,/+1)(Cu,j~1 + (1 + qz)Cn,j + qZC”x./‘*'l)
- (C/l—l,j—l + (1 + qz)Cu—l,j + qZC/l—l.,j+1 )(Cﬂ,i—l + (1 + qz)C”J + qzCﬂ,/+I)

nichtnegative Koeffizienten als Polynom in q hat. Das ist fiir / 4 2 <jklar.
Firj =7+ 1brauchen wir bloB die Terme mit C,, ;,C, 1 ;y1und C,, ;11C,_1,
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e\tra betrachten Hier ist zu zelgen daB3 der Ausdiuck (1+q ) Ci—1,
n i+1 +4 C/I 1 /+1C// / (l +q ) CI] 1 H—lCu / + q C/z 1 ICH Li+1 I’llChtI‘lC—
gatlve Koeﬂﬁmenten hat. Das ist aber klat, weil er in der Form
(144 ) — q] [Cr—1,Ch i1 —Co—1,;+1C,,7] geschrieben werden kann.
Der Fall /=0, / > 0 ist noch einfacher.
Als Korollar ergibt sich fiir die q-Catalanzahlen C2(g):

Cli(9)Chala) = (CHg))’ (20)

hat nichtnegative Koefhizienten.
Denn diese Aussage ist 4quivalent damit, daf3

C//—],O(C/I,O + Crl,l) - Cn,O(C//—1,0 + C/—l,])

nichtnegative Koeffizienten hat. Diese ist aber nach obigem klar.

4

Ganz analog zeigt man, daf3 sich jeder Weg von (0,0) nach (2r + 27+ 1,1)
in einen Weg von (0, 0) nach (2#,27) und einen Restweg von (21,27) nach
@n+2m+1, 1) zetlegen ldBt. Das Gewicht aller Restwege ist
APCm+2 ,27). Folglich gilt.

ZA(Z) (2n, 2z')q_2i+1A(2)(2777 +2,2/) = A(z)(2m + 24 1,1).

Setzt man nun D, ;:=.A4 @ (2n,21), so ist D ;= boi D,o=0,0und
Dy1 =A@ (20,2) = AP (21 +1,1) = ¢"C%(4?).
Daher ergibt sich
Z D/l,iD///,iq_ZiJrl - Dlll+u—1,1 . (21)
i=1

Das kann wieder als eine entsprechende Matrixgleichung geschrieben
werden, wo rechts eine Hankelmatrix mit q-Catalanzahlen auftritt.
Fir die D, ; zeigt man wie oben, dafB3 die Rekurrenz

D,; = ¢"?(Dy-tjm1 + (1 +4°)Dy1,; + ¢*Dyrip1),n > 0,i > 1
gllt mit Do,': 60,' und D,,(] S 5,,0.

Bemerkung. Eine dhnliche Rekurtenz wurde auch in [5], (1) gefunden.
Haben die C; (@ ) die dort angegebene Bedeutung, so leitet man leicht ab,
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daf} die obige Aussage dquivalent ist mit

Z C/// 1(1123 B = Cl()lzj-/]—li

wobei rechts wieder die iiblichen q-Catalanzahlen Von"+Clarhtz auftreten.
Man rechnet w1eder leicht nach, dal D,, = 44( )=3 und daher
D,, g = g 1" ist. Daher ergibt sich fiir die Hankelmatrix der D;;

die Gleichung

i(zlq)z

det(D,‘+j—1,l)',",j:1 =q'

Daraus ergibt sich wieder fiir die Catlitz’schen g-Catalanzahlen die
Identitit

w(n—1){(4n+1)

det’(Clz+j 1(4))// 1 q 6 (22)

Bemerkung. Durch die Gleichungen (18) und (22) fiir alle # sind die
g-Catalanzahlen cindeutig festgelegt. Das verallgemeinert die bekannte
Tatsache, daB} fiir =1 die entsprechenden Hankelmatrizen die Deter-
minante 1 besitzen und dall diese Eigenschaft die Catalanzahlen cha-
rakterisiert,

5

Fiir r > 2 gibt es kein direktes Analogon zu (21), weil die Situation nicht

mehr symmetrisch ist. Die entsprechenden Matrizen spielen aber auch

hier eine wichtige Rolle. Dazu beachten wir, daf3 jeder positive Gitterweg

von (0, 0) nach (rz+ x, x) iiber einen eindeutig bestimmten Punkt der

Form (rn, ri) = (r (n — i) + ri, r7) vetlduft. Der Restweg liegt dabei in 7 .
Aus (4) folgt daher

AV (4 x, ) Z A (1) g q(x—rj)x+,~(;)_(.\~;|) [x] _
.
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Setztman DY) = 4() (rn, ri), so endet jeder Weg von (0,0) nach (1, 17)

i

mit einem Wort aus I/} z, 0 < £ < r. Bei festem £ ist

w(V,p) = [r} g (3 () r0-n (24)
’ k ;
Daher gilt
) — 3 [ ; ] ; () +r(8) +20-8) gUmr=a o
£=0 q
und schlieBlich
Dr(fll) = qui—(r;]) Z [;] qr(é) D;(;r—)1,/—1+,ea” >1i>1
£=0 q"

mit D) = 8,0 und DY) = &,

Bemerkung. Man kann dadurch auch einen anderen Zugang zu den
Ergebnissen von [5] erhalten. Dort wurde in Gleichung (4) in etwas

(r)

III

anderer Notation C ) (g) = G,_;(ri, r,4)"® betrachtet. Unter Verwen-

dung von (14) sieht man nun sofort, daf3 D( ) = = ¢"G )C( )( ") gilt. Denn
dielinke Seiteist.A ) (1, ri) = gV—IG+G )C,,_,(lz,l,q ) ”(Z)C( )( ).

e
Nun wollen wir die Situation, die zu (21) fithrte, auf andere Weise ver-
allgemeinern. Jeder Weg von (0, 0) nach (2 + r +1,1) 1Bt sich zetlegen
in einen Weg von (0, 0) nach (17, /) und einen Restweg von (1w, /) nach
(rn~+rm 4 1,1). Wit wollen nun das Gewicht EE,:._,_VI , des Restweges bestim-
men.

Dann gilt in Analogie zu (21) fir » >1

Z D,(,'I)E,(,i), =AYV (m+n—1)+1,1)
(25)

:A(')(I(Iﬂ +n— 1)7 ’.) = DEI:.')HI—L‘I'

,(,,) ist das Gewicht aller positiven Wege von (0, /) nach (r(m — 1) 4+ 1,1).
Ein solcher Weg hat # —7+1 Abstiege und (r—1)(m —1)+1—7 Auf-
stiege. Das groBte 7, fiir welches ein solcher Weg existiert, ist 7=
(r—=1)(m —1)+ 1. Das zu einem solchen Weg gehorende Wort beginnt
mit einem Anfangswort aus 1 ;. Da der Weg auf der Hohe 77 beginnt,
ist also nach (4) das Gewicht aller solchen Wege mit &£ Abstiegen gegeben

durch g™ [1] 4070,
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Somit ergibt sich die folgende Rekursionsformel

F/(li/ = quH—(g) 'Z [;:[ q"(')" kE/(//) 1,i+1 —kr 7 2 21
£=0 q"

mit den Randbedingungen E1 ; =061, und EY). = 0firi<o,

",y /

Man beachte, daB3 sich fiir 7> 2 keine Dreiecksmatrizen mehr ergeben
Im Fall » = 2 rechnet man leicht nach, daB3 hier Ef,,), = (D”, ,/z]z’ ) ilt,
sodaB (21) ein Spezialfall von (25) wird.

6

Wir wollen noch auf eine andere Darstellung der Gewichte A O - 5¢,%)
hinweisen.

Dazu suchen wir in jedem Weg von (0, 0) nach (7 + x, x) den letzten
Abstieg, vor welchem genau (r — 1)» Aufstiege liegen. Dieses Anfangs-
stiick hat also (r — 1)» Aufstiege und eine gewisse Anzahl von Abstiegen,
die wir in der Form # — £ schreiben. Das Gewicht aller dieser Anfangs-
stiicke ist AP (m — &, (r— l),é) Der Restweg ist ein Weg von (0, (r — 1)&)
nach (£+ x, x), der mit einem Aufstieg beginnt und genau £ Abstiege
besitzt.

Aus (5) folgt daher
4 " ) " ~ £—1
A (4 5, x) = ZA('V)(m—,é, (r— l)k)q('_]) (4)+6) [X_‘_,é ]
£=0 7

(27)

Wir wollen jedoch auf diese Entwicklung hier nicht naher eingehen, weil
analoge Dinge bereits in [6] mit anderen Methoden behandelt wurden.

7
Sei nun W, , (x) die Menge aller Worter der Gestalt (x_ 1) { € W,(x).
Dann ist W,(x) = W, 0(x). Fir (x_ 1) x;3 €W, 41 zeigt man leicht die
Identitit w((x_ 1) xiz) = w(xi)q (k=1)(+1) (IH)W((X l)/6 IZ)-
Sei nun A (n, x) == w(W, 4(x)). Es ergibt sich

Ag(nyx)=Ap—1(n,x) —Zw(x,)q(k_])("ﬂ)* (i;l)A,@_i_l (n—1,x).

i>0

(28)
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Mit Induktion 14083t sich daraus eine explizite Darstellung der Koeffizien-
ten ag; 1N

Ap(n,x) = apeA(nyx) + agp1A(n—1,x) +  + agA(n — £k, x)

(29)
ableiten. Setzt man
k .
Se(x) = agix’, (30)
i=0
so verifiziert man sofort die Rekursion
§u() = (= g w(0)Sact () = 32 D) 30540 ().

iz

—

Im Fall der Worter vom Typ r reduziert sich das auf

5O () = 259, () — V-0 50 (). (32)

n—=r

Daraus ergibt sich nach leichter Rechnung
S,(f)(x) - Z(_l)kq(ézl),.z,,@(r;]) [n - (,»/6_ 1)&] o

oder

n—k 2 (25 ek
S(') (x) _ Z (_1)(;1—/%//‘) [’é + r :| g"“( "y )_:_( 2 )Xk (33)
e

£=n(mod r)

Man kann die 4, also sehr einfach berechnen. Es stellt sich heraus, daf3
die Matrix dera,, im wesentlichen die Inverse der Matrix der A (n, £) ist.

Genauer gilt
-1

(@) g0 = (Q— (‘?)A(n +1,k+ 1)> (34)

&0
Denn nach (29) ist S auA(i+1,/+1) = Ak +1,74+1) =
q(é?)&kj, weil Wi g p={x_1x_1...x_1} ist und daher A;(k£+1,x) =
g(éi ) fiir 5= & +1und sonst 0 ist.
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Im Fall r =2 ergibt sich daher z.B. als Inverse der Matrix

6

(¢4TL4”W+Lé+1D

0
die Matrix
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 00
—g 0 1 0 0 0 0
0 —qf2, 0 1 0 00 (35)
7 0 —4Bl, 0 r 020
0 q()[g]qz 0 _4[4]42 0 1.0
=g 0 g5l 0 gl 01
(Man vergleiche mit (10)).
9

Als nichstes Beispiel wihlen wir auf IV,(x) das Gewicht, das durch
w(xo) = w(x1) = Tund w(x) =0, i > 1, gegeben ist. Wir betrachten also im
wesentlichen Motzkinwérter, d.h. positive Worter mit den Buchstaben
x_1,x0x1. Bezeichnen wir das Gesamtgewicht der Motzkinworter der
Linge n mit B(x, x), so gilt also

B(n,x)=¢"""(B(n —1,x —1) + B(n — 1,x) + B(r — 1, x + 1)). (36)

Die Matrix (B(#, £)) beginnt daher folgendermalen:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 g 0 0
0 1+4¢ g+4° 7 0
0 1+2¢+4 g+2¢+¢+q" £+a+q &
0
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Die entsprechenden g-Motzkinzahlen M,(q) = B(»+1, 1) sind gegeben
durch die Folge
(L1144, 1+29+41+3¢9+37 + 7 + 41+ 49+ 64" + 47
+34 +28° +45,..)
Aus (6) und (7) ergibt sich die folgende Rekurrenzrelation
B(n+1,1) = B(n,0) + B(n,1) + B(n,2) = B(n,1) + B(n,1 + 1), d.h.

B(n+1,1) = B(n,1) + > _B(n— ,1)B(k,1)g* =
£=0

= B(n,1) + zﬂ:B(ﬂ — &, 1)B(£,1)¢*

und somit

n—1

Muy1(q) = Mu(9) + D Mys1(9)Me(g)g*"! (37)
£=0

mit Mo(g) = 1.
Die zu ((B(ﬂ, /é)/q@)) inverse Matrix ist

1o 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 -1 1 0 0 0

(B(ﬂ,k)) o o -1-y4 1 0 0
0 0 ¢ 7 l-g-7 1 0

0 ¢ ¢+¢" ¢£+7+¢ —1-9-¢-¢ 1

Das entsprechende Polynom Si(x) = S5 agix’ (vgl. (31)) ist hier gege-
ben durch die Rekurrenz
Se(x) = (x = ¢* 1) Sk () = g7 Sama ().
Analog zu den Ubetlegungen, die zu (16) fihrten, erhilt man hier

Va

B(m+n—1,1) = Z g~ "'B(m,i)B(n, i) (38)

oder damit dquivalent
w1

M, 4,(q) = Z g 'B(m +1,i)B(n +1,5).
i=1
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In Matrixform bedeutet das

B11) o . B(1,1) B(2,1) B(3,1)

0 B(2,2) B(3,2)
B(2,1) B(2,2) 0 T
B(3,1) B(3,2) B(3,3) 0 o X2

Mo(g) Mi(g) Maq)
Mi(q) Ma(g) Ms(q)
My(q) Ms(q) Ma(g)

Auf der rechten Seite steht die Hankelmatrix (M,;4£(9)); £>0- o
Wegen B(n,n) = g(g) ergibt sich fiir die 7 X #—Matrix (M4 4 (q)),-7 —0
als Determinante

2
#{n=1)(2u=1) Z /
<n

det(Mi(9))ieto =9 ¢ =4 (39)

10

Wir wollen nun auch die Determinante der Hankelmatrix will

(Mg (9));‘],/521 berechnen. Dazu verwenden wir eine Methode aus
[2]. Aus (38) folgt

(Mive1(9))7 =1 = (B( + 1, £)); 1 (C(75£)); 4

wobei C(i,£) = B (k,1)g " ist.
Nun folgt aus (36), daf3

(B +1,£))] 4y = (B(i, &)} 4=1 (D, £)); s

gilt, wobei D(7, &) = g/e_l fiir /=& —1, &, £+ 1ist und sonst verschwin-
det. Man rechnet nun leicht nach, daf3

det (D(i, £))] = ¢%d, ist, wobei dy =1, dy =0, dy=—1, dy = —1, d5s =0,
ds =11ist und periodisch mit Periode 6 ist.

Somit ethalten wir
w(n—1)(2n—1)

" a
det(]\/[,-+,€_1 (g)):f,/zzl = q(Z) d”q 3 (40)
Fiirg=1 wurden (39) und (40) in [1] bewiesen.
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Mit derselben Methode, die zu (19) fithrte, zeigt man, dal3 auch

B(n,7)B(n+1,7) — B(n+1,7)B(n,j) (41)
fir/;<j
nichtnegative Koeffizienten besitzt und daf} fiir die q-Motzkinzahlen
My-1(9)M,11(g) — (Mi(g))” (42)

nichtnegative Koeffizienten besitzt. Das ist ein q-Analogon der entspre-
chenden Aussagen in [1].

Unmittelbar aus (37) ergibt sich auch, dafl M, (g) — (1 +4)"" nichtne-
gative Koeflizienten hat.

Es scheint keinen einfachen Zusammenhang mit den in [3] studietten
g-Motzkinzahlen zu geben. Es sei nur eine weitere Methode angegeben,
wie man zu diesen gelangen kann: Man beachte, daf3 die Gouldpolynome
G,(x, r,1) auch die Anzahl der n-tupel ¢ = (¢}, ¢, . .. ¢,) natiitlicher Zah-
len mit0< (< x,0< ¢ < ¢+ r,i=1,2,..., n—1zihlen, wie wir
bereits gesehen haben (vgl. auch [6]).

Sei nun H,(x, r) die Anzahl jener solchen n-tupel, welche Gberdies
tip1 7 ¢; fiir alle 7 erfiillen. Aus dem Prinzip der Inklusion und Exklusion
ergibt sich sofort, daf3

! n—if 7 -
Hy(x,r) = Z(‘U (Z-)Gi+l(xa r,1) (43)
=0
gilt.

1n

Fir r=2ist H,44 (1, 2) = M,, die n-te Motzkinzahl (vgl [3] oder weiter

unten (48)). Wir wollen daher M/ := H,41(1,r) als verallgemeinerte
Motzkinzahlen bezeichnen. Sie stehen also zu den Catalanzahlen in der
Beziehung

M’ = }:(—1)”"'<?>C;'+1. (44)
i=0

Aus der obigen kombinatorischen Deutung ergibt sich sofort die Rekur-
sionsformel

H,(x+1,7) = H,(,7) + H,_1(5¢,r) + H,1 (s +r,7) — H,_ 1 (5 + 1, 7).
(45)

Denn H,(x+1, ) — H,(x, 7) zihlt alle n-tupel der Gestalt (x, ¢3, . . . ,¢,)
mite; < xoderx+1< < x+
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Wenn wir stattdessen fiir das n-tupel c=(¢, ¢2,...,¢,) das Gewicht
w(e) := gt betrachten, so ergibt sich analog fiir das Gewicht
H, (x, r, q) die Rekursion

I_I/I(X7 7, é]) - H;/(X - 1,7',4)

o (46)
= q (HH—1 (X - 17 ry q) - I_I//—l(x, r, q) + H/-—l (X + 17’" ?))
Es gilt auch in Analogie zu (7) die Formel
H,,(X +J’a r, q) - Z quHk()’a vy q)HII'—k(X) T,y 4) (47)
£=0
Zum Beweis beachten wir, daB3 es fur jedes n-tupel c= (g, . . ., ¢,) mit

0< n<x+ 30< ¢y <g+r, i=1,2,. .,n—1,und ¢;4q4 # ¢ ein ein-
deutig bestimmtes £ > 0 gibt, sodaB gilt ;> 5, i=1,2,..., &, 61 < x.
Dann ist bei festem £ das Gesamtgewicht all dieser Worter gegeben
durch ¢ He( y, 7, ) H,—e (5, 7, q).
Fir die Motzkinzahl M(n,2, ¢):= H,+1(1,2, 9) ergibt sich daher aus
(46) und (47) mit derselben Argumentation wie in (37) die Formel

=1
M(n+1,2,9)=¢"""M(n,2,4) + ngHM(é,Z,g)M(n —k—1,2,9).
=0
(48)

Das ist i wesentlichen dasselbe wie das q-Analogon M, (g) aus [3], (2.2),
denn man rechnet leicht nach, das M, (¢) = ¢""'M(n,2,q) ist.

Man kann daher M(n, r, q) .= H,1(1, 7, ¢) als q-Analogon der verall-
gemeinerten Motzkinzahlen interpretieren.
Wir wollen jedoch noch auf ein anderes q-Analogon hinweisen, welches
sich fiir r = 2 auf die oben eingefiihrten M,(g) reduziert.

Aus (43) ist klar, daBl H,(x, 7) ein Polynom vom Grad n ist mit

Hy(x, n="1und H,0, /=0 fiit #> 0.
Es gibt daher eine eindeutig bestimmte Darstellung der Gestalt

r) = ; b ( Z) . (49)

Dabei ist b,41,1 = H,41(1,7) = M’
Schreibt man (45) in der Gestalt

AH,(x,r) = H,_1 (x,7) + (E" — E)H,—1(x,r),
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wobei A f(x) = f(x+1) — f(x) der Differenzenoperatorund E=1+ A
der Verschiebungsoperator Ef (x) = f(x + 1) ist, so ergibt sich

Zb,ﬁ< ) Zb,,_1k<> (1+A) —1—A Z[’H/«( )ode1

nach kurzer Rechnung

r r
bll,:(’. = bll'—l,/(’,—l + (7" - 1)bﬂ—1,k + (2>bn—l,»€+1 + (3)[,}/—1,»@-%2 +

Z.B. beginnt fiir r = 3 die Matrix (¢, ») mit

1 0 0 00
01 0 00
ba)e=10 2 1 0 0
0 7 4 1 0
0 27 18 6 1

Die entsprechenden Motzkinzahlen sind gegeben durch {1,2,7,27,
114,507, 2342, 11125, . . .}.

Man kann diese Relationen als Ausgangspunkt nehmen, um auf den
Mengen W,(x) ein Gewicht einzufiihren, welches die verallgemeinerten
Motzkinzahlen und ein q-Analogon davon liefert.

Dazu definiere man

i+1

w(xo) = r —1,w(x;) = (," ),521. (50)
Hir das Gesamtgewicht der Menge W,(x) etgibt sich damit
B(n,x,r) = ¢ " (B(n — 1, —1,7) + (r — 1)B(n — 1, x,r)
51
+Z( ) (n—1,x+1i,r)) (51)
i>1

Im Fall =2 reduziert sich das auf (36).
Auf Einzelheiten wollen wir hier aber nicht mehr niher eingehen.

Literatur

[1] Aigner, M.: Motzkin numbers. Eur. ]. Combinatorics 19, 663— 675 (1998).
[2] Aigner, M.: Catalan-like numbers and determinants. J. Comb. Theory A87, 3351
(1999)



20

J: Cigler: q-Catalan-und q-Motzkinzahlen

[3] Barcucci, E., Del Lungo, A., Fedou, J. M., Pinzani, R.: Steep Polyominoes, g-Motz-

kin numbers and q-Bessel Functions. Discr. Math. 189, 21—42 (1998).

[4] Cigler, ].: Operatormethoden fiir g-Identititen 1. Mh. Math. 88, 87-105 (1979).
[5] Ciglert, J.: Operatormethoden fir g-Identititen IV. OAW Sitzungsber. 205,169—174

(1996).

[6] Cigler, J.: Operatormethoden fiir q-Identititen V. OAW Sitzungsber. 205, 175182

(1996).

[7] Cigler, J.: Operatormethoden fiir g-IdentititenV.I. OAW Sitzungsber. 206, 253—266

(1997).

[8] Fitlinger, J., Hofbauer, J.: q-Catalan numbers. J. Comb. Theory A, 40, 248264

(1985).

[9] Gessel, L.: A noncommutative generalization and q-analog of the Lagrange inver-

sion formula. TAMS 257, 455— 482 (1980).

[10] Krattenthaler, C.: Countinglattice paths with a linear boundary I1. OAW Sitzungs-

ber. 198, 171-199 (1989).

[11] Schiitzenberger, M. P.: Une interprétation de certaines solutions de ’équation fonc-

tionelle: F(x +3) = F(x)F( ), C.R. Acad. Sci. Paris, 236, 352353 (1953).

Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. J. Cigler, Institut fiir Mathematik, Strudlhofgasse

4, A-1090 Wien.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1999
Band/Volume: 208_2

Autor(en)/Author(s): Cigler J.

Artikel/Article: g-Catalan- und g-Motzkinzahlen. 3-20


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=35706
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=184656

