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Zur kinetischen Gastheorie IV
Von
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(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 25 Mirz 1999
durch das w. M. Edmund Hlawka)

Auf dem Intervall [0, 1/2] seien N Teilchen (im folgenden oft auch Mole-
kiile genannt) gegeben. Die Anfangslage dieser IN Teilchen zur Zeitz =0
sei m, ..., 4y und ihre Geschwindigkeit vy, ..., v Die Teilchen seien
massenlos angenommen, ihre Bewegung sei eine geradlinige und sie wer-
den an den Endpunkten und an den Punkten 0 und 1/2 elastisch reflek-
tiert. Von den Geschwindigkeiten wird noch angenommen, daf3 sie im
Geschwindigkeitsintervall [0, ¢], wo ¢ positiv ist, gleichverteilt sind. Dies
soll folgendes bedeuten: Betrachten wir ein beliebiges Teilintervall J;
des Geschwindigkeitsintervalls und sei N'(K) die Anzahl der Ge-
schwindigkeiten vy, . ., vp, die in K liegen. Dann gelte

N'(Jy) _L(J)

c

S DN)

wo L(K) allgemein die Linge eines Intervalles K ist, und fiir grof3es N sei
diese Geschwmdlgkeltsdlskrepanz D N klein®

Eswurde nun in der Arbeit zur kinetischen Gastheorie [1] gezeigt, daf3
dann dieseTeilchen bei ihrer Bewegung bei beliebiger Anfangslage #, fiir
fast alle Zeiten gleichverteilt sind, wenn die Dauer der Zeit T nicht zu
grof ist. Genauer wird folgendes gezeigt:

Bezeichnen wir mit My ( f) den Mittelwert 1/T fo t)dt, bezeich-
nen wir weiter mit Dp(#) kurz die Diskrepanz der N Tellchen zur Zeit

ok N(LAL 2L(0))
B N'(J,9| 2L
DN(f)—Slep N ; s
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wobei N'( ], #) die Anzahl der Teilchen, die sich zur Zeit £ in ] befinden,
und I( J) die Linge von Jist. Dann gilt

Mr(Dn(T)) < K<IO§,T <1+ TDN))

[S1E

c

wo Keine absolute Konstante ist, z.B. 20. Daraus folgt:
Ist « eine beliebige positive Zahl, so ist Dy (¢) < & im Intervall [0,T]
ausgenommen einer Zeitmenge in diesem Intervall, mit Maf3

VT (logT (1 .
u<1<—<°g <—+TDN>>
« T ¢

Ist also « nicht zu klein, K grof, # nicht zu groB, D ~ klein, so sind die
Teilchen gleichverteilt fiir fast alle # abgesehen von der Ausnahmemenge
mit einer Disktepanz kleiner als c.

Ein einfaches Beispiel ist

[SIE

1 1\
o= TﬂogT(—-ﬁ- TDN)
c

Hier ist die Diskrepanz von gleicher Gro3enordnung wie die Ausnahme-
menge. Ein numerisches Beispiel ist in meiner Arbeit [1] angegeben.
Wenn ¢ von der Gréfenordnung 10° und T eine Stunde ist, so ist
Dny<(log N)/N und N=10> Dann betrigt die Ausnahmemenge
hochstens ein paar Minuten.

Selbstverstindlich muB3 man den Nullpunkt nicht gerade als Anfangs-
wert wihlen, sondern kann dieselbe Beobachtung machen im Intervall
[#0, £+ T'] zu einem beliebigen Zeitpunkt #,.

Man muf} nun beachten, daB3 natiitlich dieseTeilchen, die sich zur Zeit#
im Intervall Jaufhalten, sich zu einer spiteren Zeit ' ganz woanders auf-
halten und sich andereTeilchen zur Zeit # im Intervall Jbefinden werden,
aber nur ihre Anzahl bleibt, von der Ausnahmsmenge abgesehen,
ungefihr immer die gleiche bis auf einen Fehler o, und sie hingt nur
von der Linge des Intervalles ab, sodaf3 sich also in gleich langen Inter-
vallen fast immer die gleiche Anzahl von'Teilchen fiir alle #ausgenommen
der Ausnahmemenge befinden. Das ist nichts anderes als der Satz von
Avogadro (aus der Physik) im eindimensionalen Fall, der besagt, daf3
bei einem idealen Gas bei gleichem Druck und gleicher Temperatur
gleiche Volumina gleich viele Molekiile enthalten. Natiitlich kann der
Satz in voller Génze nicht giiltig sein, weil dieTeilchen ja hin- und hersch-

wirren. Den mehrdimensionalen Fall habe ich in meiner Arbeit [1]
behandelt.
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Man kann also sagen, dal} der Satz von Avogadro eigentlich ein Satz
der Gleichverteilung ist, lange bevor iibethaupt die Idee der Gleichvertei-
lung von Hermann Weyl formuliert wurde.

Um nun den Tanz dieser Teilchen — hier im 1-dimensionalen Fall
koénnte man das fast mit einer Quadrille vergleichen — weiterzuverfolgen,
beniitzen wir eine Idee, in verschiedenen voneinander unabhingigen
Beobachtungen die Bewegung der Molekiile zu verfolgen.

Wir betrachten dazu s linear unabhingige Irrationalzahlen 4, .. ., q,,
linear unabhingig im Sinne der Gleichverteilung — weitere Vorausset-
zungen werden gleich formuliert werden —und betrachten die Bewe-

gung der Teilchen zu den Zeiten ¢, a2,. ., a,¢. Wir setzen #=s-+1 und
betrachten
" NI(Z’ ]) "
T\ (#) = sup N = 2"V (])|,
J
wo Jdas mengentheoretische Produkt J; [, J1ist, die J; im Intervall

[0,1/2] liegenund V( J)=L(J)) L(J2) L(J,) dasProduktder Lin-
gen dieser Intervalle ist. N ist die Anzahl der'Teilchen, die sich zur Zeit
in Jo befinden, zur Zeita;¢in Ji, . zur Zeit .2 in J;. Das Supremum
erstreckt sich iber alle diese J.

Wir werden zeigen, daB3 auch dieses T4;(#) fiir fast alle # im Intervall
[0,T] abgesehen von einer Ausnahmemenge , klein“ ist, sodal} sich dieses
dynamische System des idealen Gases der IN Teilchen annihernd wie ein
System in der Wahrscheinlichkeitstheorie verhilt. Allerdings miissen wir
an diese # Zahlen noch einige Bedingungen stellen. Zu diesem Zweck
fihren wir einige Notationen ein.

Wit betrachten Vektoren im R":

h=(ho,.. ,h) sei Gittervektor, d.h. alle 5; ganzzahlig (1)

e=(1,. ,1) (2)
||79||=max/,j|/]j|, J=1,...,s (3)

R(b) = ]jmax(l, 14;) (4)
R(5) = R(5)max((bol, 1)
15 = max([bol, l1211)

a=(ay,...,a), ay =1, g sind Irrationalzahlen

<£Z/J> = aphy + a1h + + a.h;
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a ist vom Typus p. Es ist p4 nicht eindeutig bestimmt. Mit p ist auch w,
wenn ' > p, zulissig, also auch @ vom Typus . Das gleiche gilt vom
Charakter a.

R(h)*|(ah)| > #(a), wo k() nur von z abhingt
und vom Charakter o ist.
15 “|(ah)| > £'(a). Es ist dann stets o 5 > p.

Beispiel: Wir nchmen ¢,=27 16D es ist dann &' () > 2;

Tatsichlich 146t 51ch aufgrund eines tiefliegenden "Satzes von Wi
Schmidt zeigen, dafd 4 =1+ € (¢ > 0) gewihlt werden kann.

Die zugehoérige Konstante £ kann bis jetzt aber nicht konstruktiv
angegeben werden, daher nehmen wir in diesem Beispiel p1 =s.

Wir haben in der Abhandlung [2], S. 290 gezeigt, da3

1 1
- -m 10g M)

2 ROP Ty = 4N
Wir ordnen nun jedem Molekiil mit der Anfangslage #, und der Ge-
schwindigkeitslage z; im Intervall [0, 1/2] einTeilchen im #-dimensionalen
Wi rfel zu mit der Anfangslage s, und dem Geschwindigkeitsvektor
7 A. Die Bewegung dieses Teilchens in [0,1/2]" erfolgt wieder so, daf3 es
an denWinden elastisch reflektiert wird. Nun wutde in Arbeit [1] gezeigt,
daBl man die Bewegung solcher Teilchen zuriickfithren kann auf die
geradlinige Bewegung dieser Teilchen im Wiirfel [0,1]":0< x; <1,
J=1,. .,n Wir betrachten die Folge w; = # + 152, £=1,..., N mit
Diskrepanz Dy;.

Jetzt kénnen wir auf Dy die Formel von Erdés—Turan—Koksma
(ETK) anwenden:

Dy <33+ 3 o) ©)

[l4l| <M
wo Wy = %Ef::le((a/]), we) und e(r) = &

Dabei haben wir bei der Formel von ETK mit 3" schon eine Konstante
beniitzt, die erst in den letzten Jahren bekannt wurde (Man kann sogarg”,
g > 1, wihlen).

Wir haben nun die Aufgabe M7Dy(#) abzuschitzen. Es geniigt

My(|Wn|) abzuschitzen. Nun ist dieser Ausdruck < \/Mr(|Wn])?
Es ist

W = 5 D el mele) = (1), (6)

k=1
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Um nun das zugehorige Mrauszurechnen brauchen wir nur zu beachten,
daf fir £ =/ die Exponentialfunktion den Wert 1 hat, fir &£ % / den Wert

e e(<ﬂb>, "’ I_//) a lTe(t<d</jl>/;>yik—j/Z/— 1 ’ (7)

also ist fir k£ /
1 _
|Mr|(exy) < = ((ah)lox — o)) 1 (8)
Es ist also
1 _
MT(|LVN|)<N+ Z| (ab) (vg — )| (9)
k;é/
Nun haben wir in [1] gezeigt daB () =h+ha+-  +hea,= (ab))
T o
> —— 7 < log—(1 4 TDy). (10)
= [W!(ve — )] ¢

Es ist also jetzt

Af 1 1
MT(DN)Sé( +||/J|z|g:MR(/?) (ah)

log T (1 _._
A(T):"i (;-I—TDN).

Nun ist

A(T)), wo "

1

T (e S )

lir<n R(8)/(ab) ol <t loli<m

dasistnach der Abschitzungam Ende der Einleitung < (2 2"M*™ log” M)"?
multipliziert mit einer Konstanten < £7” Wihlen wir nun das M so, daf3
1M <% v = UM +1, so erhalten wir

logT (1 .+ \\*
Mr(Dy) < 645" < 12&;”(%— <; + TDN)> (%)

Das ist das Resultat, das wir erreichen wollten. Nehmen wir das Beispiel
am SchluB der Einleitung: Da wir das # von der GréBen?rdnung n”
wihlen, wird die Konstante von einer GroBenordnung ¢” sein. Wenn
wir diese sehr grobe Abschitzunf zugrunde legen, so kann dies nur ver-
wendet werden, wenn die Maximalgeschwindigkeit ¢ > #’, | T| <log ¢
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und D klein ist, also sehr viele Teilchen votliegen. Wir kénnen dann
sagen, daB3 Dy < « gilt fiit alle # im Intervall [0, T'], abgesehen von einer
Ausnahmemenge vom Maf} < K/a, wo K eine Abkiirzung fiir die rechte
Seite von (*) ist.

Anwendung: Nehmen wir der Einfachheit halber an, daf3 # eine gerade
Zahl und daf3 von den » Intervallen Jj,. ., J, r Intervalle einander gleich
und [0, 1/4] sind und die andeten » — » Intervalle gleich [1/4,1/2] sind. Dies
geht nun auf (”) Moglichkeiten. Bezeichnen wir jetzt mit N(r) die
Anzahl der Molekule die wihrend der » Beobachtungen im Zeitraum
[0,T] fir » Beobachtungen im Intervall [0,1/4] liegen. So erhalten wir eine

Abschitzung
(r) AVARY
= — F
N r 2 +h

bis auf einen Fehler FF < a2” fiir alle # ausgenommen eine Menge, deren
MaB kleiner ist als K/a.

Nun nimmt der Binomialkoeffizient () den groBten Wert an, wenn
r=mn/2 ist. Nennen wir H" den Logarithmus von (/) die Entropie des
Zustandes r, so ist die Entropie am gréBten, wenn 7= /2. Wihrend
dieser # Beobachtungen liegen sowohl in der ersten Hilfte [0,1/4] als
auch in der zweiten Hilfte [1/4, 1/2] gleich viele Teilchen, im ganzen
Zeitraum [0, 7] ausgenommen die vorher zitierte Ausnahmemenge.
Allerdings muf3 der Fehler o beriicksichtigt werden, und es gilt nur,
wenn das 7 nicht zu grofB ist im Vergleich zur Geschwindigkeit ¢. Das kann
alles explizit an unserem Beispiel durchdiskutiert werden und damit ist
auch ein Zusammenhang mit der Arbeit [3] hetgestellt. In dieser Arbeit
wird stets von einem Kasten gesprochen, dieser besteht jetzt aus #
Beobachtungen.

Den Extremfall »=# hat A. Einstein bei seiner Lichtquantentheorie
zugrundegelegt, vgl. [1]. Bei uns ist dies

O (1Y

Wir kénnen also, wie sofort aus (%) folgt, die Uberlegungen in der eben
zitierten Arbeit {bertragen auf die empmsche Entropie log—y" 1\( )
bzw. log N(r) mit allen Einschrinkungen, die wir vorher angegeben
haben und fiir alle Zeiten #im Intervall [0, ] wieder mit der entsprechen-
den Ausnahmemenge.

Wir betrachten statt dem Intervall [0,1/4] allgemein ein Intervall
J=10,£], wo 0 <& <1/2, so ist seine Linge I(J) =&
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Es ist dann also

/—1(]’7)

N (,)(ZV(])"(l —217(J))"" + Fehler.

Einstein hat auch hier den Fall » = # betrachtet. _
Wir betrachten jetzt den Fall »=1 und schreiben A (J,r) = W(]),

dann haben wir

w _
% =22V ()1 =2V(]))" ' 4 Fehler.
Es ist
W 12 -
Do [Tvipa-2viyy
0
1 1
= —+ ———+ Fehler.
TP
Es wird dann
m—l < —l—+lFehler.
N 2n 2n—1)n 4
Es sei nun (§p) eine gleichverteilte Folge mit der Diskrepanz Dy. Wir
setzen
Je= V(&)

Es witd also dann

AR

1
1 Fehler + D
‘NM N 2z + enler + D

_271

Es ist 7( J) die mittlere freie Weglinge.
Im mehrdimensionalen Fall gehen wir analog vor. Es ist im folgenden

e(a)_eZmOc
J= ——/ — ) e(abut)| dr.
|/;|§MR(/]) T Jk N&
Dabei ist
2
h= ) /Jj = (/7j|) >/7j )7
hs
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Es ist

/= ,,|SM%N12T /KT+K ;g(“/’(”/e — v)t)dt 2
) I/JISMRE/J) <;+,§,>
- 3w (5 X (R Dy et =)
<3 (v mrey (o)

k!
Nun gilt, wenn S, die Schichten
r+1
T
des Korpers KX x Kvon der Dimension s sind, dal3
V(s _7(©)
Q) < Tb(S s

% < ltZ/J(Z//6 — I//)l <

also ist
1 Z 27(Q) .
— 1< =~+Dn.
N o<y LIl

Wir erhalten daher

1< B (T2 0)

[hi] <M. 000 < M
Nun ist
by

a| = laby +  +ab| < \[|abi|* + |ab,

by

also wird

I

-1 1 1 1 27(Q)
]SrZ(logM) Z R(/yj)la—/yj|<ﬁ+ ( DN>.

=1 [ < M
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Nun ist

1 p=2 Lo
Bl = 2o RGN D g

bl <M bl <M b | <M
7 7 7

e

< (2’MMIg MY,

also haben wir

gT (1 .= \*
MT(DN) < 12k~ ( T (—+ TD]\) >
c

Jetzt kbnnen wir die gleichen Folgerungen wie vorher ziehen.
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