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Operatormethoden fiir g-Identititen VII:
g-Catalan-Determinanten

Von

J. Cigler

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat Klasse am 17. Juni 1999
durch das w. M. Johann Cigler)

Zusammenfassung

Mit einer Variante des Finite Operator Calculus von G.-C. Rota (vgl. [10]) ergeben sich
auf natiirliche Weise verschiedene q-Analoga der Catalan- und Motzkinzahlen.
AuBlerdem erhilt man damit einen weiteren Zugang zur Berechnung von Hankeldeter-
minanten aus diesen Zahlen.

Wir betrachten positive Gitterwege im R?, d.h. Gitterwege, die von
(0,0) nach (#, #£) gehen und nicht mehr auf die x-Achse zurtickkehren mit
Aufstiegen (1,1) der Hohe 1und Abstiegen (1,—7) der Hohen i =0,1,2,.
wobei es bei jedem festen 7 =0,1,2,. .. endlich viele Arten dieser Abstiege
geben kann, die man sich verschieden gefarbt vorstellen kann. Wir schrei-
ben einen solchen Gitterweg in der Form vy, v3. v, wobei v, = (ug, B(u),
Y(ue), ) das j-te Wegstiick der Linge 1 bedeute. Dabei ist #, = A(v)) ein
Aufstieg oder einer der gefirbten Abstiege, B(v) = B(u) = —1, falls #, ein
Aufstieg ist und [(v) = B(ue) =7, falls #, ein Abstieg der Hohe 7 ist,
Y(v) = Y(#e) eine ganze Zahl und o, + 1 die Hohe des Endpunktes des
Wegstiickes v;.

Wir ordnen nun jedem Aufstieg und Abstieg # ein Gewichtw @) zu und
definieren das Gewicht des Gitterweges v = v;v,. . .0, durch

w(0) = pA@)WAE)  WA(p,))g e el ()
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Sei a(n, £) das Gewicht der Menge aller positiven Gitterwege von (0,0)
nach (#, £). Dann ist

a(n, k) = Zw(zt)q”’(”)(k_l)a(ﬂ — 1, &£+ B(u)), (2)

"

mit den Randbedingungen
a(0, &) = 84 und a(n,0) = 6,0,

wobei # den Aufstieg und alle gefirbten Abstiege durchliuft.

Denn jeder Weg von (0,0) nach (», £) endet in einem Wegstiick v der
Linge 1 in der Hohe £, dessen AnfangS}()unkt der Punkt (n —1, £+ B(v))
ist und dessen Gewicht 2(v) = w(\(v))g * ) st

Ist y(s) = 1 fiir alle # so gilt auch

"

almk+1) =" a(n— i, k)a(i,))g* (3)

i=0

Denn man betrachte das lingste Anfangsstiick des Weges, das auf der
Hohe £ endet. Dann hat das Reststuck dasselbe Gewicht wie ein Weg
von (0,0) nach (7, /) mu1t1p11z1ert mit g . weil er in der Hohe £ verlduft
und daher jedes ¢ durch ¢* * * ersetzt erd

Als Beispiel betrachten wir das Gewicht &(z, £, 5, ) aller positiven Git-
terwege von (0,0) nach (7, £) mit Aufstiegen (1,1) der Hohe 1 und zwei
verschieden gefarbten Abstiegen (1,0) der Hohe 0 sowie Abstiegen
(1,—1) der Hohe 1.Wir ordnen jedem Aufstieg und einem der horizontalen
Wegstiicke das Gewicht 1 und jedem anderen der beiden Abstiege, die wir
»ausgezeichnete Wegstiicke* nennen wollen, das Gewicht s zu. Damit das
in das obige Schema pafit, ordnen wir allen anderen méglichen Abstiegen
das Gewicht 0 zu. AuBlerdem sei y(#) = 1 fiir alle #.

Dann ist das Gewicht eines Gitterweges v durch

w(v) 1= sl gttt (4)

gegeben, wobei / die Anzahl der ausgezeichneten Wegstiicke bedeutet.
In diesem Fall ergibt sich fiir das Gewicht

b(n, kys,q) = g* (b(n—1,k— 1,5, g) + (1 +5)b(n—1,k,5,q9) (5)
+sb(n—1,k+1,5,9))

mit den Randbedingungen
b(0, £, 5,9) = o4 und b(n,0,5,9) = 6,0-
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Sei nun C(n, 5, q) = b(n, 1, 5, g) firn > 0 und C(0, 5, ) = 1. Dann gilt wegen
€
Cln+1,5,9) = b(n+1,1,5,9) = (1 + 5)b(n,1,5,q) + 56(n,2,5,4q)

n

= C(n,5,q) + sC(n,s,9) + IZ[?(/Z —i1,5,9)b(i,1,5,9)d
=0

n—1

= C(/i, 5, q) + JC(ﬂ, 8 q) + s Z 17(/7 —41,s, q)b(z', 1,s, q)qi
i=1

n—1

= C(n,5,9) + ;Z Cln—i,5,9)Cli,s5,9)q (6)

=0

Die C{(n, 5, ) sind also im wesentlichen die Polya-Gessel’schen g-Catalan-
zahlen L,L1+ 5,1+ 25+ ge+ 21 + 35+ 25+ s+ 367, (vgl. [7]).
Fir die erzeugende Funktion

[o0]
C(t) = Z C(n,s5,9)¢"
=0
ergibt sich daraus
C(#) = 14 +C(2) + stC(2)(Cgqe) — 1).
Firg=1und 7 (#) = C(#) — 1 reduziert sich das auf
(1) = 1(1 +2(2)) (1 + 52(2))-
Aus der Formel von Lagrange ergibt sich daher die wohlbekannte Formel
1« n 7 .
Cln,s,1) =— /
(”7I’ ) Il;(i)(i-l—l)x

Fiir s =1 ergibt sich schliellich die klassische Catalanzahl

1 2n
¢ln1,1) TSR TA

In [1] hat M. Aigner eine einfache elementare Methode angegeben, um
die Determinanten der Hankelmatrizen

G Gy G Chrn—1
Cit1 Gz Cpys Chin
y
H/ = G2 GCus Cipa (7)

C/)+II— 1
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fir #=0,1,2 und andere damit verwandte Matrizen zu berechnen. Ich
mochte zunichst einen anderen Zugang zu derartigen Resultaten geben
und dann mittels einer Variante des Rota’ schen Finite Operator Calculus
(vgl. [10]) ein paar ,natiitliche” q-Analoga der Catalan- und Motzkinzah-
len angeben und fiir diese analoge Determinanten berechnen. Nach einer
personlichen Mitteilung von C. Krattenthaler lassen sich fast alle dieser
Hankeldeterminanten auch auf rein kombinatorischem Weg aus einem
Resultat von Gessel und Viennot {8] iiber nichtiiberschneidende Gitter-
wege im R” beweisen. Wahrend diese Methode im Fall =1 einfacher als
die hier vorgeschlagene Methode ist und auch allgemeinere Resultate lie-
fert, ergeben sich fiir allgemeines ¢ damit nur Rekurrenzrelationen, wih-
rend die hier betrachtete Methode explizite Formeln liefert.

Nach den obigen Uberlegungen ist firs=1

2(2) = Z c,,( - zzf % > und daher

n=0 1+ ?Z(t

Sei nun A der Differenzenoperator und E der Verschiebungsoperator auf
dem Vektorraum der Polynome, definiert durch Ef(x)=/f(x+1) und
A f(5) =f(oc + 1) — f(x). Dann ergibt sich aus (8), daf3 fiir den identischen
Operator I auf dem Vektorraum der Polynome die Identitit

[=Y GE*'A* (9)

(8)

erfullt ist.
Wir wenden diese bei festem » > 1 auf die Polynome

+/—1 x+2/—2
g1 - /=0,1,. ,n (10
Jit) (77+/—1> <I7+/—1> 7 (10)

an und erhalten
x+2/—2 x+2/—2£-3
= = C
Ji) (n+/—l> 2. ’€< ntl—k—1 )
i: ll_/l <X+ﬂ+j_l>
j .
= 2 +1

Dazu dquivalente Formeln wurden auf anderem Weg auch in [9] bewiesen
und dort ,, Jonah’s theorem“ genannt.
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Daraus folgt B
/(1) =" 4Gy mit (11)

/=0

. n+j
= (=1 ntj+1 7 . 12
= ()7 (12)
Nun ist

(1) = (=1 (13)
f(1)y=0,/=1,. .,n—1, und (14)
(1) =1. (15)

Das bedeutet daf3 (—l)”_1 (bo,...,b,_1)die erste Zeile der Inversen der
Matrix H”0 ist und daB (by,. .,b,—1) die letzte Zeile der Inversen
der Matrix H,} ist.

Aus der Cramer’schen Regel ergibt sich somit

detHf_l _ bo (o (16)
det HO — fo(1)  \1)’

dCtHg_ b,,_1 -1 (17)
det Y fo(1)

detHl 1 b,,-]

el 1
deH 1) (18)
det H? b

et ”:1 _ 0 _ 7 . (19)
det H' /(1) 1

Somit erhalten wir die bekannten Resultate det H? =detH! =1
und det H2 =n+1

Im Fall der g-Analoga gehen wir ein wenig anders vor: Um nicht Tri-
vialititen wiederholen zu miissen, verwenden wir im folgenden Termino-
logie und einfache Resultate von [3] bzw. [6]. Insbesondere bedeute
[=("-1) (%" =1)/(g*—1) (g— 1)den g— Binomialk-
oeffizienten, ein Ausdruck der Gestalt f(x) =>_ a/e(q)q@ [Z] werde
g-Polynom genannt, E f(x) =f(x + 1) sei der Verschiebungsoperator auf
den g-Polynomen, € der lineare Operator mit £[7] = ¢”[*] und A der ¢-

Differenzenoperator, der durch Ag® [ = q[”;]] [,~,] eindeutig definiert

ist.Wegen [x+1] — [;] +q.\"—ll+1|: x ] gllt Af( ) _ /(\H{]#()fur alle

n—1
q-Polynome.
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Es gilt dann E_lA[”\'J”’*] ] = [X”L”*z] ,E=e(1+A), Ae =g, sowie

n—1

7 n

x+k—1 _ b | X+ R—I—2
A[ £ }_Zq [/é—z'—l '

Wir ordnen nun jeder dutch (2) definierten Matrix eine Folge von g-
Polynomen G,(x, ¢) zu dutch

i) = 3 et g8 [ 7] (20)
k=0 A
Diese erfiillen Gy (x, ) =1, G,(0,9) = 6,0 und
AG, () = (Zw(mew(fﬂwﬂ) Grilvg)  (21)

"

AuBerdem ist

G,(1,9) == i a(n, /é)g(é)

#=0 (x 1)
Denn der Koeffizient von ¢ [ al

k—1
e+ () [5] = i1, (1)
a(n—1,k+ B(x)).

Bezeichnet man also mit K den Operator

—1
K= (Zwu)ev("ww)“) A, (23)

"

o~

H (1) fir > 0. (22)

ist links a7, £) und wegen

\a] rechts 5, w{a)g

so gilt
KGII(X) 4) = G,,,1(X, ‘]) (24)

Im Fall (5), d.h. fira(n, £) = b(n, &, s, q), nennen wir die entsprechenden
g-Polynome A,(x, s, g).
Ist y(#) = 1 fiir jedes #, so ist

n —\5) = Aﬂ(”)+1 -
K'=g¢q (2)6 (Zu}(ﬂ)m>
A,@(//)-H

-1
(ZUJ(ZI)W> A” und
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daher gibt es eine eindeutig bestimmte Entwicklung der Gestalt
A =377 ske°K* Wendet man diese Operatoridentitit fiir g-Polynome
auf G,(x, ¢) an, so ergibt sich

AG,(x,q) = Z;keéG,,_k(x, g) und daher
5 = AG,(x,q)| .o = a(n, 1).

Wir erhalten somit als Verallgemeinerung von (9) die Formel

o0

A=) a(k 1)e*K* (25)

k=1

Es ist klar, daf’ jedes g-Polynom auch eine eindeutige Darstellung der
Gestalt X.a,Gp (x, g) besitzt.

Mit Hilfe der g-Polynome A4,(x, s, g) kénnen wir auch zeigen, daf3 die
in [5] eingefithrten q-Catalanzahlen ¢,(¢g) mitden C(#,1, g) Gbereinstimmen.
Zu diesem Zweck schreiben wir A, (x, s, ¢) in der Gestalt

n +/é _ l
A,,(x,s,q) = Zc(ﬂ,/é,:,q) [X P }

k=0

Dann ist (5) 4quivalent mit
n—k—1

k-
c(n kys,q) =c(n—1,k—1,5,9) 's Z c(n—1,k+154q).
=0

(26)
Das ergibt sich sofort durch Koeffizientenvergleich, wenn man beachtet,

daB3

x+Ah&—-1 [x+E—i—2]
A — k—i—1 ist.
[ £ } 2.1 [ k—i—1 |
Denn aus E7'AG, (x, s, q) =1 +sA)G,_1(x, 5, g) folgt
xt+Ak—2 o+ & —2

=S n—1,k-1

E:dm&a@[ b1 ] D ln—1k ’“@_ k-1 }

+hR—i—2
_1 k—i—1 X
—l—xg e(n k— 1;q£q [ b i1 J

Das liefert den folgenden
Satz 1. Betrachtet man die positiven Gitterwege im R?, die von (00) nach (n, &) geen

wit Aufitiegen (1,1) der Hobe 1 und Abstiegen (1, —z) beliebiger Hobe 7,i =0,1,2,.
und ordnet man einem Gitterweg v das Gewicht

IIJ( ) _ J_/qz71+ +o/ (27)

—
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i wobei | die Anzahl der Abstiege des Weges bedeutet nnd o;+ 1 die Hohe des End-
punktes des i-ten Abstiegs ist, dann ist das Gewicht der Menge dieser Gitterwege von
(0,0) nach (n, k) gegeben durch

" 1

Sy
c(n kys,q) =cln—1,k—1,5,9)+ ¢ s Z c(n—1,k+1,5q)
=0

it den Randbedingungen o(0, &, s, q) = 8o 4 und ¢ (1,0, 5, §) = 6,,, 0 und erfiillt

n —1
Zc(ﬂ,é,:,q)[x—'—é ] = A,(x,5,q).

£=0 &
Speziell ergibe sich
dn+1,1,5,q) = sz(”a iy5,9) = sA,(1,5,9) = sC(n,5,9).  (28)

Ersetzt man nun jeden Abstieg der Hohe 7 durch einen Aufstieg gefolgt
von 7+ 1 Abstiegen der Hohe 1, so wird jedem urspriinglichen Gitterweg
von (0,0) nach (#, 1) ein positiver Gitterweg von (0,0) nach (27 —1,1) mit
Auf- und Abstiegen der Hohe 1, also ein Catalanweg, zugeordet. Jedem
Abstieg der Hohe 7 des ursptiinglichen Weges wird dabei ein absteigender
Weg bestehend aus 7+ 1 Abstiegen der Hohe 1 des neuen Weges zugeord-
net. Der Endpunkt eines derartigen absteigenden Weges liegt auf dersel-
ben Héhe wie der Endpunkt des entsprechenden Abstieges des alten
Weges. Somit fillt¢(z, 1, s, g) mit dem Gewicht aller positiven Gitterwege
von (0,0) nach (27 — 1,1) mit Auf- und Abstiegen der Héhe 1 zusammen,
wobei jedes , Tal“ das Gewicht ¢°s besitzt, wobei o + 1 die Hohe desTales
ist und zusitzlich der Endpunkt mit dem Gewichtysaufscheint. Lil3t man
das Gewicht des Endpunktes weg und betrachtet man die iibliche Zerle-
gung der Catalanwege in den ersten Weg, der wieder auf die Héhe 1 zur-
tickkehrt und den Restweg, so ist klar, daf3

n—=2

C(n,5,q9) = C(n—1,9s5,9) —i—yz Cli,gs,q) C(n—1—4,5,9),
=0

(29)
C(0,s,9) =1

gilt. Das ist eine weitere wohlbekannte Charaktetisierung der Polya-
Gessel’schen q-Catalanzahlen C(x, s, ¢) (vgl. z.B. [7]).

Sei nun H,(#, ¢) das Gewicht der Gitterwege von (0,0) nach (27 + &, &)
mit genau 7 Abstiegen der Hohe 1. Ordnet man einem Gitterweg v das
Gewicht

ll/(l/) = q(7|+“-+0,,
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zu, wobei 0,+1 die Hohe des Endpunktes des i-ten Abstiegs ist, dann
gilt

H,,(/é, q) = I—I,,(,é - 1’4) + q/e‘lI_Iﬂ—l('é + 1a9)
oder anders ausgedriickt
AHn(xaq) = EZH//—l (x,Q) und H//(OaQ) = 04,0

Wegen B> =g(1 + A)e(1 + A) =e*(1 + A + gA + gA?) liefert ein Verglei-
ch mit (21), daB

) | x
H//(X; q) = Zb(ﬂ,kaQaqz)q(é) |:/é:|
und daher

H,(1,9) = C(n.9,4°) ist.
Auch hier gilt wie bei (3)

n’é+1q ZH’éq ”//q)q

weil beim Restweg jeder der / Abstiege um / Einheiten nach oben
verschoben wird.
Somit ist

H//+1 (1 y 4) = H)1+1 (Oa 4) + H,,(Z, g) = Z Hi(la Q)HH—I'(L 9)41
=0
Setzt man H,(1,9) = C,(g), so gilt also

//+1 quCk // —&\q ))CO(Q) =1 (30)

Das ist die definierende Gleichung der Carlitz’ schen q-Catalanzahlen
L1144, 1+29+ qz + 43, 1+34+ 342 + 343 + Zq4 + qs + qé,. . Wir erhal-
ten also das wohlbekannte Resultat (vgl. [7]), daf3

C/q) = Cln q,q") ist.

Betrachtet man die Entwicklung
+e£-1 .
HI/(X,q) ZZd(ﬂ,k)l:x & :|,SO 1st

/
E"'AH,(x,9) = EH,-1(x,q) = Y _d(n—1,1) [X“L ]
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Aus [¥F"] =37 g AP ~41] ergibt sich daher

4 l—i—1
BB g = Y- 10 D[ T

Koeffizientenvergleich liefert

d(n k) = 4! Z d(n—1,1).

1>k—1

Daher ist

C,(q) = H,(1,9) Zd(ﬂ,
Das ergibt
Satz 2. Ordnet man einem Gitterweg v von (00) nach (1, &) et Aufstiegen (1,1) der
Hihe 1 und Abstiegen (1,—7) beliebiger Hibe i, i=01,2,.. das Gewicht

w(v) == ¢ 2u, damn ist das Gesamtgewicht aller Wege von (00) nach (1)
gegeben durch die Carlitz’sche g- Catalanzabl C,, ().

Setzt man B,(x,¢) = ¢"* () H,(x,q¢), so gilt
B//(’é> g) = q,(g_lBu(’é - 17?) + B//—l(’é + 1)4)

Definiert man daher das Gewicht eines Catalanweges dutch ¢>", wobei
7;+ 1 die Hohe des Endpunktes des i-ten Aufstieges ist, so ergibt sich fiir
das Gesamtgewicht der Catalanwege ¢'C,(g).

Setzt man D, (x,q) = q”* (7) H,(x, gz), so gilt
B, (%, 97) = q/HB,,(k —1,9) + qk’_lB,,- (£+1,9).

Definiert man daher das Gewicht eines Catalanweges durch g*%, so
ergibt sich fir das Gesamtgewicht der Catalanwege ¢"C,(4?).
Sei nun T der lineare Operator auf den g-Polynomen, der durch

7,0 [7] = o)

TA[/%H] = [k+1] k>0 erfiillt. Sei K ein Operator der Gestalt

B +1] definiert ist und offensichtlich AT =1, sowie

K= (s + be" A+ " A?7'A und B,(») die durch (20) definierten ¢-
Polynome mit KB,=B,_;.

Dann ist
T(ae* + be" A + ce” A*)B, = T(ae + be" A + ce” A*)KB,1 = Byy1.

Sei nun
n—1

ACETCIME LR (31)

=0
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Dann ist
Sfua(x) = (T(as’\ 4 bt A + ce”Az))"lq('z') [j]
n—1 (32)
= Zbu,ijH, 0</< .
=0
Nun ist

T(ae + be" A + cE”AZ)q(;) [X:I =

n

_ﬂq)\”q(”H)I: x :|_+_bq#("_l)g(lzl) [Z]

n+1

+ cq”(”_z)q(”?) { x }

n—1

eine Linearkombination von [Hfl ], [; ], [”il] und daher ist fiir />1

T(ae +b€ﬂA+[€”A2)) [;} eine Linearkombination von [”_/],

Ll L

Daher gilt
f;h/(l):O:lS/Sﬂ—l. (33)
Auflerdem folgt daraus

- =1
f,,,,,(l) =< 141/( 2) (34)

Vergleicht man die Koeffizienten von B,4q in T(ae’\ + bet A
+ ce? A?)f, 1 (x) = f,2(x), so ergibt sich b,,1 = zzq’\”b,,.,_l’,,. Wegen
By(x) = a[ 7] ist daher

17/1,//—1 =T /N (35)

Beim Vergleich der Koeffizienten von By in T(ae? —|—/76'“A-|-
ce”Az){,,’l( x) = f,,’zg x) ergibt sich die Rekurrenz 0 = agb, 10+
bg"(”_l byo + a]"(”_z b,-1,0, aus der man b, berechnen kann. Wir wollen
aber fir dle uns interessierenden Spezialfille eine explizite Formel
ableiten. Dazu definieren wir noch f,o(x) := (ae* + be" A+ € A?)™
Af,1(). Im Fall

A -1
K=E'(14:A)7"'A=(1+A)" (1 +L> e'A
q
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ergibt sich
) [ 1] Z8 N ey ]
ﬁ/,O(X) = (1+J‘A) g(Z)[ﬂ_l:I —;(—1)IAE g\ [,Z_l] -
n—1
=St v
=0 n—1i1—
und daher
n—1 i s 0 o n—1
"0(1):;( g )[ﬂ—i—l} =1 (4)
Hier ist
n—1 o ey _1 B
[7//,0 :fO(O) = ;(—1)14 q( 2 ) [”—l_ ]] =
n—1 E )
— Z /J_/q—lq ' ;_') (_1)(17—/—1)
=0
—(n=i=1)— (,,-;_,) n—i—1 _
7 l:ll —7—1 }
n—1
= (_1)/’_1q—ll+1 Z‘fi
=0
und nach (35) gilt
b/l,ll—1 = q— (g) (36)

Jetzt liefert dieselbe Ubetlegung wie oben

detH2 | by  14s+s2+ +57°

detH? ~ f,0(1) o1 ’
detH, |  byu1 1 (38)
dCtHB f;l,O(l) q(”;l)_‘.ﬂ—l ’
dCtHI} 1 b,,,,,_1 . 1 (39)
dCtH] B a1 o (II‘])ZJ.//—l !
y q
2 n—1
detH, ; by 1+s+ + . (40)

dCtH’} B j;l,ll(l) B q(g) J-Il—l
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Daraus ergibt sich det
Satz 3. Sei (C(n, 5, q)) die Folge der Polya- Gessel-Catalanzablen, die durch
C(0, 5, q) = 1 und die Rekursion

n—1

C(n+1,s,9) = C(n,5,9) +IZC —4,5,q9)C(i,5,9)q"

definiert ist. Dann haben die Hankelmatrizen Hf(f, q) =(Cli+j+hsq ):‘I,;lo
die folgenden Determinanten:

detHO(5, 4) = () ql2+22+...(//*1)27 () (1)
detH! (5, g) = 5(8) g 4244017 (42)

dect?(s,q) = s+~ (D st 24 1) (@)
Speziell ergeben sich fiir die Carlitzschen q-Catalanzablen C(n, q, qz) die Werte
detH(g, ) = qz(1z+22+-~-(u—1)2)_(g)

detH,(,4%) = qz“z“z*"*(”‘”z”(2)

und

detHf(g, qz) — 42(12+22+...+(u~1)2)+3(g) [ﬂ + l].

Nun wollen wir noch dieselbe Methode auf zwei q-Analoga der Motzkin-
zahlen anwenden.

Wir betrachten zuerst die in [6] betrachteten q-Motzkinzahlen. Sei

(d (n, £, 5)) die Matrix mitd (s, 0, 5) =6, 0, 4(0, &, §) = ¢ 4 und

d(nkys) =g dn—1,k—=1,5) +d(n— 1,k s5) +sd(n—1,k+1,5)).
(44)

Dann gibt d (s, £, §) das Gewicht aller positiven Gitterwege im R* an, die
von (0,0) nach (#, £) gehen und nicht mehr auf die x-Achse zuriickkehren
mit Aufstiegen (1,1) der Hohe 1 und Abstiegen (1,0) der Hohe 0 sowie
(1,—1) der Hohe 1.Wir ordnen dabei jedem Aufstieg und Abstieg der Hohe
0 das Gewicht 1und jedem Abstieg der Hohe 1das Gewichtszu. Sei o, + 1
die Hohe des Gitterweges nach dem i-ten Wegstiick. Dann definieren wir
das Gewicht eines Gitterweges v wieder durch

71/( ) _I/qa[+ +u/, (45)



136 . Cigler

wobei / die Anzahl der Abstiege der Hohe 1 des Weges bedeutet.

Unter der g-Motzkinzahl M,(g) verstehen wir wie in [6] das Gewicht
M,(q) =d (n+ 1,1,1) der Motzkinwege mit s =1. Allgemein sei

M5, 9y =dn+1,51).

Sei nun

D,(5,1,5,q) = Zd(ﬂkx [ ] (46)

und

D/1(171751 q) = M,,_l(.f,q). (47)
Dann folgt zunichst aus (25)

A =" Me_1(s,q)e*K* und daher

£2>1

n+1 Z]VI 5k+ // £ )

n—1

= Mu + Z qk-HA/Ik(-ra q)Mﬂ—/e—l (5, 4)
£=0

Die linke Seite ist

din+2,1,5) —d(n+1,1,5)

din+1,1,5) +

Daher ergibt sich schlieB3lich

n—1

]VI//+1(5’7) = A4/1(5)7) + JquHM/e(f: q)Mu—/e—l (I’ 4)' (48)
k=0

Das ergibt die Folge
1L, 1,14 g5, 1+ 295 4 45,1 + 3g5 + 2421 + 43«‘ + ‘]2‘2 +4'7,

Fiir die in (32) definierten Funktionen f, ; (>) gilt also hier
f(1)=0,1</<n—1,

ﬁ/,}l(l) = J-'l—lq(uzl) und

bu,n—1 = q_(g)
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Wegen

,f/i,O(X) = (l + A + IAZ)_1€_1A4(,ZI) |:X:| —
7

R O RAE

n—1

= Z Z(ﬁv‘l)k—j('é _./>q—(11—1)+("—12~g) |: > :|
’ j n—1— 4k
ist
/20 J

Somit ergeben sich fiir die Hankelmattizen K? = (M i85 4));/,;i0 die
Formeln

I</[1)— bl/,ll—1 - 1 (49)
I</(1) _fll,”(]) - q(”_l)zjll—]
und
I<] 1 (_1)’/—1[7”0 _(u) _( _1) ] " — l _j v
-1 _ > = q 2 g " (_1)/ . _‘.j (50)
Lo ) /zzo J

Daraus ergibt sich schlieBllich

Satz 4. Seien M, (5, q) die gewzc/)tez‘eﬂ q-Motzkinzablen, dann haben die Hanfkelnatri-
zen K2 (s,q) = (M4, (8, q) ) ;. j=0 it folgenden Deterninanten:

detK?(s,q) = §G) 2t v’ (51)
und

detKj(J,q)Z ()ql +22 4t (1) )Z (/7— ):f (52)

J20

Nun wollen wir noch eine andere Klasse von g-Motzkinzahlen betrach-
ten, die sich auch auf nattrliche Weise mittels der Operatormethode
ergibt.

Dazu definieren wir die q-Polynome F,(x) durch

SEWTYIEIN 53
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mit
AF,(x) = (;E +- p AZ) o1 (x) = (ie + reA + qN) —1(2).
(54)

Dann ist also
flnkyt) =g (n— 1,k =1, + ¢ tf (n— 1,k,2)
1
+—fr—1,k+1,1).
9

Hier werden also die Aufstiege und die horizontalen Abstiege ausgezeich-
net, mit dem Gewicht t versehen und mit der Hohe ihrer Endpunkte
gewichtet. Die Abstiege der Hohe 1 haben das Gewicht (1/g) und ihre
Endpunkte tragen nichts zum Gesamtgewicht bei.

Es ist wieder klar, daB die Formel

flak+18)=>" fln—i k1) f(i,),q1)

erfullt ist.
Wir setzen nun 7, _ (¢, ¢) = f(n,1, ) = F,(1). Dann ist

1
mur1(t,q) = f(n+2,1,¢) =tf(7z—|—l,1,1‘)+—f(ﬂ+1,2,t) =

/z+ 1

z‘m,, t q)—|— Zf ﬂ+1 z,l,t)f(z,l,qf)

/11

im,, ! q Zm/ qt mﬂ—l 1(t 4)

l=0

Es gilt also
n—1

”7n+l(t54) ty(# q + ; qf q i1 (2, 4) ’”O(t’Q) =1

1

9 /=0
(55)

Das ergibt die Folge

B R+ 228 4 g 4 1 P g 3t 2t P+

Wenn wir wieder F,(x) in detr Gestalt

R = st
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schreiben, so ist

+ £ —

| X+ L—i=3
z‘F,,1 —I—Zg z—l/Zq [ /i }

und daher durch Koeffizientenvergleich

g(n k) =tg(n—1,k—1)+ 4" Zg(ﬂ— Le+it1)

>0
mit g(#,0) = 6,0 und g(0,4) = boe.

Dabher ist g(n, #) das Gewicht der Gitterwege von (0,0) nach (», £) mit
beliebigen Abstiegen, aber ohne horizontale Wegstiicke, wobei wieder
nur die Endpunkte der Abstiege zu beriicksichtigen sind und die Auf-
stiege das Gewicht t haben.

Firdie Motzkinzahlen m,¢, ) = f(n+ 1,1, #) = F,11(1) ergibt sich daher

m(t,q) = Fa(1) =) gln+1,k+i+1) =gln+2,1) + gz +1,1).

i>0

Sie zdhlen daher alle Gitterwege der Linge #+ 1 ohne horizontale Weg-
stiicke, wobei das Gewicht eines Weges durch

w(v) = tfqz gi

gegeben ist, wobei 1 die Anzahl der Aufstiege bedeutet und o; die Héhen
der Endpunkte der Abstiege sind.

Ordnet man wieder jedem Abstieg der Hohe 7,/ > 1, einen Aufstieg,
gefolgt von 741 Abstiegen zu, so zihlt g(#+ 2,1) die Catalanwege von
(0,0) nach (224 3,1) ohne isolierte Abstiege, d.h. wo jeder Abstieg entwe-
der als Vorginger oder Nachfolger wieder einen Abstieg hat und
g(n+1,1) zdhlt analog dieselbe Art von Catalanwegen von (0,0) nach
(27 +1,1). Figt man an einen solchen Weg noch einen Aufstieg und einen
Abstieg an, so zihlen beide zusammen gerade alle Catalanwege von (0,0)
nach (274 3,1) ohne ,,seichte Tilet, d.h. ohneTiler, wo nut ein einzelner
Abstieg vor dem nichsten Aufstieg vorhanden ist, mit dem Gewicht
t4%" wobei die 7;+ 1 die Hohen der Tiler sind und £ die Anzahl der
Aufstiege minus der Anzahl der maximalen absteigenden Wege ist. Diese
Catalanwege entsprechen den , steilen Dyckwortern in der’Terminologie
von [2]. -1
Sei nun £, ,(x) = (T(z‘E +%A2)> q(g) [;] ,0< /<
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Schreiben wir f,; = ¢ [j:] in det Gestalt

fn/—q [ ] ”ibﬂlF/'Fl’

dann ist
n—1

Jus = Zbu,iFi+/1 0</<n
=0

Nun gilt wie oben
fu(1) =0, 1</ <n—1,

Sua(1) =07V
und

bypa1 = q_(g)f”
Weiters ist

]. E—l 2 - -1 (u—l) X
fn,o(x)=-<1+A+—A> e

t qt n—1

—(n—1)

1T A2\ /
_d IO <";‘)[ x }
T Z( 1) (A+ gt ){7 n—1

Wegen (7' A)A=gA(e™" A?) ergibt sich aus dem g-binomischen
Lehrsatz (vgl. z.B. [3])

=(n=1) . 1 e A2V x
_ g § 1V § : z i—j € (2 )
fuolo) =" 2 ) i [j]A ( gt >q [72—1]
_("_ . (u-l—i»j) X
_ _ '/ 2
2 H( ) ! [n—l—z’—j}
Daher ist
—(n—1) | _j]
q n—1—j
/1. = . 0 - —l .
ha =@ ==

(56)

1Y s
- q/—(ﬂ—1)/+1
qt

Somit ergeben sich fiir die Hankelmatrizen
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K = (mj1j14(2, q))j.’;lo die Formeln
K;(/) 1 _ [7//,1/41 1

K fu(l) gm (57)
und
Koo _ (2 1) 0 _ g"! y n—l—z 2 1 +1
K,? B fﬂu( Z [ }q <qn~1,)
(58)

Insgesamt erhalten wir den

Satz 5. Seien m,,(1, q) diedurch (55) definierten gewichteten g-Motinzablen, dann haben
die Hankelmatrizen

Ki(t,q) = (mijea(t,9)) = die folgenden Determinanten:

det K)(z,q) = £740) (59)
wid

ut1 nt ; 77_1.
det K’ll(l"q) — t(Z)q( J‘)qﬂ (_1)/|: . :|

7
Y 1 i+1
/(#)

Zum Abschiull sei noch eine kleine Modifikation der vorangehenden
q-Motzkinzahlen skizziert: Wir bezeichnen die entsprechenden Objekte
mit einem Querstrich.

Sei
flnkys)=f(n—1,k—1,5) +f(n—1,k,5) + g*sf(n— 1,k +1,5).
Das entspricht den q- Polynomen F,(x) mit
AF ,(x) = (1 + A + geA?)F - 1( ) und den g-Motzkinzahlen
My1(8,q) = m,(s,9) + 5q Z,_O mi(gs, Q) tu—i=1(s,q),  mo(s,q) =1,
also der Folge
1,1,1 4 g5, 1+ 3gs,1 + 6g5 + g% + 5%, 1 + 10gs + 54°5* + 54°+*
Hier zeigt man ganz analog, daf3

(60)

det RI?(J‘, q) = ;(;)q(ﬂ—;l)

und

det K1 (5,9) = 0 Z(—l)"[”f ]q

7

gilt.
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Fiir die in [2] betrachteten g-Motzkinzahlen scheinen dagegen keine so
schénen Resultate zu gelten.

Bemerkung. Zum Vergleich seien noch die Resultate erwihnt, die man
mit der Methode von Gessel-Viennot ethalten wiirde:
Far

a(n, k) = aq’\(é_l)a(ﬂ —1,k—1)+ bq“(/e_])a(n — 1,£)
+eg*  Va(n—1,k+1)

liefert diese Methode fiir die Determinanten d, , =

det(a(i +/ + b1 )// _, die Rekutrenzen

k &—1
a1 = cz”t”_lq’\(z)w( 20d, 14
und
” _ -1
dyo = a1 PO -

" -1
02//—2[211—242/\(2)-0-21/( 3 )du~2,

Daraus lassen sich die meisten obigen Resultate ebenfalls herleiten. Im
Fall der g-Motzkinzahlen liefert (56) aber eine explizite Formel, die aus
der Rekurrenz nicht so einfach ableitbar ist.
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