Sitzungsber. Abt. 11 (1999) 208: 143-157 Sitzungs berichte
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse Abt. Il
Mathematische, Physikalische und Technische Wissenschaften

© Osterreichische Akademie der Wissenschaften 2000
Printed in Austria

Eine Charakterisierung der
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durch das w. M. Johann Cigler)

Abstract

M. Aigner [1] has found an elementary proof of a characterization of
the Bell numbers using Hankel determinants. In this note we give two
g-analogs of this result.

0

M. Aigner hat in 1] einen elementaren Beweis fiir die von Ph. Flajolet [3]

gefundene Charakterisierung der Bellzahlen B, gegeben: Seien A,
und B,, 7 > 0, die Matrizen, die durch A,(, /) = By, bzw. B,(7, ;) =
Biij+1,0 < i, j < n, definiert sind, dann ist die Folge (B,) die eindeutig
bestimmte Folge reeller Zahlen, fiir welche
det A, = detB, = H(/é!)
k=0
fur alle » erfiillt ist.

Die Bellzahl B, zihlt die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen
Menge und lisst sich auch in der Gestalt B, = )/ _ S(», £) darstellen,
wobei die S(n, £) die Stiflingzahlen der zweiten Art sind. Man kann
daher statt der Bellzahlen gleich allgemeiner die Exponentialpolynome
©,(x) == D% _ S(n, £)x* betrachten (vgl. C. Krattenthaler [7], (3.54)).
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Auf Grund von Computerexperimenten vermutete ich, dass eine
dhnliche Charakterisierung auch fiir die q-Analoga der Exponential-
polynome gilt. Ich habe daher zunichst die in [1] verwendeten Metho-
den auf diesen allgemeineren Fall verallgemeinert. Dabei zeigte sich,
dass man nur die erste Hankeldeterminante berechnen muss, weil sich
die zweite aus der Rekurrenzrelation der q-Exponentialpolynome von
selbst ergibt. Dann hat mich Herr Christian Krattenthaler auf den engen
Zusammenhang zwischen orthogonalen Polynomen und Hankeldeter-
minanten (vgl. [7], Theorem 11-13) sowie auf die Arbeiten von Leclerc
[8], Delsarte [4] und Radoux [10] hingewiesen. Ich méchte ihm an dieser
Stelle fiir seine Anmerkungen, die mir sehr geholfen haben, herzlich
danken.

Auf seine Anregung hin habe ich die Beweise so modifiziert, dass der
Zusammenhang mit orthogonalen Polynomen im Mittelpunkt steht.

1

Die zugrunde liegende Theorie ist sehr einfach. Es geht also nur darum,
die richtigen konkreten Realisierungen zu finden. Wir betrachten den Vek-
torraum aller Polynome in einer Unbestimmten x itber dem Korper der
rationalen Funktionen in einer Unbestimmten ¢ Dann definiert jede
Folge (4;) aus dem Ko6rper mit ap = 1 ein eindeutig bestimmtes lineares
Funktional F durch F(x’) = 4;,i > 0.

Sei nun

a @ a a1 1
aq ap as a, X

2
a as ay In+1 X

Pu(x) = det
n—1
ap—1 a, ap+1 axy—-2 X

”

ay a1 ap+2 az;—1 X

Dann ist klar, dass
F(x'ps(x)) = 0,0 <i<n,

und F(x"p,(x)) = det(aiﬁ):./’jzo gilt.

Ist die Folge (#;) so gewihlt, dass alle Hankeldeterminanten
det(a;1,); .o # 0 sind, so gilt fiir die entsprechenden normierten
Polynome

) = 2D = Sy )

B det(a; ;) =0
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die Beziehung
(—1)" det(a;4)) l,'l;i[)fn,o = det(ﬂiﬁ):’j—lopn( ) = det(ait+1) ; ,10 (2)

Kennt man also die erste Hankeldeterminante, dann auch die zweite.
Ausserdem ist

F(pu(x)pu(x)) = Y (=1)7 a6, F(x"") = F(32)6 .
j’j
Das bedeutet also
((_1 )”ki‘///,i) (ai+/) ((_1 )”_Jfﬂ,j)f = (F(])m]_jn)) :

Gehtman zu den Determinanten iber und beachtet, dass¢; ; = 1 ist, so
folgt daraus

det(aj4))! g = HF (3)

Kennt man also die zur Folge (4;) gehérigen Orthogonalpolynome,
so kennt man alle Hankeldeterminanten. Nach dem Satz von Favard
existieren eindeutig bestimmte Folgen (s,),5 ( und (2,), ¢, so dass gilt

fju+1(x) = (X - 5/1)7/1(9;) - l‘u—l]_ju—l(x):” 21, mit ﬁO(X) =1 und

p1(x) =x — 5.
Es ist dann
F(p2) =ty # 1,1 (4)

Seien nun 4, ; die eindeutig bestimmten Koeffizienten in der Darstel-
lung

n

X = By (5)

=0

Dann ist

" n—

Z[I”w./lb._/(x) =xe X :Xzﬂ" 1,/P/

= ap—1,;( pja1(x) + 55;(x) + 41 pj—1(x))

= Z(ﬂll—],j—l + -rj‘lu—l,j + Zjﬂﬂ—l,j+l )ﬁj(X)

und somit gilt
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nj = -1, j—1 + Sjdn-1,j + tiay—1, 1 (6)
Speziell ist
a,0 = F(x") = a, (7)
Uberdies gilt
Aptn = F(X”H_”) =F (Z ﬂ/}/,iﬁﬂ,,Jﬁj) = Z Jl,,,},'tl,,),'F(ﬁ?)‘ (8)
i

Wir benétigen das folgende einfache Lemma.

Lemma. Die Folge der normierten orthogonalen Polynome fiir die  Folge
Gx") = Fl(x +2)") = 20 (1) aex"ist(palx = 2))-

Beweis:
Aus G(x") = F((x +g)") folgt G(p(x)) = F(p(x +g)) fur alle Poly-
nome p(x) und daher ist auch

G(ﬁ,,(x - Z)_w(x - 5{)) = F(]—),,(x)_,,,(x)) = F(ﬁi(X)(s,,,,,,-

Unser etster Zugang, der die Uberlegungen von [1] verallgemeinert,
besteht darin, eine Dreiecksmatrix 4, ; mit 4,0 = a, zu finden, welche
eine Rekurrenz der obigen Gestalt erfiillt. Dadurch sind auch die Rekur-
renz der normierten orthogonalen Polynome p,(x) = Y (—1)"" 'r,,,x
und somit die Hankeldeterminanten bekannt. Der zweite Zugang besteht
im wesentlichen darin, auf direkte Weise eine konktete Darstellung dieser
Polynome zu finden.

2

Seien §(n, £) die von Catlitz und Gould studierten g-Stirlingzahlen,
die durch die Rekursionen

S(n41,£) = S(n, k. — 1) + [£S(n, &) (9)

mit den Randbedmgungen S(n,0) = 6,0 und S(O k) = bz definiert
sind. Dabei bedeutet wie tblich [£] =1+¢+¢*+ + q/e L (Fir
diese und andere Notationen aus der q-Analysis sei auf [3] verw1esen)
Wir betrachten in dieser Note zwei g-Analoga der Exponentialpoly-
nome, die auch in [9] studiert wurden:

@, ZS 1) (10)
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und

,(x) = if(ﬂ, g (11)
=0

Fiir x=1 ergeben sich die q-Bellzahlen b, = ¢,(1) und B, = ®,(1). Die
Folge (‘P"(X))uzo beginnt mit

1,5, x4+ x%, 5+ (24 ¢)x? + x3,x + (34 3¢ +4%)x*+ (3 + 29+ ¢7)
x? 4 x*  und daher die Folge (4,) mit

1,1,2,4 4+ ¢,8 4 54 + 24,16 + 174 + 134> + 5¢° + ¢*,.
Die Folge (®,(x)),» lautet

1, %, x + gx?, %+ g2+ g)x? + ¢°x%, x4+ ¢(34 3¢ + ¢%)x*+
3 2.3 6.4
7°(3+27+ ¢%)x> + ¢°

und daher beginnt die Folge (B,) mit
L1, 1+ ¢,1429+ 4%+ 431+ 3¢+ 342 + 44> +2¢* + ¢° + 45,

Bemerkung. Das cinfachste g-Analogon der Exponentialpolynome
sind die ¢, (x). Sie liefern auch das schénste Resultat fiir die entsprechen-
den Determinanten. Die Polynome @, (x) treten aber ebenfalls in natiir-
licher Weise auf, sowohl bei analytischen Fragestellungen (vgl. [3]) als
auch bei kombinatorischen Uberlegungen (vgl. [9]). Sei etwa F, die
Menge aller Folgen (xi,x2,. ,2,) von natiitlichen Zahlen x; mit
x1 =0, xi41 < max(x; + 1,1 < j < /) (sogenannte restricted growth
functions). Ordnet man einer Folge (xq, x2, .. , x,) aus F, das Gewicht
w((oc1, 52, ,x,)) = gt x™>()+ 2y und bezeichnet man mit
S(n, &) das Gewicht aller solchen Folgen mit max(x;) = & — 1, so gilt

S k) =S(n—1,k —1)g* T+ [£]S(n — 1, £).
Daraus ergibt sich sofort S(, £) = S(#, k)q(é)xk

Das Gesamtgewicht von F, ist also gerade ®,(x).
Wir beweisen die folgenden Sitze:

Satz 1. Dieg-Exponentialpolynome @,(x) 1= > o S(nyi Yoc! erfiillen

det(i0r, ()1 = ¢ U3 )= () TT (141, (12)

det(ir41 (%)) o = ¢V ) TT (141 (13)
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und

"

det(isaa(%))mg = ¢ (T (D TT (141

£=0

nt1 ‘ ” + 1
IR A, (14)

Die Folge (p;(x)) ist durch (12) und (13) und die Folge ((p,-+1 (5c)) durch (13) und
(14) eindentig festgelegt.

Satz 2. Die g-Exponentialpolynome ®,(x) 1= > i_o S(n,7)q () erfitllen

n

£
det(Dj;(x)); ;=0 = 4 H J(1 = g%+ ¢'%),

det(¢i+j+1 (x) ):'I,j=0 = qz(ugz) x ("?2)

k=0 /=1
(16)
und
n+2 2 " ,é . .
det(¢/+j+2(>~))u -0 — qZ( )X( 2 ) H[](l — ql_]x —]— qlx))(
£=0 i=1
n+1
/1+1) ,é ”+ ]

Die Folge (®;(x)) ist durch (15) und (16) und die Folge (P41 (x)) durch (16) und
(17) eindentig festgelegt.
Speziell ergibt sich fiir x = 1:

a(n?+2) . F—1\n—i
det( /+/),/—0 q H([z—l]—}—qZ 1) +1 (18)

=2

und

N

det(B,ﬂH),j 0= qz( )+~H([Z~_ 1] +42/71)/1—-i+1_ (19)

=2

Es ist klar, dass durch die Hankeldeterminanten die q-Bellzahlen und
die q-Exponentialpolynome eindeutig festgelegt sind.
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3

Wir suchen nun ein q-Analogon der in [1] betrachteten Matrizen. Aus der
Rekursion fiir die Stitlingzahlen ergibt sich

(o ZSﬂ, ) —Z(S(ﬂ—-l,z'»l)#—[z']S(n~l,z'))x’
- xSD/I—1( ) + XSD,,_l(X)
d.h.
u(%) = 2@y (x) + 2,4 (%) = x(1+ D)o x) - (20)
wobei allgemein  f/(x) = Df(x) die gq-Ableitung f'(x) =
(f(gx) — f(x))/((g — 1)x) bedeutet. Sei x der Multiplikationsoperator

mit x auf dem Vektorraum der Polynome. Aus der leicht zu zeigenden
Operatorformel (vgl. [3])

D*x = g*xD* + [£] D" (21)
ergibt sich daraus
D*p,(x) = D*xp,1(x) + D*xp,  (x) =
= g*xD*p,1(x) + [£]D* g1 (x) + ¢*xD g, (x)+
+ [£]D* g,y (x),
d.h.

0 () = (Rt () + ([A] + 74)0l ) () + g8l ().
Speziell ist (") (x) = [/7](,0””_ g ( = [n]l.

Setzt man also

(#)
ﬂ”’k(x) — ()0// ( )

CI %)

so ergibt sich
au(x) = a1 4-1(x) + ([£] + qu)a,,_wé(x) + qk[é + 1]xa,—1 g1 (x)-
(23)

Die untere Dreiecksmatrix C, := (‘Zi,/e(x)):'l,/po hat in der Hauptdia-
gonale lauter Einser und hat daher Determinante 1.

Bezeichnet D,, = (a’

nn =0 die Diagonalmatrix mit d;; = q(é) [1]!
dann gilt

(i ()} o = CaDUC (24)
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und daher ist

"

det(i0,4(x))! o = det(€,D,C 1) = [[liltg P,

i=0

womit (12) bewiesen ist. Wit miissen also nur mehr (24) zeigen. Das ist
dquivalent mit

Z ¥ (X)‘l”/,,é (X)q (é) ['é] ! X’é = Aw+n0
faralle m,n > 0. Diese Formel ergibt sich aber sofort aus (8) und (4) wenn
£
man beachtet, dass F(p2) = #, .71 = x%q (2) [£]! gilt.

Aus (20) ergibt sich auch sehr leicht eine Rekursionsformel fiir die
Exponentialpolynome ¢, (x):

o) =3 (1 )aen (2) (25)
Denn es ist dann

@rr1() = (x(14+ A1 = x((1 + A)x)"(1 + A1 = x((1 + A)x)"1
=x(x+gxD+1)"1 = xe"l(l + g(x + xD))'el

() ()

wenn man £ (x) = f(gx) setzt.
Mit Hilfe dieser Formel ergibt sich sofort das zweite Resultat, wenn
man beachtet, dass

det(a:4;) = det (Z ( ’ Z/ ) g,i> (26)

£
gilt (vgl. z.B. [7] (2.39).

4

Wir wollen nun eine konkrete Version der entsprechenden orthogonalen
Polynome finden. Sie sind nach den allgemeinen Ubetlegungen Poly-

nome, die orthogonal sind beziiglich des linearen Funktionals F, das
durch

F(x") = @,(a ZS n, R)a (27)

definiert ist.
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Es liegt daher nahe, statt dieses Funktionals gleich den linearen
Operator Umit

Ux" = @,(x) = Y S(n, k) (28)

auf dem Vektorraum der Polynome zu betrachten. U ist ein sogenannter
umbraler Operator in der Terminologie von Rota [11]. Er ist klarerweise
invertierbar.

Aus (20) ergibt sich

UxU™' = x(1+ D).

Wit setzen nun U™ 'x” = (x), und wollen diese Polynome berechnen.
Wegen Usx(x), = x(1 4 D)x" = x"t! 4 [n]x" st x(x), = (x),,,+
[7](x), und daher (5),11 = (x = [#])(x),. Es ergibt sich also

(), = xx — [De — &) (o= o= 1))

Das stimmt mit der in [3] verwendeten Terminologie tiberein. Sei wei-
ters A der lineare Operator auf dem Vektorraum der Polynome, det durch

A(x), = [A(x),

eindeutig festgelegt ist. Aus (28) ergibt sich dann sofort

X" =Y S(n k)(x) (29)

Weiters gilt UAU™! = D
Eine fiir das Folgende wichtige Gleichung ist auch die in [3] bewiesene

Formel
(D =Ti]e- . o

von deren Richtigkeit man sich sofort Giberzeugt, wenn man x durch

(x —1)/(g — 1) ersetzt.
Wendet man darauf den umbralen Operator Uan, so ergibt sich

S (1) -4t - L[4 a- 0

und daraus die Formel
EREES S (A [ 3T R

Wir behaupten nun, dass die beziiglich F orthogonalen Polynome
/],,(X, a) durch

by(,a) = U_lp,,(x, a)
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gegeben sind, wobei p,(x,2) = (x —a)(x —qa) (x—g""'a) is.
Denn beachtet man, dass Dp,(x, a) = [#] p,—1(x, ) ist, so folgt
Pn+1(xa a) = (x— q"a) u(xaﬂ) = (K(l + D) — q”fl)Pn(X, a)—
— [(x = " a)pu-1(%,2) — ¢" " Inlapa-i (¢, ).

Wendet man darauf wieder U~ an, so ergibt sich

o1 (3,a) = (x — [1] — g"a)by(x,a) — [nlg" ab,—1(x, a). (31)

Daraus folgt alles, speziell

F(/J,,, (.X', a)/],,(x, [Z)) = [ﬂ] !ﬂ”q (;) 6/)/,/1' (32)
Aus der wohlbekannten Identitit (vgl. z.B. [3])

pulx,a) = 30 (1) (W) M”

£
ergibt sich schliellich

he,a) = 3 (1) 4gE)at { Z] (%)

k

Unter Beniitzung  des  g-Analogons  der Exponentialfunktion
( ) Z[/g]u ergibt sich daraus auch die Darstellung /;,,(x, )_

(1/e(ald)) (),

Im Fall ¢ =1 heilen die zu den Exponentialpolynomen gehérigen
orthogonalen Polynome Poisson-Charlier-Polynome (vgl. [11]). Sie sind
von der Gestalt

hi(x,a) =) (=1)* ( Z)a"-(x),,_k =% (x),

Wir nennen daher in Analogie dazu die Polynome

1

.= 2040 e 69

&

b(¢,a) =

q-Charlierpolynome der ersten Art.

Bemerkung: Diese q-Chatlierpolynome sind eng verwandt mit den
Polynomen U,S") (x), die von Al-Salam und Carlitz in [2] studiert wurden
(vgl. auch [6], (3.24.1), wo sie Al-Salam-Carlitz -I Polynome genannt wer-
den). Genauer gilt

bi(x,a) = (g = 1) U1 + (g = 1)x)-
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Aus (2) und (33) folgt

det(ray01(a)) 17 = g0 det(ii (a)) 171,

und aus (3) und (32) folgt (12). Damit ist Satz 1 wieder vollstindig
bewiesen.

5

Um den zweiten Teil des Satzes zu zeigen, betrachten wir die Polynome

w22 (enl) oo

Aus dem Lemma folgt, dass die zugehorigen normierten orthogonalen
Polynome durch

¢ —1 .
qu/]” (9" ’E> = (X o [ﬂ] B q”_lﬂ)q”_]/ﬂ,,_l (X ’ﬁ)
g9 9 7 g

x—1 a
—[n— l]ﬂqq”_zb,,_2< , )
q9 49

gegeben sind. Aus (2) folgt nun unter Verwendung von (26)

det(Bi411(a))y = ‘]”+]/9u+1 (—% ;) det(Bi4,(a))y =

1 o , "
= q”+1/]/1+1 (_ ) z) det <7/+/‘Pi+j <ﬁ>) =
q9 9 9/7 0

nt1
. ) ”n

_ 5ty (g)( Ty

£=0

Zq(g)_kak{77+l] zi—é—l—l] ”l/e“
”+2 +1 A n+1
go DI [ [/e]!]

Daher ist

4

det(rysa)y = ¢l TN S gt [ [“;]!1]! .

£=0

Daraus ergibt sich (14).
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6
Nun wollen wir Satz 2 beweisen.
Aus (11) ergibt sich
@11( ) - X(bu 1(496) + Xéu ]( ) (35)
und daher

Dkq),,(x) = quDkq),,,1(qx) + [E]Dk_]@,,q(gX)-i-
+ quDk+1<I),,_1(x) + [/é]D’é@,,_1(X)

Sei nun wie oben der Operator € definiert durch (ef)(x) = f(gx). Dann
gilt (vgl. [3]) € = Dx — xD, De = geD und ex = gxe.
Daraus folgt

Dke _ Dk+l£ _ DléKD — qk(q - l)&D/ﬁ_Fl 4 q/eDk
Das liefert schlieBlich
29() = "R () + (18 + (g% + 4% = "))
k+1)
@S,’mx) gt (14 (g = 1)g*x) 25 ()
mit ) (x) = [/7]!q('2’)

Setzt man

so gilt
k(%) = errm1 () + (6] + (g% + ¢ = ¢* ) x)er1a+
+ ¢ e+ 1](1 + (g — 1)g* )60 1 441

und daher ist 2, = ¢*[k£ + 1](1 + (g — 1)¢*x)x, woraus wieder sofort
(15) folgt.
Mit (35) ergibt sich genau wo sie oben

B () = 32 ()it (38)

Aus (26) folgt nun wieder (16).

(37)

7

Wir wollen auch hier den anderen Zugang skizzieren. Die entsprechen-
den g-Chatrlierpolynome wurden von Milne [9] eingefiihrt.
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Sei ¥, =¢ @ (x) =x(E-1x) (E-0Dx), wobei Ep(x)=
pgx + 1) der q-Verschiebungsoperator (vgl. [3]) sei. Sei weiters § defi-
niert durch (x|, = [r][x],_,.

Dann sind diese q-Chatlierpolynome gegeben durch

0 = sl = 004§ [k 69

Wir suchen ein lineares Funktional F, welches

F(x") = F(Y St £)(x),) = > S(n,£)gCa* = @,(a)  (40)

erfullt. Wir setzen daher

]
Dann gilt F([x],E*[x] ) = a*F([x]
Linearitit F([x| p(x)) =
Daraus ergibt sich

wenn man die Identitit [3] (40) beniitzt.
Daraus folgt

F(H///Hu) = ‘Z”[”]'F«l + (4 - 1)X) ”)6/1/,//'
Aus (30) ergibt sich
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Somit ergibt sich schlieBlich fiir die normierten Polynome
H,(x,a) = g(g) H,(x,a) die Gleichung

F( w(xa ﬂ)H,,(x, ”)) = [’7]"1”72( ) H”U + qi—l(q - 1)”)6/”7”' (41)

=1

Die Folge H,(x,a) := 1/e(a6)[x|, ist also orthogonal beziiglich des
linearen Funktionals F.

Aus (3) und (41) ergibt sich also (15). Ebenso folgt aus (2) und (39)
schlieBlich (16).

Bemerkung Es gilt H,(x,a) =p {1+ (g —1)x (1 —9)a/qlq)
(¢ —1)7" fiir die normierten Little q-Laguerre-Polynome 3, (vgl. [6]

(3.20.1).
8

Um den zweiten Teil des Satzes zu zeigen, betrachten wir die Polynome

B,(a) = ‘I’HTM — Z(Z)ﬁcpé(g). (42)

Aus dem Lemma folgt, dass die zugehérigen normierten orthogonalen
Polynome dutch

q"H,((x — 1)/g, a) gegeben sind. Aus (2) folgt nun
det(Biy;11(a))g = ¢"* " Hop (— é : a) det(Bi;(a))
AT G IR WO
Diy;(a))g X Zq(l ¢

[Hq ”_/Hl]'q (‘é )

n—rk+1

tl n+1
( )det I+j(ﬂ n Z k(//—H [ . ]

X [n— &+ 1]!

n+1
_ q,,+1+,,(,/+1)+( : )det

Dabher ist
w1 »
det(pjr12) g = qz( 2 )d"+ldet(@,-+j(cz))0

7+ 1
X Zqé(ﬂﬂ)ak[”é jl[l?—/éﬁ-l]!

Daraus ergibt sich (17).
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