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Rotation ohne Grundriss.

Von Nikolans Fialkowski.
(Vorgeteagen in der Sitzung vom 17. April 1856.)
(Mit III Tafeln.)

§ 1.

Wie wichtlig die Rotationen der Linien und zwiar sowohl gerader
als anch der verschiedenarlig gekriimmien Linien sind, hraneht hier
wolil kamn erwithnt zn werden, da dies ohnehin jedem Freunde der
Wissenschaft, wohin diese Pavtie gehort, hinlinglich bekannt ist.

Ebenso ist es eine hekannte Sache, dass man die Rotation einer
gegen die Rolationsaxe belicbig gestellten Geraden, so wie einer wie
immer gekrimmten Linie vermittelst eines entsprechenden Grund-
risses vornehmen kann. Allein da in manchen Fillen der Grundriss
nicht so leieht moglich ist, oder vielmehr zu listig fillt, so ist es
jedenfalls wiinschenswerth zu wissen, wie man die Rotationen ciner
heliebigen Geraden oder Curve auch ohne allen Grundriss hewerk-
stelligen kann. In meiner Abhandlung iiber die Constrnetion des
Kreises und der Ellipse vermittelst der fixen Punkte (Sitzings-
berichte der kais. Akademice der Wissensehaften, Aprilhefl, pag. 90)
sind einige Andeutungen aueh iiber dic Rolationen gemacht. Nun
soll hier dariiber ausfibrlich und mehr systematiseh gesprochen
werden.

Ys soll also in dieser Abhandlnng im Allgemeinen gezeigt
werden, wie nun jede belichige Linie, sei sie gerade oder krumm,
mn was immer fiir eine Axe olme Grundriss, d. h. olme Hilfe der
horizontalen Projectionsebene rofiren, und so jede beliebige Stellung
der fraglichen Geraden oder Curve angehen kann.

Dies geschieht zuniichst vermittelst der von mir bei der Con-
struction des Kreises und der Ellipse, so wie bei der Bestinunung
der Axen der Ellipsen, angegebenen und hewiesenen Siitze.




182 Fialkowski

§. 2.

Bei der Rotation irgend einer Linie haben wir zuerst in Bezng
anf den Standpunkt des Beobachters zwei Fille zn unterscheiden;
dieser kann néimlich ein bestimmter oder ein imendlicher sein.

a) Ist das Ange des Beobachters in hestimmter Entfernung, so
kann hekannter Weise jede Stellung der Endpunkte eciner gegen die
Axe helichig gestellten Geraden, folglich auch die Gerade selbst, so
wie jedeStelling der Punkte ciner belichigen Curve, mithin auch diese
selbst nach der Drehung mit Hilfe des Distanzpunktes schr leieht
gefimden werden. Allein aueh hier findet fiir manche Linien eine
Beschriinknng Statt; wir neinen nimlich den Fall, wenn z. B. die zn
rotirende Gerade auf der Horizontal-Linie in der horizonlalen Lage
oder auf der Vertical-Linie in der verticalen Stellung sich befindet.

b) Tst hingegen das Auge des Beobachters in nnendlicher Ent--
fernung, so miissen dic Punkie der zn votirenden Geraden oder
Krummen vermittelst des Grund- und Aufrisses gesueht werden,
indem man hekannter Weise durch einige Punkte der zu rotirenden
Linie Normale als Hilfslinien legt, mit jeder dersethen im Grundrisse
cinen Kreis beselireibl, sodann im Aufrisse vermittelst der orthogonalen
Projection die Punkte fiir die zu bestimmende Stellung der gegebenen
Geraden oder Krammen nach der Rotation findet.

In vielen Fillen ist es jedoch, wie wir Dereits erwihnt haben,
entweder niehl moglich, oder nicht zulissig, oder zeitraubend ecinen
Grundriss zu zeichnen; welehe Fille sowohl heziiglich des RRaumes
auf der Zeichenfliche, als anch hinsichtlich der Zeichenrequisiten sehr
leieht eintreten kinnen.

Wir kinnen wohl ein Verfahren, vermittelst der Proportionalen,
die Rotation belichiger Linien ausfiihren; allein auch dieses erfordert
cine Neben- oder Hilfsfigur, vermittelst deren man die nach der
Rotation verhiltnissmissig verkiirzten oder verlangerten Abstiinde der
zn rolirenden Linie auffinden kann; und in manchen Fillen ist jedoch
aneh dieses Verfahren nicht zulissig oder wenigstens nieht bequem.

Wir wollen dalier cin neunes Verfaliren zeigen, wie man jede
helichige Gerade oder Krumme, ohne Milfsfigur, ohne Ellipsen, also
ohne allen Grundriss rotiren kann.

Um dies ganz allgemein durehzufiihren, wollen wir hei einer
geraden Linie anfangen, und sa snceessive bis zn einer Corve
gehen,
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§. 3.
A. Rotatlon einer gegen die Drchungsaxe belichig gestellien Geraden.

Im Allgemeinen werden wir dabei zwei Fille unterscheiden,
je nachdem man die Rolalionsaxe verlingern kann oder nieht, wo im
letzteren Falle wir mit Beniitzung des noch so kleinen Theiles der
Drehungsaxe selbst, oder deren Verlingerung die Rotation doeh
vornchmen, und die crforderlichen Punkie nach der Rotation scharf
und deullich bestimmen konnen. In Bezng auf die Stellung der zu
rolirenden Geraden gegen die Rofalionsaxe, wenn beide in einer und
derselben Ebene gedacht werden, haben wir im Aligemeinen folgende
drei Hauptstellungen zn unterseheiden:

a) die mit der Rotationsaxe parallele,

h) die auf die Rolationsaxe normale, und

¢) die gegen die Rotationsaxe sehiefe Stellung.

Von der letzlen Stellung liaben wir zwei IFalle zu untevseheiden,
je nachdem die Axe oder deven Verlingerung von der Verlingerung
der gegebenen Geraden noch aaf dev disponiblen Papiervfliche ge-
sehnitten werden kann oder nicht.

§. 4.

a) Bs sei ab (Taf. I, Fig. 1) dic zu rotirende Ge rade, welelie
mit der Rotatjousaxe @@ in einer und derselben Ehene gedacht nnd
pavatiel mit derselben angenommen wird.

1. Das Auge des Beobachters sei in unendlieher Entfernnng in
der Richtung der auf die Axe @2’ im Punkte € gedachien Normalen.

Soll diese Gerade ad um die Axe ' rotirt werden, so kann
man bekanntlich jede beliebige Stellung derselben nach der Drehnng
angeben, sobald man nur einen Pnnkt nach der Drehnng kennt ;
denn ist z. B. @ die Stellung des Punktes « nach der Drehung,
80 findet man den zweiten Punkt, d.i. &, indem man aus «' zn dev
Axe eine Parallele zieht, sodann a’ &’ = «b macht, oder wenn man
ao und b B normal auf xa’ zieht, und aus «' zu wa' cine Parallele
filrt; weil bei der angenommenen Stellung des Standpunktes des
Beobachters die zu suchende Linie stels gleichlang mit der gegebenen
und parallel zur Rotalionsaxe hleibt.

2. Ist dasAuge desBeobachters oberhalb der ad, in derRichtung
der auf die Axe w’ in @ gedachlen Normalen in unendlicher Entl-
fernung, so verfilirt man hierbei auf @huliehe Art, wic zuvor. Ist
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niamlich & (Taf. I, Fig. 2) cin Punkt der ¢ b und zwar der Punkt
nach der Drehung, so filrt nan asuneh hier aus o zu @wa' cine
Parallele und machit dawn o' b = a b, woduwreh also anch der zweite
Punkt 4 naeh der Drehung erfolgt.

Im ersten dieser Kille bleiben die Endpunkte der gegebenen
Geraden in der aus den Endpunkten uof die Axe gezogenen Normalen.
im zweilen Falle hingegen heschreiben die heiden Endpunkte zwei
congrucnte Ellipsen.

3. Ninmmnt man das Auge des Beobaeliters seitwirts, z. B. rechis
oben, jedoeh ebenfalls in unendlicher Entfernung, so dass die anf die
perspeclivische Tafel gedachlen Normulen in der Richlung der wman
('Taf. 1, Fig. 3) gehen, so wird anch dann moglich sein fiv jeden
Endpunkt ecine Ellipse zu besehreiben, und so jede Stellang der
zu rotirenden Geraden zu finden.

Gunz anders hingegen verhilt es sich, wenn die zu rolirende
Gerade so gegeben ist, dass ihee Richtung normal auf der Rotations-
axe ist.

§. 5.

b) Ks sei ab (Taf. I, Fig. 4) dic zu rotirende Gerade, deren
Richlung auf derRotationsaxe @2’ normal ist, und gehdrig verlingert
dieselbe in & sehneidet.

1. Das Ange des Beobachters sei in unendlicher Entfernung
in der Richlung der anf dic Axe w2’ in @ gedachlen Normalen so,
dass die beiden Endpunkte nach der Rolation so wie withrend der-
selben stets in der « € oder in deren Verlingerung bleiben.

Soll nuat die b nm diec Axe xa’ volirl werden, so dass man
sich hierbei keines Grundrisses bedient, so verfuhre man auf folgende
Art:

Ist die Stellung des Punktes « nach der Dreehung in o', so wiihle
mau in der Axe @a’ einen helichigen Poukl ¢ und verbinde ihn mit
« und « durch Gerade; alsdann withle man einen zweiten Punkt in
der Axe, hier 3, fiilre aus demselben dureh & eine Gerade his die
e im Punkte e geschnitlen ist, ziche ans m zn ab cine Pavallele,
und verbinde den so in der ' a erfolglen Punkl mit B, wodnreh man
in der a@Q den Punkt &' erhiilt, weleher der Punkl & uach der Dre-
hung ist.

Dic Richtigkeit dicses Verfahreus kann man anf folgende Art
heweisen: Ist « Qa dus cine Dreieck, dessen Seite der Punkt
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angehort, ferner ma B cin zweites Dreieck, dessen Spitze der in der
Seite we des Dreieckes @@« angenommene Pankt 2 ist, nnd werden
beide Dreiceke in einer Ebene gedaeht, so geht das eine Dreieck mit,
sabald das andere gedreht wird.

Kommt bei der Drehung der Punkt « nach @, also ae in die
Lage @' «, so wird der Punkl m in der zu aQ aus m gezogenen
Parallelen bleiben; da er aber zugleieh in & « sich befinden muss, so
wird er im Durchsehnittspunkte dieser zwei Geraden also in m’ sein;
da ferner die zweite Hilfslinie m 3 so gewihlt wurde, dass in derselben
der zweile Endpunkt & sich befindel, und die Stellung dieser Geraden
nach der Drehung m'f ist, so muss der gesuehle Punkt, da er in der
Geraden af, zugleich aber in der m’ﬁ ist, im Durchschnit{spunkie
dieser zwei Geraden also in &' sein, w. z. b, w.; oder da hievmn || a @
ist, nach der Construclion, so hal man aus den vier Paaven ithnlicher
Dreiecke folgende Proportionen :

aQ:mo=aQ:co0
nnd

aQ:mo =aQ:ao0,
daher
aQ:mo=dQ:mo. . . . . .()
chen so ist:
mo:bQ=pRo0:pQ
und
o) N0 =nE B R
daher
eSO ar = pie (e el S [1))7

werden die Gleiehungen (T) und (1) brachweise gesehrieben, so lial
man

@ Q «' Q

mo o
und

mo m o

B e
worans dnreh Maltiplication

a Q ' Q

e pe

folgt.
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Esistsomit ¢’ §" in Bezng auf a4 verhiltnissmiissig abgeschuilien,
nnd daher ist 4" der Punkt » naeh der Drehung und «'4" die nene
Lage der a b ebenfalls nach der Drelung,

§. 6.

Gestattet es der Raum nicht, auf heiden Seiten der €, d. i,
oberhalb und unterhalb dersclben die Hilfspunkte anzunehmen, so
kann man dies nur auf einer Seite thun. 1st z. B. «b (Taf.l, Fig.5)
zu rotiren, und gestattet es der Raun nieht oberhalb der « @) cinen
Hilfspunkt anzunehmen, so wiihle man beide unterhalb der « 0, also
einen in ¢« und den andern in B3; wird alsdann « mit @, so wic mit
«' als der neuen Stellung von «, ferner b mit 3 dureh Gerade ver-
bunden, und ans dem so erfolgten Durehschnittspunkte m zu @ O cine
Parallele gefiibrt, welehe die @'« in m' schneidet, so crfolgt, wemn
aus 3 durch m' cine Gerade gelegt wird, 4" als der gesnchte Punkt
b nach der Drehung.

Dieses Verfaliren hat einen fihnlichen Grand wie das vorlier-
gehende; aneh hier findet man aus den ilmlichen Dreiceken folgende
Proportionen:

wl:mo=caQ:a0
und
WQ:mo=al:ao,
daher
QB o AR T O s s e WADE
ehen so findet man:
bQ:imo=pR: 0o
nad
Qo= Q:0 o,
daher |
(O il NN T s b Al ol k(1)

oder beide Proportionen unfer cinander bruehweise gescliviehen

a a @

;; = 1n’(;

hQ b e

B we"
woraus dureh Division

a ]

be Ko

folgt.
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Bs ist daher vermdge dicser Gleichung dic Riehtigkeit der
Construetion nachgewiesen.

2. Wird das Ange des Beobachters oberhalh der gegebenen
Geraden in der Richtung der auf die Axe @’ (Taf. 1, Fig. 6) im
Pankte @ gedachten Normalen in unendlicher Entfernung angenom-
men, so wird man hei der Rotation einer Geraden ohne Grundriss anf
folgende Art verfahren:

s sei b die gegebene Gerade nnd « der Eud punk( a derselben
nach der Drehung; es soll nun der zweite Endpnnkt dieser Geraden
aesucht, somit die Stellung selbst dieser Geraden der Rielitung nnd
Lituge nach bestimm( werden.

Wird in der Axe @' der Punkt o als Hilfspunkt angenommen,
mit @ nnd « durch Gerade verbunden, sodann aus einem zweiten
Hilfspunkte B dureh & eine Gerade gefiilrt, bis woc in m gesehnitien
ist, ferner ab bis zn der Axe verlingert, aus m die m<y || « O gezogen,
@' mit O verbunden und ans g die ym' | « O gelegl, endlich m’ mit
B durch eine Gerade verbunden, so erfolgt &' in der «'0 als der
Pankt b nach der Drehung; somit wird ' 8" die neue Stellnng der
@b nach der Drehung sein.

Dic Richtigkeit dieses Verfahvens ergibt sich aus folgender
Betrachtong :

I. Der Pankt b liegt in der @O, nach der Drehung in a 0 der
Punkt m ist in @ &, nach der Dvehnng in &' «; da ferner der Pnnkt 6
in der m B, nach der Drehung in m'( liegl, so muss ev im Dureh-
schnittspinkte der ' O mit m' B, also in b’ sein; da also o' die neue
Stellung des Punkfes @, ferner &' die neue Stellung des Punktes b
ist, so ist @ b die nene Stellang der ab nach der Drehumg.

I. Da hier aO | my und &' O [ 'y ist, so hal man ans der

Auliehkeit der Preiceke:
«O:mqg=a0Oiay
und
WO:mqy=a0:ary.
daher
@Ry =l O L e e ):
ehen so findel man
my:h 0= By:ip0
mey: b0 =0y:30,
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daher 1y Yoo 10 =g 30 o bt 1 @ (W) 5
oder (1) und (1) mit einander multiplicirt gibt:
w€0:600 = d0:00.
woraus die Richtigkeit der obigen Construetion folgt.
§ 7

Anf dhnliche Art wird man aueh verfahren, wenn man nur nnter-
halb der « O die zwei Hilfspunkte annchmen mnss.

Ist also b (Taf. I, IMig. 7) die zu drehende Gerade, und gestattet
es der Baum nicht oberhalh der @O cinen von den zwei erforderlichen
Hilfspunklen anzunehimen, so nchme man heide nnterhalbh der «O an,
also den cinen in a und den andern in 3, und verhinde sic mit den
zwei Endpunkten der zu drehenden Geraden so, dass sie sich hier
bei m schneiden; ist nun «' die neue Stellung des Punktes @ nach
derDrehang, so verbinde man o' mit O und «, fiikre ans m die mn
parallel mit @ @, und ans dem so in der Axe erfolglen Punkle » die
m'n parallel mit ' O ; wird alsdann durch den so erhaltenen Punkt m'
aus B cine Gerade gefihrt, bis die « O geschnitten ist, so crfolgt
0" als der gesnehte Punkt und «' & uls die neue Stellung der @b nach
der Drehung.

Der Beweis fiv die Riehtigkeit dieser Construction wird auf
dhnliche Art wie zuvor gefiihrt.

-

§. 8.

Wie man aus den angefiihrten Beispiclen siehl, ist dieses Ver-
fahven ganz aligemein, und zwar so, dass hiermit jede Rotation gelist
werden kann, und die Losung vermiltelst des Grindrisses weil hinter
sieh zuriickliisst; zumal da vermittelst des Grundrisses nur danm
diese Anfgabe gelost werden kann, wenn die Endpunkte der zn
drehenden Geraden slets in derjenigen Ebene bleiben, welehe auf
der verticalen Projections-KEhene normal ist. Wird aber der Puankt
« oder b unterhall oder oberhally der zn drehenden Geraden als die
nene Stellang gegeben, so kann man it allen uns bis jetzl in der
darstellenden Geomelrie hekannten und zu Gebole stehenden Mitteln
nicht auflisen, wenn selbst auel die Kreuzrissehene zu Hilfe genommen
wird; denn ist ein Punkt der «b oberhalh oder unterhalh der ab
gegeben, so steht, die durch den gegebenen Punkt und durch die
ab gelegte Khene einfach sehief gegen die verlicale Projeetions-
Ebene, und normal anf die Kreuzrissehene; allein es isl uns ansser
diesem Pnnkte sonst gar nichls gegehen,
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Ausserdem braveht man selbst tir den ersten Fall, wenn nin-
lich di¢ Endpunkte der zn drelienden Geraden in derselben oder in
deren Verlingernng bleiben, jedesmal einen Zivkel, wn im Gruudrisse
Kreishdgen als Hilfslinien zu hesehireiben, welehes bei unserem Ver-
fahren ganz wegfillt; und zwar dermassen, dass wir unsere Anfgabe il
zwei fixen Punkten nnd zwei Hilfshinien mit Leichtigkeit losen kisnnen.

Dies kann aber dann gesehehen, wenn man den Satz gehorig
cinstudiet, und sich den Gang der Sache gemerkt hat. Denn wird
der Hilfspunkt « (Taf. 1, Fig. 8) ungenommen, und mit « wd @ ver-
bunden, so brancht man hevnach nur die Einsehnitte in der a«, @' «,
sodann in @ O zu machen, wie dies durch Pfeile bezeichnet ist.

Ebenso kann man sicli in dem zweiten Falle lielfen, wie die
Taf. 1, Fig. 9 zeigt; man wird niimlich nmre die drei Linien «e, o' «,
@ O zu ziehen brauchen, im Ubrigen aber sicli nur mit den Ein-
schuitten weiter helfen.

3. Ist das Auge des Beobaeliters seitwiiets der Rotationsaxe
und zwar oberhall oder unterhalb der gegebenen Geraden, so hat
dieses Vertahren chenfalls keine Schwierigkeiten ; man wird hier
den zweiten Punkt, also auch die Gerade sclbst naell der Dre-
hung hestimmen konnen, weil anelr in diesem Falle die Ebene einfach
schief gegen die verticale Projections-Ehene ist.

4. lIst das Ange des Beobaehters in einer bestimmten Entfernung,
$0 kann hekannter Weise die Rotation einer jeden hovizonlalen,
und zur Tafel parallel gestellten Geraden vorgenommen werdei, und
zwar verwittelst des Distanzpunktes; allein auch in der Perspeetive
stellen uns dieverschiedenen Lagen der zu rolivenden Geraden manche
Sehwierigkeiten entgegen, so dass man in den Fillen, wemn die
gegebene Gerade nahe an der Hovizontlinie oder in derselben liegt,
bedentend tiefer nuter der Hovizontlinie eine solche Rotation vorneh-
men, und diese dann vermittelst der orthogonalen Projection an die
gehbrige Stelle iibertragen mauss.

Der hesseren Verstindliehkeit wegen wollen wir dies dureh ein
Beispiel, nnd zwar dureh ecine schematisehe Darslellung der Haupt-
stellingen erliintern.

S

Bs sei M Z (Taf. 1, Fig. 10) die Horizontallinie, und V'V die
Verticallinie, deren Durehschnitispunkt € der Hauptpunkt, und A
der angenommene Distanzpunkt.
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Die zu rotirende Gerade kaun so gegeben sein, dass sie in der
Horizontlinie liegt und die Verticallini¢ sehneinlet, oder dass sie in
der Hovizontlinie liegt und rechts oder links der Verticallinie sich
befindet. Ebenso kiénnen drei solehe Stellungen oberhalb und drei
untechall der Horizontlinie stuttfinden.

In den drei mittleren Hauptstelimgen konnen die cinzelnen
Stellungen der Geraden ¢ b nur vermittelst der orthogonulen Projec-
tion angegeben wereden. In den dret oberen so wie in den dred un-
teren Stellungen hingegen kann jede einzelne Stellung nur dann an-
gegeben werden, wenn die aus der neuen Stellung des Endpunktes
iler zu deehenden Geraden durch en entsprechenden ursprimglichen
Puukt gefiibrte Gerale die Horizontlinic schneidet. Ist jedoch der
Punkt so gegeben, dass ilie aus iliesen Punkte ureh die ihm ent-
sprechende urspriingliche Lage  gelegte Germle die Horizontlinie
uteht sehneidet, so muss man auch in diescur Falle vermittelst des
Grundrisses die neue Stellung iler Geraden bestimmen.

Wiwe also z. B. «' die ncue Stellung les Punktes « nach
der Drchung, und sollte man die dieser Stellung eutsprechende
ncue Stellong des Punktes & suchien, so fithre man ans « dureh
« eine Gerade bis zur Horizoutlinie, verbinde dann den so erhalte-
wen Punkt 2 mit &, und fihre aus «' durch den Halbirnngspunkt
O der b cine Gerade a' s bis dic med in ' gesehnitten ist, wo-
durch & als der zweite Endpunkt der neven Stellung der «b gefunden
wird.

Ist hingegen der Punkt z. B. «” so gegeben, dass die wus o
durch « gefiihrte Gerade die Hovizontlinie aul der Zeichenfliiche nieht
schueidet, so kanniler zweite Punkt auf diese Avt nicht angegeben
werden, uml inan muss sich des Grundrisses bedienen.

So wie mun cine gegebene Gerade um eine Ase drehen kann,
ehenso kann man sie auceh zuriickdrehen, il . man ki aus jeder
beliehigen Stellung nach der Drehung die urspringliche Lage aler
Gevaden finden, wobei jedoch ein Punkt ihrer uwrspringlichen Lage
gegeben sein muss,

Esseia' 0" (Taf.1, Fig. 10 «) die verticale Projection ciner gegen
die horizontale Projections-Ebeue schief gestellten Geraden; oder was
dasselbe ist, es sei «' & als cine Stellung der Geraden naeh der
Drehung gegeben, wan soll ihre wabre Liinge finden.  Der eine
Endpunkt der zu suchenden Geraden sei in b gegeben.

Ny~
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Um den zweiten Endpunkt zu finden, verbinde man den Punkt
« mit irgend einem Punkte z. B. mit « in der Axe, (ihre aus irgend
cinew andern Punkle der Axe z. B. aus B dureh &' eine Gerade his
« o o gesehnitten ist, und fihre aus dem so erhaltenen Punkte
mozu @' b eine Parallele. Wird endlich aus 3 durch den gegehenen
Punkt &' eine Gerade bis zu der Parallelen mae gefilhet, und aus «
dureh den so erfolgten  Durchischniltspunkt » eine Gerade ge-
zogen, bis die Verlingerung von «'6' bei @ geschnitlen ist, so
crhilt man b als die wahve Linge der zu snchenden Ge-
raden.

Auf die gewohuliche Art wird diese Aufgabe nur dudureh gelost,
wenn man sich eine Hilfsfigwr verzeichnet, odev was dasselbe ist,
wenn man die Kreuzrvissehene beniitzt, was aber im Grunde genomn-
men nichts anders ist, als die Beniitzung des Grundrisses.

Wire der gegebene Punkt ausserhalb der @'6', so kann auceh
dann die urspriingliche Lage und die wahre Liinge der Geraden schr
leiecht gefunden werden, was vermittelst des Grundrisses nieht so
leicht moglich ist.

Man sicht also duraus, dass alle bisher hekanuten Verfah-
rungsarten fiie den vorliegenden Fall nue speeicll sind, hingegen die
Art vermittelst der fixen Punkle ganz allgemein ist.

§. 10.
¢) Die zu drehende Gerade ist schief gegen die Drehungsaxe,
wobei wir zwei Fille unterscheiden miissen, indem die Verlingerung
dieser Geraden und dev von der Axe noch auf der Zeichenfliiche cinen
Durchschnittspunkt geben, oder es ist dies nicht der Fall

Ceay Kssel ab (Taf. 1, Fig. 11) die zu drehende Gerade, welche
gehorig verliingert die Axe wa’ in ¢ schueidel.

I. Dus Auge des Beobachlers sei in unendlicher Entferuung in
der Richtung dev auf e’ in & gedachten Normalen.

Ist also z. B. «' als ein Punkt « nach der Rotation gegebhen, so
braneht man hier nur aus 6 die bo' normal auf die Axe zu zichen, so-
dann «’ mit dem fixen Punkle ¢ zu verbinden, wodureh der Dureh-
schnittspunkt 6" als der dem Punkte & entsprechende Punkt nach der
Dreliang erfolgt, und die Gerade «' 6’ als die neue Stelung der @b
seiu wird,
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Aut diese Art kann also jede andere Stellung bestimint werden.

2. Istdas Ange desBeobachters oberhalhder «b ('Taf. I, Fig. 12)
in der Richtung der aufdie Axe &’ im Punkte € gedachtenNormalen,
50 kann man in diesem Falle enlweder so verfahren, dass man zu-
erst den fixen Punkt ¢ sueht, sodann aus der ncuen Stellung des
Punktes @ oder & nach dewn fixen Punkte ¢ cine Gerade zieht, den
Punkt «' mit O verhindet, und ans 0’ zu @' O cine Parallele zicht,
wodurch &' als der zweite Endpunkt der @b nach der Drehnng er-
hallen wird; oder indem man fiiv jeden Puukt eine Kllipse verzeich-
net, hierauf den gegehenen Punkt nach der Drehung mit dem diesem
Punkte entsprechenden fixen Punkt duvch cine Gerade verhindet, nnd
aus dem dem zweiten Punkte der gegebenen Geraden entsprechenden
lixen Punkte eine Puarallele zieht, bis die Ellipse geschnitten wird,
wodureh man also auch den zweilen Punkt der neuen Slellung nach
der Drchung erhilt.

lis kinnen jedoch Fille einlreten, wo man entweder die Ellipse
nicht verzeichuen kann, oder wo die Yerkingerung der gegebenen
Geraden vou der der Axe nicht geschnitien wird.

Wir werden daher zeigen, wie man in solchen Féllen dennoch
die gegebene Gerade nach der Drehung bestimmen kann.

§ L

ey Wotation einer belicbigen Geraden ohne Ver-
lingerung der Axe und ohne Verzeichonung der Ellipse.

Wir haben aus den vorhergehenden Beispielen gesehen, dass es
schr cinfach ist, jede belichige Gerade auch ohne Grundriss zu roti-
ren, sobuld man die Axe verkingern kann; wir haben ferner geschen,
dass man fiir cine schiefe Stellung der gegebenen Geraden gegen die
Axe die beiden Linien verlingern muss, um die Richtuug der nenen
Stetinng anzugehen, wenn man die Ellipse selbstnicht verzeichnen will.

Nun wollen wir zeigen, wie man die Aufguhe list, wenn man
bei einer gegehenen Geraden den fixen Punkt fiir die Verlingerung
derselhen auf der Papierfliche nicht evhallen kann.

Es set ab (‘Taf. I, Fig. 13) die gegehene Gerade, welche nm die
Axe xwa' gedreht werden soll; hierbei stellen wir uns den Fall vor,
dass durch die Verlingerung der gegehenen Geraden kein Durch-
schnittspunkt auf der Zecichenfliche entsteht, oder nicht gesucht
werden darf.
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L. Das Auge des Beobachiers sei in € in der Richtung der auf
die Axe ar.¢’ gedachlen Normalen, so dass die beiden Endpunkte «
und 6 withrend der Rotation in denjenigen Geraden bleiben, welche
aus diesen Punklen wormal auf die Axe gezogen werden.

Soll dic Rieltuug dieser Geraden fin den Fall angegeben wer-
den, wenn der Punkt @ nach der Drehung etwa nueh « kommt, so
verfahire wan hiebei auf folgende Art: Mun ziche aus b auf die Axe
xra ciue Normale bo, nchme dann in der Axe einen fixen Punkt «
ai, und verbinde ihn il dem Punkte & sowie mil @" durch Gerade;
nun relune man in der Axe cinen zweiten fixen Punkt 3 an, und ver-
binde il mit dem zweiten Endpunkte 6; wird endlick aus dem so
erfolglen Durchsehnittspunkte m auf die Axe @’ eine Normale ge-
zogen, nnd aus B durch den Punkt ' eine Gerade gefiihrt, bis die
aus b uuf w &' gefiillte Normnule geschnitten ist, so erfolgt der Durch-
sehnittspunkt 6" als der verlwgte Punkt der gegebenen Geraden nach
der Dreluug.

Beweis.

Werden die zwei tixen Punkle « und 3 in der Axe belichig an-
genommen, und mit den Eudpunkten der zu drehenden Geraden so
verbunden, duss die Verbindungslinien einen Duechselmittspunkt,
hier m geben, so wird dieser Punkt bei der Drekung mitgehen;
kommt nnn der Punkt « etwa nach o, so wird die Hilfslinie @c in
die Stellung «'« kommen, in welcher Linie sowic iu der aus m auf
x ' gerogenen Novwmalen der Hilfspunkt m, naeh der Drehung m'
liegl. Du also der Punkt & der @b nach der Drehung in der 4'm' 3
zugleich aber auclr in der b o liegt, so nuss e nothwendiger Weise
im Durchschniltspunkte dieser zwei Gervadeu, also iu o sein, w.
z. b w.

Was also von dieser Stellung der ab gilt, das lisst sich auch
von jeder andern Stellung auf dieselbe Art nachweisen; und wie
man aus diesen Beispielen siehl, lisst sieh jede beliebige Stellung
einer gegebenen Geraden vermitlelst zweier fixen Punkle ohne Ver-
langerung der Axe finden, oder besser gesagt, es lisst sich jede
beliebige Stellung einer Geraden vermillelst eines disponiblen Thei-
les der Axe bestimmen.

Hiebei kann man aber die fixen Punkte so withlen, dass die
erforderlichen Hilfslinien sehr seharfe und deutliche Durchschnitls-
puukte geben.

Sitzb. d. mathem-naturw. Cl. XX1. Bd, 1. HIt, K]
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$. 12,

Drehung einer Geraden, wenn nur ein Theil der Axe oder ihrer
Verlingerung beniitzt werden kann.

Wiare z. B. «b (Taf. 1, Vig. 14) zudrehen, und ist dabei nur cin
Theilder Drehungsaxe @ @' disponibel, so kann man auch dann die Rota-
tion ohne weitere Yerlingerung der Axe vornehmen und die fixen Punkte
fiir dic Hilfslinien so witlilen, dass die hiexdurel entstandenen Durch-
schnittspunkée sehr seharf und dentlich erbalten werden. Denn hat
man z B. den Punkt & gewiihlt und « mit « dureh cine Gerade ver-
bunden, so kann der zweite Punkt 2 so angenommen werden, dass
wenn er mit & durch eine Gerade verbunden, diese Linie aut der
ersten mehr oder weniger normal ist, in welchem Falle wie hekannt,
der Durchsehnittspunkt am deutliehsten austallt.

Ist ein Theil der Rotationsaxe ganz ausserhalb der eigentlichen
Axe beniitzbar (wie aut'Taf 1, Fig. I5 die '), s0 kann nan auceh in
diesem Falle die Lisung der Aufgabe vollfiihren, und zwar mit mehe
oder weniger Genauigkeit, je nachdem man die Hilfspoukte in der
Axe so wihlt, dass dic Linie mo grosser oder kleiner austillt.

In allen diesen und nachfolgenden Fillen lassen sich aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke die zur Begriindung der Construetion er-
forderlichen Proportionen so wie oben ableiten.

§. 13,

Eine besondere Anwendung dieser Construction wiire hei der
Bestimmung der Durchsehnittslinien zweier Ebenen, derenHorvizontal-
und Vertical-Tracen jedoch so gegeben sind, dass sich entweder die
horizontalen oder die verticalen T'vacen schneiden,

Es sei «’ b" (Taf. |, Fig. 16) die verticale Trace der cinen, und
¢"d’ die der andern Lbene; c¢s sei ferner ¢’ ¢ die horizontale Trace
der einen, und dic ¢’ ¢ die der andern Lbenc; man soll den
Durchsehnitt dieser zwei Ebenen bestimmen.

Wird aus ¢ auf 4 A" ¢ine Normale gezogen, so ist ¢ ein Punkt
dieser Durelischnittslinie; da aber sowoll die heiden Vertieal-"U'racen
als auch die Durehselmittslinie der beiden Ebenen gehirig verlangert,
sich in cinem einzigen Punkte schneiden miissen, so ist hiermit die
Liosung dieser Aufgabe auf den bereits angegebenen Fall der Rotation
einer helichig sehief gegen die Axe gestellten Geraden zuriickgefiihrt,

Um nun diese Aufgabe einfach zu losen, nchme mau die eine
von denjenigen Tracen, deren Durchschnitt auf der Projectionsebene
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nielit erhalten werden kann, hier die Vertical-Trace ¢” o als Rotations-
axe an, lege auf diese dureh den gegebenen Punkt der zu suchenden
Durehsehnitislinie eine Normale, welele die Drehungsaxe in 4 und die
Verlingerung der zweiten Trace in 0 sehneidet. Alsdann nehme man in
der Rolationsaxe ¢’ " einen beliehigen Punkt « als den fixen Punkt
an, verbinde iln mit ¢ so wie mit ¢” dureh Gerade, nchme in der-
selben Axe auch einen zweiten Puukt, d. 1. 8 als den fixen Punkt an,
und verbiude il mit 6" ; wird alsdanun aus demn so erlialtenen Dureh-
sehnittspunkte 2 auf die Drelumgsaxe ¢’ d” die Normale mn gezogen,
mnd dureh den so erfolgten Durehsehmittspunkt 22 aus 3 eine Gerade
gefiilirt, bis die aus 4" auf die Drehungsaxe ¢” ' gezogene Normale
geschuitten wird, so ist der so erfolgte Durchsehnittspunkt £ ein
Punkt der gesueliten Durchsehnittslinie der zwei gegebeneu Ebenen.
Man lkann wolil derlei Aufgaben anch auf diese Art auflésen,
indemn maun in einer Trace zwei beliebige Punkte «, B annimmt, «
duvel eine Gerade verbindet, ferner Bf" || ae’, ay || o
und ¢ | of" fihet, wodurch /7 als der verlaugte Punkt erfolgt.
Wie wan aus den angefiibrten Aufgaben sielit, hat die oban-

T

gegebene Construetion eine Anwendung, nud zwar jedesmal dann,
wenn zwei Tracen und ein Punkt der Durehschuittslinie der zwei
Ebenen gegeben sind.

Ob nun die Durehschnittslinie zwischen die beiden ‘Tracen fillt,
oder nicht, ist es wohl einerlei; fiir den ersten Fall haben wir die
Losung angegeben, fiir den zweiteu ist sie dhnlich mit der obigen,
und wird so sein, wie folgt:

Sindnimlicha'" 4", ¢" d" ('Tal.], Fig. 1 7) die Vertical-Tracen, fer-
ner a'' ¢, ¢ ¢' die Hovizontal-Tracen, und ¢” dev in der horizontalen
Projectionsebene liegende Punkt der Durchsehniltslinie der zwei
Ebenen, so lege man durch den gegebenen Punkt ¢’ so wie dureh
6" auf ¢ &’ Normale, nelme « und 3 beliebig an, verbinde den
Puukt £ mit &, und den Puukt 4" mit 3 durch Gerade, fiihre aus
dem so erhaltenen Durchsehnittspunkte m zn ¢’ f eine Parallele, ver-
binde « mit ¢, und fiilhre aus B durch o' ecine Gerade bis die aus
b anf ¢'d’ gerogene Normale in A geschnitten ist, wodureh man
den Punkt 4 als den verlangten Punkt der Durchschnittslinie der
zwei gegebenen Ebenen erhilt.

Somit ist die aus ¢” dureh & gezogene Gerade die verlangte

Durehsehnittslivie.
13
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Es ist gleichgiltig, welche von den zwei Tracen uls Rotations-

axe angenommen wird.
$. T4

Eine zweile Anwendung hiitte dieses Verfahren in der prakti-
sclien Geomnetrie, niinlich in dem Falle, wenn cine Gerade nicht
direct gemessen werden kann, wo der eine Punkl unzuginglich ist,
oder wenn sich in der Mitte derselhien ein Hinderuiss befindet.

«) Bsseiab(Taf.l, Fig. 18) die zumessende Gerade, deren Punkt
« unznginglich ist. Man stecke bz normal anf die @b, und aus he-
licbigen Punkten der bz, die 6w und v normal aul &2 aus ; alsdann
visire man aus dewn beliehigen Punkte « der w v nach «, narkire
den Durehsehnitispunkt der Visur wo mit der 6w, d. i. den Puokt o,
und bringe den Punkt 8 mit 22 nnd & in cin Alignement; wird ferner
die moe parvallel mit bz abgesteckt, sodann aus B nael 4" visirl
(wegen m') und o mit o and 2 inoein AMignement gebracht, so
erfolgl ' b = ab.

Man braueht daher hier nur cine Gerade, d. i. « b zu wessen.

Dicses Verfalren wird desto genauer, je weiter die beiden
Parallelen ' w und wo von ab angenommen werden, oder hesser,
wenn sic beiliufig so angenonnmmen werden, dass man die Durch-
schnittspunkte der letzteren Linten deutlich erhiilt.

b) s sei wb (Tal.1l, Fig. 19) diezu messende Gerade, welehe in
der Mitte unzuginglich ist, also ebenlallsniehtdireet gemessen werden
kann.  Man mache «w nornal aul «a b, withle « nnd «” in dev auw
beliebig, und maehe « », «’w pavallel zu «b; nun nehme man in
der «”w die zwei Punkte e und § heliebig, visire aus « nach «, und
aus B nach b, stecke aus dem so erfolgten Durchschnittpunkie m
auf «” w cine Novmale, visire dawn aus « nach «', und bringe den
Puukt &' mit ' und B in ein Alighement, so hat man «'d’ = «ab.

Die Riehtigkeit dieses Verfalirens ergibt siclr ans den obange-
fiilrten Siitzen ither die Rotation ciner belichigen Geraden.

Statt der Normalen bz (‘Tal.l, Fig. 18) oder wu (Tal I, Fig. 19)
kaun man auel eine belicbig sehiefe Linie wihlen, in welehem Falle
man aber anch die Wilfslinien mepe parallel zu der ersteren zichen
muss, so wie dies Taf. 1, Fig. 20 zeigt, welehe Construction ganz
ahnlich mit der vorliergehenden ist.

Wenngleich man in solehien Fillen die zu messende Gerade auf
eine andere Art chenfalls hioehst eiufach bestimmen kann, so ist es
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doeh gut zu wissen, dass man sieh in solelien Fillen vermittelst der
Rofation helfen kann.

Die wichtigste Anwendung der obangefiihirten Sitze bleilt doch
die in der darstellenden Geometvie Det den Dnrehsehniften  der
Ebenen und hei der Bestimmung der Sehalten-Construefion.

§. 18,

B. Rotatlon bellebiger Cnrven ohne Grundriss, mlt belleblger
Benditzung der Axen,

Die Rotation einer helichigen krummen Linie kann anf dlmliche
Art, wie die ciner belichigen Geraden gesehehen, und zwar mit oder
ohme Verlingerung, also mit belichiger Beniitznng der Ratationsaxe.

) Rotation ciner beliehigen Curve, wenu dice
Rotationsaxe verlingert werden kann.

Es sei abedef (Taf. 11, Fig. 21) cinc beliebige Curve, welche
um die Axe ay gedreht werden soll.

«) Das Ange des Beobachters sei in unendlicher Entfernung
in der Richtung der auf die Rotationsaxe in @ gedachien Normalen,
also es sei der Punkt € der Aungepunkt.

Man unehme in der gegebenen Curve mehrere Punkte belichig
an, jedoch so, dass durch sie die Kriimmung der Cnvve uach der
Drehnng moglichst genan hestimmt wird, hieralso die Punkie b, ¢.d, ¢;
alsdann fithre man aus jedem dieser Piinkie, so wie ans den heiden
Emlpnnkiml Normale auf die Drehungsaxe, wodnreh man also fiir
jeden dieser Punkte einen fixen Punkt in der Axe cerhiilt.

Sollte nun die Stellung der Curve nach der Drchung angegelien
werden, wenn der Ponkt « z. B. nach « kommt, so filhve man aus «
durch & eine Gerade, bis die Axe wy in « geselmitten ist, wodurch
man « als den fixen Punkt fir die Gerade ad crhilt; da wan der
Punkt 6 nach der Drehung in der Geraden o a zugleich aber auch
in der Normalen ho' sich hefindet, so muss er nothwendiger Weise
im Durchsehnittspnnkte dieser zwei Geraden, also in & sein; es ist
daher & cin Punkt der gegebenen Curve nach der Drehung.

Um deu Punkt ¢ nach der Dreliung zn finden, filwe man ans «
durch ¢ ecine Gerade, bis die Axe in B geschnitten ist; wird alsdann
der so crhallene Punkt B mit o’ durch eine Gerade verbunden. so
schieidet diese die Normale ¢ o’ in ¢/, wodnreh also ¢ ein zweiter
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Pankt dieser Curve nach der Drehnng erfolgt, nnd zwar aus dem-
selben Grunde wie der erste Punkl.

Wie nun diese zwei Pankte naeh der Drehung gefunden worden
sind, ebenso kann man auch anf gleiche Av( eine heliebige Anzahl
Punkie nach der Drehung hestimmen, nnd so die fragliche Stellung
selbst der Curvve zeichnen, wenn nur ein Punk( dieser Stellung
gegeben ist, oder nach Belichen angenommen wird.

Fiir den Fall, wenn die aus « durch den zu hestimmenden Puukt
gefithrie Gerade die Axe oder deren Verlingernng auf der Papierfiiiche
nicht sehneiden soll, wiihle mun stall « cinen andern Punkt der
gegebenen Curve, fiic welehen Punkt der ihm entsprechende Punkt
nach der Drehung bereits gefunden ist.

Soll z. B. der Punkt ¢ nach der Drehuug gesueht werden, so
wird die aus @ dureh e gefiihvle Gerade weder die Axe noch deren
Yerkingerung sehneiden; in diesem Falle nehme man den Punkt @'
und 4" als Hilfspunkte an, fihve aus ¢ durch d eine Gerade, bis die
Verliingerung der Axe in & gesehnitien ist, und ziehe ans & duvel o
eine Gerade, bis die Normale e, in ¢’ geschnitien ist, wodureh also
¢ als ein Pankt naeh der Drehung gefimden wird.

Man kann demnach auf eine cinfache Art cine helichige Anzahl
Pnnkte hestimmen, nnd die Stellung der gegebenen Curve nach der
Drehnng zeichnen.

s ist daher liier «' &' ¢’ d' ¢/ f" die Curve naeh der Drehung fite
den Fall, wenn der Punkt « nach « kommt.

§. 16.

Wird ein andever, was immer fiir ein Pnnkt der Curve nach der
Drehung gegeben, so kann man aueh dann die iibrigen Punkte der
nenen Stelling noch bestimmen, nnd daher aueh die Curve selbst
zeichnen.

) Ist das Ange des Beobachters oberhalb oder unterhalb des
Gegenstandes in nnendlicher Entfernung, jedoeh in der auf die Rota-
tionsaxe gedachten Normalen, so verfahre man auf folgende Art:
Mannehme in der zn rvotirenden Curve (Taf. 11, Fig. 22) nach Erforder-
niss mehreve Pankte an, hier hed, fille aus jedem dieser Punkte
Normale auf die Rotationsaxe, hierwo, o', co’, do"”, eo"", verhinde
den gegebenen Punkt @’ mit dem fiir den Punkt « in der Rotations-
axe erhaltenen fixen Punk( o, und ziche durch die fixen Punkte
o, 0", 0", 0" zu « o Parallele, in welchen sieh die der in dev Cnrve
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@ e angenommenen Punkte entsprechenden Punkte nach der Drehung
hefinden werden.

Soll alsdann z. B. der Punkt & nach der Drehnng hestimmt
werden, so fillice man aus @ durch & eine Gerade, bis die Axe in
a geselmitien ist, und verbinde @ mit «, wodurch in der ans o' 7z
oa' gezogenen Parallelen der Punlct &' als & nach der Drehung erfolgt.

Auf ihnliche Art werden anch die anderen Punkte bestimmt,
welehe gehdrig mit einauder verbunden, die Cnrve naeh der Dre-
lumg geben.

§. 17
h) Rotation einer beliebigen Krummen olhne Verliin-
gerung der Axe.

Die Rotation einer beliehigen Curve kann ohine Verlingerung
der Axe auf ihnliche Art, wic die ciner Geraden vorgenommen wer-
den, d. . man kann jede helichige krumme Linie miltelst eines he-
lichigen "Theiles der Rotationsaxe rotiven, ohne dass man diesen Theil
iiber den ecinen oder den andern lndpunkt hinans zur Bestimmung
der fixen Pankte zn verlingern hraucht.

s sei abe (Taf II, Fig. 23) die gegebene krumme Linic,
welche um die Axe yy' gedreht werden soll.

«) Das Auge des Beobachters seiin unendlicher Entfernung in der
Riclhitung der auf yy' in Q gedachten Normalen, so dass die Punkte
wbhe, wie auchalle andern in denjenigen Geraden liegen, welche durch
die betrefMenden Punkic anf die Rotationsaxe normal gelegt werden.

Ist nun fiir diesen Fall ' als die nene Stellung des Punktes «
nach der Drchung gegehen, so verfalire man bei der Bestimmung
der iibrigen Punkte dieser Curve auf folgende Art:

Man nchme in der Axe den Punkt « heliebig an, verbhinde ihn
mit @ und «', ferner den Punkt B mit 5, fille aus dem so erfolgten
Darchsehnittspunkte m die mu normal auf die Axe, nnd fihre ans (3
durch m* eine Gerade his die HQ in b gescehnitten ist, so hat man
b' als den Punkt & nach der Drehung.

Auf iihnliche Arvt wird anch der Punkt ¢’ gefunden, indem man
uimlich & und 4* mit 5, dann ¢ mit & dureh Gerade verbindel, aus
p die pg normal aufl y g’ fiihrt, nnd aus & dureh p’ eine Gerade legt,
bis die ¢y’ geschnilten ist.

Wie nun diese zwei Punkle bestimmt worden sind, chenso
werden aaeh die dibrigen Punkle, wenn noch welehe zur néheren
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Bestimmung einer Stellung der Curve naeh der Drehnng henéthigt
werden sollten, hestimmt.

) Das Auge des Beobachters sei oberhalh der gegelienen
Curve abe (Taf. 11, Fig. 24) in anendlicher Entfernung in der
Richtong der anf die Axe yy' in  gedachten Normalen. Will man was
immer fiir eine Stelling der gegebenen krummen Linie nach der
Drehung ohne Grundriss nnd ohne bedeutende Verlingerung der Axe
hestimmen, so verfahre man hicrbei anf folgende Art: Man nehme in
der Ratationsaxe gy’ einen beliebigen Pankt e an, verbinde iln mit
nad «', sodann &’ mit o'; 1 nehme man in der Rotationsaxe auch
einen zweiten Punkt 8 helichig an, verbinde ihn wit 4, und fiilire
durelt den so erhaltenen Darchselmittspunkt m die mn || wo',
und aus dem so in der Axe erfolgten Durchsehnittspnnkte n die
nm' || «'o'; wird ferner aus B durch m' cine Gerade gezogen, bis
die ans o zn ' o' gezogene Parallele gesehnitten ist, sa erfolgl b
als der dem Punkte 5 entsprechende Punkt der Curve « b ¢ nach der
Drehnng.

Auf dlinliche Art wird aneh der Punkt ¢’ nach der Drehung
gefunden, wie dies ans der Figme ersichtlich ist.

§. 18.

Aus diesen angefithrlen Beispielen siehl man also leieht ein,
dass man zar Rofation einer heliehigen Linie, sei sie Gerade oder
Krnmine, keinen Grundriss hraneht, wenn man anf ohige Art verfihrt;
nnd dass man bei der Bestimmung der Punkte nach der Drehnng
die Axe nieht zu verlingern braucht, die Punkte dersclben nach
Belieben benitzen, und so jedesmal der Verwirrung in der Zeielinnng
answeichen kann.

Dieses Verfaliren des Rotirens ist bei den znsammengesetzten
Linien oder Fignren von sehr grossem Nutzen, inshesondere dann,
wenn man die Rolationsaxe iiher den einen oder den andern End-
pankt hinans verlingern kann, denn man ist dann desto eher imn
Stande die Hilfslinien so zn withlen, dass man mit einer derselhen
2. 3. 4. b und aneh mehr Punkte nach der Rotation hestimmnt.

$4.19.

Wir wollen nun znr niiheren Erklirnng des Obigen die Rotation
einer znsammengesetzten Linie vornehmen.

Bsseiwdfehdgeil (Tal.ll, Fig.25) die zn rolirende Curve.
Um diese zusammengesetzte Cnrve mil Vortheil ohne Grandriss za
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rotiren, werden hier dic Punkle der Curve niehl angenommen,
sondern es werden jedesmal dureh eine Hilfslinie diejenigen Punkte
bestimmt, welehe nach der Rotation gesneht werden sollen. Soll
also von dieser Curve diejenige Stellong angegeben werden, wenn
z. B. d nach " kommt, so verbinde man den dem gegebeuen Punkle o’
enisprechenden Punkt o mit cinem heliehigen Punkie der Axe also
mil « dureh eine Gerade, wodnveh man hier ansser dem Pankle o
noch drei andere Punkle der Curve also 6, e. ¢ erhiill; wird alsdanu
doreh jeden dieser Punkte auf gy eine Normule gezogen, nd ans «
durch ' eine Gerade gelegt, so evfolgen 4" ¢” ¢ als Punkte der
Carve nach der Drelung fir den all, weun deren Pankt o nach o
kommt,

Um die dbrigen erforderlichen Punkte zu  bestimmen,
beniitzt mau die beeeits gefundenen Pankte nach der Rolation;
so findet man z. B. deu Puukt /. indem man aus dem Pmnkte /
dureh ¢ cine Gerade bis zu der Axe fiilhet, d. i, bis #, und aus 3
dnreh ¢’ ehenfulls eine Gerade zieht, bis die fo” bei /7 gesehnilteu ist.

Eben so leieht findet man 2. g s w. wie dies aus der Figur
ersichtlichist. Mun erhiilt daliee im Ganzen mit vier fixen Punk(en nnd
ehenso vielen Hilfslinien etwa zelin Punkte der Curve, welelie hier znr
Bestimmung der nenen Stellang nach der Drehung hinreicliend sind.

Man kaun iibrigens mit Leichligkeit fir diese oder jene Slelle
einen oder auch mehrere Punkle auffinden,

Um das Anhiiufen von Linien zu vermeiden, muss man dic
nnnithigen Iilfslimen weglassen, id nur die Einsehnitle an den
betrefienden Stellen machen.

§. 20.

Je mehr Windungen die zn rotirende Curve hat, desto vortheil-
hafter ist dieses Verfuhren, wie dies aus dem nachfolgenden Beispiele
ersichtlieh ist.

Lis sei z. B. die Spiralea b ¢ d . ... 2wy (Tal. 1, Fig, 26)
zu drchen; das Auge des Beobachters sei unterhalh derselben in der
Richting der anf die Axe yy’ in Q gedachlen Normalen in unendli-
cher Kntfernnng,

Wird diese Cnrve in ein Reehleck A B € D) ecingesclilossen,
in diesem die Diagonale BD gezogen, und aus € die CE normal
auf BD gefiihe(, so hat man schon vermillelst dieser zwei Linien
16 Pankte liir die zn zeichnende Spirale.
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Kommt alsdann bei der Rotation der Punkt 12 elwa nach B, also
das ganze Reehteck ABCD in die Stellnug AB" €' D, so enlspricht
die B° D der BD, wnd € E der CE nach der Drelnng; hat man nun
dureh jeden der in der BD und CE liegenden Punkte der Spivale
eine Normale anf die Rofalionsaxe gezogen, und ans jedem so erfolg-
ten Punkte in der Axe zn der nenen Stellung der A B Parallele
gefiihrt, so erhillt man in der B D, so wie in €' E die Pank(e der
Spirale nueh der Drehung.

Ansser diesen Punkten wiren noch dicjenigen die vorziiglich-
sten, welche als Beriiirungspunkte der zu BC und zn A BB gezogenen
Parallelen sind; diese kinnen aber schr leicht gefunden weiden.
indem sie bekannter Weise in denjenigen Geradeu liegeu, welche
die von BD und CE bildenden Winkel halbiven, also in ac nnd e g
soll also z. B. der Punkt ¢ gefunden werden, so hrancht man nnr
aus ¢ zn A B bis AD, nnd ans dem so erfolglen Punkte « zn A B°
his B’ €' eine Parallele zu fiihren, wodurch ¢’ dem Punkle ¢ entspre-
chend gefunden wird. Anf diese Art kann also auch jeder andere
Punkt sehr leieht gefunden werden; dies witre jedoeh zn langweilig
und zeitraubend, da man hier drei Parvallele braueht, und es ist
daher viel vortheilhafter die Bestimmung der Punkte der Curve nach
der Drehung vermittelst der fixen Punkte vorzuunehmen, weil wir
dann fiir einen Punkt nur cine Hilfslinie oder, wenn man an den
hetrefienden Stellen Einselinitte maeht, gar keine Hilfslinie hraueht.
Denn ist z. B, dev Punkt 22 ein Punkt der Spirale, und 22" ein ihm
entsprechender Punkt nach der Rotation, so findet man z. B. ¢, in-
dem man aus ¢ dureh m cine Gerade e, und aus @ durch ' eben-
falls eine Gerade bis ¢ fiihrt.

Die Linien ¢z und ¢/ wie anch die iibrigen zwei kinnen jedes-
mal weggelassen werden, wenn man an den belveffenden Stellen
die linschnitte gemacht hat; wodurch also die Verwirrung in der
Zeiehnung vermieden, und die letztere stets rein erhalten wird.

Wie man also diesen Punkt gefunden hat, ebenso kann man
auch jeden andern Punkt dureh schickliche Wahl der [Hilfslinien
finden, fiir welehe letztere nur die Einsehnitte an den betreflenden
Stellen in der Axe als Hilfspunkte gemaeht werden.

S 2

Die vorhergehenden Rotationen haben wir jedesmal unter der

Bedingung gemacht, wenn was immer fiir eine Stellung eines Punktes
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nach der Drehung ausserhalb der Axe gegehen ist, ohne dass man
fiir die anderen Punkie, welelie in versehicdencn Ebenen liegen,
Ellipsen verzeichnet.

Wir werden nmn hier den zweiten Fall betrachten, nimlich
den., wenn der Punkt nach der Drehung in der Rotationsaxe selhst
als die Stellung dessellien nach der Drelnng gegeben ist.

Es sei also abedef (Taf.1l, Pig. 27) die zn drehende gemischie
Linie, welehe nm die Axe azy gedreht werden soll; es sei ferner der
Puankt fnach der Drehung in /7 gegeben, d. h. in der Rotationsaxe.

Wie man aus der niheren Belrachtung sieht, kann hier sehr
leicht der Weg, den der Pnnkt 7 wihrend der Drehung hesehreibt,
gefunden werden, da cr hier offenbar cine Ellipse sein wird, fiir
welche £0, die halbe Grossaxe und /7 0, die halbe Kleinaxe sein wird.

Ist die Ellipse gezeiclmet, sa kann dann jede heliehige Stellung
dieses Punktes angegeben werden. Hier handelt sieh also insbeson-
dere nnr darum, wie man aoch fir jeden andern Punkt eine Ellipse
zeichnen kann; da liier die grossen Axen gegeben sind, die kleinen
hingegen erst hestimmt werden miissen. Um  daher die fir «o, b0,
¢ 0y, doy verhilltnissmiissig kleinen Axen zeichnen zu kiénnen, fihre
man ans /' zn @y eine Parallele fm, maeche fm =f"0,, sohat man
schon den Proportional-Winkel, wodnreh die zum Zeichnen der
Ellipsen erforderlichen kleinen Halhaxen gefunden werden; denn
wird dureh jeden der Punkte a,b,¢,d zur Axe wy cine Parallele
gezogen, so sind die zwischen der Kathete /o, und der Hypothennse m o,
enthaltenen Stiicke als die entsprechenden kleinen Halbaxen, welehe
von hier abgenommen, nnd um die entsprechenden Punkte 0,0,,0,,04
in dic Axe aufgetragen, die kleinen Axen gehen?).

1y Um einzusehen, dass die anf dicse Art zwischen fo, und mo, enthaltenen Stiicke
der dnreh a, by e, d snay gezogenen Parcallelen aneh wirklich die kleinen Talb-
axen simd, lraucht man unr zwei Kreise mil den ilmen nmschrichenen Quadrafen
ABCD, A ab e d (Taf. 1, Fig. 28) und diein diesen gezogenen Dingonalen A Cnnd a ¢
wm den Dnrehmesser B} als Axe zn deehen; kommt hei dieser Rotation der Pnnki A
pach A'unit AR in die Lage A’ B, so muss « naeh &, die &b in die Lage o b
kommen, md das Sliick e als O g =a'e = oy’ erscheinen, also nothwendiger Weise
gleich der klemen Halhaxe Gir diejenige Ellipse scin, deren grosse Halbaxe = e o ist.
Sind also wehrere verschieden grosse Kreise in ciner Ebenc gezeichnetl, nnd anf
filmtiche Art gedreht, so ist fiie jeden derselben die kleine Halbaxe zwischen dder
Drehungsaxe und zwischen dev nenen Slellung der Diagonale zu suchen, und
dagelhst abzunehmen,
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Dies ist jedoeh sehr miihsam, weil man bei einer gegehenen
Curve meistens melirere Ellipsen zu zeichnen hat; welches am
Ende doeh geseliehen muss, wenn man mehrere Stellnugen der
Curve angeben will.

Selir oft tritt jedoeh der Fall ein, dass man die Curven-Punkle
uieht so seharf ind deutlich angeben kann, als es nothwendig wiire,
wenngleieh die fiir jeden Punkt erforderliehe Ellipse gezeichnel ist.
In diesem Falle wird man das zuvor angegebene Verfaliren mil gros-
sem Yortheile anmwenden, weil man naeh diesem die Hilfslinien so
wihlen kann, dass man die erforderliclien Punkle selir seharf nnd
deutlieh erhilt.

Wiire bei der vorgelegten Anfgabe nieh( der Prankt £, weleher
liicr die grisste lntfermimg von der Axe hat, sondern ein anderer
Punkt z. B. «” gegeben, so wird man aucl dann auf éhuliche Avt
verfaliven konnen, nnr miissten in diesem Falle die kleinen Hall-
axen zwischen den  Verliimgernngen der Drehungsaxe und der
Diagonale ahgenommen werden.

Obgleich diese Bestimmung  kein hesonderes Verfaliren isl,
so haben wir es doel und zwar des Zusammenhanges wegen ange-
fithrt, nm dem Leser gewissermassen cin zusammenliingendes Ganze
i die Hand zu geben.

Der Sachkundige wird woll ohnedies wissen, dass hei der
Bestimmung mehrerer Stellungen ciner Curve jedenfalls die Ellipsen
vorlheilhafter sind, wenngleieh das Zeichinen derselben  miihsam,
und daher viel Zeit in Anspruch nimml; hingegen bei der Bestin-
mung der cinzelnenStellungen ist jedenfalls das von nus angegebene
Verfahren viel vortheilhafler, da man hierdnrel hedentend schueller
zum Ziele komml.

889

Zum Bescehlusse dieser Abhandlnng wollen wir die Rolalion
des Kreises vornelimen, nud zwar desshall, weil wir auf diese Art
ein nenes VYerfahren fite die Bestimmung der Axen nnd fiir die
Coustrnction der Ellipsen ableiten werden.

Alle die vorhergehenden Rotationen haben wir unter der Bedin-
gung vorgenommen, wenn gegen die Axe zn gedreht wird, wobei
nimliel jede Stellung der zu rotirenden Linien zwischen der gege-
benen Stellung und der Axe gefunden wird.
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Wir wollen wua auch den Full in Belruchtung zichen, wenu
vou der Axe weg beliebig weil gedrelit wird.

Zu diesem Behufe wollen wir den Kreis uls die Rotatiouslinie
annchinen.

Der zn rotirende Kreis kanu ia Bezng wal die Rotationsaxe

so gegeben sein, dass die Rotationsuxe densclbea beridiet oder

.
sehneidet, oder dass dieselbe von dem Kreise in ciner belichigen
Hatleraung sich befindet.

I. Es sei ABCD (Talll, Fig. 29) cin Kveis, welcher von der
Gevaden y ' in A beriihetwivd, und um gy als Rotidioasuxe gedreht
werden soll.

Dus Auge des Beobaeliters sei in wnewdlicher Entfernung i der
Richtung der aut die Rotaliowsuxe yy' i 4 gedachten Novmalen,

Wird dieser Kreis so gedreht gedacht, dass seine neue Stellung
einfach sehief gegen die horizontale Projectioaschene ist, so dass
der Pmidit m etwa nach m” kommt, withrend der Berilirungspinkt 4
als eiic Punkt der Rolutionsaxe lix bleibt, so kann man fir diesen
Fall alle tbrigen Punkte des Kreises nuch der Drehung, weleher
offenhae eine Eltipse scia wird, bestimmen. Denn wird dureh den
gegebenen Pkl e und dureh den Mitlelpuakt o des Kreises eine
Gerade m o gezogen, so hat man dann auch einen zweitew Punkt
des Kreises, d. i bestimat; wird alsdawn dureh 2z A.e” elie
Parallele gefiihet, und aus dem fixen Puckte « dureh w' eiae
Gerade gezogew, welelie die durcle e zn A" gefilirte Parallele
in 1 sclmeidet, so ist " ein Punkt der Ellipse.

Demn es ist, da Aw' | L' || P’ gezogew wuede:

ALn aco A lm a

und Anaco AR ma,
dalcee En:lim= Ia:Fa
En:Fm'=—Eo:Fa,
folglicle En:Fm Ln': Fad,
el

" ein

und da die Piadite s und e Puokle des Kreises sind, and m
Punkt der Ellipse ist, so muss nothwendigee Weise aueh 2’ e Punkt
der Ellipse sein.

Aus der letztew Proportioa fulgt wber durch Altermation:

En:En' = Fm: Fm'
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und da AB' || Exn'ist. so hat man
En:-En' = 40:40

da aber 4 O der Halbmesser des Rotationskreises ist, so wnuss noth-
wendiger Weise 4 0' die halbe kleine Axe sein.

Es ist daher, wenn B0’ = A0’ gemacht wird, AB' = 20 =
dev kleinen Axe. Errvichtet man nun in 0' auf A B’ eine Normale,
nnd macht €' 0' = D' 0! = €0, sv hat man die grosse Axe an der
gehdrigen Stelle.

Man kann daher, miem beide Axen bestimmt sind, vermittelst
der Pavallelen aueh die corvespondivenden Punkte der zwei bereits
bekannten Punkte finden.

Wird also n'p = n' p, und m! p' =m'p’ gemacht. so sind
n'' und m!' Punkte devselben Ellipse.

Wie nun diese vier Punkte gefunden worden sind, e¢benso
kaim man aueh eine heliebige Auzahl von Punkten finden, und zwar
vermittelst des gegebenen Ellipsenpunktes ', und des ihin im Kreise
entsprechenden Punktes s, indem man durch den im Kreise gege-
benen Punkt cine tilfslinie so legen kann, dass die Drehungsaxe gy’
nnd der Kreis ausser dem gegebenen Punkte noch in cinem andern
Punkte geschnitten werden.

Ein anderer Beweis tiir dic Richtigkeit dieser Construction wire
der vermittelst der orthogonalen Projection und des entsprechenden
Schuittes cines Cylinders.

Ist ndmlich MNP Q (Taf. 1I, Fig. 30) die horizontale Projec-
tion eines gegen die verticale Projections-Ebene cinfach schiet lie-
genden Cylinders, dessen Schnitt nach MV ein Kreis, weleher in
der verticalen Projections-Ebene der Kreis ACRB D ist, so hat nan,
wenn aus M cine Ehene MN' normal auf die horizoutale Projections-
Ebene gefiihet wird, A €' B’ D' als die verticale Projection dieses
Durchschnittes, welcher offenbar cine Ellipse sein wird.

Es ist also M V' dic horizontale Projection der auf der horizon-
talen Projections-Khene normal stehenden Ellipse und 4 €' B' D' die
verticale Projeetion dieser Ellipse.

§. 23.

Wir wollen jetzt eine andere Stellung des nach der Rotation
gegehenen Punktes annehmen.
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Der znvor nach der Rotation angenommene Punkt des zu roti-
renden Kreises war zwischen seiner urspriinglichen Stellung and
der Rotationsaxe. Nehmen wiv jetzt an, es sei der gegebene Punkt
ansserhalh der Axe und aneh ausserhalb seinerurspriingliehen Stellung
unterhall der Abseissenaxe z. B. etwa in m’ (‘Taf 11, Fig. 31) ; wird in
diesem Falle dureh den gegebenen Pankt »e eine Parallele gezogen, so
entstehen zwei Durehschuittspunkte im Kreise, d. i. 2 und p, welches
so viel bedeutet, als dass der gegebene Pankt m' eine Stellung des
Panktes m oder des Pnnktes p ist; woraus sich ergibt, dass wenu ein
Punkt nach der Rotation gegeben ist. jedenfulls zwei Ellipsen mbg-
lich sind. Ist also der Punkt m' cine Stellung des Punktes s nach der
Drehung, so ist offenbar die gegebene Axe die kleine Axe; ist hin-
gegen der gegebene Punkl m’ eine Stelhing des Punktes p nach der
Drehung, so ist die gegebene Axe die grosse Axe.

«) Es sei non m' eine Stellung des Pnnktes m naeh der Dre-
hung; wird in diesem Falte aus m durch den Mittelpunkt O des Hilfs-
kreises cine Gerade gezogen, bis die als Rotationsaxe angenommene
Tangente in e geschnitten wird, sodann aus « durch den gegebenen
Punkt der Ellipse eine Gerade gelegt, so erfolgt O' als die neue
Stellung des Punktes € nach der Drehung, somit 4 Q' als die ge-

suchte Halbaxe. BErriehtet man nnn in dem Punkte 0 eine Normale

aul AB, und macht 0'C" = ' D" e ferner O'B' = 4 0',

2

so hat man die beiden Axen, wo man dann die ibrigen Punkte dev

Ellipse anf die obungegebene Art sehr leicht bestimmen lkann.

Die Richtigkeit dieses Verfahrens folgt aus der niiheren Betrach-

tung der Constenetion; denn es ist, da K’ || A0 ist:
Alimaco 40«

und
A zeo A0 «

Woraus :

BEm A0 Hoa:da

Em' A0 Eoa:Aa;
hieraus

Em: A0 = Ew' : A0,
oder

Em:Em = A0: 40,
da aber 7 ein Punkt des Kreises ist, und m’ der ilm entsprechende
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Punkt der Ellipse, ferner O der Mittelpunkt dieses Kreises ist,
so muss  nothwendiger Weise ' der Mittelpunkt  der  Ellipse
sel.

Auf ciue andere Art wird die Richtigkeit dieser Construction
anch durch die orthogonale Projection eines gegen die verticule
Projections-Ebene einfach schief liegenden Cylinders nachgewiesen.

Ist niunlich M N PO (Tal. 1, Fig. 31 «) die orthogonale Projec-
tion eines Cylinders, dessen Basis MV cin Kreis, welcher in der
verticalen Projections-Ebene der Kreis A CB D) ist, und wird aus M
durch den Cylinder eine Ebene gelegt, niimliclh M P, so ist das Bild
dieses Durchschuittes die Ellipse M P, deren verlicale Projection die
Ellipse 4 C' B’ D" ist.

B) Bssei m!, Taf, 0L, Iig. 514, eine Stellung des Punktes m
uach der Drehung, welehe bei einer gewissen Stellung des Auges
des Beobachters echalten werden kaun. Die Riclitung der cinen Axe
sei Aw, die kleine Axe = €O der Linge nach, und A der Anfangs-
punkt der zweiten Axe.

Wird liier m' m gezogen, durch m und 0 eine Gerade ap ge-
legt, uud aus dem so in dev y y' erhaltenen fixen Puukte o dureh m'
cine Gerade cm'w gefilwt, so erfolgt in der gegebenen Rielitung
der der Liuge nach nieht bestimmten Axe der Durchsehnittspunkt
0', welcher offeubar eine Stellung des Punkies O nach der Drelnmg
ist, und zwar fir den Fall, wenn der Punkt m nach der Drehung
naclt s’ also ganz ausserhalb des Kreises kommnt,

Wird nun in 0’ auf Az eine Normale gezogen, sodann ¢ 0 =
DO = C'0 =} CD genmacht, ferner B 0'= A 0* abgeschnitten,
soist €' D' = €D gleich der kleinen Axe, und A4 B = der grossen
Axe der zu zeichnenden Ellipse,

Durch die Verlingerung der o O findet man aueh p' als einen
Punkt der Ellipse, indem wan 0'p’ = 0'm’ macht.

Die tbrigen Punkte kann nan auf bereits angegebene Art sehr
leicht finden.

, § 24

tu diesen letzteren Fillen kann es sel leicht geschehen, dass
man schiefe Schuitte fiir den Punkt 0! erhiilt; welches dann am
meisten vorkonunt, wenn der gegebene Punkt m' von der Rotations-
axe yy' weil entfernt ist. Um also in solchen Fillen den schiefen
und undeuthiclien Schnitt zu vermeiden, verfahre mau auf folgende Art:
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Man nehme statt dem Halbmesser A O (Taf. 11, Fig. 32) des
Iilfskreises irgend ciuen bestimmten Theil desselben, z. B. den 3%,
4t gder 2t Theil uls Uilfslinie, bestinme diesen Theil der Linge
weel, aael naeh der Drehung, und nehme es so oft, als der wic
vielte Theil er vom Durehimesser vor der Drehung war.

Wird ulso hier 4y =+ A0 angenommen, aus 1 dareh m eine
Gerade [m B gelegt, sodann aus B dureh m' eine Gerade gezogen,
bis die Richtung der der Linge naclh zn bestimmenden Axe in 7
gesehnitten ist, so hat man AL = I dvr Halbaxe, weil A 1 vor der
Deelung als ier vierte Theil von A O genommen wurde.  Wird uls-
dann A 1 vierntl auf A aufgetragen, soist. A 0'= dvr halben Grossaxe,

Man siclt ans dicsem Beispicle, dass es gleichgiltig ist, wo
der Punkt des Kreises maeh der Rotation gegeben ist, nur mass er
in derjenigen Khene liegen, welclie zwischen den beiden an den Hilfs-
kreis gezogenen parallelen Tungeuten enthalten ist, weil iese Kbene
ins Unendliche verlingert gedacht, stels der geometrische Orvt der-
jenigen Ellipsen sein wird, welehe hier moglich sind. lieraus folgt
also der nachstehende Lehrsatz

Ist znr Construetion der Ellipse die eine Axe der
Griosse nacl, die andere hingegen der Richtung nach,
ferner ecinEndpunkt derselben und cinPunktderEllipse
gegeben, so kunu man aueh die zweile Axe der Grisse
nach bestimmen, uml die Ellipse sclbst construiren.

Auf iihnliche Arvt wird man anelt verfaliren, wenn zur Construe-
tion der Ellipse der cine conjugirte Durchmesser der Linge und
Richtung nacly, die Ricltung sowie ecin Emlpunkt des zweiteu, und ein
Punkt der Ellipse gegeben ist,

Das Verfaliren fir solehe Construetion ergibt sich ebenfalls aus
der Rotation les Keeises, welclie wir der Verstindlichkeit wegen
zaerst vornehmen miisseu.

Bs sei ABCD (Taf. 11, Fig. 33) der zu rolircude Kreis, wel-
cher die Rolationsaxe yy' in A beriiet.  Nimmt man an, dass der
Punkt m etwa nach m' kommt, so ist hierdurch auch die Stellung
der AR bestimmt; wird also mn bis zn \ler Rotationsuxe verlingert,
sodann ' mil  verbunden, so ist dic aus dem Berdhrangspunkte A
za am' gerogeue Parallele, die Riclitung der einen coujugirten Axe,
deren cine Endpunkt der Beviilwungspunkt A ist. Legl man nun aus
O durch m eine Gerade bis zu der Rotationsaxe, d. 1. bis £, und fihrt

Sitzh. d. mathem=naturw., Ul XX1L Bdo L 0ft, 1%
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aus diesem Punkte dureh m' eine Gerade bis 0', so ist dieser Punkt
der Mitfelpuukt der conjugirten Axe und der zu zeiehnenden Ellipse:
zieht wan alsdann dureh 0! die 2" 2" parallel zur Rotatiousaxe,
md macht €' 0' = D'O', B' 0! = A0Q' s0ist C' D’ der eine. und
AB' der zweite conjugivle Durchimesser. Wird ferner » n' = r'm’

uls Ellipsenpunkle, somil

p's = ¢'s’ gemacht, so hat man m'n'p' q
im Ganzen, mit Binselluss der Budpunkte der beiden conjngirten
Durchmesser, achl Paukte fiir die zu zeichnende Ellipse.

Will man mehr Punkte fiie diese Ellipse bestimmen. so kann
man jetzt auf die ecine oder die andere Art verfahren.

Da hier A B’ A B und folglich kleiner als (7 ) durelt Con-
struetion und vermige der angegebenen Stellung des Punktes ertolgl
ist. so hat man daran cin Beispiel Jiir deujenigen Construetionsfall, wo
uiimlieh der grssere conjugirte Darelinesser die Riehtung des kleine-
ren, ein Endpunkt desselben, mid ein Punkt der Ellipse gegeben ist.

Wird also der obige Fall umgekehrt angenonunen, d. . ist zur
Construction der Ellipse der cine conjugirfe Durchmesser dev Linge
und Richtung nach, und parvallel zur Rolationsaxe. dann die Richtung
und cin Endpunkt des zweilen und ausserdem ecin Punkt der Ellipse
gegeben, so errichte man in dem Punkte A die A B normal awf die
Rotationsaxe, mache 40 — B O = der halben der Grisse nach ge-
gebenen  Axe, beschiveibe ither A B als Durehwmesser einen Kreis
A C B D. fihve dureh den gegebenen Punkt der Ellipse die 2’ | Aw,
ziche ans dem so in der Rotationsaxe erhaltenen fixen Pnnkte o cine
Parallele zu A B, so hat man die Punkte m und » als diejeunigen Punkte
des Kreises vor der Drelung, welelie dem Punkte s’ entsprechen,

Wird alsdann aus dem Punkte O durel m eine Gerade bis zu
der Rotationsaxe gefiihet, und aus dem so gefundenen Punkte 5 dureh
m' cine Gerade bis zu der Aw gezogen, so erfolut A 0! = B' () =
der halben zn suchenden conjugirten Axe.

Somit hat man, wennt A4 0’ B' 0" genachl, durch 0 2u y y'
eine Parallele gezogen, und €' 0 D' 0 = der halben gegebenen
Axe abgeschnitten wird, A B uls der eine und €' D' als der zweite eon-
jugirte Darchmesser der Grissse nnd Riclitung nach,

§. 26

Wird bei der Rotation cives Kreises der Punkt des Kreises nach

der Drehung im zweiten Quadranten, und das Auge des Beobacliters
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so angenommen, dass die Horizontalen nnd Pavallelen zur Tafel nach
der Drehung einen belichigen Winkel gegen ilive urspriinglichen
Lagen cinnchmen, so erhdll man, wic (Taf. H1, Fig. 34) zeigt, cine
sehr gestreckle Eflipse, in welehem Falle der gegebene conjugirte
Durchmesser der kleinere ist.

Dic Construction und der Beweis ist ganz dhnlich mit den vor-
lergehenden Fillen; denn es ist m’ ein Punkt des Kreises nach der
Drehung, dessenurspriingliclic Stellung dev Punkt m ist. Man braneht
dalier nue die mea novmal aul die Rotationsaxe zu zielien, m' mit «
zu verbinden, aus dem Mittelpuukte O dureh m eine Gerade zu ziehen,
nd ans dem so in der Rotationsaxe erfolgten Punkte 5 dureeh m’ cine
Gerade zu fithren, bis die gegebene Richitung der Axe geschnitten ist,
wodureh A4 0" gleich dem halben conjugirten Durchmesser erfolgt.

Wird ferner C'D" || yy' gezogen, und C"0' = D" Q' =
i CD. ferner B' O’ = A0 gemacht, so hat man wie zuvor die bei-
den conjugirten Axen.

Aus der nithern Beteachtung der angefilicten Beispiele folgt also,
dass je weiter der gegebene Punkt nach der Drelung von der Rota-
tionsaxe angenommen wird, desto grosser wird die zweite Axe oder
der zweite conjngirte Durchmesser sein.

§. 27.

Nehmen wir jetzt den Fall un, der gegebene Punkt des Kreises
hier o (‘Tal. L, Fig, 35) witee uach der Drebung etws in m', also
oherhally der 4. d. h. oberhall der Abscissenaxe (wenn die Rota-
tionsaxe als die Ordinatenaxe angenommen wird), so ki man anch
daun die Ellipse constraiveu. Ist also der Punkt e naeh der Dreliung
i an', so filire man aus dem Bertihrungspnukte A die 4@ vormal auf
die Rotatiousaxe yy', und aus me die mo pavallel zu A @, ziehe uus
O dorch m die Gerade Omf3, verbinde m' mit 3 nnd mit o, fiilire
ans A znm' « eine Purallele, nnd verlingere die Ba', bis diese
Pacallele Lier in 07 geschnitten ist, waduech 0' als der Mittelpnnkt
der Ellipse, uud 40" als die Hilfte der zn suchenden Axe erfolgt.

Wird endlich dareh 07 die € D" parallel zv y y' gezogeu, fer-
ner C 0O = D" ' genacht, soist € D' der cine conjugirte Dureh-
messer, und A0 die Hilfte des audern.

Man siehit also daraus, dass es niehl nothwendig ist, dass die
Richitung des zweiten der Linge uach zo bestimmenden eonjugirten
Durclimessers gegeben ist, and dass es moglich ist, die Ellipse zu
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constrniven, wenn der eine Durchmesser, der Anfungspunkt des
zweilen, und ein Punkt der Ellipse gegeben ist.

Da jedoch dem gegebenen Punkle der Ellipse nnzihlig viele
Punkte im Kreise entsprechen kinnen, so folgt daraus, dass anch
mizihlig viele Ellipsen in einem solehen Fualle gezeichnet werden
knnen, und es istdaher einsoleher Fall streng genominen unbestimmt.

Ist hingegen die Richtnng des der Liinge nach zu bestimmen-
den Durchmessers gegeben, so ist ein solcher Fall ganz bestimmi,
nnd es mnss der gegehene Punkt innerhalh devjenigen Purallelen sich
befinden, welehe die zn zeichnende Ellipse beriihren, wud zn der
gegebenen Riehling des der Linge nach zn bestimmenden conjngiv-
ten Durchmessers pavallel laufen, . h. der gegebene Punkt muss
aueh wirklich ein Pankt der zu zeichnenden Ellipse sein.

Wir kinnen demnach folgenden Lehrsatz aufstellen:

Tst zurConstrnction der Ellipse der eine conjngirte
Durelimesser der Lange und Richtung nach, der andere
hingegen der Richtung nach nehst einem Endpnnkte.
nndausserdemecinEllipsenpunktgegeben,sokannjedes-
malauch der zweite conjugirte Durelimesser derliinge
nach, somitauch die Ellipse selbst construirt werden,

§. 28.

1. Nehmen wir jetzt den zweilen TFall an, niimlich den, wenn
die Rotationsaxe den zn rvotirenden Kreis schneidef, so dass die
Sehne des Kreises und ihre Verlingernng die Rolalionsaxe isi.

Es sei also zu diesem Belnfe A CB D (Taf. 11, Fig. 36) der zun
rolivende Kreis, dessen Sehne EF verliingert, die gy’ als die Rota-
tionsaxe gibt. Das Auge des Beobachters sei in unendlieher Ent-
fernung in der Riehtung der auf die Axe in ¢ gedachten Normalen.
Nehmen wir an, es kiime der Pnnkt m naeh der Rofation nach m’,
so kann man auch in diesem Falle die Axen bestimmen; die erste ist
der Liinge nach so gross als €D, d. h. als der Durchmesser des zn
rotirenden Kreises; die zweile hingegen wird verkiirzt, nnd es han-
delt sich daher hice darnm, wie man den Mittelpunkt fiie die zweite,
und die Endpunkte derselben findet.

Wird also m mit O durch eine Gerade verbunden, so selneidet
diese dic Rolationsaxe in ¢, wird alsdann ans dem gegehenen Punkte
nach der Dreling, d. i. ans m' dovel den fixen Punkt o eine Gerade
gefiilrt, so evfolglt O'als der Mittelpunkt der zu zeiehnenden Ellipse.
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Wird ferner der Punkt 2 mit s dureh eine Gerade verhunden,
nnd aus dem nach der Rotation gegehenen Punkte s’ dureh den fixen
Punk( B cine Gerade gefiihret, his dic A B in B’ gesehnitten ist, so
erfolgt B als der eine Endponkt der zweiten Axe.  Wird alsdann
A'0' = B'0' gemacht, so hat man A' B’ als die gesuchte zweite Axe.

Wird iihevdies p'q = pg. md 0’ = m's gemaeht, so hat
man vier Punkte, d.i.m'a'pp’ mud mit Einsehluss der Endpnnk(e
der Axen, im Ganzen an acht Punkte, fiir die zn zeichnende Ellipse.

Da hier ferner die Punkle 72 nnd F als Pnukte der Axe nnge-
andert bleiben, und zngleich Pnnkte des Kreises sind, so miissen
sie nach der Drehung als Ellipsenpunkte belrachtet werden. Zieht
man nun K E ind FE || 2u 4 B, und macht £'s = Es, I'( = I,
so folgen E'wnd £ als Ellipsenpunkte, und es sind im Ganzen zwolf
Punkie fiir die zn zeichnende Ellipse.

§29.

Nimmt man an, dass der Punkt s (Taf. 11, Fig. 38) nach m'
kommt, dass er nimlich ansserhalh dev Kreisfliche 4 € B D fillt, so
kann man anch in diesem Falle die Punkle nach der Rolation mit
Leiehtigkeit hestimmen. Denn ist m' ein Punkt nach der Rotation,
nnd m der entsprechende Punk( vor der Rotation, nnd wird aus m
durch den Mittelpankt O eine Gerade 1w gezogen, so erhiilll man in
der als Rolationsaxe angenommenen Schne ZF den fixen Punkl o
wird ferner 7' mit o dareh eine Gerade verbunden, so ist der in der
ax' erfolgte Durehsehnittspunkt O der Mittelpankt der Ellipse,
weil O der Mittelpnnkt des Rotationskreises ist.  Wird alsdann die
p p' pavallel zn @' gezogen, so hat man p’ ehenfalls als einen Punkt
der Ellipse.  Wird iiberdies pp' iiber p hinaus, und meom! iiher m
hinans verlingert, in O’ die zz normul aul w.e' gezogen, €' 0' =
D'O' = CO0, ferner sp'' = sp’', und tn' = ¢m' gemacht, so hat
man p'* und »' ebenfalls als Ellipsenpunkte. Da endlich die zwei
Punkte £ und F in derRolationsaxe sind, also als Punkte des Kreises,
zugleich aber als Ellipsenpinkte angesehen werden miissen, so hat
man, wenn £ £ || e’ nnd ehenso FI' || e’ gezogen, undw £' = u E,
oI = v If gemacht wird, £ uud /7 chenfalls als Ellipsenpunkte.

Man hat somit im Ganzen zw i 1f Punk(e fiiv die zn zeichnende
Ellipse.

IYie Richtigkeit dieses Verfahrens ergibt sich s der niiheren
Betrachtang der hier erfolgten édhulichen Dreiecke; ferner anch aus
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dem Durehschunitte des Cylinders, wie ilies anf Taf. WM, Fig. 37
ersichtlich ist.

Davans ergibt sieh nau ein Yerefahren fiie die Coustruction der
Ellipse fir 1len Fall, wenn eine Axe, eine Sehue, tder Mittelpunktl der
Ellipse uml ein Punkt derselben gegebeu ist, denn wird diese Con-
strnetion in nmgekehrter Ovdnung verfolgl, so hat man die Richlig-
keil dieser Behanptung sogleieh eingeselien.

Wir wollen jedoch dieses aneli durch cine entsprechente Zeieh-
nung crliutern.

Es sei A B (Tuf. HI, ¥ig, 38a) die Sehne, €D die kleive Axe,
ar.e! die Richtung der anderw, und 2’ ein Punkt der Ellipse.

Wird aus 4 it dem Halbmesser =4 CD die @' als die Rich-
tung der zweiten Axe bei 0! gesehuitten, so hat mau O als ten
Mittelpunkt desjenigen Kreises, dureh dessen Dreehung min A B als
Rotationsaxe dic zn zetchnende Ellipse entstanden gedacht wird,
Zicht man nun ans m’ durch @' cine Gerude ms, dann die «m nud
macht 20 =m0, so ist u ebenfalls ein Eilipsenpunk(. Werden ferner
dureh m, sowie durch 2 zn x&’ Parallele gezogen, aund Py = nyq,
rs =m gemacht, so hat man m, u, p, s als Ellipsenpunkte, Nun kann
man vermittelst iles einen oder des andern dieser vier Puukte auch dic
Liinge iler zweiten Axe bestimmen. Denn wivd aus # dureh ¢ cine
Gerade bis zu der Drehungsuxe gezogen, nnd wus dem so in der Axe
erfolgten Durchschnittspankte 8 als dem fixen Punkte eine Gerade
gefihel, his die @ @' geschnillen ist, so erfolgt /7 als der Fud-
punkl der zweiten Axe, indem F' und s Punkte tdes Kreises siml,
und g ein Punkt der Ellipse ist, ilaher muss B ebenfulls ein Pankt
der Ellipse sein, und zwar ein Endpunkt der grossen Axe, weil I
ein Endpunkt des horizontlen Durchmessers ist, in welehem tlie
zweite Axe sieh hefinden muss.

Ebeuso kinnte man vermittelst der drei Paukte m, m' md &
den Punkt G' als ilen zweiten Endpunkl der zn bestimmnenlen Axe
finden. Da man aber desshalh die Axe zu weil verlingern miissfe, so
ist es viel vortheilhafter, ecinen solechen Punkt zn willen, wo mun
die Axe nicht so weit zu verkingern braucht, und deunoch den frag-
licheu Pnnkt scharf und deutlich erhilt.

§. 30.

I Der dritte Fall der Rotation des Kreises teill danu ein, wenu

der zn rotirerde Kreis dic als Rotationsaxe gegebene Gerale weder
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schueidet noch berihrt, alsa in einer gewissen Entfernung von der
Rotationsaxe gegeben ist.

1. Es seiz. B. ACHBD ('Taf. NI, Fig. 39) der gegehene Kreis,
weleher um die als Rotationsaxe angenammene Gerade yy' gedreht
werden soll. Nimamt man hier die Steflung des Beobaehters so an,
dass alle Punkte withrend dey Rotation in denjenigen Geraden blei-
ben, welehe dureh sie normal anf die Axe gezozen werden, so wird
die ueue Stelling des Kreises unf folgende Art ohne Grundriss
gefunden:

Man ziche ans dem Mittelpankte O des gegebenen Kreises cine
Novinale anf die Rotationsaxe, ulso « A B yy', sodann CD | a B;
komnt nun der Punkt » nach der Rotation etwa naeh w/, so fihre
man durch diese zwei Punkte die mm' 3 | yy', lege dureh m nud
dureh O eine Gervade bis die Rotationsaxe gesehnitten ist, und ziehe
aus dem so in der Axe erfulgten Durehschuittspunkte o durch m' eine
Gerade, welehe die Ba in (F sehneidet, und diesen Punkt als den
Mittelpuukt tite die nene Stellung des Kreises uachder Deehung gibt.

Wird alsdann dureh 0’ die 22’ | Ba gezogen, und €' 0' =
D' 0O = €0 gemacht, so hat man €' D' als die eine Axe an Ort und
Stelle, wo sie sein soll.

Um nin die zweite Axe der Linge nach zu bestimmen, fiithre
man ans B durch am eine Gerade. bis die Axe geschuiften ist, und
ziche wis dem so in der Axe erfolgten Divehsehnittspunkte § dureh
m' eine Gerade, bis die Ba in #' geschnitten ist, wodurch 20!
als die Halfle der zweilen Axe gelunden wird.

Macht wman ferner A" 0" = B'0', so evfolgt A' B als die zweile
Axe der Lange nach.

Will uran dilerdics wueh noch andere Ellipsenpunkte bestimmen,
su kann dies vermittelst der beveits gefundenen Punkte sehr leicht
geschehen. Denu wird ' 0" iiber O hinaus verlingert, und 0'p' = 0'm'
gemaeht, so ist p’ ein Punkt dev Ehipse.

Wird endlich durch p’ die p’¢' || 4B’ gezogen,und ¢'s=p's
sawie »n'=rm' gemacht, so hat mwm ', 2, p', ¢' als Punkte
devjevigen Ellipse, deven grosse Axe €' D' und die kleine Axe die
A' B getunden wurde.

Auf dhuliche Art kann man eine beliebige Anzahl Punkte finden,
falls solehe zur genaneren Bestimmung der Ellipse erfordert werden
sollten.
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Aus dieser Construction ergibt sich nun durch nilrere Belrach-
tung sehr leieht ein Verfalven fir die Couslruetion der Ellipse, und
zwar fir den Fall, wenn eine Axe, der Anfungspunkt der zweilen
und irgend cin Punkt der Ellipse gegeben ist; welelies man alshald
einsehen kann, weun nur die so eben angefiihrte Construclion um-
gelkehrt verfolgl wird. ]

$. 3l

2. Bs sei feruer ACHB D (Taf. 1, Fig. 40) der gegebene Keeis,
welelier um die als Axe gegebene Gerade yy' gedrehl werden soll,

Wird dus Auge des Beobuchlers so angenommen, dass der
Punktl m elwa naeh 2’ kommt, so verfalire man bei der Beslimmung
der Axen so wie der brigen Punkle auf folgende Arl:

Man verlingere A B iiber B lhinous, ziche aus O durel m cine
Gerade bis die Axe geschnitten ist, und fillwe aus dem so in dev
Axe erfolgten Durehsehnittspunkte 4 cine Gerade bis in der Verlin-
gerung der AL ein Durelisehnittspuukt 0" erfolgt, welcher offenbar
der Mittelpunkl der zu zeichnenden Ellipse sein wird.

Erriehtet man nun in 0 die ¢' D" normal auf A" B’ und macht
damn C O =D"0 =C0, soisl O D" = der kleinen Axe.

Um die zweile Axe zu beslinumen, fiithre man aus B durch )
cine Gerade bis die Axe geschnitten ist, ferner aus dem so in der
Axe erhaltenen Punkle dureh ) eine Gerade, bis in der Verlingerung
der AL et Punkt B erfolgl. Macht man dunn A0 = B0, so erhiilt
man A" B = der grossen Axe derjenigen Ellipse, deren kleine Axe
die ¢ I ist.

Will man iic die zu zeichnende Ellipse melw Punkle beslinunen,
so kann dies wie in den vorhergehenden Fillen schr leichit vermil-
telst der bereits gefundenen Punkle geschehen.

Ubrigens lut man lier schon vermitlelst der wenigen Hilfslinien
im Ganzen aeht Punkle der Ellipse.

§. 32

Bs sei A CBD (Tuf. 11, Fig. 41) der za rotirende Kreis, und
yy die Rolationsaxe. Das Auge des Beobuchlers sei so, dass der
Punkt m elwa iu ' erscheint.

Um mun die Stellnng dieses Kreises fiir den bedingten Fall zu
zeichuen, verfulire man auf folgende Art:

Man lege durel den Mittelpunkt O des zu rotirenden Kreises
die £0O A« und durch den Punkl mm die 2 ¢ normal auf die Rolations-
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axe; verbinde ' mit a;, und fiihe ans o« zu w'y die « v parallel.
so hal man die Richtung des einen conjugirten Durchmessers. Wird
ferner ans dem Mittelpunkte O durch an cine Gerade bis zu der Axe
gezogen, sodann ans dem so in der Axe erfolgten Punkte ¢ dureh o'
eine Gerade gefiihet bis die av bei 0 geschnitten ist, so hat man
0" als den Mittelpunkt der Ellipse, in weleher « v die Richtung des
einen und die dureh O parallel zu yy gefihete Gerade 22 die
Richtung des zweiten conjugirten Durclunessers sein wird.

Macht man dann €' 0" =1 0 = €0, so cerfolgt €' D als der
eine conjugirte Durchmesser.

Un den zweiten conjugirten Durchmesser zu hestimmen, ver-
binde man den Punkt B mil 22 duwreh eine Gerade, verlingere diese
his die Axe gesehnitten ist, nnd fiihre aus dem so in der Axe erfolg-
ten Punkte / durch m’ ehenfalls eine Gerade bis die av hei B
geschnitten wird, so hat man B’ () als dic Ililfte des zweiten con-
jngirten Durehmessers.

Maeht man endlich A O'= B 0, so ist A B der zweite eonjn-
girte Durchmesser, Die ibrigen corrvespondivenden Punkte werden
auf die bekannte Art gefunden.

180

s sei ACBD (Taf. 1, Fig. 42) der zu rotirende Kreis, und
yy die Rolationsaxe.

Ist das Auge des Beobachters so, dass irgend ein Punkt des
Kreises, z. B. der Punkt 22 nach »2, also oberhalh des Durchmessers
AD naeh der Drelung kommt, so kann man in diesem Falle ehen
so leieht wie im vorhergehenden die beiden coujngirten Durch-
messer mit Leichtigkeit bestimmen, obgleieh hiev nur der eine con-
jugirte Durechmesser dev Liinge naelh gegeben ist.

Wird also durch den Mittelpunkt O des zu rotirenden Kreises
die ¢ 0w und durch den fraglichen Punkt m die 2mf normal auf die
Rotationsaxe gezogen, sodann der gegebene Punkt 2 mit 8 dureh
cine Gerade verbunden, und aus o zu m A ecine Parallcle gezogen,
so hat man die Riclitung des einen conjugirten Durchmessers.

Wird ferner ams dem Mittelpunkte O durch . cine Gerade bis
zu der Axe gezogen, und aus dem so in der Axe erhaltenen Punkte
7 dureh ' cine Gerade gefiihet, bis die Riehtung dev Axe geschnit-
ten ist, so hat man den so erfolgten Durchsehnittspunkt O als den
Mitielpunkt des Kreises nach der Rotation, also hier als den Mittel-
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punkt der Ellipse, durch welehen die 22" || yy' gezogen dic Richting
des zweiten conjngirten Durchmessers, und €' 0 — I 0" = €0
gemacht die " )’ als den Durchmesser selbst der Linge nach gibt.

Nnn kanit man vermittelst der Endpunkte ¢ D). wie vorhin anch
die Endpunkte des andern conjngirten Durehmessers heslimmen,
oder man fithre aus m durch A4 cine Gerade bis zu der Axe, nnd ver-
binde den so in der Axe erfolgten Dinrehsehuittspunkt wit s’ ebeufalls
dureh eine Gerade, welehe die Richtung a.a’ des zweiten conjugirlen
Durchmessers bei A schneidet und diesen Punkt als deu Endpunkt
dieses Durchmessers gibt,

Wird alsdann # 0 = A 0" gemacht, so hat man A" # als den
verlangten zweilen conjugirten Durchmesser der Linge nach lhe-
stimmt.

Zur Controle wird ans B dnreh € eine Gerade bis zn der Axe
gefithrt, und ans dem so in derselben erfolgten Direhselmittspunkfe ¢
dnreh den Punkt € eine Gerade gezogen bis die Richtung e’ bei
B gesehnitten wird.

Wie man aus der Figur sicht, kann man bei der Auflising
dieser Anfgabe die Hilfslinien so withlen, dass man die fraglichen
Punkte hinléinglich genan hestimmt.
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