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Neuwe Theoreme wur Lehre von den bestimmien Integralen.

Von Dr. Anton Winckler,

Professor der praktischen Geomebeie und  des Situations - Zeichmens an der k. k. dechaischen
Lehvaustalt zn Griinn.

(Vorgelegt von Nerrn Prof. Petzval)

Dic Theorie der bestimmten lulegrale, welche seit Euler’s
beriihmlen Arbeiten mit den interessantesten Resultaten bereichert
worden ist, wird wegen der Wichtigkeit derselben bei Unter-
suchungen tiber Gegenstinde der Physik, der Walrscheinlichkeits-
rechnung ele.,, — wegen ihver cigenthiimlichen Betrachtungsweise
und als natiirliche Weiterenlwickelung der Theorvie der Funetionen,
fir den Matlhematiker slets ein ausgezeichneles Interesse behallen.
Wenn die Vermehrung der ohnehin schon sehr zahlreichen Bin-
zelheiten, welchen man auf diesem Gebiele begegnet, ohne Zweifel
fortan wiinschenswerth bleibt, so gilt dies in noch hoherem Grade
von dem Streben nach Verallgemeinerung, wodurch oft cine Reihe
isolirt stecheuder Resultale wf eine gemeinschaftliche Quelle zuriick-
gefiihet werden und dann in sehre allgemeinen Theoremen thren
gemeinsamen Ausdruck finden. Kines der schinsten Beispicle fiir
diesen Enlwickelnngsgang bilden dic Integrale, welelie man nach dem
Vorsehlage Liegendre’s die Euler’schen nennt, und welehe neben
der hervorragenden Rolle, die sie in praktischen Untersuchungen
spiclen, sich in theoretischer Ilinsicht durch schir merkwirdige,
in stels grosserer Allgemeinheil hervortretende Eigenschaflen aus-
zeichnen, darum auch der vorziiglichen Sorgfalt werth erscheinen,
womit sie unausgeselzt von fast allen neueren Geomelern untersucht
worden sind. Ungeaclilet dieser vielseitigen Duveliforschung bieten
jene Euler'sehien Integrale der Betrachtung immer wieder neue
Gesichtspnukle dar, welche weiter verfolgt, anch zu neuen Resultaten
und theilweise zu Siitzen fihren, welche an Allgemeinheit dic bisher
bekannten tdibertreffen. Um in dieser Hinsicht nur Eines hervor-
zuheben, wurde das Buler’sche Integral zweiler Art (die sogenannte
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Gammafunetion) fiir complexe Werthe des Arguments bis dahin etner
ausfithrlichern Untersuchung nieht unterzogen, obgleich die ent-
sprechenden Integrale nicht selten auftreten und nicht minder
interessante Eigenschaften als die den Gammafunctionen zukommen-
den besitzen,

Mit der Begriindung von Resultaten bezeichneter Art wird sich
die vorliegende Arbeil heschiftigen, wobei es nieht unterlassen
werden soll, Resultate, welehe der Betrachtiung zn Grunde gelegt
werden oder gelegentlich aus nenen siech ergeben, und welche
meines Wissens bereits bekannt sind, in jedem cinzelnen Falle
als soleche zu bezeichnen.

Wenden wir uns zur Sache.

Wenn die beiden Ausdriicke

Lp(x') und F(:c.b) aad F(,T_”)

fiv cinen zwisehen den Grenzen « und B liegenden Werth von
& sich auf Null redueiren, ohne dass ihr Verhiltniss :

F,hy — Fe,0)
P()

unendlich gross wird, so stellt das von @ = « his @ = (3 sich
erstreckende Integral dieses Quotienten die allgemeine Foru einer
zallreielien Classe bestimmter Integrale dar, deren Werthe iu
manchen Fillen durch vorliergeliende Verwandlung in Doppel-
integrale erhalten werden kounen. Zwei soleher Transformationen,
welche an sich bemerkenswerlll zu sein scheinen, und zugleich
einige spiter zur Anwendung kommende Resnltate liefern, migen
hier vorausgeschickt werden.

s sei Kz, cine Funetion der heiden Verinderlichen a, y,
welche also in jedem ecinzeluen Falle aus /(. 4y oder Fr,ay erhal-
ten wird, wenn man y an dic Stelle vou & oder a setzt. Bildet
man den partiellen Differentialquotienten dieser Funetion in Bezug
auf y, multiplieirt ihn mit dem Ansdrucke:

dv dy

Wy
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und integrivt hieraul das Product nach @ und y, resp. zwisehen den
Grevzen «, B und @, b, und zwar zuerst nach y und daun nach w,
daun aber aueh in der umgekehrten Ordnung, so erhill man die
Gleiehung :

¢

l ! y A ey dx
ar (v, B
(B — e o = e B -
/ IIJ(x) ( I (@, b) l (v, @ ) / .// ll]/ !,b(c)

o

Man sieht hieraus, dass wenn in irgend einem hesondern IFalle
die Gleichung:

Al@y) Y@  dF@y)

dy P@) dx

besteht, oder, was dasselbe sagl, wenn F (w.y) die niiher bestimmte

Form
doe dy
r - /
( Y() I ?(y))

hat, das vorgelegte Integral sogleich dureh ein anderes vermige der

Gleichung
! b
/lllm (F(m By — Vo b ”)) =/ ll_’/ ([nw 0n— va (1) )
[ () I ; « ?W :

ersetzt werden kann, dessen Werth fiir besoudere Werthe von « nnd
(3 sich oft uumittetbar augeben lisst.

Die gedachte Voraussetzung findet z. B. Statt, wenn

AT q

> —— hl =
(@) =z od F e = 50— Qe

wofiir ¢ () = y erhalten wird. Setzl man ausserdem noeh « = o,
B = oo, so findet man

00

il PO & s ) A g ] {8 r loy =
) Pt FQebr + It Perar  Qeer 4 B P+ +R - [/

]

Ist ferner P () = @ uud Fpy = e also ¢ (y) = y. so ergibl
sieh fiir dieselben Werthe von « und 3 die bekanute Formel:
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o0
/_'l'f(t:' e "“’) = log &
. R0

(]
vorausgesetzl, dass @ und & positive Grossen seien.
2.
Aus der zuletzt gefundenen Gleichung lassen si¢h cinige andere
Formelu ableiten, welehe des spiitern Gebrauches wegen hemerkt

werden mogenn.
Man sclze ¢ + 0 V1 fir ¢ und a + b, YV —1 fiiv b, und
berticksichiige die Gleichung:

a +0V —1 1 « + bR X b b,
{og = = log — 4} —1 (m-cl( — arcly -
- a+ 6,V —1 2 e “y® 1+ by* v o “1)

trenne auch unter dem Integralzeichen das Reelle von dem Imaginéren,

|

so wird man finden,

00
@y® + by°

dx 1
=% ope o — ¢—"F cos b .v) E {og 5 o
/ (c cosbr — ¢ 05 0y 5 O e g

@&
]

AR
da A o b ('1
/ _((,. “Tgin v —e s l;l.v) = arcly ~— arelg —.
a
1

&
2

Sctzt man in der erstern a; = « und by = o und integrirt
dann zu beiden Seiten naeh @, von a bis 00, so findel man nach
Ausfiihrung der hetreffeuden, einfachen Integrationen:

oo

1 —coshax « b* b
—aT i o X y ar f(f —a
/;/ ;. da - 5 log (1 - az) + barcly »

o

0

Fiir « = o folgt hieraus, wenn man zugleich 24 fir 4 setat:

oo

stn bhey2 T
- l.’ ) e l)’
/( iy ) LA 2

0

wie indessen aueh aus der bekunnten Formel:

oo

/sinh.r / ™
- -dx =

& @P® 2
0

gefunden werden kann,
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Setzt man dagegen in der urspriinglichen Formel ey fir @ und
integrivt dann Dbeiderseits nach y zwischen den Grenzen o und £,
$0 wird man alsbald erhalten:

1;.01,' e—apr — p—aur
: — ) p—be .
f £ {(ﬁ S + wr }

b
= Blogf—aloya—(—a) (1 —l—log';)

b
oder, wenn man, um abzukiirzen, @ fiir ¢a, sodun — = £ und
a

zuletzt wieder @ und 6 fiir  und 3 selzt:

0o

. ~bar —
f o {(b— @) e 4 T ;
@ ) &
= blogb — aloga — (b—a) (1 +log k).

Hieraus wiirden sich auf dhnlichem Wege noch beliebig viele
neue Gleichungen, olne dass die lnlegration schwierig wirde,
entwickeln lagsen.

Setzt man ferner in der urspriinglichen Gleichung ausser ay
fie @ auch noch by fir b und integrict dann nach y zwischen den
Grenzen o und B, so erhilt man:

o
dw ( p—uax e—ufe e—hax e—hpe ? b
o bl = (B — &) log —-
/Q‘z { « b ,‘ (l ) g a
u

Sehliessliech wollen wir aus den beiden Gleichungen, welehe oben
durch Substitution des Imaginiiren erhalten worden sind, zwei andere
dadureh ableiten, dass in der erstern by fie b und b,y fir b, in der
zweiten dagegen by fiir b, ay fir @ und o fir b, gesetzl und dann
jedesmal nach y zwischen den Grenzen 0 und 1 integrivt werde. Die
Ergebnisse sind:

0
da LR !
o by e~ sinbaw —be—"*gin b,m}

0
a4 o« 5

1 b «
= 0b log ‘+-',"l g
1{2 Y~ + 0® by Kr2 @ b kg lCS '

(L ¥ I
/(’1{0 — e ((t simba + b cos ba;')} = (a3 + 02) ﬂr(,‘l.(] (:
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Dividirt man die erstere dieser Gleichungen durch 6 und setz(
b = 0, so erhiilt man weiter noch:

L]
dr sinh,x b, a4+ b® by
/ (b, e — — ¢ "'1-”) — oy 22 —— - @ arelg — — by.
@ “,

i) 4 2
o
3.

Eine zweite, theilweise der vorigen iihnliche Transformation
herulit anf der folgenden einfachen Bemerkung. Bezeicluet allgemein
0 (@, y, %, . .) cinc homogene Function des 2" Grades von den
Veriinderlichen @, 9, 2 .. ., so hat man nach dem Theorem von
Euler die Gleichung:

d0 d0 0
g

x

L= 8N =t

da dy ds

Bezeichnet nun ferner F gy irgend eine Funcetion von 0, so lisst
sich auch fiir diese cine, soviel mir bekannt, noch nicht hemerkte,
fast eben so einfache Relation aufstellen.

3 g
Multiplicit man niimlich die angefiihrte Gleichnng mit % md
beachtet, dass:

0l

drr  dn . xl(6)
nr . - 2 — Iy
d) dx de ®

und dass alle ibrigen Glieder sich in gleicher Weise umgestalten
lassen, so lindet man:

d.xFey d yFe | d.xFo)  Foy
A e il i il T o) 0 Y
dax 7 dy & ds Tt d0 g 10
d .0 Fg .
L gt L 4 (m—un) I @my.

d0
Diese Gleichung ist wohl der allgemeinste Ausdruck der
charakteristischen Relation homogener Functionen. Es ergibt sich
zagleich davans, dass fiiv 2 = m, d. h. fir den Fall dass der Grad
der Function 0 der Anzahl der Verinderlichen gleichkommt, die
rechte Seite der Gleichung sich auf m ‘-dOdIZ(o). also wie dic linke
lediglich auf Differentialquotienten reducirt.
Hier soll blos von dem Italle m = 2 des Weitern die Rede sein.
Multiplicirt mnan die entsprechende Differentialgleichung mit  dem
Ausdrucke

-f
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rlz d1/

[0
md integrirt sie dann nach @ und y resp. zwischen den Grenzen
a, B amd @, b, so ergibt sich, bei gleichzeitiger Umkelrung der
fntegrationsfolge die sehr allgemeine Gleichung:

8 U] ¢]
da da  d.xlm
v el Wit {3 f : .
/ 4}(,«)([’ k Oee,h) al [ “1_’,,/)) »—i— /l Yy ) - e

(4
dx , d I'cth e
/ (n:/l"/ (0= + 2 ¥n)-
wavon die folgenden besonderen Fille hervorgehoben zn werden
verdienen.
Fir ¢ (x)=1 crgibt sich unmittelbar:
/{/L/Il/ nO‘— —{—2]4(0))
b /I’J, bﬁ(o(l by = @ L0 @y ) + {J (PF(O\?,y;)—oc]v(umu))

Daraus folgt der hemerkenswerthe Satz, dass man zur Reduction
des doppelten ITntegreals linker Hand, wenn nur 0 eine homogene
Function »* Grades von & und y ist, keinerlei Integration zu ver-

L. richten nithig hat, wic sonst Fgy von 0 abhingen moge.

Ist fioy als die Function gegehen, welche der doppelten Inte-
gration nach 2 und g unterzogen werden soll, so muss man, um die
obige Formel anzuwenden, erst Fy als Integral der linearen
I)iﬂ'crenti:llg‘leichung

(l I'(O) X
+ 2 Koy = [

crmitteln.
| i . > 1o
Setzi man (lngeqcn voraus, s sei ]«‘(0) = 0 gegchen, so {olgt:

8 i
f dx /)(,,L.,y) dy

f Z
1 z
— =y { /l @ (b Ocepy — @ 0(_,,,,,)) + [dy (l’ Opay — & O(u,_,,)) }

I3
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Diese Resultate driicken zugleich nene Eigensehalten der homo-
genen Funetionen aus

4.

Ritcksichtlich der Anwendung auf bestimmte lntegrale von der

Art. 1 bezcichneten Art, hemerke man, dass aus dem Obigen die
Gleichung folgt:

B
da 4 i
[p(xj (" Fowny — alow,a )

a

g
2 p A0 dFee)
/:f'r{__/-_'.-lxj %I'((H) + (HO . lla:r) "JO-“;.

Um einen besondern Fall zu erbrtern, sei hierin:
Ozy) = xyalson=2; Y@y ==z
und

CA==NON BF=—Yoct
Dann erhilt man:

dx 5 3 da - dr F I
_/\x.(/)l«(bm) — a]«(,“,)) ] /l7</r (]«(.ry) B g J)_)

0 d-ay

Tithrt man fiir @ eine neue Verviinderlielie ¢ ein, bestimm( durch i
die Gleichungen :

dt "L‘
Tl =it
K}
so findet man

Jie L (F
f i (]) F(lrx) A ayl('((m.)) — ([) T ﬂ) ’ e _(t.)..
(1] 0

.a,' {
Diese Gleichnng stellt einen der besonderen IFille dar, welche

der in Art. 1 bezeichnelen Classe von bestimmten Integralen eigen-
thitmlich sind, bei denen es, im Allgemeinen, unsicher seheiut, ein

Integral von der Form des linker Hand stehenden in secine zwei L
Bestandtheile zu zerlegen und nach Transformation jedes cinzelnen,

diesclben wieder in ein Integral zu vereinigen. Man wiirde ein von I.
dem obigen ganz verschicdenes Resultat erhalten, wollle man im |
ersten Theil H und im zweiten @ durch die neue Verinderliche |

{ crsetzen.
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Die oben erhaltene Gleichung lisst sich unter gewissen Voraus-
setzungen noch naher ausfithren. Das Integral kann offenbar mur
dann einen endlichen Werth erhalten, wenn Fy fir { = oo ver-
schwindef. Dies vorausgesetzt und angenommen, es sei (ir { = o
der Werth von

(i =1y,
ersetze man o . { Fpy durch d. (£ Fy — Ty) und bemerke, dass dureh
partielle Integration sich ergibt:

LI -’1'0]°° d( ' Al
—1 + /% ((Fo—1)
l 3 0 Al :
so hat man, wenn der erste Theil der rechten Seite verschwindet,

die Gleichung:

r, ﬁ:(,, Fowy — a]a(,,,,_.)) (b— a) o/;t Z: (11«'(4)- VT,,),

woraus hervorgeht, dass unler den gemachten Annahmen das vor-
gelegte Integral nur von der Differenz (6 — «) abhiingt.

b,

Unt noch mehr auf Einzelheiten einzugehen, nelane man an, es sei
hi (jr
]((‘) g iy
Dieser Ausdruek versehwindet in der That, wenn ¢ unendlich
gross wird, und der Werth, welellem sieh das Product (Fy fir
t = o werdend niihert, ist offenbar:

m

[0 = g

Man hat also die Gleichung:

da o bebx aenr .(?t al 1
(A~ ) o m o A i

@ \ettr —o crar— vt \ett—A 21
Die Ermiltelung dieses letztern Integrals hiat nun keine Schwie-

righeit, und es ist sogar leicht auf versehiedene Arten duzu zu
gelangen. — Offenbav besteht die ideutische Gleichung:

& 1 1 1 i
— o, —t __ p— s . p—t
TR Y z(' ¢ )+(ec = t+2()
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I gt : ., dt . : 5
Multiplieirt man dieselbe mit e und integrirt sie dann von o
his oo, so werden die Integrale des zweilen und dritten Gliedes nieht

mnr endliche Werthe haben, sondern auch genau einander gleich
sein.  Vom lelzlern iiberzengt man sich sogleich, wenn man im

g . " . R 1
dritten Gliede die Integralionsverinderliche ¢ durch : £ ersetzl. Um
7 schen, dass jedes Integral endlich ist, gentigl es, die Funclion
unter dem Integralzeiehen fiir £ = o zu hestimmen, wofiir man fac-
tisch cinen endlichen Werth erhilt, s bleibt somit anf der rechlen

Scile nur allein das erste Glied stehen, dessen Werth nach Art. 1

1
e log 2 ist ind man hat das Verlangte:

o
ﬁt("el -——1)_—-—-‘1 log 2.
YN 7 = AT 2
Wegen der besondern Wichtigkeil dieses Ergebnisses scheint
es angemessen, dasselbe auf eine zweite ' vollig verschiedene Art zu
eulwickeln. In der Gleichung:

/lll 1S
SR 2k

0
seize man fiir & suecessive alle ganzen Zahlen 1, 2, 3. . . . und ver-
sehe die Glieder der entstelienden Reihe, welehe einem geraden
Werthe von £ entsprechen, mit dem negativen Vorzeichen, so wird
man crhialten:

ViR 1 1 x 1 ol
./"llgiz.;.tz———z?—f-ﬁ—i-:;z.,.tu' "'§:2‘(1 ____2.+3'—-/4+“)'

1]
Da nin die Reihe uuter den Inlegralzeichen (s. Euler. Intro-
doetio in analys. infinit. Cap. X) den Ausdruck

1,1 i3
( (21 T -ni)

und die Reihe rechter Hand l()g 2 sur Summe hat, so folgt
(;; er 1 1
f— L = — = log2.

'(/l ((z""f‘l —1 2.7:() 2 9

Setzt man nun ¢ fiie 7¢, so geht diese Gleichung genau in die

oben gefundene iiber.

)
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Das Resultat dieser Rechnung ist also dic Formel:

o 1
ﬁ"( e Y= (a—0) log 2.
Y x b — g—ha ear — g—ar 2 *

6.

Setzt man in der :lllgemeinen Formel des Art. 4

Oy =2+ by = @, m=0
a=0,08=o0
und fihrt fir @& eine neue Verinderliche ¢ e, bestimmt dureh die
Gleichungen:

Tl=9y,dr=— Z A

so erfolgt:

d:' . ﬁy /:l fl’(l)
\”/;‘_’([)l’({') ILI’(“)

Setzt man aul der linken Selle (i 2 und (ihrt man aul der
o

rechlen die beiden Integrationen ans, so erhiilt man die weitere
Gleichung :

oo 4 b
ﬁ ) (/) Foay— a _L'(”.l.)) = |_[ l"(f)_l,, .oy E

s

Auch auf diese Gleichung ist, hinsichtlich der Zerlegung und
Transformation der einzeluen Theile des Integrals linker Hand die
im Artikel 4 gemaehte Bemerkung zn bezichen. Der Irrthum, wel-
cher cintreten konnte, ist hier wohl unzweifelbaft; denn man
erhielte, indem @ fir b und dann fiiv a2 gesetzt wivde, fir das
Integral auf der linken Seite immmer Null, was, wie wman sieht, wohl
in cinzelnen Fillen, im Allgemeinen aber nicht riehlig ist.

Um dies in eoncreto zu zeigen, nehme man an, es sei

1
Fg = log (p+ g¢)s
so ist
e q
[tF 1) =—tog (1 + 7-))

und man hat unmittelbar das Resultat:

Sitzb. d. mathem.-natnrw, Cl. XX1. Bd. II. lft.
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dt; P +qc--bf = a 7
/:x_ log N iy log e log (1 e ;’-)

o

Um einige weitere Anwendungen zu machen, setzen wir:

o= (1+1)

und erhalten:

JE ) =+ 5 = g

Sctzt man sofort fiir Fy die Ausdriicke :
1 1 i by e
— E - ; - a,‘ A 2!
4 A
und
1 arelgl e—net

rANIN s g Rl T

so wird man teieht zu den folgenden Integralbestimmungen gelangen:

/;i} { 1 1 1,

o x ((k+bx)r '(k-i--aﬁ T ke ng

ﬁm (( cly & — arct '”') o :
-— |arcly & — arctg ¢**) = q -

-~ i g ¢ 4 Y a ’
d.: arclgbe arelgax g 1 b
- —_—— e — =(;——-)l{)(}-—

L 2y (d — etk 1— e—akx 2 kyasla

ﬂz be—nel® ae—nee® i a
B 7 iD=t T {iligTa T EavS0g i
Ve !
Die Werthe, welehe (Fy fir ¢ =0 und ¢ = oo anmimmnt,
lassen sich indessen nicht immer so leicht angehen, wie in den ehen
betrachieten Fillen. Als Beispiel hierfiir kann der Ausdruck
Lttw)
(E+myt+e
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dienen. Wir werden einige Fille dieser Art nither erdrtern. Die-
selben beziehen sich auf die sogenannte Gammafunction, mit weleher
sich das Folgende weiter beschiiftigen wird.

Setzt man in der friiher erhaltenen Gleichung:

f_l_:; (a T — g~ '1"*) = log —:-.

]
welehie nar gil, so lange p und ¢ positiv sind :
P0@ 1408 T V00s
setzt manvoraus, dass ¢(¢) und (¢) fiir alle zwisehen o und co liegenden
Werthe von ¢ positiv bleiben, multiplicirt man ferner die obige Glei-
chung mit f(¢)d¢ und integrirt sie zu beiden Seiten innerhalb iler
Grenzen o mnd oo, so ergibt sich die Gleiehung:

dt;.'f_m e - f S’()
/ - J 10 (10 — Oyt = J (1) tog

Bezeichuen nun a, b, «,  positive Grissen der Art, dass
aphen =103
und zugleich jedes ieser Verhilinisse grosser als die Einheit ist,
50 kann man, den obigen Bedingungen entsprechend, setzen:
p(t)y=at —alogt , P()=0bt—Plog!

b 3 3 3
und wenn man — = % mit & bezeichnet, so ergibt sieh
17 o

il A
11/ (1) k'
Fugt man diesen Annalunen noeh die weitere bei, dass
()=t e
so geht die obige Gleichung iber in die folgende

‘/?l_(. ﬁt gtqm—{—p, 1 e ~(aem)t lB'L‘_H"' -1 ¢ ~(bx-m)l
i
o 0

]

= log k. /F gl it

. I'(y)

Da nun: /L“’"' et = —,
w

o
so ergibt sich, wenn man zn heiden Scilen die Integration in Bezug
auf ¢ ausfilut, die Gleichung:
26"
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/ dm{ ) (i e ML log k

& .(a-l‘-i"m)”'*'l’- Il tbm+1rz)ﬁr+u M-
Liisst man « und 8 in der Avt ohne Ende abnehmen, dass

bestindig B = e & bleibt, so erhiill man ein in Art. 6 gefundenes

Resultat wicder.
Bezeichnen nochmals @, b, «, B posilive Grossen, welehe der

Proportion a:a =b: 5 Geniige thon und selzt man jelzt: §
e () =(a+ a)log(1 4 16) — o log ¢,
Y(0) = b+ B) log (1 + r1) — B log ¢
S
Pl e
r© (A +rtymte
wobei », m, p positive Conslanlen vorstellen mgen, so erhiilt man
unter diesen Vorausselzungen:
e
(1) b+
und
-/JZ- f ; for-+p—1 {Botp—1
VAP R () s e e e R
b "ttt
-[(N]::Fﬁ/‘, =
- a—i—ao (1 +r)ym+pe
oder also, wenn man zu beiden Seiten die Integration in Bezug auf ¢
3

ausfiihrt:
/lx{1._ w 'l‘(a.'r.'-.{—m) [‘(a.r+p.) S I‘(l;.‘r-{—m) I‘(ﬁr.{,.)
T((ata)otm+ p) V() 24mtp)

Pyl %60 b+p
Pm +9) 7 @ta

A
o

Wie man sieht, ist der Werth des Integrals von der positiven

Grosse 7 unabhiingig. Selzl man r = 1 und lisst man « und 3 so

+ b P 5

verschwinden, dass beslindig 5 - a bleibt, so kann man die
a

Gleichung durchgehends mit P,y dividiren und dann der Kiirze
wegen # fiir m - . setzen. Man erhill dabei die Gleichung:

/\l&‘ ‘I.' (e-pm) Lepatm) Ly [ b
: o 3 .0
o r 2]‘((1.1' + 1) l‘(hr-}-- 3] ]‘(n) M
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s ist klar, dass auf cinem Wege, welcher dem bisher einge-
schlagenen analog ist, noch viele andere, mehr oder weniger
allgemeine Formeln erhalten werden kionnen. Man konnte z. B. die
von selbst cinleuchtende Gleichung zu Grunde legen:

oo (/] [
"(t
/C‘L'm- -1 (la://“(t) . (}&xq)(t) dt = ]‘(m) '/‘E 1 dt,
o I 0]

wofiir wir als speciclle Anwendung nur den Fall bemerklich machen
wollen, in welchem

fO=¢ , o=kt

Man erhilt, unter der Voranssetzung, dass & eine positive
Grosse sci, die Reduetionsformel:
b

/"lw'__l {(},’(l' k) priet kl)} o= I‘(m). /t‘ et L A
: 1 S km

@

u. S, W.
8

Theorem. Bezeichnen «, b, & positive Grossen und
o, Bzweipositive ganze Zahlen, welche der Proportion:

2 =R

Geniige leisten und setz! man wie iiblich:

Tt == ﬁ" L=l i

n
so findet in voller Allgemeinheit die Gleichung Statt:
Wk al ‘IC+/I V420 vkt (a—1)h f— (ot
PEPED P ey Loty g tt® i)

= (W)

()
PEE - PG :
h 2 b 4

Um diese Gleichung ausschliesslich aus Griinden der Integral-
rechnung und zwar ohne Beniilzung von Reihen herzuleiten, mache
ich von der bekannten Formel Gebrauch, durch welehe der Loga-
rithmos der Ganmafunclion in Form ecines bestimmten Integrals
dargeslellt wird, Man erhillt eine soleche Form, wenn man in der

Gleichung
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00

dlr) /, 4
—— = e logx du
dk o 4
[/

die Substitution :

o
maeht und die Integrationsfolge umkehrt, wobei dann Ty als gemein-
schaftlicher Faetor heranstrilt, so dass man sehliesslich findet:

d log T 1) f Tiz( D The. )
— — == —) T — .
dk . ¢ Q+nk

Integrirt man nun diese Gleichung nach %, indem nan von dem
Anfangswerthe & = 1 ausgeht nnd beachtet, dass Fay =1 ist, so
ergibt sich alshald:

. oo, " 1 I

“ple :=,,fl {”“' Dt g ars G 0leds0)

Diese fiir das Folgende nicht ganz geeignete Form liesse sich
unmittelbar vereinfachen, wenn man sieh erlauben wiirde, das Inte-
gral zu zerlegen und den auf die beiden letzten Glieder sich heziehen-
den Bestandtheil dadureh zu transformiren, dass man ¢ fir log (14-¢)
setzte, und naehher die Integrale wieder in cin ciuziges vereinigle.
Da aber gegen die Zukissigkeit dieses Verfahrens Bedenken in
Sehriften erhoben worden sind, und zwar aus Riicksichiten, deren in
Art. 4wnd 6 bereits Erwihnung geschah, so wollen wir die gedachte
Transformation auf anderm Wege zu bewirken suchen, welcher wohl
vollkommen strenge ist. Setzt man % -4 1 fiir k& und zieht dann die
obige Gleichung von der hieraus entstandenen ab, indein man auf die
Formel

Pty = kT

Ritcksicht nimmt, so ergibt sich:

t ¢ )
l B =3 — »f"l - ————‘-——.
og | iy %( (L1 0)++ log (1 +0)f

und fiir £t = 1:

/"flt { { }
0 = - (,'--t A e
s ¢ (1 +0)>log (1 +1)
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Maltiplieirt man die letztere Gleichung mit & — 1 und zieht sie
dann von der frithern fiir log Uy ab, so findet man:

o Jas=w o 4 1
log T -/ Pl - — .
@ tlog (1+¢) %(1 T LI N + L+

4
Transformirt man schliesslich dieses Integral, indem man

dt da

= pT =
14+¢t=¢ sy -

- .o—T
setzt, so gelangt man bald zu der Gleichung
o0
e—x 4 —e—(k—1)x
log 1'¢x —-f —1. duv,
g x t— o
0
welche nun die oben gedachte Form hesitzl.
9%
Dicses vorausgesetzl wollen wir nun, der Ordnung nach, einmal :

E kdb k420 L+ (a—1)b

(3 , a ’ @ i «
und dann

E k+a k+2a k+(f—1)a

P A ' b
fir £ sctzen und der Kiirze wegen
7 A M 26 Wkt (a—1)h
A= P IEE) 1)
o «“ @ @
P

B prfEay (e V(lH(B—1)a
p= I(RNE ) D)
bezeichneu,

Die letzte Formel des vorigen Arlikel liefert dann wenu man die
jeder Reihe vor Werthen der Grisse & cntsprechenden Gleichnngen
addirt, so wic auch die zum Vorschein kommenden arithmetischen
nid geometrisehen Reihen summirt, die beiden folgenden Glei-
chungen:

em'w & a(e—1) b 4
l()_qA ./r iuk—*- 2 « a——1 R

0
x 5
(“i)r —

[
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log 132/0'—:- %f/c—{— B 1D %5 o pppeeyica By

2 h

+

X - U
1—e THET T

Setzt man in der crsten dieser Gleichungen ax und in der
letztern b x fiir 2, so wird wan nach einigen nalie liegenden Uinge- 1
staltungen finden:

Te (a ab—(a + b) « P
log A _/ ’ ( ) 1T O e =
4 e = 9 ¢ 9 & env—1
[

(1--¢ -ul;:v)c--k.r }
+ —(1. —- —N.L‘) (i c-—b:t‘)
_ [ bty e B P
log B = xgb(/,_i__ : ,w)el —2L° o

| (1_-.3 Bar) e—kx
(= b§

Zieht man nun diese heiden Gleichungen von einander ab und
beriieksiehtigt, dass vermoge der in Art. 8 vorausgesetzten Pro-

portion: rider== M I
dic Gleichungen: fﬁ-: {10 =)t

stattfinden, und dass also die beiden letzten Glieder der zwei Inte-
grale sich gegensecitig aufheben, so findet man unmittelbar die fol-
gende Gleichung:

S O e

9

5 florrmar) (=520

[/

oder, wenn man das erstere Integral nach der entspreehenden
Formel des Art. 1 cffectuirt:
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AN L, abh—(a+b) a
log o+ (b + =———) log 5
B s 2 I
s
de (1 B o
— f . 1 b2 —a ( L _)
e —uae - —
S @2 ({3 ) 3 ebr—1 eur—4
Das letztere Integral, auf dessen niihere Bestimmung nun Alles
zuriickgefiihet ist, lisst sieh mit Hilfe ciniger sehon friher abgelei-
teten Formelu finden, womit wir uns nun beschiftigen werden.
10.
Von den verschiedenen Wegen, welehe sich zur Ermittclung
jenes Integrals hezeichuen lassen, sehlagen wir den folgenden ein,

der, wenn auch nicht am niichsten licgend, doeh am kiirzesien zum
Ziele fiihrt.

Man setze in der am Schlusse des Art. 8 fiir log I'gy angefihr-

b

1 . -
ten Formel £ = = und bprijcksichtigc, dass, wie bekannt, T'(p) = v/=

ist, so wird man finden:

00 1

i / dx | . 1 [
oq T = —_— T — - - —
5 9 e, 4 er—1 > er—1
0
und, wenn man hierin eimmal e und dann b fiir @ setzt:
= Lax
1 da ( i 1 e’ )
logm = | — { — - ¢—0v — - =
2 g Py &£ 2 ) ¢ ewr— | + ear—Aq g
0 p
td Lo
1 dz { 1 )
Lo i b oo i, — ] W L B .
zlogn-/xg 9 ¢ o _1+ebx‘_ls
o

Multiplicirt man nun die erste dieser Gleiclnngen mit « und
die zweite mit 8 und zieht dann beide von einander ab, so erfolgt:

-; (a—B) log n = /{f {: (ﬁe e ‘”‘) el (;’mﬁ_{ i M:_ l)}

o
00 1oz Jhax
/l.’)' {ee? Be
x ( e 1 Zb.v_ l )
7
Das erstere Integral ist genau das zu bestimmende; eliminiren

wir es aus dieser und der Schlussgleichung des vorigen Artikels, so
ergibt sieh:
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A o ab—(a+0) @ 1
loy = + - (/c + — > ) log I (a—p) log =

Was endlich das letzlere Integral Defriffl, so kann man sich
leicht tiberzeugen, dass es nnr dann einen endlichen Werth hat,
wenn die Grissen a, b, «, f in der bisher vorausgeselzten Proportion
zu cinander stehen. Um aber diesen Werth selbst zu erlangen, setze

o ! y : '
man 3 = — b, und zugleich anch 2. fir 2, so nimmt jenes Integral
a

00
a fdx ( bebz aenr
« x g;/;.; _——1 . elur 1
0
in welcher wir es, Art. B, hetrachtet und vollstindig bestimmt haben.

Dem dortigen Ergebnisse znfolge erhalten wir:

1 —
5 Z (¢—0b) log 2 oder A (a—p) log 2.

die Form an:

Unsere Gleichung ist nnn von Integralen giinzlich befreil und

heisst:
2 o ab—(a+6) e 1 P ]
log ", ,-;(/c+-— oy — (a—B)logr= (a—B) log2

oder, wenn man fiir 4 und B die fritheren Ansdriicke wieder cinsetzt:

R R i S o L=l
s s,

~f k ~N et k420 \ /cf-([i- -1)11,‘

3 o (g i vy,

! ; x, | aB—(atp)

= (a—B) log 2 = + (d/c 1 ¥ i )
Geht man von den Logavithmen zu den Zahlen iiber, so ergibt
sich, wic man sicht, die iu Art. 8 aufgestelite Gleichung, womit

also der Salz begriindet ist.

[/
log 5
[

11.

Die Bezichung, welche soehen nachgewiesen wurde, scheint
der allgemeinste Ausdruck des sogenannien Multiplications-Theorems
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zu sein, welehes eine der schinsten Higenschaften dev Euler’schen
Integrale zweiter Avt darstellt. In der That lassen sich alle Dbis-
er hekaimten Formen dessclben als speciclle Fille aus unserer
Gleichung ableiten.

Wir wollen zuniichst « = @ nnd B =0 setzen; dann findet sich:

TOMENED) - IC)_ e e
a

N [ hFay Rt e kb (b~ Da
[('lf)[(/,)l(z, )I( b )

Specialisiven wir noch weiter und setzen b =1, sowie auch
der Kiirze wegen ka fiir £, so erhiilt man hieraus:

N l‘("'1L :) I‘("* j) a0 l‘(k F",[]') — (27r)%(".—12¢ : VIm. (-

Diese letztere Gleichung ist hekannt und wurde zuerst von Gauss
in den Comment. Gotting. recent. tom 1. a. 1812 durch Betrach-
tung unendlicher Producte gefunden, Viel frither ward bekanutlich
von Buler das noch specicllere Theorem entdeckt, welches man
erhiilt, wenn in dein Gauss’schen k=0 gesetzt wird. Um dassclbe
auf kurzem Wege ebeufalls herznstelien, denke man sich die letztere
Gleichung znerst mit & multiplicirt und bemerke, dass bezichungs-
weise auf der linken und rechten Scite derselben die Ausdriicke

1 .
kl‘(/ﬂ) T I‘(l-(-k) B I:[‘(ulc) T~ p: | (1 4-kea)

" . i 1
fiiv £ = o resp. in Fay=1und -T'y= —iibergehen, so dass man hat:
a a

1(n—1 ;
IERETE), . ()=S0 — oy ey
@ a) (u ) (it . tl—--) | l:'l
iz it
welches die Euler’sche Gleichung ist.
Schliesslich migen noch cinige besondere Fille der allgemeinen
Gleichung erwiihnt werden.

Setzt man in derselben £ = o und beriicksichtigt, dass der
Ausdruck
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; a . ! .
fir k=0 sich der Grenze - anschliesst, so findet man weiler die

Gleichung:

[(b) ]("’_;) [(“;) """ I [) — @yt (b')“’(?ﬁf(:+ 2
G)PEIE) - e07) “
welelie auch noch stattfindet, wenn man « = «, f = b selzl. !

2
Theorem. Bezeichnen a, b, k, m, n positive Grossen
und o, B zwei positive ganze Zahlen, welehe der Pro-
portion:

(AR E DR
Geniige leisten, und setzt man
+oo +oo
U= [em—" cog rc . dx 5 v= [ sinru . dy,
o Lo

sodann:

»
n* + v? l[(1n,r) 5 T Q(m,r) ’

(2

so finden die beiden folgenden Gleichnngen Statt:

(A IES (S 1) IS )
G CE I D) NS :
X

(2,, B g 2Lk taf—(a+B)
H

b
()
arelg O (f: ,:;) + arcly © . : ".) + arelg ©

b
+ arelg O (c f(a it r) + : 7 log a =

(/. -+ 2 r

)+

[

(trnl,f/(“)(f,:;)—l—(trclg G)(Ib c—:za r) v

k+(f—1De r
( « - b) +

Wir werden im Folgenden aueh diese beiden neuen Gleichungen
nur aus Griinden der Inlegralrechnung und ohne Einmiselung des
Imaginiren herzuleiten suchen.

) + arclg O (

p

+ arcly © T log b.
/]




zur Lehre von den hestinunten Integralen. A1 1

Man gelangt hierzu am leiclitesten dureh Betrachtung der
Relationen, in welehen die auf 7 bezogenen Diflerentialquotienten
der Integrale « nnd v zu cinander stelien. Es ist niimlicl:

+oo
du e .
N 2.6" | sin rae . da
r A

+oo
dv o
=+ f@.c"ve | cos v . dw

dr s
Da nun:
dy ;
€T =— / 4 ((‘,- MY e —MYE )
sy '
so folgt:
» oo » +oo
du (ly | ] x|l
5 e v - [ e M0 g v da
dr o Yis
oo e o)
dv ([y r i
— = +oae — [0 gog v d
dr LY %

und wenn man fiir 2 eine neue Verianderliche z, bestimm( dureh die
Gleichung
I+ e=¢ , o=2—lg(1+y)

cinfithet, zugleich auelt bemerki, dass alsdann:

.sinrx do = -
s (1 -+ y)-m.

oo X
/e""’“" L} ey v cos £r log (1_-_1— h)- — e sin (Lluqf_i-i_— ¥
oo .
/e"w_,,(l_‘_y)ew P wcos (rlog 1 -1:1&) 4 v sin (rlogd +y ‘).
L d+ oy

so erhalt man durch Substitution dieser Ausdriicke:

dn rl;; ‘

dar ) w !

0

veos (rlogd +y) —wusin(rlogd + g/\)}
ve~™ |- ‘

-—-—(i + y)m,

dr vy

dv /’13/ { - weos (rlogd + ) +vsin(rlogd +y)
= +ue™ — - - - ~ 0
. (1 + y)m,

Mulliplicirt man die erste dieser Gleichungen mit u, die zweite
mil » und addirt dann beide; multiplicirt man hierauf die erste mit o,
die zwetle mit 92 ind zieht dann beide von einander ab, so ergibt sich
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du dv lr/ siu (rlog 14 )
n Vo= — (u* 4 v - T
+ (s + 27 ()

dr dr

dv du [°° log (4 )

n— v — =+ (ur vﬂ)fy- g 2 200 g 3 9)
dr dr Y (1 + y)m

oder, wenn man der Kiirze halber ¢” fiir 1 4 y setzt:

L @rhel) = 2/8 = _ginre . di
7 1 g

dr

d.are lq
—p - = / S ("" e’ __ =it poo T.L‘}.
dr

Aus diesen beiden Glelchungen lassen sich zwei andere ableiten.
Integrirt man néimlich nach , von o bis », und bemerkt dass fir r=o.

oo P
U= i ne” (l.fb‘ =/w1)z—-l o (l.’l;' s l("')

3
-00 0 s

und
V=0

ist, so findet man unmittelbar die Gleichungen:

cos rv—1

log (u* + v%) = 2 log (”” Hhael) / du

X [

v (lx @ sin rir
arcl(] S ret—"¢ — o—mz L
Yu o {—e—2 Z

welche an sich bemerkenswerth erscheinen.

13.
In diesen beiden Gleichungen wollen wir nun der Ordnung nach
einmal
k k+0 k + 2b k + (a-—i )15 e
s hs s fir m, — fiirr
a [/ a a [

und dann:

k k+a kil k 1 r
- - e g oy ey + (B ) fiir 1m, fiir »
b [) ]) I [I
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setzen und der Kiirze wegen hezeichuen :
. k r k46 1 k4(a—1)b v
P2 I )
(TR kta v k+4(3—1)a il
0= ||(b ’17)”(' - ,)“( e 0),

ferner:

T = arcly (~)(P:, :l ) + arety (_)(k" ) it mallon (‘lgO(kHa- ~1)h r»)

a

S = arcty @(: )—{-m cly ()( <= r-)-}—. o aretg® (I‘H'Eh'__f)“_, ")

[2

Addirt man nun die jeder Reilie von Werthen der Grisse m ent-
sprechenden Gleichungen und bildet zugleich auch die Summen der
zum Yorsehein kommenden arithmelisehen und geomelrisehen Reihen,
so ergeben sich die folgenden vier Gleichungen :

o oa—1
log P = log A* — (/c e -2——[)) log n*

il (1»~-c' ”)(1—e 5‘)

| l()!](?:logl}”—ﬁ(LJrﬁzl )logw

o0

cos zo—1 c“‘:“"ﬂ;vc' ‘?”-")

& (1 . -m)(i—c —1;-.1-)
T /‘wdw {7’ n—ne® Sin;‘m 4 ’:1( =8 -—--b:c)
) = SEE OO .

R da

5 1—¢ A
ot el thrgtiot s it A
01 l a oy ;ar 5

worin 4 und I dieselbe Bedeutung wie in Art. 9 haben.

Setzt man in der ersten und dritten dieser Gleichungen aw fiir
a und in der zweiten und vierten b fir @, so ergibt sich:
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_ —1
log PP = log A* — : (lc + ?2 ~[)) log n*

0 cos re—1 e—kv  (1—¢—ubx)

(4 ¥ ’ i1 -¢ ll.‘l.‘j (1—e 'b:') da
& p—1
log QO = log B> — y
g 0 g ) (lc+ o a) log n
o [erra—a  e—tw (1—o—par
+z/‘ LMY el e A div s
f 45 (1 —e—a2) (1—e—tw)
20 da wr sinre e -Im-(i 7 otlm.-)
Y = . n—net ; . )
: n"/;_‘c' il {an.(, @ {1 —e—ba %

0

S . L ﬁ r. e’ nel sinra e~k (1- =" -[-M.v)
1—e—hx ak & 1 —e—ne
U

Wenn man nun die erste und die zweite, sodaun die dritte und
die vierte dieser Gleichungen von einander abzieht und, wie in Arl. 12
gesebehen, voraussetat, dass a8 = «b sei, so ergibl sich:
’I

A
log A 2 log - + (B—a) log n

20

/ o ae—ne” be—ne™
L\ et fda i ;
a 1—e—ax 1 —e¢—be
4

; A . "
oder, wenn man die Werthe vou log ¥ und des iibrig gebliehenen

Integrals aus den Schlussgleichungen resp. der Art. 10 und 6
substituirt:

r 2r o a
log = (a—B) log " + (256 + «B— («+ B))log -
Al g o / ‘b‘ ﬁ‘l b
]_l‘ aro‘(/a -7[)70'70;.

Setzt man hierin die friheren Ausdriicke fir /2, O, T, S c¢in
und geht dann bei der ersten Gleichung von den Logarithmen zu den
Zahlen iiber, so crhilt man unmittelbar die Gleichungen, durch
welehe der Salz des Art. 12 begriindet erseheint.

14.

Aus den Gleichungen, welche gelegentlich dieser Demonstration
erhatten worden sind, lassen sieh leichl noch einige weilere Eigen-
sehaften der Funetionen II nnd © ableiten.
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Dic beiden Endgleichungen des Art. 12 heissen, wenn man
- ) e : _
darin fiir 2 4- v* und — die angenommene Bezcichnung setzt:
"

1 P(m) :'”"'7: cosre—1
.2; log U, vy = log +- /; = = dx

e

. .
da L stnra
v nf oy (9 = oll—ne® i .
| arety O, = /; > %n ¢ . }
0

Setzt man hicrin m - 1 fiir m und zieht dann diese Gleichun-
een von den neu erhaltenen ab, so ergibt sich:

1 I l(m+1 ,r) m /;l X .
- Jog =1 - — (1 — cosrax). ¢
2 J l[(m, r) 4 n +b "w ( )

d.r 1
arelg Oguyr,vy — arelg Oy = /b e gin P .

v

Fithet man die Integration nach den Formeln des Arl. 2 aus,
so erfolgl:

o

dmL 1 7%
e (1 —cosr) e = ¥ loy (1 - )

m>
00
b dwx —— r
— T sin 1 = arcly — -
S "
0
Man erhile non dureh Substitution dieser Werthe die Glei-
chungen:
m= 4>
“(m,—{—i.r) i e : “(,,,,,-)

7+ mOgn, r)
(’.‘)(m,u )

m 7 O(m, r) '

Setzt wman dagegen in den heiden allgemeinen Gleichungen, von
welchen wir oben ausgegimgen sind, 1 —am fiir m und — o fiie »,
so ergibl sich, wenn man jene Gleichungen zu den ihnen entspre-
chenden neuen addirt und hemerkt, dass II eine gerade, © dagegen
cine ungerade Funetion von # ist:

Sitzb, d. mathem.-naturw, Cl. XX1. Bd. 11, Nit, 27
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1
3 10,(/ “(m, r) “(14 —~ My 1')

(e <]
Uiy Daa—m. e=mx | e(n—1)x  ecosra—1 |
= loy L ) +—/ . — T
n y

1—ec— a

oo
e(n—1)r — e—mr  sinra

arclq O, ry — arciq Ou_m, = ) e T du
Li
oder, da: ey et e i
- 5 0=" = g mn
so kann man diese Gleichungen nach cinigen Transformationen in
folgender Form schreiben:
1
TZ- l()!] -”(m,,r) ll(l—m, r)
o0
™ c@u=0)r  e—Q@u—De | cos2ra
— loy —_ —_— i —_ P ({2
N s mn Vel (G &
0
400
e@En—x — e—@n—=1)2  sin2rx
- e g o = ) LRSS @O,
arcty O,y — @rely Oa—n,n ) — B dw
0
]
Nun fand Poisson in dem ,,Mémoire sur la distribution de
I'éleetricité . . .« (Mém. de Plnslitut, Année 1811. 2¢ Partic) mittelst
Reihenentwickelung die Gleichung:
" y
et - g—ux i T ehr e—hm
f cstn b .de = — - s — < <1 E
/ er — ¢—v 2 bt 2cosam 4 el
Ich werde daraus, blos dureh Integration nach 4 und « andere
Formeln ableiten. Lisst man dabei jedesmal das Integral mit o anfan-
gen, so wird man ohne Miihe finden:
o0
e - g—wr | — eoghr 1 ehn 4 2¢osam + e—0n
de =, log
SIS Gst x 2 2 (1 +cosar)
o0 \
ewr —e—ux  sinlhx chn— § am
- do = arely ( - - (ang )
er— e—x T < el +1 2

"

s lassen sich also die beiden Integrale angeben, auf welche
wir oben gefiilnt worden sind. Setzt man nimlich
a=2m—1ud b=2r
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und gehit dann in der ersten Gleichung von den Logarithmen zu den
Zallen, in der zweiten dagegen von den Bogen zn den Tangenten
iilier, so gelangt man zu den folgenden Relationen:

(2”)2
n
e*rn—2 ¢0s 2 mw |- ¢

”(m,r) ”(l myry =

Om, 1y — O(1—m, r) 1—e2rm
= —— - coly mx
1+ (‘)(m, r) (‘)(i -y 1) 14 e*rn 1
welche so lange gelten, als 0 << m < 1 ist,
Wir fiigen hier noch die Gleichungen bei, welehe sich aus
Art. 12 als specielle Fille fin o = @, B = b = 1, & = m « ergeben.
Setzt man ansserdem naeh e an die Stelle von », so erhiillt man
jene beide Gleichungen in der folgenden Form:

“(m, r) l](m—}- : | r) “(m-}- ’: » r) see ” ("' i “.d l’: ")

Dy a—1 §
= ( ) . ol “(nm. ra)
n

| 2
(”'(:[!} (’-)(m; r) + (”'(:[!] (':)(m—}— o r) + ltr(‘l!/ (»-)(7,,,+ o :-) _'— S0
-+ wrelg © ( il X I, r) = arely Otne rq — ra log «
woraul wiv alsbald zuriieck kommen werden.
15.

Die Funelion 1 lasst sieh (e einige speciclle Werthe von
uither bestimmen. Selzt man in der ersten der soeben ervhaltenen

: 1 .
Gleichungen m = ,» s0 ergibt sich:
to) 9 te

1 D
G- ey
2 N e'T 4 g—rn

Ausserdem litsst sich leieht zeigen, dass jene Function fir alle
positiven gauzen Zahlenwerthe von m gefunden werden kaun. Setzt
man zu dem Knde zuniehst m = 1, so folgt:

1 1cu cosre  da
= log My 1y = / [ i j
9 o o, ]('-(] A i e —=4 X

Man kaun das letstere lntegral aus cinem andern ableiten,

welehes Poisson am oben angefiihrten Ovte fand, und wonach
27
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sin ax 1 eun . g—um 1;

. a— 7Z' —
et —1 2 enm —— ¢g—un a

Integrirt man diese Gleichung nach «, von o angefangen, so

ergibt sich:
00
{1 —cosaa dux §  een— p—or
. = =l ——— -
A G 1 4% 2 % an

Selzt man also ¢ = r, substituirl dann den Integralwer(l in dic
obige Formel und geht von den Logarithmen zu den Zahlen iler,
so findet man:

) 1 2rz
[ at= i

"2 er'm - g—TT
Dies vorausgeselzt wollen wir in der oben erhaltenen Gleichung:

me 4

My, ry = =

e

] (m, )

der Ordnung nach 1, 2, 3, .. .m—1 fir m sclzte und daun alle
entsprechenden Gleichungen mil cinander multipliciren.
Man erhilt daraus das folgende Resnltat:

Il(m,r)
1 ; . 2rm
e 2 2 2 R 2 pe—F Y2y . - -
- (r2412) (r24-22) ... (r* (m—1)?) S
(o R 2m — |
Setzl man dagegen =5 —» —» —s = o . . — fiir m, multipli-
S T T T 2 ’

eirl abermals die entstehenden Gleichungen i enander, so findet
man die weilere Beslimmung:

I I (m -+ %, r)
1 fy2 32 2in— 12 2
p2n | (' + (;) )(' 1 (,a) ) . (’" - ( 2 ) )Urn T e

Fiir m = o erhilt man ferner:

n*
”(0 = r‘~; ”(l,r)
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oder, wenun man den Werth von g, » einsetzt:

: 1 2n
Il (io57) =80 e v

r Tt —e—IT

Schliesslich wollen wir in der, Art. 14, fiir die I unetion
gefundenen Gleiching setzen:

m == 0,

so geht jene Gleichung iiber in die folgende:
e Dy o—1 —ec—I'n
II(.- ) II( ) II(_ ) II(__', ) (:) :r:; : z —.

By TR Mo o 1
Setzt man hierin @ = 2, so ergibt sich fir 1l (2-, r) der oben

gefundene Ausdruck wieder, wodnrel die Resultate verificirt siud.

16.

Dic Function I lisst sich ferner in ein unendliches Product
enlwickeln. Wenn man niimlich in der Gleichung:

e—mr  eosra—1

E [m] e lul/ ('") +/ - 1 = da

c- »1,‘
das rechter Hand stehende Integral unter der Form:

(osrt— 1

— L ) e ) —{(m4-1)v y—(m-4-2)r ... d”
. 5 g -+ ¢ -+ ¢ B 7

betrachtet, und beriicksichtiget, dass vermdge einer in Avt. 2 ent-
wickelten Formel :

b X — 2
/?BS"‘:E 1 B Uia ) LU v ; ll)q- (m +s) )

&

/ St 4 (m+8)?
so wird man, durch wiederholte Anwendung der letztern und wenn
man schliesslich vou den Logarithmen zu den Zahlen ibergeht, die

folgende, slets convergirende Davstellung durch ein unendliches
Produet erhalten:

e = e g A Je
(m,v) = H‘”") rd4m® R4 (,m /4 1)3 1‘2 i (m +2)
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Es ist indessen nicht schwer cine Reilienentwickelung
hierfiir anzugeben, wenn man vorher bemerkt hat, dass sich die
Function 11 in ganz anderer Weise als hisher vorausgesetzt wurde,
durch ein cinziges bestimmtes Integral darstellen lisst. Das Buler'sche
Integral erster Art hat dic Form:

/‘mla-..l lt F((l)l‘(/))
Yr = = - -
(1 + &)t Da+b) =

0
Man setze hierin t=ne
und a=m-4+rv¥—1 , b=m—rv_}
so wird man alsbald dic Gleiehung finden:

+oo i
cosra +V —1 sinrz ’ E Lautry/ =1y Ln—r¥/ —1)

2 oo (6=t +nei®)™ . a1V —1 L'm)

Belufs der Trennung des Reellen von dem Imaginiéiren bemerke
man des Weitern, dass mit Riicksicht auf die in Act. 12 cingefiihrten

Bezeichnungen:

+oo 00
® . rV 1)—1, o—t .
’ll+'l)V -y =f0(171+rV—1).':r—11¢: dv ‘__"/_\l( o ) e 1 (”’ |
i ]

nm-{-rV—-—l

oder also es ist: ] o
Ingry/—1) = (e+v V- i by =1
Poa—y=h = (v +v Vi 1) . n atr
woraus folgt:
ey =y Cn—y =y = 2™ (0 4 07) = 222 Jlgy .
Man hat daher die beiden folgenden Relationen:

~+o0
cos ra dx I (m,)
= 4 w"cos (rlogn) . -

00 (U e ar nc§<")2"‘ -I'(2m)

o0 '
sinrx dx 3 II¢,
f - o= — wtsin(rlogn) | F"” %
(e— 7T + H(lzm) I'ezm)

—00

durch welche also die beiden Integrale auf die Funetion IT zuriick-
gefithrt sind. — Riicksichtlich der erwithnten Reihenentwickelung
wollen wir uns nur mit dem erstern beschiifligen. Die Funetion unter
dem Integralzeichen ist eine gerade Function, man kann also auch
schreiben:




zur Lehre von den bestimmten Integralen. 42 i

oo
2 F(‘?m) cos v
n(m,r) F T - f A T : 2m da
nwteos (rlogn) o) (¢—% 4 ne: )

Da nun:
e eos ra

(n + é--;xr)?::il

1 =
= —mr 2m o -(m-1)x + Z’HI(Zm i*"l_)_ a—(m—}—-2)n: — .. Y eos ra
nem 1. 1.2.0%

so folgt, wenn man jedes Glied dieser Entwickelung nach der bekann-
teu Formel zwischen den Grenzen o und oo integrirt und dasLrgeb-
niss {ann in die vorhergchende Formel cinsetst, dic gedachte Reihe
in der Form:
gt 7=
21 (2m) m 2m m+1 2m(2m+1) m+2
nw3neos(riogn) r'~'+m‘§—_zn.rz+(m;1)'—~' 1.2.0°% r'°+(m{-—1)~_

Was die Giltigkeit dieser Reihe betrifit, so convergirt sie
offenbar so lange m nicht grosser und n nicht kleiner als die Einheit
ist. — Setzt man m = 1 und substituirt fir I,y den in Art. 15
gefundenen Werth, so erhiilt man noch die bemerkenswerthe Reihen-
sunimirung :

1 1 2 1 32 1 4%

+ .

n? ¥ 432 w3 R4t

n

412 n r420
nrr cos (v log n)

ern— g—rx

Man kann ilir eine andere Form geben, wenn man sie von der
Gleichung :

1 1 1 n
l - + 1k ke = —
n n* n? 1+n
abzieht. Es ergibt sich dann:

1 1 1 1 o 1 1 1 1 )
n o ri4q? n® Ry nd 3R W AR

1 1 rr cos (r log )

P {l+n  erm—e—n .

Setzt man behufs der Verifieation 2 = 1, so ergibt sich die
Buler'sche Reihe, welcher in Art. 5 Erwilinung geschah und welehe
also nur emnen speeicllen Fall der oben gefundenen davstellt.
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17.

Die Ausdriicke log g,y und aretg O, ry besilzen ferner die
Figenschaft, dass sic, nach m zwischen den Grenzen 0 und 1
integrirt, einen ganz dureh elementave Funetionen darstellbaren
Werth annehmen. Dies ist selbst dann noch der Fall, wenn man an
die Slelle von m den Ansdruck « - selzt und hei der Inlegration
nur 2 als verdnderlich betrachlet.

. . -
In der That hal man ans dein Frithern die Gleichung:
1 1
1 : :
5 Jog Ny de = —logn . [(a+a) da
i 5
1 o 1
1-—cosry dy
log Ugiyny dv 'ﬁ" i e o Il
l / g Pty . e
0 o
oder nach einigen Abkiirzungen :
1 oo
{ | —cosry
] A % b= =
S (u + 2) logn 4 [log I q.oy da ﬁ /= = dy. '
‘0 o Y
Der Werth des letztern Inlegrals ist in Art. 2 wnmiltelbar gege-
ben; fithel man denselben ein und multiplicivt die Gleiclimg durch-
gehends mit 2, so findet man:
=

1
//o!/ BNtayry dv = — (a1} logn

[

2 - g
1 a log (1 L Z“) — 21 arcly ; + 2 / log Tyay da.

0

Dic Werlhbestimmung des allein noch iibrig gebliebenen
Integrals rithel von Werrn Professor Raabe her und bildet den
Gegenstand zweier Abhandlungen desselben in 25, und 28. Band des
Journals von Crelle. Es seheint nicht ohne Inleresse, zu zeigen, wie
man durch eine elwas verschiedene Belrachtungsweise viel schneller
zum Resultate gelangen kann. Bezeichnen 4 nnd . zwei posilive ganze
Zahlen, so hat man zufolge des in Arct. 11 hegriindelen Ganss’schen
Theorems die Gleichung:
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il
\ = k| i \
< log 1 (“_‘_ ;) = (2 — P-“) log . + 2 == log 2 1 log V'(uey -

El e : ol
Multiplicirt man diese mit — und setzt:

[~
i i1
— m— e ’ =P -+ A Gt
s ) ® ®
folglich
1
= A .
123
so geht sie iiber in die folgende:
1
1
p

I 1 1 1
» A T (= ¢ ¥
2 log Uiy . A = (2 211‘) log 2m 4 . ([og Vpny—palog pL)

1l
: 2 log 1.

Lisst man nun po unendlich gross werden, so gehl Aw in da
und die Swnme linker Hand in ein Destimmtes Integral iiber, das
letzte Glied vechter Hand versehwindet und man hat:

1

d 1 log T alog
[log Pierzy dvw = & log 27 -+ [ el 2 i

y I Mp=oo .

Da nun, naeh friithcren Ergebnissen:

lo.o =1 - e—par
log Viumy :—./;wr g(p. a—1)e " — - L %

e
4

nnd

da :
log 1. -—=/ (e —er0)
o
©

so folgt:

log T(pn) — pa log . /:1.1: { i ) 1 e—v —e—pax
. = L e
" il w poA—e=

[

Je grisser der Werth von p ist, um so niher kommt jedes
Glied des Ansdruckes wnter dein Integralzeichen der Null und zwar
in cinem um so stirkern Grade, je mehr a- von Null verschieden ist.
Liisst man . olme Ende wachsen, so wird also die Snmme jener
Glieder, und folgliclt auch das Element des Integrals, nur fiir solche
schr kleine Werthe von @ einen von Null versehiedenen Werlh
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annchmen, fiiv welehe g2 nicht unendlich gross wird. — Mit Riick-

sicht auf diese Bemerkung evscheint es zweckmissig, e—* wo solches

in dem gedachten Ausdrucke vorkommt, in eine Reilie zu entwickeln,

von welcher alsdann, da nur verschwindend kleine Werthe von @ )
in Betracht kommen, aueh nur die heiden ersten Glieder zusammen,

niimlich 1 — @, von Einfluss scin werden. Hicrnach betrachte man

das obige Integral in der Form:

- o
dx 1 —e—pox I
—_§ pr= e 5 = LR
/-@ gm pe +H+ }’
setze @ fiir p.a und, wenn dies geschehen, ¢ = oo, so erhiilt man:
log Dua) — . log /J’m R p—
el g T e
Der Werth dieses Iutegrals lisst sich aus Art. 2 unmittelbar
entnchmen, und ist
= alog « — a.
Dies vorausgesetzt hat man also, wie Herr Raabe fand, die
Gleichung : »
' 1
/[og Ity do = 5 log 2n 4 a loy a« — «a
4]
und folglich, wenn man dieses Ergebniss in dic friihere Gleichung e
einsetzt:
1
ﬁog Weupmr) de
= loy 2n — (2 a -+ 1) log n 4~ alog (a* 4 %) — 20 — arety e
L «
Eine éhnliche Eigenschaft komint dem Ausdruek arelq O oqq,r)
711, wie mun gezeigt werden soll.
Aus der Tetzten Gleichung des Art. 14 folgt, wenn man v fiir m s

und p fiir @ setzt:
p—d
Xarcty O (,,+ = ,.) = — 1 plog i -+ arelq Oy,
1

o

il A .
oder, wenn man mit — multiplicirt und wieder
23
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3 1
i = s - =Aa
setzt: P P
1
=

iy arelg Ogap, ry) |

po arelg O, Aw = —rlog p + . ;

@

Liisst man p unendlich gross werden, so ergibt sich, ihulich,
wice im vorhin betrachteten Falle:
1

— rp log p + arelg Ocap, )
arcly @(,,,{.__,L., ) de = l ‘l )
(] :

o]

Da nun zufolge fritherer Formeln:

00
d I o sin rpa
» o) p Ly —_ s
arelq Oeap,r) = = TILC e
o

oL

(=<
ri. og - (o Pt gy et (i—ne)
* .] B = {—e—a i - ’

so hat man

.
= rw log .+ arely O ) f a {,.cp(n_nem),, e Si”."’“_'}'
® ), 1—e—x px

Liisst man nun auch hierin p ohne Ende wachsen, so ist auf der
Stelle klar, dass der Ausdruck unter dem Integralzeichen nur fiir
heliebig kleine Werthe von @ einen von Null versehicdenen Werth
erhiilt, und dass demnach bei der Bildnng des Integrals nur solche
schr kleine Werthe von a in Frage konmen kénnen, fir welche pa
nicht verschwindet.

Auf diese Bemerkung gestiitzt kann man die beiden Potenzen
¢~% und ¢® nach der gewdhnliclien Form entwickeln, wobei auch hier
nur die zwei crsten Entwickelungsglieder zu beachiten sind. Das
Iutegral geht dann iiber in:

o
dx : o sin rpr

f g {1.(‘,--11;).), — T . 2 + — _}
45 pa

0

und man hat folglich, wenn @ fir pa und hieraul p = co gesetzt
wird, die Gleichung:

[ —rp.logp + arelg O, ry) I _ /; - {’)-c n o Lo r’%
3 (L7700 .

® W )
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Der Werth dieses Integrals ist in Art. 2 gegeben, so dass man
das weitere Resultat erhilt:

a2

{
r a® 4 r? 7
/m*cl_(] Bata,ry dw = 2 log —— 4 a arclg — — r,
n* a

‘o
wodurell nun die im Eingange dieses Art. aofgestellte Behauptung
erwiesen ist.

18.

Wenn sich zwischen den Functionen IT und 0 riicksichtlich der
soeben und friiler in Avt. 12 begriindeten Eigenschaften eine gewisse
Analogie zeigt, so begegnet doch die Frage, ob @ auch Eigenschaf-
ten besitze, welche den fiir I in den Art. 14, 15 und 16 nachgewic-
senen als parailel zu betrachten wiiren, einigen Schwicrigkeiten,
worauf ich bei einer andern Gelegenlieif zuriickkommen werde.

Zwischen den Functionen I und 1' besteht zwar, wie wir
geselien, ein Zusammenhang, welchen das Iinaginiire vermittelt, aber
es ist gleichwohl die Function 1 wesentlich allgemeiner als jene I':
die erstere hiingt von zwei ganz getrennlen Coustanten, die lefz-
tere dagegen nur von einer einzigen ab, und beide filren nur in dem
besondern Falle, wenn » = o, vermige der Gleichung

D)2
ey = (-2

nm

auf cinander zuriick, withrend im Ul)rigen, wie in dieser Abhandlnng
gezeigt wordeu ist, die Funetion Il alle jene interessanten Eigen-
schiaften, nur in allgemeinerer Fassung, besitzt, dureh welehe die
specicllere Gammafunetion die Anfimerksamkeit der Mathematiker
anf sich gezogen hat.
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