
Winokler. Nouo Theorems mr Lehre von den bestimmten Integralen.     3<S<) 

Neue Tlieoreme zur Lehre von den bestimmten Integralen. 

Von Dr. Anton Wincklrr, 
Professor   Av.v  praktUchen   Geomatrie   uod   des   Situations- Zeiohne 

Lehranstalt  /.u Brunn. 
<ltM' k.   k.   teohnisohen 

(Vorgelegt von Herrn Prof. I' e t% v a I.) 

Die Thcorie der bestimmten Integrate, welchc seit Euler's 
beriihmten Arbeiten mil den interessantesten Resultaten bereichert 
worden 1st, wird wegen der Wichtigkeit derselben bei Unter- 
suehungen liber Gegenstande dec Physik, der Wahrscheinlichkeits- 
recbnung etc., — wegen ihrer eigcnthiimlichen Betrachtungsweise 
und als natiirliehc Weiterenlwiekelung der Thcorie- der Funetionen, 
fur den Malhcmatikcr stets ein ausgezeichnetes InterBase bebalten. 
Wean die Vermehrung der ohnehin sohon sebr zahlreichen Ein- 
zelheiten, welohen man auf diesem Gehicto begcgnot, ohne Zweifel 
fortan wi'mschcnswerth bleibt, so gilt dies in noch hoherem Grade 
von dem Streben nacb. Verallgemeinerung, wodurch oft eine Reihc 
isolirt stehender Resultate auf eine gemeinschaftliche Quelle zurttck- 
geftthrt werden and datm in sebr allgemeinen Theoremcn ihrcn 
gemeinsamen Ausdruck linden. Eines der sehbnsten Beispiele fur 
diesen Entwickelungsgaog bilden die Integrale, welehc man nach dem 
Vorschlage Legend re's die Euler'schen nennt, und welche neben 
der hervorragemlen Hollo, die sie in praktischen Untersucbungen 
spielen, sich in theoretischer Hinsicht (lurch sehr merkwiirdige, 
in stets grossercr Allgemeinhcit hccvortrctende Eigenschaften aus- 
zeichnen, darura auch der vorziiglieheu Sorgfalt werth erscheincn, 
womit sie unausgesctzt von fast alien neueren Geometern untersueht 
worden sind. Ungeachtel; dieser vielseil.igen Durchforschung bieton 
jene Euler'schen Integrale der Belrachtung immer wieder neuc 
Gesichlspunkte dar, welche weiter verfolgt, auch m neucn llesultaten 
und theilweise zu Satzen fiihren, welche an Allgemeinhcit die bisher 
bekannten tibertreffen. Um in dieser Hinsicht nur Eines hervor- 
zuheben, wurde das Euler'sche Integral zweiter Art (die sogenannte 
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Gammafunction) fur complete Werthe des Arguments l)is dahin ciner 
ausfflhrlichern Untersucbung tiicht unterzogen, obgleich die ent- 
spreclienden Integrale nieht selten auftreten und nieht minder 
interessante Eigenschaften als die den Gammafunctionen zukommen- 
den besitzen. 

Mit der IScgriindung von Ilesultaten bezeichneter Art wird sich 
die vorliegende Arbeit bcschaftigen, woboi cs niebt unterlassen 
werden soil, Resultate, welebe der Betracbiung zu Grunde gelegt 
werden oder gelegentlich aus neucn sich crgeben, und welche 
tnoines Wissens bereits bekannt sind, in jedcm einzelnen Falle 
als solche zu bezeichnen. 

Wenden vvir uns zur Sache. 

I. 

Wenn die beiden Ausdriicke 

ipc,0 und FQCV) — F{x,a) 

fi'ir einen zwischen den Grenzon a und |3 licgenden Worth von 
.r sich auf Null reduciren, ohne dass ihr Verhaltniss: 

F(x,b) — F(x,n) 

uncndlich gross wird, so stcllt das von x — a bis go tm ft sich 
erstroekende Integral dieses Ouotienten die allgcmeine Form einer 
zaldreiehen Classe bcstimmler Integrale dar, deren Werthe in 
manchcn Fallen durch vorhcrgehende Vorvvandlting in Doppel- 
iulegrale erbalten werden kimnen. Zwei solcher Transformationen, 
welche an sich bcrncrkenswerth zu scin scheinen, und zugleich 
einige spiiter zur Anwendung konunendc Resultate liefern, niiigen 
hier vorausgescbiekt werden. 

Es sei F(:l;,i) cine Function der beiden Veriinderlicben s, y, 
welche also in jedem einzelnen Falle aus F(.,-j,^ oder F(.r,,,) erbal- 
ten wird, wenn man y an die Stolle von b oder a setzt. Bildet 
man den partiellcn Diflferentialquotienten dieser Function in Bezug 
auf y, mulliplicirt ihn mit dcm Ausdruckc: 

dx dy 

¥•••) 
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uiul integrirt hierauf das Product nach a? und y, resp. zwischcn den 
Grenzen a, (3 und a, b, und zwar zuerst nach y und dann nach x, 
dann aber audi in der umgekehrten Ordnung, so erhalt man die 
Gleichung: 

C ilx (m v      \       Ci    f dF(v-y)       dx 

a a a 

Man sieht hieraus, dass wenn in irgend einem besondern Falle 
die Gleichung: 

dF(x,y) tp(.,:)      &F(x,y) 
dy ?G0 Ax 

besteht, oder, was dasselbe sagt, wenn F\pn,y) die niiher bestimmte 
Form 

v h*)   J ?(v); 

hat, das vorgelegte Integral sogleich durch ein anderes vermoge der 
Gleichung 

r\ r1' 
J ^ (F^~F^) -J-ffiM-*•) 

ersetzt werden kann, (lessen Werth fiir bosondero Werthe von a und 
|3 sich oft unmittelbar angeben iasst. 

Die gedachte Voraussetzung iindet z. 15. Statt, wenn 

!/>(#) =•# und Frx (*,») 
p e-i'!/ + q 

l'<"-'u | Qe^v+R 

woftir cp (»/) = 7/ erhalten wird. Setzt man ausserdem noch a = o, 
|3 = oo, so Iindet man 

(.'.I' 

a; 

)«''* +  (/ /> <'"•'• + (/ V + q    ** T J    x \ 1W>* + Qe>>x +11       Pe?o,.v + Qe„x + n\       P + Q+R 

1st ferncr ty (a?) =• a?, und F^y) — e •'•* also f (?/) = y, so ergibt 
sich fiir dieselben Werthe von « und {3 die bekannte Formel: 
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.(^[r^^r^^logl 

vorausgesetzt, dass a und ft positive Grbssen seien. 

2. 

AIIS der zuletzt gefundenen Gleichung [assen sicb einigeandere 
Pormeln ableiten, welche des spStern Gebrauches wegen bemerkt 
werden mogen. 

Man setze a -J- b V—I fur a und ax -f- ft, K—1 fur 6, und 
berflcksichtige die GleichutMj: 

6 V — i a2 + ft3 

fofl  =« _/0(/__ .-(-I/ — 1   arctg arctg - Ja1+l>i-r^i       2    y«t» + bl»rr \       * a ax) 

trenne auch unter dem Intcgralzeichcn das Reellevon dcm Imaginaren, 
so wird man (indcn, 

ax 
X 

v + v XX ( \ *•   7 a\ 
— I e~"x cos ft x — e~"'T cos b\OC\ = - log -j     a 

\—{c-"x sinbx—<!-"'':sint>ix) = arctg arctg —. 
0 

Setzt man in der erstern «, = a und ft, = o und integrirt 
dann zu beiden Seiten naeb a, von a bis oo, so (indet man uaeli 
Aiisl'iibrung der betrefl'enden, einfachen Integrationcn: 

f 1 — cos b 
_— due = — - loq  1 + —   + * arctg — 
xz 2     " v «"-' « 

Fiir « = o folgt hieraus, wenn man zugleich 2ft fur ft setzt: 
i 

f«in ft X \ 2 

/(f — I dx =  - b, 
X       J I 

wie indessen aucb aus der bekannten Formel: 

sin I) x 

fi 
dx = - 

x <S 

gefunden werden kann. 
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Setzt man dagegeu in der uraprttnglichen Formel ay fur a und 
integrirt dann beiderseits nach y zwisclieu don Gronzcn a und (3, 
so wird man alsbald erhalten: 

J    X 
(13—a) *-»* + 

e—.up-r ,— j>—fla.r' 

= 13 % (3 — a % a — (j3 — a) \\ + % -J 

odor, wenn man, urn abzukiirzen, x fur «a?,  sodann — =» A und 

zuletzt wieder a und i fur a und j3 setzt: 

.00 

/' 
(A — a)e-te + 

== b log b — a log a — (6—a) (1 + log Ji). 

Hieraus wiirden sich auf ahnlichem Wegc nocli beliebig viele 
neue Gleichungen, ohne dass die Integration schwierig wiirde, 
entwickeln lassen. 

Setzt man ferner in der urspriinglichen Gleicbung ausser ay 
fiir a auch noch by fur b und integrirt dann nach y zwischen den 
Grenzen a und |3, so crhiilt man: 

0—a$x g—Imx — g—6(te 

==  (I3 — «) % ~ • 
dx 

xz 

0 

Schliesslieh wollen wir aus den beiden Gleichungen, welche obcn 
durcb Substitution dcs Imaginaren erhalten worden sind, zwei andere 
dadurch ableiten, dass in der erstern by fiir b und b±y fur bt, in der 
zweiten dagegen by fur b, ay fiir a und 0 fur 6j gesetzt und dann 
jedesmal nach y zwischen don Grenzen 0 und 1 integrirt werde. Die 
Ergebnisse sind: 

— ] bx c~ax sin b x — b e~tt<x sin bt x > 

77  (1 ,     fflia + ''ia       a\ ft,        a ft) 
(2    •'   aJ + ft3 A, ,y a, 6 " a) 

/oo 

(fa ( ) ft 
— Jj •— e~"r (a sire 6a? -f- b cos bx)> = (a8 + ^2) «^(/ - 

Digitised by the Harvard University, Download from The BHL http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



3 94 Wiuckler. Nouo Theoreme 

Dividirt man die crstere dieser Gleichungcn durch 0  und setzt 
o, so erhftlt man weiter noch: 

f->* sinb.x 
) • i log 

3. 

 f- «i arctg (>i 

Eine zweite, theilweise der vorigen ahnliche Transformation 
beruht auf der folgcnden einfachen Beraerkung. Bezeichnet allgemein 
0 (x, y, z, . .) cine homogene Function des u'e" Grades von den m 
Verandcrlichen x, y, z . . ., so hat man uach dem Theorem von 
Euler die Gleichung: 

dO   ,       dO d() 

dx dy d% 
= nQ. 

Bezeichnet nun ferner F^ irgend eine Function von 0, so Ifisst 
sicli audi fiir diose eine, so vie! mir bekannt, noch nicht bemerkte, 
fast eben so cinfache Relation aufstellen. 

Multiplicirt man niimlich die angeftthrte Gleichung mit 

beachtet, dass: 
d,F    dO       d.xF(&) 

d¥ 

d'i 
und 

.V 
dO    dx dx 

F (8) 

und dass alle iibrigen Glieder sich in gleichcr Wcise umgestalten 
lassen, so lindot man: 

d.xh\\-))       d  y F(H-)        d,»F(@-) -|_  .  —j_ , ~j- . . . = n (_ 
dx dy 

= n, 

d% 
d.f) I'O)) 

~dT~ 

dF(U) 

dO 
+ m F{ (6) 

-f- (m, — u) l<\[)). 

Diese Gleichung ist wohl der allgerneinste Ausdruck der 
charakteristischen Relation homogener Functionen. Es ergibt sich 
zugleich daraus, dass fur n =• m, d. h. fiir den Fall dass der Grad 
der Function 0 der Anzahl   der Veranilerlichcn   glcichkommt,  die 

rechte Seite der Gleichung sich auf m . -———• also  wie  die   linke 

Iediglich auf Differentialquotienten reducirt. 

Ilier soil bios von dem Falle m — 2 des Wcitern die Hede sein. 
Multiplicirt man die entsprechende DifFerentialgleichung mit dem 
Ausdruckc 
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i 

dx dy 

und integrirt sie dann nach x nnd y resp. zwischen den Grenzen 
a. |3 und a, b, so ergibt sich, bei gleichzeitiger Umkehrung der 
tntegrationsfolge die sehr allgemeine Gleichung: 

/    dx c _        \        i   ,     l   &x     rf.^ffoi 
7   ^(^0^))- «%-«))) +7 <V ^ • "   ,., 
a v   J a a 

a (l 

wovon die folgenden bcsonderen Ffille hervorgehoben zu werden 
verdienen. 

Fttr ip(.r) = 1 ergibt sich nnmittelbar: 

fd»fd9{n9*-g+iFm) 
a a 

r? r" =Jdx [l> %,-/<)) — « FQ (.,;,„))) -\-Jdy ([3 F(8 $,„)) — a %«,y)))- 
a « 

Daraus folgt der bcmcrkcnswerthc Satz, dass man zur Reduction 
des doppelten Integrals linker Hand, wonn nur 6 eine homogene 
Function u"" Grades von a? und y ist, keinorlei Integration zu ver- 
richten nbthig hat, wie sonst ify) von 0 abhangen rniige. 

Ist fn-y als die Function gegeben, welehe der doppelten Inte- 
gration nach x und y unterzogen werden soil, so muss man, mu die 
obige Forme] anzuwenden, erst F(e) als Integral dcr linearen 
Differentialgleichunc 

ei'iintteln. 
Setzt man dagegen voraus, es sei F(6) = 0 gegeben. so folgt: 

r[i r" J axJOtyfidy 
a a 

i ( r9 r" 
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Diese Resultate drtlcken zuglcich neue Eigenschaften der homo- 
genen Functionen BUS 

4. 

Rflcksichtlich dor Anwcndung auf bestimmte Integrate von der 
Art. 1 bczeiclmelcn Art, bcmerke man, dass aus dcin Obigen die 
Gleiebung folgt: 

4; -rf0' 3 }*&>+ (•*-• •*;)-* 
Um einen bcsondern Fall ZU eriirtern, sci hierin: 

und 
a = o , |3 = oo. 

Dann erbalt man 

dx , AF(xj)\ 

xy dx = 

~(bF(bx) -aF(a*)) -JdyJ — (F(*y) + *y j22). 

Fiibrt man ffir x cine neue Vcrandcrliebe / ein, bestimmt dureb 
die Gleiehungcn: 

dt 

V 
so fin dot man 

o   * ' o        * 

Diese Gleiebung stellt einen der besonderen Falle dar, wclche 
der in Art. 1 bezeichneten Classe von bestimrnten Integralen eigcu- 
thflmlich sind, bei denen es, im AUgemeincn, unsichcr scbeint, ein 
[ntegral von der Form dcs linker Hand stehenden in seine zwei 
Bestandtheile zu zerlegen und nacb Transformation jedes einzelnen, 
dieselben wieder in ein Integral zu yereiuigen. Man wtirde ein von 
dom obigen ganz verscbiedenes Resultat erbaltcn, wollte man im 
erstcn Thcil Ox und im zweiten ax durch die neue Vcrandcrliebe 
/ ersetzen. 
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Die oben erhaltene Gleichung liisst sich unter gowissen Voraus- 
setzungen nocli niiher ausfiihren. Das Integral kann offenbar nur 
dann einen endlichen Werth erhalten, wenn F(f) fttr t — <x> ver- 
scliwindet. Dies vorausgesetzt und angeuoniinen, es sei fiir I• = n 
der Werth von 

tF(e) = 7'0, 

ersetze man d. tF(t) durch d.(tF(ty — T0) und bemerke, dass durch 
particlle Integration sich crgibt: 

so hat man, wenn dcr erste Theil dcr rcchtcn Seile verscliwindet, 
die Gleichung: 

J—(bFm - aF(«o) - (h - a) J-± (tffo - T.). 
(I     x v o 

woraus hervorgebt,  dass unter den gemachten Annahmcn das vor- 
gelcgto Integral nur von der DilTerenz (b — re) abhungt. 

Um nocb mehr auf Einzclheitcn einzugehen, nebme man an, es sei 
e> 

F(0 - e-37—[• 

Dieser Ausdruck verscliwindet in der That, wenn t unendlicb 
gross wird, und der Worth, wclchcm sich das Product tF(fj fur 
t = o werdend niihert, ist offenbar: 

Man bat also die Gleichung: 

/•_ f    6eiJ «eg'r    \ (It r      e> tx 
^   a,  Ve«*« — 1 "" «»«x_iJ =" t6 *~ aJ ./ 7" I e%t_ i £~J ' 

Die Ermittelung dieses letztern Integrals hat nun keine Scbwie- 
rig'keit, und es ist sugar leicbt auf vcrschiedene Arlen dazu zu 
gclangen. — Oil'enbar besteht die identisehe Gleichung: 

^ ~ h = -1 (^ ~ **) + fcri - 7 + i ei 
Ke»< — i       %t ^ 2        J 

. 
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Mulliplicirt man diesclbe mit — und integrirt sie dann von o 

bis oo, so werden die Integrale dcs zweiten und dritten Gliedos nicht 
nur endliche Werthe haben, sondern auch genau einander gleich 
sein.   Voin lotztern   Qberzeugt man  sieh sogleich,  wenn man im 

i 
dritten Gliede die Integrationsveranderliche / (lurch -1 ersetzt. Urn h 2 

zu sehen, dass jcdes Integral endlich ist, gentlgt es, die Function 
unter dem Integralzeichen fiir t = o zu bestimmen, wofiir man fac- 
tiseh (milieu endiichen Werth erhaUt. Es bleibt somit auf der rechten 
Seite nur allein das erste Glied stehen, dessen Werth nach Art. 1 

1 
= — - log 2 ist und man hat das Verlangte: 

J t \(>M — l      %t) a    •' 

Wegen der besondern Wichtigkeit dieses Ergebnisses scheint 
cs angemessen, dasselbe auf eine zweite,* voilig verschiedene Art zu 
entwickcln.   In der Gleichung: 

dt 
ir i 2 k /c2 + t3 

seize man fiir k successive allc ganzen Zahlen \, 2, 3, . . . und ver- 
sehe die Glieder der entsteheoden Reihe, wclche einera geraden 
Werthe von k enrtsprechen, mit dem negativen Vorzeichen, so wird 
man crhaltcn: 

'dt i3 + t*    aa +1* ' 3" + <* He 2^3 

I 

+ -)• 
Da nun die lieihc unter den Integralzeichen  (s. Euler, Intro- 

ductio in analys. inlinit. Cap. X) den Ausdruck 

U± *—) 
und die Reihe rcchtcr Hand log 2 zur Summe hat, so folgl 

/*(-* i]—i'h»j. 
•I   t   V« —1        'IKI) 2     •' 

Sctzt man nun t fiir nt, so gehl, diese Gleichung genau in die 
oben gefundenc iiher. 
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Das Resultat dieser Redlining ist also die Formel: 

dx / 

x  V 

399 

{;/'.!' ,'     /•*.(' 

_? )-i(a_ b)log2. 

6. 

Setzt man in der allgemeinen Formel des Art. 4 
v 

und fiihrt fiir a? eino neuc Voraiiderliclie t ein, bestimmt durch die 
Gleichungen: 

xt == « . rf# =a ^ » 

so crfolfft: 

J:><o-^=f:i .dt. 

Setzt man auf dor linken Seite - fiir x nnd fiihrt man auf der 
X 

rechten die beiden Integrationen aus,   so erhiilt man die weitere 
Gleichung: 

•"•no 

Jdx{l»Fv,,.y-aFia^) = [tFV)\•. % -• 

Audi auf dieso Gleichung ist, hinsichtlich der Zerlegung und 
Transformation der einzelnen Tlicile des Integrals linker Hand die 
im Artikel 4 gemachte Remerkung zu hcziehen. Der Irrtlium, wel- 
chcr eintreten kbnnte, ist liier wolil unzweifelhaft; denn man 
erhielte, indein a? fiir bx und dann fur ax gesetzt wiirde, fiir das 
Integral auf der linken Seite irnnier Null, was, wie man sieht, wolil 
in einzelnen Fallen, im Allgemeinen aher nicht riehtig ist. 

Urn dies in concreto zu zeigen, nehme man an, es sei 

F(_q = - /o</ (p + qe-<), 

so ist 

[^»r--Mi+J) 
und man hat unmittelbar das Resultat; 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XXI. lid. n. Hft. 2(5 
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— Ion '-U. = loo     . log (1 + 1). 
x      J p + qe—a* J  b        •' \ pJ 

Urn einige weitere Anwendungen zu machen, setzen wir: 

*te-7(' + f) 
und erhalten: 

und 

/•oo 

Setzt man sofort fiir JF• die Ausdrucke: 

ill 

t      (k + t)" t J 

aretgt e—ne* 

t       i—er-M i—e-t 

so wird man leicht zu den folgenden Integralbestiramungen gelangen: 

jdxl       1 111ft 

f    x \(k + bx)n       (k + ax)")      k"   J a 

dx ( . \       K        b 
— \ardg cx — arctq c   \ = — log -• 

dx ( arctgbx arctgax )        SK        i\ b 

x   \i — e—bkx        i — e—•*•)        V2        k)    •' a 

/Hi '<to J- ; \ = e-" /ofl -. 
(1—e—4*       1—e—"A •'  b 

Die Werthe, welche tF^ fiir f = » und t — °o annimmt, 
lessen sich indessen nicht immer so leicht angeben, wio in den eben 
betrachteten Fallen.   Als Beispiel hierfur kann der Ausdruck 

r(*+r0 
(t+my+v- 
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dienen. Wir werden einige Fiille dieser Art naher erortern. Die- 
selben beziehen sich auf die sogenannteGammafunction, mit welcher 
sich das Folgende wciter bescliiiftigen wird. 

Setzt man in dcr fruher erhaltcnen Gleichung: 

wclclie nur gilt, so lange p und q positiv sind: 

setztmanvoraiis, dass f(i) und if/(f) fur alio zwischeno undooliegenden 
Werthe von t positiv bleiben, multiplicirt man ferner die obige Glei- 
chung mit f(t)dt und integrirt sie zu beiden Seiten inncrbalb der 
Grenzen o und oo, so crgibt sieli die Gleichung: 

Bezeichnen nun a, b, a, (3 positive Griissen der Art, dass 
a : a. = b : j3 

und zugleich jedes dieser Verhiiltnisse grosser als die Einheit ist, 
so kann man, den obigen liedingungen entsprechend, sctzen: 

y (t) = at •— a. log t   ,   fy (t) — bt —ftlogt 

und wcnn man     =     mit k bezeicb.net, so ergiht sich 

?(*) 1 
* (0     ft • 

Fiigt man diescn Annahmen noch die weitere bei, dass 
f(t)= tv-'e-mt, 

so geht die obige Gleichung iiher in die folgende 

/dx     / 

7> fit hax+V^-l e~(«"+»)'   — /P.r+H--1 g—(6*+>»)< 

Da nun: 

= logk. Jfi tv-le-"udt. 

—1 0—nt 

so ergiht sich, wenn man zu beiden Seiten die Integration in liezug 
auf t ausfuhrt, die Gleichung: 

26* 
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/ 
/,()(/ It. 

Lasst man a und (3 in der Art ohne Ende abnehmen, dass 
bcstiindig |3 = a k bleibt, so erbalt man ein in Art. 6 gefundencs 
Resultat wieder. 

IJezeicbnen noehmals «, b, a, |3 positive Grossen, welche der 
Proportion a:a =6:j3 Geniigc tbun und setzt man jetzt: 

f (t) = (a + a) log (1 -f- ri) — a. log I, 
* (0 - (b + |3) % (1 -)- ri) - |3 % * 

/•(A   = *  

wobei r, m, (JL positive Constanten vorstellen rnogen, so erhalt man 
unter diesen Voraussetzungen: 

?(t) __ « + « 
*(0 = 

und 
6+ /3 

(OX-\-\L—i tflx+^-1 

(1 + r<)(«+a>'+"M-|*        (i + rO(''+P)*+"»+^ 

" a+aj   I (l+rt)•+li 

oder also, wenn man zu beiden Seiten die Integration in Bezug auf t 
ausfiihrt: 

A d.rl 

7f r((a+o)*+m+(i) r((4+p)a.+m+Ii) 

/«« . 
r(ffl 4. [x) •   a-fee 

Wie man sieht, ist der Worth des Integrals von der positiven 
Grosse r unabhiingig. Setzt man r = 1   und lasst man a. und /3 so 

versehwinden, dass bcstiindig /3  =      a.  bleibt,   so  kann   man   die 
a 

Gleichung durcbgehends mil; Tp) dividiren  und dann  der   Ktlrze 
wegen n fin- m + [x setzen. Man crliiill, dabei die Gleichrong: 

rf:rO'(,<*+»/) r(*j4m)l r(m) 

r   (r(n.r + «) I'I (j)X -f-»)) rw 
/«</ — 
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Es ist klar, dass auf einem Wegc, wolcher dem bisher einge- 
schlagenen analog ist, noch viele andere, inehr oder wenigcr 
allgemeine Formeln erhalten werdcn konnen. Man konnte z. B. die 
von selbst einleuchtende Gleichung zu Grunde legen: 

Jx^dxjfit) . e~^W dt = VMJ-^m dt, 

wofiir wir als specielle Anvvendung nur den Fall bemerklieh maehen 
wollen, in welcbem 

Man erhiilt, unter der Voraussetzung, dass k eine positive 
Grosse sei, die Reductionsformel: 

J l-k.v\ 
a) — ea(l—kx)l fl. (X = 

km  J 
-'" e* dt 

u. s. w. 

Theorem. Bezeichnen a, b, k positive Grossen  und 
a, (3 zwei positive ganze Zahlcn, welche der Proportion: 

a: a =• b : $ 

Gcniige   leisten  und  setzl   man   wie  iiblich: 

r T(je) =   /a?fr_1 er-* dx , 
0 

so findct  in  vo Her AI Igeine inheit die Gleichung Statt: 

T( lc\r(k+l'\ y(k+v'\      n/*+0-1)6'\ 

-(2*) 

i « , , «P-(«+fO 

0" 
Urn diese Gleichung ausschliesslich aus Griinden der Integral- 

rcchnung und zwar ohne Bcniitzung von Relhen heizuleiten, mache 
ich von der bekannten Formel Gebrauch, (lurch welche der Loga- 
rilhinus der Gainmafunction in Form eines bestimmten Integrals 
dargestellt wird. Man erhiilt eine solche Form, wenn man in der 
Gleichung 
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die Substitution: 

dk 

log so 

-f" ,/.:      I   .,     •'• e—X   ^g  ^    ^   l; 

-/r(--'-H 
machl und die Integrationgfolge umkehrt, wobei dann Vik) als genaein- 
scbaftlielier Factor heraustritt, so dass man schliesslich lindet: 

d log r (k) 

dk 
11 -/> (i+Oft ) 

Integrirt man  nun  diese  Gleichung nach k,  indem man von dcm 
Anfangswerthe k = 
ergibt sich alsbald: 

1  ausgeht und beachtet, dass ]\t) = 1 ist, so 

1(H) \\k) •r- (*-!>-' + I 

(1+0" log (t +1)      (1 (0 log (1 + 0 

Diese fiir das Folgende nicbt ganz gceigncte Form Hesse sicb 
unmittelbar vereinfaebcn, wenn man sich erlauben wiirde, das Inte- 
gral zu zerlegen und don auf die beiden Ictztcn Glieder sich beziehen- 
den Bestandtlieil dadurch zu transformircn, dass man t fiir log (1+/) 
setzte, und nachhcr die Tntcgrale wictler in em einzigcs vereinigte. 
Da aber geget) die Zuliissigkeit dieses Verfabrcns Bedenken in 
Scbriftcn erhoben worden sind, und zwar aus Rueksicbten, deren in 
Art. 4 und G bereits Erwahnung geschah, so wollen wir die gedachte 
Transformation auf anderm Wege zu bewirken suchen, weleher wobl 
vollkominen strenge ist. Setzt man k + 1 fur k und zieht dann die 
obige Gleichung von der hieraus entstandenen ab, indem man auf die 
Formel 

F(4+i) = kV^k) 

Rijcksicht nimmt, so ergibt sich: 

log k 

und fiir k = 1: 
0 

\t 

(1+0*+'%(i+O 

(i+t)Hog(l+t) 
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Multiplicirt man die leMere Glciehung mit k — 1 und zieht sie 
dann von der friihcrn fiir log V^) ab, so findel man: 

log \\k) 
dt 

(;l,oi)({ 

Uk-i)t '   +^ tlogy+t) ((i+Oa      i+t.   '   (1 + 0* 

Transformirt man schliesslich dieses Integral, indem man 
dt dx 

1 t        1— e—» 
setzt, so gelangt man bald zu der Gleichung 

% 'V) — 1* — t 
1 —e-C*-1)^ 

^fcr. 
1 — e—v 

welcho nun die oben gedachte Form besitzt. 

9. 

Dieses vorausgesetzt wollen wir nun, der Ordnung nach, einmal: 
k   k + b     k + U k + (a-~-\)l, 

und dann 
% a a 

It 1; ! « k+2a 

b b '     b 
ft + (/3-i)a 

fiir lc setzen und der Ktlrze wegen 

4_r(±)r(^r(^)..Tp*^) 

bezeiehnen. 
Die lotzteFormel des vorigen Artikel Iicfert dann wenii man die 

jcder Reihe von Wcrlhen der Griisse k entsprechenden Gleichungon 
addirt, so wie aueh die zum Vorschein kommendcn aritlimctischen 
und geometrischen Reihen suramirt, die beiden folgenden Glei- 
chungen: 

log A J    x    (« :* + 

+ 

eel :«- i) 6 
2 a 

e -G — l~)x 

i-e 

a — 

1— e 

\ — e 

l — e-x 
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log *-/#! ft+^i^ 1 — e—« 

p.i' 

-j .  •—| dx 
l-e 1-e 

Set/t man in der ersten dieser Gleicluingen ax und in der 
letztern ox ffir a?, so wird man nach einigcn nahe liegenden Umge- 
staltungen linden: 

7-.°° 
dx (« r aft — fa + h)\ 

T fc (* + —1—J e""M 

+ 

2 ' ea*—i 

(1 — e—«*) (1 —e-J*) 

%,.yaj{(i+te=fi±2), |3 .,—bx   , J3 
2 " e»»—1 

(1—e—|5a.r) c—i.r 

(1 — C—"^) (1—e—6* 

Zieht man nun diese beiden Gleichungen von einander ab nnd 
bcriicksichtigt, dass vermoge der in Art. 8 vorausgesetzten Pro- 
portion: a: a = b: B 

die Gleichungen:        £ = -     :     Ba — ub 
o        a ' 

statffinden, und dass also die beiden letzten Glicder der zwei Inte- 
grale sich gegenseitig aufheben, so findet man unrnitteibar die fol- 
gende Gleichung: 

,     A        a (,    ,   ah - (a + b)\   (dx r ,  \ 

Oder,  wenn man  das  ersterc Integral   nach   der   entsprechenden 
Formcl des Art. 1 effectuirt: 
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Das Ietztere Integral, auf dessen niihere Bostimmung nun Alios 
zuriickgefuhrt ist, lflsst sich mit Ililfe einiger schon frtther abgelei- 
teten Formeln linden, womit wir uns nun besohafligen werden. 

10. 

Von den verscbiedencn Wcgen, welcbe sich zur Ermittelung 
jones Integrals bezeiehnen lassen, scblagen wir den folgenden ein, 
der, wenn auch nicht am nflchsten liegend, doch am kiirzesten zum 
Ziele fiilirt. 

Man setze in der am Schlusse des Art. 8 fiir log Ym angcfiihr- 

ten Formcl k = - und bcrucksiehtige, (lass, wie bekannt, F(x) = Yn 

ist, so wird man linden: 

Ix ( I + 2 " ex—i ex— 1 

und, wenn man bierin einmal ax und dann bx fiir x setzt: 

eax—1 
0 

I , I dx \       1 1       ,     s / 
- loq K = / — I e~hx )• 

Multiplicirt man nun die erste diescr Gleiehungen mit a und 
die zweite mit |3 und zieht dann beide von einander ab, so erfolgt: 

0 \ ' 

(dx ( a e.' +    — |3e2 ' <'•>• 

x    e«*—1 ebx —, 1 

Das erstere Integral ist genatl das zu bestimmende; eliminiren 
wir es aus dieser und der Selilussgleicbung des vorigen Artikels, so 
ergibt sich: 
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A        a  / 
log g + B (k + 

Kb — (a |  b) 
)iog-h • •   (a — fi) log K 

ft 

•A 
Ux 

dx \ fie' 

I eix—1 eax — I 

Was endlich das letztere Integral betrifft, so kann man sich 
leicht uberzeugon, dass es nnr dann einen cndlichen Werlh hat, 
wenn die Griisscn a, b, a, ft in der hisher vorausgesctzten Proportion 
zu cinander stehen. Urn aher diescn Werth sclhst zu crlangen, setze 

man /3 = -b, und zngleich auch 2 a? fur x, so nimmt jenes Integral 

die Form an: 

a   tdx i   beM ae"x    | 

a J ~~x  \e^x _ 1       «««.•*_ 1) ' 

in welchcrwir cs, Art. !5, botrachtet und volfstandig bcstimmt hahen. 
Dem dortigcn Ergebnisse zufolge erhalten wir: 

1 a 1 
(« — b) log 2 oder • (a—p) log 2. 

2 a 

Unsere Gleichung ist nun von Integralen giinzlich hefreit unci 
heisst: 

A       a f a.b—(a4-b)\        a       1 , ... i  , 

oder, wenn man fur A und H die friihoren Ausdriicke wieder einsetzt: 

V(-\ TCt+i\ r(lc+2/'\ p/r*+(«-i)i\ 

log 

iB'tt")^) n^^) 
\(«-P)bg*«+ [-J + 

aft —(a.  |  (3) 

) l°9  'a 2v ' y "* "        '    V«"   ' 2 

Geht man von den Logarithmcn zu den Zahlen fiber, so crgibt 
sich, wie man sieht, die in Art. 8 aufgestellte Gleichung, womit 
also der Satz hcgriindet ist. 

11. 

Die Beziehung, welche soebcn nachgewiesen wurde, seheint 
der allgemeinste Ausdruck des sogenanntcn Multiplications-Theorems 
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zu sein, welches (sine dor sehijnsten Eigenschaften der Euler'schen 
Integrale zweiter Art darstellt. In dor That lessen sich alio bis- 
lior bekannten Formen desselben als specielle Eiille aus unseror 
Gleichung ableiten. 

Wirwollcn zunfichst oc=aund [3= b solzcn; dann lindetsich: 

ab—ia+b) 

Specialisiren wir nocli weiter und setzen b = 1, snwle auch 
dor Kflrze wegen ka flir /c, so erhalt man bieraus: 

iV) r(*+1) r(»+i).... r(*, -~) - pio^T a*"*, rw 

DieseletztereGleichungistbekanntund wurde zuerstvon Gauss 
in den Comment. Gutting, recent, torn 11. a. 1812 durcb Betrach- 
tung unendlicher Producte gefunden. Viol friiher ward bekarmllich 
von Eulor das nocli speciellere Tlieorom entdeckt, welches man 
erhalt, wenn in dein Gauss'schcn k — o gesetzt wird. Urn dasselbe 
auf kurzem Wege ebenfalls herzustellen, denke man sich die letztere 
Gleichung zuerst mit k multiplicirt und bemerke, dass beziehungs- 
weise auf dor linkon und rechten Seite dorsclbcn die Ausdriicke 

k\\icy = r(1+;41  ; kV(„ic) = --l\i+/c«) 

I l 
fiir k = o resp. in IVn = 1 und - rVn= -iibergeben, so dass man hat: 

a       '      a 

wmm- -w a-(«-o 

welches die Euler'sche Gleichung ist. 
Schliesslich mbgen nocli cinige besonderoFalle der allgemcincn 

Gleichung crwahnt werden. 
Setzt man in derselben k — o und beriicksichtigt, dass der 

Ausdruck 

it:) 
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fur k = o sich dor Grenze •- anschliesst, so findet man weitcr die 
b 

Glcichung: 

r(,"jr'("-)r(-y '"(<»-')T) 
welche auch noch stattfindet, wenn man a = a, B — b setzt. 

12. 

Theorem. Bezeiehnon a, 6, /e, w/, ra positive Gross en 
und a, B zwei positive ganze Z a hi en, welche der Pro- 
portion: 

a: a. •• b j J3 
G c n ii g e I e i s t e n, und s c t z t man 

M = J^nx—ne    cog rx    (fx     .      y __   I emx—ne    g{n rx % fa > 

—oo —ao 

s o d a n n: 
v 

M2 _J_ v% _, II(m,r)      ;      - "• ©(m,r) , 

.so   linden  die  heiden  folgen den Gleichu ngen  Statt: 

\ a    a /      \ 0       ft /     V     <i a,) V        a ' « J 

anrfo 0 f-,   ) -f «»'<;/« ® f *—-, ') 4- arctq(B) {-   - ,   1 + . . . 
VJ   a / V    a        a / v    a        a / 

/A:-|-(a—lift    r\ a 

arctg 0 (-, -) + anty e [—, -) + «rcty 0 (_ , _] + . . . 

i        ,  „ /-* + (i3—l)a   r\       j3 
+ «rr% 0 (    — ' ij + I r % <>• 

Wir werden imFolgenden auch diese heiden neuon Gloichungen 
nur aus Griindcn der Integralrechnung und ohne Einmischung des 
Imaginaren herzuleiten suchen. 

Digitised by the Harvard University, Download from The BHL http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



zurLehre von don bestirainten Integrals!). 411 

Man gelangt hicrzu am leieliteston durch Bctrachtung der 
Relationen, in welclien die auf r bezogenen Differentialquotienten 
der Integrale u und v zu einander stehen.   Es ist namlich: 

du 

dr 
,ema~n" . sin rx . dx 

dv 

dr 

Da nun: 

so folgt: 

X 

du 

dr 

dv 

dr 

f 
 00 

^+)x.« 
* 00 

/»» 

cos rx . dx 

-» oo p -t-oo 

=    J J. |_ j,e-«» _|_ /e«>a- .»(i+»)«* sin rx dx 
0    J     \ —oo 

/too /•» -f~oo 

=     \ — \-\- iter** ~ /6>""-""0+!Ou'° cos rxdxl 

und wenn man fur x cine neue Veriiuderliche z, beslimmt durch die 
Gleichung 

(1 + y) e" — e"    ,    x == » — % (1 + y) 
einfuhrt, zugleich auch bemerkt, dass alsdann: 

-fop 

e"»-"(*+»)«   . am ra? do? — 
e cos (r /or/ (1 -j- »/)) — u sin (r log (1 + y» 

(1 + ;,)>"• 

-OO 

.r-«f i+„is" J       
u cos (r iuff i1 + yd + ° *»' (r l°a (1 + ?/)) 

(i + «,)» 

so erhalt man durch Substitution dieser Ausdrucke: 

v cos (r '«# (1 + »/)) — ?* sin (rlog (t + y)) du 
dr 

'_      fay ( — ]— »«-»»-f 
(1 i -j,)». 

dv 
dr 

pm 
lay ( u cos (r log (1 + ?/)) + v sin (r log (1 + »/)) 

(i + y)" 

Mulliplicirt man die erste dieser Gleicliungen mit M, die zweite 
mit V und addirt dann beide; multiplicirl man liierauf die erste rait v, 
die zweite mit u und zieht dann beide von einander ab, so ergibt sicli 
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du 

dr 
,.dv jdy    »in (r log (i-\y)) 

dr JJ  y fl + vV" I v        (!+.'/)" 

dv du jdy { cos (r log (14»)) 

dr dr JJ0   y   \ (1 + y) 

Oder, wcnn man der Kurzc halber e" fiir 1 -f- y setzt: 

rf. /09 (u2 4 ?ja) 

dr 

d. arctg 

/c—mx 
 tin rx . dx 

arctg r°° 
u ,     I     dx      (        „ 

-7- - — + I-, • «"-"• —<S cos rx 

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich zwei anderc ableiten. 

Integrirt man niimlich nach r, von 0 bis r, und bcmerkl; dass fur r=o. 

cmx-n,°  (ix =   /jjOT-1  g-lW fix «-=— 

und 

» = 0 

ist, so firidet man urimitlelbar die Gleichungen: 

/ °° 

log («» + r«) =- 2 %   'J + 2 /j—^ • —^— <te 
Mm 

e        /    die      ( 

u     J0 1—e—* ( 
arctg 

welche an sich bemcrkenswerth crscheinen. 

SMI ra 

13. 

In diesen beiden Gleichungen wollcn wir nun der Ordnung nach 

einmal 

k     k + h     k + 26 k 4 («—\ )b 

a  '      a a a 

und dann: 

k + a     /« + 2a 

fiir m,    — fiir r 
a 

k 4 (j3-l)a r 
— lur m,    — fur r 

/1 A 

Digitised by the Harvard University, Download from The BHL http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



zurLehrevon den bestimmten [ntegralen. 41 <5 

setzen und der Kiirze wegen bezeichnen: 

p = i i (.--,-) 11(^- ,-)•••• 11 r !±£2i, L \ 
V, a     a J      \ a        a J \        a a J 

ferner: 

r-an^e(i.i)+^e(^.i) + .:. + fl^e(ii^.i) 

Addirt man nun die jeder Reihe von Werthen der Grosse m ent- 
spreclienden Gleicliungen und bildet zugleich auch die Summen der 
zum Vorschein kommenden aritliinclischen und geometrischen Rcihen, 
so ergehen sich die folgenden vier Gleicliungen : 

log P = log A~ [k -\- -«-*) lo,J u~ 

2 p*z*-\ _   r-'Ci-Ts1-) 
flfa? 

(i_e-*)(i-e~**) 

(3-1 % (> - % Z?a - | (* + <L_ «] ^ 

+ 2 
/too 

COS IX- •(i_«-f«) 
«te 

o  1—«-*   (0 

sot • 

i-e  •" 

1—e 

worin A und U dieselbe Bedeutuag wie in Art. !» haben. 
Setzt man in der ersten und drilten dieser Gleicliungen ax fur 

x und in der zweiten und vierten bx fur x, so ergibt sich: 
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loff P =• log A* (k -f —z-b\ log n~ 

log Q = fo^r #3 _ t [k + £=* a) ty „i 

,",00 

•   ,,    ioosrx—1 

J 1— e—ax ( 

(1—e—«*) (1—«e—**) 

«l"n r.r     e—kx (i —e—oeS*) 

ffo 

rfi» 

1 r e—1» 

(1— e-P'«) 5 _ /* rf*    jflr. ^ -»«te __s• rf . «-to(i-«-M)| _ 
J\— e-*x\ x i —e—«*       ( 

Wenn man nun die erste und die zvveite, sodann die dritte und 
die vierle dieser Gleiebungen von einander abzieht und, wie in Arl. 12 
gescbchen, voraussctzt, dass aft = xb sei, so ergibt sich: 

P A 
H Q =*  2  % g +  (P —«)   % M 

a /        ( afi-ne fte—ne     ) 
T — S=*-r e" / <<•'-•  : —  

a      J        (1 — e—«*       l—e—i>x\ 

oder, wenn man die Werthe von /«(/     und  des (lbrig  gebliebenen 

Integrals  aus   den   Schlussgleiehungen   resp.  der  Art.   10 und  6 
substituirt: 

log 
Q 

(a-13) log- + (21k + « 0 - (« + /3)) % J 
a 6 fl     , '    6 

71— 5 => - r Ion -   = - r loo - • 
a a        b a 

Setzt man bierin die friiheren Ausdriieke fur /',  Q, T, S ein 
und geht dann bei der ersten Gleichungvon den Logarithmen zu den 
Zahlcn Ober, so  erhiilt  man  unmittelbar  die   Gleiebungen,   durch 
wclche der Satz des Art. 12 begriindet crscheint. 

14. 

Aus den Gleieliungen, welehe gelegentlich diesfcr Demonstration 
crbalten worden sind, lassen sieb leielit noeb einige weilere Eigen- 
schaften der Funelionen 11 und ("J ablciten. 
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Die beiden Endgleiohungen des Art. 12 heissen, wenn man 
V 

darin fur u* 4- «3 und  - die angenommene Bezeichnung setzt: 

1 rrml   ,    (a-mx   cosrx—i 
- log Il(m> r, = % — +74^ • -— " ^ 

I   dm      ( 
arctg © 

Setzt man hierin m + 1 fur m und zielit dann diese Gleichun- 
gen von den neu erhaltenen ab, so ergibt sieh: 

- %  ;, = % - + J - (1 - c• r s). r" 
Xi(m, r) 

arctg ®tm+1)r) — arctg %(m,r) = \~e sm rx. 

Fiibit man die Integration naeli den Formeln des Art. 2 aus, 

so erfolgt: 

j (i — coar*) er• = A log (l + ^) 

./ 
f/.i' 
  g—KKB   gjy< ra.   __   rtjV;^ 

Man erliilK: nun dureh Substitution dicser Werllie  die Glei- 
cliungen : 

ll(m-|-l,r) =      ~2|jJ— II(HM-) 

r + TO (->(//),,•) © (>» I i.'-) == 
TO — r©(m, r) 

Setzt man dagegen in den beiden allgemoinen Gleicliungen, von 
welcben wir oben ausgegangen sind, 1—m fur m und —r fiir r, 
so crgibl sicli, wenn man jene Gleicliungen zu den ibnen entspre- 
chenden neuen addirt und beraerkt, dass II cine gerade, © dagegen 
eine ungerade Function von r hi: 

Sitzb. d. mathem.-Mturw. Cl. XXI. lid. II. Hit. 27 
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— IOC/ II(mj ,) 11(1— m,r) 

= %'',""r,,-"',-j 
—mx J- e(»i—l)x    cos rx — l /e—na + e 

d x 

arclg 

/CO 

e(m-l).t- _ e- 

 1—e-* 
dx 

odcr, da: r(m) r(l_„A =   . 
' '       sin m x 

so kann man dicsc Gleiehungen nach  einigen Traiksformalionen in 
folgendcr Form scbreiben: 

1 
— lo(j ll(m,r) II(l_„t)r) 

= log .fi 
(8ffl—l)a + e—(Zm—l)x      i — eos 2 } 

ex — a—x dx 

fe{-im-i)x _ e-(S 
arclg ®(s,,r) — arclg W(i_„v., =J ^ _ e_^. 

— e—(2»/ -l)x    siu 2rx 
dx. 

Nun fand Poisson in dom „Memoiro sur la distribution de 
I'elcetrieite . . ."' (Mem. dc I'lnstilui. Annee 1811. 2" Partie) mittelst 
Ileibcnentwickelung die Glcicliung: 

A eax 4- c—ux        i n 

sin bx. dx 
plm   —  Q—bn 

e.v — e—x 'i      e'"1 + 2 uos an + er- *« 
ffl< + l. 

Ich werde daraus, bios dureh Integration nach b and a andere 
Formeln ablcitcn. Liisst man dabei jcdesmal das Integral mit o anfan- 
gen, so wird man ohne Miibe linden: 

f eax-^e—ax    i — cosbx 1 <;'m + 'Iv.osun + e—'• 
dx = - log —; <sc — t>—x 

A eax — er- ax     sinbx 

2(1 -j-cos ax) 

04*— 1 

ex — e—x 

(e»»—J. ax\ 

Es lassen sich also die beiden Integrale angeben, auf welche 
wir oben gefiihrt worden sind. Setzt man uamlicb 

a = 2m — 1 und b = 2r 
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~ 

nnd geht dann in der ersten Gleiehung von den Logarithmen zu den 
Zahlen, in der zweifen dagegen von den Bogen zu den Tangenten 
fiber, so gelangt man zu den folgenden Relationen: 

©' 
" (in. r) 11 (L—m, r)   =   ~. r-  

@fm, r) — 8(;i—«>, ;•)        i — (J2• 
- = coin mn 

J. + (")(»,»•) 9(1—m,r) l + e»nt 

welche so lange gelten, als a < m < 1 ist. 

VVir fiigen hier noch die Gleichungen bei, wclehe sick aus 
Art. 12 als specielle Fftlle fiir « = a, |3 = 6 = J,i = »io ergeben. 
Setzt man ausserdem noch ra an die Stclle von r, so erhftlt man 
jene bcide Gleichungen in der folgenden Form: 

0—1 

«r< 

ll(UM) \\(m 1 ---,  /^ \\(m\  -, A . . .  []/m+—, c^J 

—) • a1-'1"1" 1 !(»»«,/•«) 

rctg&(m,r) -)- «»•(•<//0(»» I      , '•]  + rt»7% ®f»t4  -,»•] + • • • 

-J- arctg W(»» i- - —, »•) = arclg Mo»".>«) — ra log d 

worauf vvir alshald zurilck koinmeu vverden. 

IS. 

Die Function 1[ lfisst sicli fiir cinige specielle Werthe von m 
milter bestimmen. Setzt man in der ersten  der soeben erhaltenen 

(ileichungen m = —» so crgiht sich: 

' nri.rV-1   a,r   . 
V.8    /        n C'1 + e—• 

Ausscrdem liisst sich leicht zeigen, dassjene Function fiir alle 
positiven ganzen Zahlenwerthe von m gefunden werden kann, Setzt 
man zu dem Ende zunachst m — 1, so folgt: 

1   .      ,. , /l — cosrx     dx - log %,,} = - log H —J——^ • — • 

Man kann das letztere Integral aus einem andern ahleiten, 
welches Poisson am oben angefUhrten Orte fand, und wonach 

27* 
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A sin ax 1   (   elm + e~an        1 
ace = - bt  

ex—l 2 1   c'w —c—«*       « 

Integrirt man diese Gleichung nach a, von o angefangen, so 
ergibt sich: 

fi 
I — cos ax    tlx       I         ean— e—fln 

 . — _ _ i()q  
e» — i a- a     "        2 air 

Setzt man also a — r, substituirt dann den Integralwerlli in die 
obige Formel und gelit von den LogariUimcn zu den Zahlen fiber, 
so (indct man: 

IF          _   l          ^ '1(1, r) =   —7, •  • 

Dies vorausgesetzt wollen wir in der obcn erhaltenen Gleichung: 

li 
m- -f r~ 

(»«+l,,-) = II (»«, r) 

dcr Ordnung nach 1, 2,  3, . . . m—1  i'iir m. setztc und damn alle 
entspreclicndcn Glcicliungcn mit einander multipliciren. 

Man erlialt daraus das folgende Resultat: 

II (ffl, r) 

. _L . (>» + t») (r« + 20 . . . (r* + (m—1)«) •      2r" 
g—rit 

1     3     !i     7 
Setzt man dagegen -  J     .  -i —i B B      2    2    2     2 

2M- I 
 far w«, multipli- 

cirt abermals die entstelicnden Gleicbimgen in einander, so findet 
man die weitcrc Beatimmung: 

=^(-+(ir)(-H-(;r)---('+(3-?,n;;r -I- e—r* 

Fllr m = <> erhfilt man ferner: 

11(0,7-) n(v c,'> 
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oder, wenn man den Worth von II(i,r) einsetzt: 

•IJfo.r) = ' 1   '       r erK — e—n 

Schliesslich wollen wir in der,  Art.  14, fur die II  Function 
gefundenen Gleiehung setzen: 

m = o, 

so geht jene Gleiehung tiber in die folgcnde: 

ii(i„)M(:.,)M(i„)...ii(^..)=(T'"•"^ nrn-K />— run 

Setzt man hierin a — 2, so crgibt sich fur II [—, A  der obon 

gefundene Ausdruck wieder, wodurch die Resultate verificirt sind. 

16. 

Die Function If lasst sich ferner in cin uncndlichcs Product 
entwickeln. Wenn man namlieh in der Gleiehung: 

1 /    TT /     '<"'>   ,   f*-•*      c - I-MJ ir,,,,,,.) = ion    • + / • - 
2 •'     '  '  ' J   «'»       J 1 — e—x 

os rx — 1 
dx 

nm 

das rechter Hand stehende Integral unter der Form: 

/ ens rx — 1 

J—r-r ,,   ma _J_ ,,-(»M l).r _J_. g-(m+J)* _}_ .  .  .1^ 

betrachtet, und beriicksichtiget, dass vcrmogc einer in Art. 2 cnt- 
wickeltenFormcl: 

/ 
cosrx — i .   . .        , t , (m + sY 

2     •' ra + (m + s)a 

so wird man, durch wiederholte Anwendung dor letztern und wenn 
man schliesslich von den Logarilhmen zu den Zahlcn iibcrgcht, die 
folgcnde, stets convergirende Darstellung durch ein uncndlichcs 
Product erhalten: 

ll, (m, r) ' 
(m)\"       rtr (»* + 1)' («/.  I 2);: 

nmJ    r- f m'~     r* -\  (m + 1)*     r2 | • (w  | 2)s 
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Es ist indesscn niclit schwor eine Reih en en t wickclung 
hierftlr anzugebcn, wenn man vorher bomerkt hat, dass sich die 
Function II in ganz andercr Weiso als bisher vorausgesetzt wurde, 
durcb cin einziges bestimmtes Integral darstellen lasst. Das Euler'sclie 
Integral crster Art hat die Form: 

Man seize hierin / — ncx 

und a = m, -f- r V—1    ,    b — 
so wird man alsbald die Glciclmng linden: 

A V     I 
dx 

i 

m — r V—1 

r(Mi+f(AZT) Y(m—rV—i) 

-i-x (e- i x + ne.lx)im ««• f V - i l'(a») 

Behufs der Trennung des Reellcn von dem Imaginarcn bemeike 
man des Wcitcrn, dass mit Riicksicht auf die in Art. 12 eingefuhrtcn 
Bezeicbnungen: 

,    ,   «,- -;, „   , / H?»+rV-\)-\ . e-t 
e(m+r1/_1).r_„„ ^ =  ; __ d(. 

J nm+rV—l 

oder also es ist: 

r(m_^=i) — o +»V — l) 
woraus folgt: 

nm+ry~i 

nim n(fl,,,). 
Man hat daber die bciden folgendcn Relationen: 

/+oo 

_ 77- 
cos rx dx 

f 
(e-i 

-f-OO 

ne.z-<) 

sin rx dx 

mm -J- nm con (r log u) 

— — nm sin (>• log «.)   , 

11(m,r) 

durch welche also die bciden Intogralo auf die Function II zuriick- 
gefiihrt sind. — Riicksichtlieh der crwiihntcn Reihenentwiokelung 
vvollen wir uns nur mit dem erslern beschfiftigen. Die Function unter 
dem Intcgralzcichcn ist eine gcradc Function, man kann also auch 
schreiben: 
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II («i,r)   = —.   •  / ;  
nmeos(rlogri)   JQ ($— \x -i* + nel*y 

Ax 

I); i nun: 
e—mx Cos r.v 

(n + e—T)2: I 

1    ( 2)M       ,   , ...     ,   2m,(2m-|-l)       ,    , „-», 

M*• ( i.u iXn* 

so folgt, wenn man jcdes Glied dieser Entwickelung nach dor bekann- 
ten Formel zwisctaen den Grenzen o und oo integrirt und dasErgeb- 
niss iann in die vorliergehende Formel einsetzt, die gedachte Reihe 
in dei Form: 

2r(2m) 2ro m+l 2m(2m + l) m + 2 

nimcos(rkgn"){r2-\-m*    l.n r* + (m + i)*        1.8.na       ra-f-(m+2)s 

Was die Giltigkcit dieser Reihe bctrilt't, so convergirt sie 
ollenbar so langc m niclit grosser und n nicht kleiner als die Einheit 
ist. — Setzt man m = 1 und substituirt fiir Hri,r\ den in Art. i!> 
gefuudcnen Worth, so erhalt man nocli die bemcrkenswertbe Reihcii- 
summirung: 

ra + l = 

1        2» 1      3a 1 

n    r* + 2a        »a ra + 3a       n 

wir cos (V Zogi •«) 
gfrt £—r'TC 

4a 

•rJ.| 4: ,+ 

Man kann ilir cine andcre Form geben, wenn man sie von dor 
Gleichung: 

i 1 +  ' 
n       n* 

n 

abzieht.  Es ergibt sich dann: 

l 1      __1 1 
H*        I**- -X. ft* -n« 

I 

«•'  *-a + 3a        »* ra + 4 

rir cos (r Jofli «) 

5 + 

1    |   1 

r* (1 + n e• — e—rn 

Setzt man behufs der Verification w = t, so ergibt sich die 
Euler'sche Reihe, wclcher in Art. K Erwiilinung geschah uud welche 
also nur einen speciellen Fall der oben gefundenen daratellt. 
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17. 
Die Ausdrucke log 1I(„,, ,•) und arc?^ @(m,r) b-esitzen ferner die 

Eigenschaft, dass sic, nach m zwisehen den Grenzen 0 und I 
integrirt, einen ganz durch elementare Functionen darstellbaren 
Worth annehmen. Dies ist selbst dann noch der Fall, wenn man an 
die Stelle von m den Ausdruck a-\-ce setzt und bei der Integratioa 
nur x als veriinderlieli betrachtet. 

In der That hat man aus dem Friihern die Gleichung: 

i f r' — I log ll(„ (..,..,,•) dx mm — log n . I (« -f- •'-') die 
o 0 

I. , / 1—count     dy  I 

oder nach einigen Abktlrzungen: 

— (a + ~) log n + J log l',„, .r)dx —Je « '    °~- dy. 

Der Werth des letztern Integrals ist in Art. 2 unroittelbar gege- 
beu; fuhrt man denselbcn cin und multiplicirt die Gleichung dtirch- 
gehends mit 2, so findet man: 

J log I !(„+.,.,,.) dx mm — (2ff, + 1) log n 

+ a log (l + ^) - 2 r arcig - + 2 / % J VMO <fo. 

Die Wertlibeslimmung des allein noch Ubrig gebliebenen 
Integrals riihrt von Herrn Professor Raabe her und bildct den 
Gegenstand zwcicr Abbandlungen desselbon im 28. und 28. Band des 
Journals von Crelle. lis seheint nicht olinc Interesse, zu zcigen, wie 
man durch cine elwas verschiedene Betrachtungsweise viel sehneller 
zum liesullate gelangen kann. Bezeichuen i und /A zvvei positive gauze 
Zahlen, so hat man zufolge des in Art. 11 begrtindeten Gauss'selion 
Theorems die Gleichung: 
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v—t 
v log rrfl+l^ — (-• — pa) log lx + l\   lo'J 2n + %rd»') 

Multiplicirt man diesc mit —und setzt: 

— X 
i + l 

— .•«? + A.v, 

folglich 

- _ A x 
V- 

so gcht sie (lber in die folgende: 
i 

2 log IVho • Aa> = (;, — , ) l°(.l2?r +    \}°9 rO<0—V-a f"inx) 

L&sst man nun pi uncndlich gross werden, so gchl Ax in t/.i: 
und die Surame linker Hand in ein bestimmtes Integral (lber, das 
letzte Glied rechter Hand verschwindet und man hat: 

flog F(^n) — y.alog p.! / 1 I' 
/ log IVM-T) ^* = -r % 2n- + I 

Da nun, nach friihcrcn Ergebnissen: 

- idx ( , 6—« —e—ii«») 

und 

/«// (A 

/i oo 

-,,) > 

so folgt: 

/»(/ T( |in) — [j.« /»_7 [>. /<*_• (                1              1 e—x—e—v-"-r) 
-  a e-^ er*  

*   (               IJ.              \x    1 — e-*   ) 

Je grosser dcr Worth von y. ist, urn so niilier kommt jedes 
Glied des Ausdruckes unter dem Integralzeichen der Null und zwar 
in cinem urn so stiirkern Grade, je mehr x von Null verschieden ist. 
Lfisst man JX ohno Ende wachsen, so wird also die Sumrae jener 
Glieder, und folglich auch das Element des Integrals, nur fur solehe 
sehr kleine Werllie von x   einen  von Null verseliiedcnen   Worth 
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annehmen, fur wolchc ;xx nicht uncndlich gross wird. — Mil; Biick- 
sicht auf diosc Bemerkung crschcint es zwcckmiissig, e~" wo solehcs 
in dcm gedachten Ausdrucke vorkommt, in eino Reihe zu entwiekeln, 
von welcher alsdann, da nur versehwindend Heine Werlhe von x 
in Bctracht kommcn, auch nur die beiden ersten Glicdcr zusammen, 
namlieh t—x, von Einfluss scin wcrden. Hiernach betrachte man 
das obige Integral in der Form: 

i—e—n«a   ,   x 
ac-v*        1 h 

\xx y. 

setze x fur \xx und, wenn dies geschehen, /A = oo, so erhalt man: 
OS 

[logF^a) — y.a log(fi fdv(    -a      l~~e~8*\ 

(A Ju.=oo    J    x   v x       ) 
0 

Der Werth dieses Integrals liisst sich aus Art. 2 unmittelbar 
entnehmen, und ist 

= a log a — a. 
Dies vorausgesetzt hat man also, vvie Ilerr Raabe land, die 

Gleichung: 

/ 
log r(a+w) fix = - log IK + a log a 

und folglich, wenn man dieses Ergcbniss in die friiherc Gleichung 
einsctzt: 

fi 
log II(«+.r,>) dx 

= log 2TZ — (2 a + 1) log n -\- a log (az -\- r") — 2 a — arelg -. 

Eine ahnliehe Eigcnschaft komint dem Ausdruck arelg (?)(v,+x,r) 
ZU, wie nun gezeigt wcrden soil. 

Aus der letztcn Gleichung des Art. 14 folgt, wenn man a fllr m 
und ;x fur a setzt: 

0 V      |J-    -/ 

odor, wenn man mil — mulliplicirt und wiedcr 

Digitised by the Harvard University, Download from The BHL http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



zurLehre von den beatimroten [ntegralen. 425 

setzt: 
— = x = A* 

f* 
i— 

S arefc; (")(«+.-.•,.•) &x < r lor/ p + 
are<p ©(ap, rn). 

Lftsst man jx unendlich gross wcrdon, so ergibt sich, fthnlich, 
wio iin vorhin betrachletcn Fallc: 

f                                    r — ffi Joflf* + aretg 0(a|j,ir|i) T 
Jard(^\a+x,r,dx = Y -7- l=„ 

Da nun zufolge friihercr Formeln: 
/.oo 

00 

f   da 

e—tt\uc 
stH rpa 

.e—x 
rp.e" p[ji.(n—new ) 

/     dX 

~1 T_e-.r 
re|*(ffl-ne») — e-a|ia: 

SIM )•[/..(,• 

so hat man 

r/A % [x + arctg 8{«(i,r|i) 

[A ^„ 1—e-« ( f*» 

Ltisst man nun auch bierin /ut. ohne Ende wacbsen, so ist auf der 
Stelle klar, dass der Ausdruck unter dem Intcgralzeichen nur fur 
beliebig klcine Wertbe von x einen von Null versebiedencn Werlb 
erbttlt, und dass demnacb bei der Bildung des Integrals nur solclie 
scbr klcine Wertbe von a? in Frage kommen konnen, fiir welche p.x 
nicbt verschwindet. 

Auf diese Bemcrkung gestiitzt kann man die bciden Potenzen 
e~x und ex nach der gcvvobnlicben Form entwickcln, wobei auch bier 
nur die zwei crstcn Enlwickelungsgliedcr zu beachten sind. Das 
Integral geht dann liber in: 

Idx I Sin rax 
re—npx   e-av.x > 1_ 

ax 

und man hat folglich, wcnn x fiir p.x und hicrauf \x = 00 gesclzt 
wird, die Gleichung: 

)-[). logy. + nrclg (")(, "!'•'»  I _  Af (   _„ __ e_ax "" rx\ 
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Der Worth dieses Integrals ist in Art. 2 gegeben, so dass man 
das weitere llesultat crhalt: 

,1 

/arctq ®t„+x,r\ dx = '— log -   ', -    4- a arrtq - 
' ' "in" a 

a~ + r~ 

o 

wodurch nun die im Eingange dieses Art. aufgestellte Behauptung 
erwicscn ist. 

18. 

Wenn sich zwischen den Functionen II und 8 riicksichtlich der 
soeben und friihcr in Art. 12 begriiridetcn Eigenschaftcn cine gewisse 
Analogic zeigt, so begegnet doch die Fragc, ob <") auch Eigcnsohaf- 
ten besitze, wclehe den fur II in den Art. 14, IS und 1G naehgewie- 
senen als parallel zu bctraehten waxen, cinigen Schwicrigkeiten, 
worauf ich boi ciner andern Gelcgcnheit zuriiekkommen werde. 

Zwischen den Functionen II und V besteht zwar, wie wir 
gesehen, ein Zusammenhang, wclchen das Imaginare vermittclt, aber 
es ist gleichwohl die Function JI wcscntlich allgemciner als jene V : 
die erstere hiingt von zwei ganz gctrennten Constantcn, die Ictz- 
tere dagegen nur von ciner einzigcn ab, und beide fiihren nur in dein 
besondern Fallc, wenn r = o, vermogo der Gleichung 

auf cinandcr zuriick, wahrend im Obrigen, wic in dieser Abhandlung 
gezeigt worden ist, die Function II alio jene intcressantcn Eigcn- 
schaften, nur in allgcmcinerer Fassung, bcsitzt, durcli welche die 
speciellcre Gammafunetion die Aufmerksamkeit der Malhcmatikcr 
auf sich gezogen hat. 
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