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Uber die Auflisung eines Systemes von mehreren unbestimm-

len Gleichwngen des ersten  Grades in  ganzen Zollen,

welche eine  grissere Anzahl wvon  Unbekannien in  sich
schliessen, als sie zw beslimmen vermigen.

Vou Dr. J. Neger.

Probleme der unhestimmten Analytik hahen wohl bisher nur eine
sehr untergeordnete Anwendung in der Analysis gefunden; aber dem
erwithnten Probleme kann dieser Vorwurl nicht gemacht werden, da
dasselbe fiir die verschiedensten Gebiete der Analysis eine nicht
geringe, nur bis jetzt noch wenig beachtete Wichtigkeit besitzt. ks
lassen sich solche Fille in Unzahl anfithren. Hier migen cinige Bei-
spiele geniigen.

Diec Auflosung eines Systemes von binomischen Gleichungen
hioheren Grades mit mehreren Unbekannten, wie z. B.

wmyn:1’ m”y"=1- 3 . B (a)

hiingt ab von der Auflosnng eincs Systemes von zwei unbestimmten
Gleichungen des ersten Grades:

mét-nn=1i, p§tqgn=j . . . . (B)

mit vier Unbekannten: &, 0, 4, j in ganzen Zahlen, und zwar zuniichst
nur von der Ermittlung von drei speciellen solehen Auflgsmuigen.
Die erste, wo 2=0 und j=0 ist, fillt unmittelbar in die Angen.
Ausser dieser hat man noeh zwei andere zu suchien, uéimlich eine,
wo j=0 ist und ¢ den moglich kleinsten, von Null verschiedenen
Werth besitzt, fir welcheu & und » ganze Zahlen sind, und noch eine
zweite, wo 7 von Null verschieden und den kleinstmiglichen Zahl-
werth hat, dessen diese Unbekannte fihig ist, olue den anderen 2,
£, n gebrochene Werthe aufzunithigen. Iat man diese vollkommen
bestimmten Werthe von ¢ uud j ermittelt, die bezielmngsweise durclt
Jund J angedeutet sein sollen, so ist die Hauptsehwierigkeit iiber-
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wunden. Die Werthe von @ und y ergeben sich unmittelbar alle aus
den Formeln:

21 -1
b =g V- :

:l/=(,’2m”/-:T R o (‘}')
wenn man in den Gleichungen () die Unbekannten ¢ derReihe nach
durch die ganzen Zahlen: 1,2, 3. . . . . J, j aber durch: 1, 2,
3 ... § ersetzt und zwar auf alle moglichen Weisen, deren An-
zahl gleichkommt dem Producte JS§, dic Werthe von & und » sucht
und i die Gleichungen () substituirt. Alle so gewonnenen Werthe
@, y, deren Anzahl gleich JS ist, sind von cinander verschieden, er-
selispfen aber auch alle bestehenden Auflosungen des Systemes ().
Diese Methode ist auch anwendbar, wenn die Anzahl der binomi-
schen Gleichungen und darin erscheinenden Uubekannten grosser
wird.

Eine andere Anwendung der Systeme unbestimmter Gleichungen
des erslen Grades fiudet sich bei der Darstellung vielgliedriger Aus-
driicke in symbolischer Form mit Hilfe des Summenzeichens, das
man dem allgemeinen Gliede vorsetzt, weil sic dic Ausdehnung der
Summe feststellen.

Diese Art der Anwendung unbestimmter Gleichungen in der
Analysis ist unter allen die hitufigste.

Ein Beispiel dieser Art und von der cinfachsten Gestalt ist die
bekannte Polynomialformel :

[a+alx+agw2+ o 0. —*—a’.wr]n 1

n! Qo o %p at2a4 ... 4 a,
=S B Ty 1 &Gy ... 0 g .
CL gt g o "‘ & g

Hier beziehl sich dic Summirung auf die Buehstaben a, ai,
%> -+ . a,und ist auf alle jene ganzen und positiven Werthe dieser
Grossen auszudehnen, welche die Gleichung:

n=a-+ o +axt+...+ a,

erfiillen. In diesem Falle liegt cine einzige Bedingungsgleichung
vor und dieselbe ist auf alle moglichen Weisen in ganzen und posi-
tiven Zahlen aufzoldsen, wenu das symbolisch ausgedriickte Polynom
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wirklich entwiekelt werden soll. Es kinnen aber anch zwei und melh-
rere Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der Ausdehnung der
Snmme anftreten. So z. B. ist in ehen dieser Polynomialformel der
Joéflicient von ™ gegeben dureh die Summe:

n! Qo oy o,
S al. o\l el B L e e R

r

und hier hat man die Summirnng auf alle jene ganzen und positiven "
Werthe von e, oy, ¢, . . . «, auszudehnen, welche gleichzeitig

e

die zwet Gleichungen:

n= o 4 o 4 a4+ g +. ..+ «,
m = oy —|—2a3—}—35¢3 + B 090 —i—?'ar

erfiillen. Ahnliche Formelu mit drei und unoch mehr Bedingungs-
gleichungen lassen sich in Unzahl anfzihlen; man begegnet ihuen in
den verschiedensten Bereiclien der Analysis.

Die Anwendungen der unbestimmien Gleichungen des ersten
Grades und Systeme von solehen sind demnach sehr zahlreich und
dadureh zur Geniige bewiesen, dass das oberwithnte Problem der un- {
bestimmten Analytik eine nicht nubedeutende Wichtighkeit hesitzt nnd
jedenfalls viel ofter in Anweundung kommt, als die unhestimmten Pro-
hleme hoheren Grades,

Iis ist gewiss iiberraschiend, dass gerade dieser Theil der unhe-
stimmten Analylik noeh, so zn sagen, in seiner Kindheit ist und keine 1
allgemeine und zweckentsprechende Auflisungsinethode fiir solche
Systeme von Gleichungen hesteht.

Die allgemeine Auflisungsmethode fiir eine einzelne unhestimmte
Gleichung des ersten Grades mit zwei Unbekanuten ist sehon lange
hekannt. Luler hat sie znerst angegeben und Lagrange zeigte
spiter den Zusammenhang dieses Problems mit der Theorie der Ket-
tenbriiche. Diese Methode ist gewisser Massen die Grundoperation
fiir alle unbestimmten Probleme des ersten Grades.

Die Behandlung cines Systemes von mehreren unhestimmten
Gleichungen des ersten Grades mit einer beliebig grossen Anzahl
von Unbekaunten war aber, cinige specielle Fille ausgenommen,
micht erledigt, sondern bestand mehr oder weniger nur in blossem
Probiren, uber iu keinem geregelten analytischen Verfahren. Der
Weg, den man dahei cinschlug, war stets den bekannten Anflosungs-
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methoden fir bestimmte Gleichungen des ersten Grades nachge-
bildet. Nun cignet sich aber von all’ den verschiedenen Behandlungs-
weisen eines Systemes von mchreren bestimmten Gleiclmngen des
evsten Grades nur das Substitutionsverfahren fir die Aullo-
sug eines Systens von mehreren unbestimmten Gleichungen. Dieses
allein atte einen Anspruch aufl den Rang ciner analytischen Methode.
Alle tibrigen fiir bestimnte Systeme hestehenden Aufldsungsmethoden
sind bei unbestimmten Gleichungen micht :nwendbar. Dureh Elimi-
nation gelangt man nicht zum Zicle. Wenn aber schon bei den Sy-
stemen bestimmter Gleichungen des ersten Grades dic Substitutions-
methode nicht allen Anforderungen geniigt nnd andere Methoden von
grosserer Durchsichtigkeit cin Bediirliniss sind, so stellt sich bei den
unbestimmten Gleichungen ilire Mangelhaftigkeit in einem noch weit
hisheren Grade dar. Sehr oft handelt es sich weniger um das nume-
rische Resultat als um die Feststellung cines allgemeinen Gesctzes.
Ein Beispiel dieser Art ist der von Crammer gegebene Lehrsatz
fir die Auflosung cines Systemes von mehreven bestimmien Glei-
chungen des ersten Grades, iiberhaupt die Lehre von der Deter-
minante. Dieser Satz ist fiir die numerische Berechnung meist nur
von ciner untergeordnelen Rolle, findet aber in den verschiedensten
Bereichen der Analysis seine Anwendung und ist von unbestreitbarer
Wichtigkeit. Ein élnliches Bediivfuiss stellt sich auch bei den unbe-
stimniten Problemen des ersten Grades heraus, und die auf das Sub-
stitulionsverfahren gegrindete Auflosung ist keineswegs im Stande,
diesen Anfordernngen Geniige zu leisten. Von diesem Gesichtspunkte
aus ist das erwiihnte Problem der unbestimmten Analytik noch bis
zum heutigen Tage als nngelost zu betrachten. Die in der vorlic-
genden Abhandlung niedergelegten Resultate sind keineswegs nur
eine Verbesserung oder Verallgemeinerung bereits bekannter Me-
thoden, sondern vollkommen neu.

Gauss hat in scinem beriihmten Werke : Disquisitiones arith-
melicae, pag. 26—30, wohl ein iihnliches Problem hehandelt, niini-
lich die Aultisung cines Systemes von mehreren Congruenzen des
ersten Grades mil ciner gleich grossen Anzahl von Unbekannten und
einem gemeinschafllichen Modulns, s aibt auch Fille, in welchen
sich ¢in System von mehreven unbestimmten Gleichungen darauf zu-
riicklihren lisst; allein dies ist keineswegs allgemein der Fall. Dort
findet sich dic Behanptung ausgesprochen, dass, &@hnlich wie bei
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Gleichungen, stets so viele Congruenzen erforderlich seien, als Un-
bekannte vorliegen. Die Behandlung dieses Problemes stiitzt sich auf
die Giltigkeit dieser Beltauptung und ist dem hekannten Klimina-
tionsverfahren fir lincare Gleichungen vollkommen nachgebildet. Nun
kann man sich aber sehr leieht von der Unrichtigkeit der zu Grunde
gelegten Behanptung iiberzeugen. Die vorausgesetzte Gleichheit
zwischen der Anzall der Congruenzen und jener der Unbekannten
ist keine nothwendige. Eine einzige Cougruenz geniigt, um ecine be-
liebig grosse Anzahl vonUnbekannten zu bestimmen, und cine einzige
Unbekannte kann melrere verschiedene Congruenzen gleichzeitig
erfiillen. Widerspriiche, denen man gelegentlich dabei begegnet und
dic das Problem unmoglich machen, konnen sowohl bei einer einzi-
gen Congruenz mit einer einzigen Unbekannten, als auch bei einem
Systeme von mehreren Congruenzen mit ciner belichigen Anzahl von
Unbekannten vorkommen; sie hingen von ganz anderen Umstiinden
ab. Die von Gauss gegebene Auflosung ist daher keine allgemein
anwendbare Methode, und es diirfte wohl sehwer halten, sic fiir jene
anderen IPille anzupassen, wo die Anzahl der Congruenzen von jener
der Gleichungen verschieden ist. Die in der vorliegenden Abhand-
lung auseinandergesctzte Aullosungsmethode ist auf dieses Problem
anwendbar und zwar nicht blos unter der von Gauss gemachten
Beschriinkung, sondern ganz allgemein, selbst dann noch, wenn die
Moduli der verschiedenen Congruenzen verschicden sind. Sie hat
mit dem von Gauss eingeschlagenen Wege nicht die entfernteste
Ahnlielkeit.

Um von den Hauptergebnissen in der vorliegenden Abhandlung
eine klare Darstellung zu geben, ohne die Deutlichkeit dureh eine
unniitze Complication zu beeintrichtigen, cignet sich am besten ein
System von zwei unbestimmten Gleichungen wie das folgende:

awet+byteaztdutevtgw==rk
x4 by ezt diuwt vt gow =l

Hier sind @, y, %, %, v, w dic Unbekannten und @y, b;, ¢ . .
t, by, € . . . Destimmte ganze Zahlen, und es handelt sich um
die Ermittlung der ganzen Wertlie der Unbekannten, welele diese
Gleichungen erfiillen.

Die Auflisung dieser Gleichungen zerfillt, wic jedes andere
unbestimmte Problem, in drei getrennte Untersuchungen. Krstens
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hat man die Frage zu beantworten, ob durch ganze Werthe siimmt-
licher Uubckannten beiden Gleichungen (4) gleichzeitig geniigt
werden konne, oder nicht. Z weitens sind gewisse specielle Auf-
losungen aufzusuchen, wobei dic Werthe einiger Unbekannten be-
sehriinkt sind entweder auf Null, oder auf die numerisch kleinsten
von Null verschiedenen ganzen Werthe, deren sie fihig sind, ohne
den iibrigen gebrochene Werthe aufzunithigen. Drittens hat wan
aus den gefundenen speeiellen Auflosungen eine allgemeine Formel
zusammenzusetzen, in der cine bestimmie Anzahl von willkiirlichen
Grossen erscheinen, denen man alle moglichen ganzen (sowoll die
positiven als negativen) Zahlwerthe ertheilen darf und die alle beste-
henden ganzen Auflosungen in sich schliesst.

Alle diese drei Untersuchungen werden nicht an dem vorge-
legten Systeme vollfiihrt, sondern an einer Gruppe von Grossen, die
daraus abgeleitet werden und mit der Determinante cines Systemes
vou zwei bestimmien Gleichungen Alinlichkeit besitzen. Aus den vier
Coéflicienten:

y b,

{2 bs
liisst sich nimlich eine Grisse (@ by — a; b,) bilden. Diese ist dic
Determinante des folgenden Systemes von zwei Gleichungen :

a4y & + bl y == /.71
&+ by y = ky;
sie soll kurz durch (wb) bezeichnet werden.

Bei dem vorliegenden Systeme (A) lassen sich mehrere solche
Grossen bilden. Sie sind folgende:

(ab) (ac) (ad) (ae) (ag)
(be) (bd) (be) (by)
(ed) (ee) (cg)
(de) (dg)
(¢g)-
Mun kaun sie figlich die Determinanten des vorliegenden
Systemes nennen,
Ausser diesen Grissen (1)) bestehen noch andere, ilmen édhn-
liche:

(ka) (kb) (k) (kd) (ke) (kg).

(D)

(k)
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L. Beantworiung der Frage, ob ganze Auflosungen bestelien oder nichi.

Man hat den grissten gemeinschaftlichen Faclor zu suchen, der
in der Grappe von Determinanten (D) erseheint. Ist derselbe gleich
Eins, so bestehen ganze Auflssungen des Systemes (4); wenn aber
der grisste gemeinsehaftliche Factor der Determinanten von Eins
verschieden, z. B. gleieh fist, so hat man noch den grissten ge-
meinschaftlichen Factor ¢ aus fund der Gruppe (K) zu suchen. Fillt
nun der Quotient f, der jedenfalls cinen ganzen Werth hesitat,
gleich Eins ans, so hestehen ganze Aullosungen; im entgegenge-
setzten Falle aber sind sic unméglich ind man kamu nur dureh ge-
brochene Werthe der Unbekannten das vorgelegte System (A)
erfillen. Der von Eins verschiedene Werth des Quotienten /': ¢ gibt
den kleinsten Nenner dieser Britche an.

Durch eine Yergleichung dieserRegel mit der bereits hekannten
Bedingung fiir das Bestehen gunzer Auflosungen bei ciner cinzeluien
unhestimmten Gleichung des ersten Grades iiberzeugt man sicli Teicht
von der bestehenden Analogie. Diese hekanute Regel fir cine ein-
relne Gleichung ist in der hier gegebenen allgemeinen als ein spe-
cieller Fall enthalten.

2. Anfsuchen einer specicllen Anflosnng.

U die Gleichungen wirklich aufzulosen, hal man wmil der
Jilduug nachfolgender Gleichungen zu beginnen:

Gor + o, X = ; (K, N}
b+ 0,0 = (K, N—d,r}
B) hi+ed=p (LA—Ar—By}

Gatt 4 o, 11 = ;{M%—mp‘Mp et e

> = (g D) A (@D E— D)~ (cg)s—- - — ()]

- (e.ly) [(k)N— (ae)r — (he)y—(ee)s— - - - - — (de)u].
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Diese Gleichungen leiten sich aus den Grissen (D) und (K) ab
nach einer Regel, die spiter folgen wirds x, 9, 3.+ - 1, b, W sind
die cigentlichen Unbekannten und mit @, 4, 2 . . . @, v, w idenlisch
wem der Grosse f, welehe in diesen Formeln erscheint, der Werth
VI N WP B
TOWT W N NN
mil 2, y, z, u, v, w identisch, so dass diese Formeln auch gecignet
sind, die Werthe der Unbekannten in Bruchform zu erhalten.
Diec erste Gruppe dieser Gleichungen (1), umfasst lauter unhe-
stimmte Gleichungen it je zwei Unbekannten. ¥, Q), 3, U sind
niimlich Hilfsunbekannte, deren Werthe alier nicht gesucht werden.
Man kionnte sie aueh aus den Formeln (B) herausschaflen,
wenn man stalt des Gleichheitszeichens = das Congruenzzeichen
setzt und die Coéfficienten der Hilfsgriossen als die Modulos dieser
Congruenzen ansetzt. Die Auflésung dieser Gleichungen oder Cou-
gruenzen heginnl man mit der erstewr derselben, nachdem man friher
N durch Eins oder cinen andern durch die Umstinde verlangten
Werth ersetzl hut; sie liefert immer einen ganzen Werth fiir x. Nun
gelangt man zur zweiten Gleichung, ersetzt in thr § und ¢ dureh ihre
bestimmten Werthe und findet aus ihr einen ganzen Werth fir §. In
dersellien Weise findet man aus der dritten Gleichnng den Werth
von 3 und aus der vierten jenen von 1, simmtich in ganzen Zahlen.
Im Grunde findet man fiir jede dieser Grossen uneudlich viele ganze
Werllre, aber man hraucht nur einen einzigen und zwar meistentheils
den numeriseh kleinsten za ermitteln. Die gefondenen Werthe x, 9,
3 u setzt man nun in die beiden Gleichungen (€) und erhilt so un-
miltelbar v und 1 gleichfalls in ganzen Zahlen. Die erhaltenen
Werthe: 1, y, 3, u, v, 1 siud nun die Zihler der mit dem Nenner R
versehenen gebrochenen Werthe von 2, Y, % 0, v, w; und wenn

M e Y oo
N = 1 angenommen wurde, stellen sie die Werthe der Unbekamten
selber dar,

N=1 crtheilt wird. Im Allgemncinen sind :

Aus der Form dieser Gleichungen folgt woll keineswegs dureh
den blossen Anblick, dass sic ganze Zahlwerthe fiv x, v, 3, u, v,
zu liefern vermogen, allein die in den zweiten Theilen angedeuteten
Divisionen dweh f, £, f,, f. (¢y) lassen sich immer ohne Rest

vollfilwen, wenn man fir R, ¢, v, 3, u die durch die Analyse gege-
benen Werthe setul.

In diesen Gleichungen erscheinen Grissen, deren Bedeulung
erst angegeben werden muss. ¢ ist der grossle gemeinschaf(liche
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Factor aller Grossen (£) und (K) zusammengenommen, ¢, =/ den
grossten gemeinschaftlichen Faetor aller Griossen (D); [, = 99, 9.,
den grissten gemeinschaftlichen Factor aller jener Grissen (D), die
kein « in sich enthalten, somit nach dem Wegloschen der ersten
Horizontalreihe derselben iibrig bleiben. [, =9¢¢, ¢, ¢, enlspricht
allen von @ und & freien, d. h. nach dem Wegloschen der zwei
obersten Horizontalreihen iibrig bleibenden Determinanten (D),
[o=99x 9 9, ¢ den von @, b, ¢ freien und endlich 9o, ¢, 95 9. ¢,
ist gleich (eq). ¢¢, ¢, ist der grisste gemeinschaftliche Factor
aller jener Determinanten, welehe « enthalten, und die erste Hori-
zontaleeihe in (D) bilden; ¢¢, ¢, P, entspricht der zweiten Hori-
zontalreihe, 9o, 9. ¢, P, der dritten, 9o, ¢, ¢, ¢. P, der vierlen.

Nach dieser Auseinandersetzung ist es klar, dass ¢, gegen ¢,
¥, gegen ¢, P, gegen ¢, P, gegen ¢, relative Primzahlen sind
und demnach die Gleichungen () ganze Anflosungen besitzen, weil
die in den zweilen Theilen erscheinenden Ausdriicke in Wirklichkeit
keine Briiche sind, sondern ganze Zahlen.

Die im zweiten Theile der Gleichungen erseheinenden Grissen
I, A, B, C sind durch folgende Formeln gegeben:

K,= kD) 4+ (ke)y + (kd) 0 + (ke)e 4 (kg)n

K, = (ke)y + (kd) &' + (ke) &'+ (ky) v
4, = (ac)y + (ad) o + (ae) &+ (ag) 7

K, = (kd)o"+ (ke) ' + (kg)n'
A, = (ad)d"+ (ae) " 4 (ag) n"’
B, = (bd)d"+ (be) " + (by)n"

K,= (ke) "+ (kg) »'"
4, = (ae) "'+ (ag) v
B, = (be)"+ (bg) "
€. = (ce)<""+ (eg) v
und die Grissen B, ¢, 0, & n hedeulen ganze Zahlen, welche die
Gleichungen erfiillen.
(@B) B+ (ae)y+ (@d)d + (we)s + (eg)n = ¢ 9 b
(be)y+ Q)7+ (he)e + (by)n' = 99u9a
(cd)d"+(ce)e’ + (e n’ = ¢ puga iy be
(de)e"+ (dg)n""= ¢ 9 90 Py Ps Pur
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Hicraus ist ersichtlich, wie die Gleichungen (B) zu bilden sind.

lis wird dazu die Auflosung von unbestimmiten Hilfsgleichungen in
; =P

ganzen Werthennaeh B, . 0, ¢, » erfordert. Dicanderen Gleichungen

(€) gelien auf bekanute Weise dureh Elimination von v, heziehungs-

weise von 4 hervor.

3. Aufstellung der allgemeinen Formel fiix ganze Auflésungen des
vorgelegten Systemes.

Diese Formel ist folgende:

&=t K £

Y = -+ i 5 -+ Y =

7 o + ] 51 ‘|‘ 52 E.z + 3 Ea
W=+ W& + & + 1 & + W&,
1)—-0‘,—|— DiEl ‘I" D;:E:.‘}‘ Dy @1 -4~ bbE’}
w =10y 10, & + W, & 410y & + 10y &,

Sic enthilt vier willkiirliehe Grossen &, &, &, &. weil im
Systeme (4) vier Unbekannte iberschiissig sind. Hier handelt es
sich um Bestimmung der Zahlwerthe der Coéfficienten xo, Xivs %o,
Y1, 93 . . . . Man findet jede Vertiealreihe von solchen Cotfli-
cienten dureh cine gesonderte Reelinung, aber immer durch Auflo-
sung der Gleichungen (B) und (C). Dic erste Verticalreilie von
Coéfficienten: to, Yo, 30, U, ¥y, W, ergibl sich (vorausgeselzt,
dass ganze Auflosungen mbglich sind, d. l. dass = r zufillig
den Werth Eins besitzt), wenn man ®=1 annimmt und uun die
Gleichungen (B) und (€) der Reile nach auflost und fir r,, Yo J0s
Uy die numerisch kleinsten Werthe erwihlt, deren sie (ihig sind.
Die zweite Verticalreilie der Coéfficienten: r,, ¥, 31, U, B, Wy
geht hervor, wenn man ¢ = 0 setzt und fir r, den numerisch
kleinsten, aber von Null verschiedenen Werth @ annimint, wodurch
dic erste der Gleichungen (B) identisch erfillt ist. Die {ibrigen
liefern der Reihe nach y,, 3,, u,, %, Wy in bekannter Weise. Fiir
die drilte Verticalreihe hat man von den Anfangswerthen: R = 0,
t =0, y=¢, auszugehen, fir dic vierte X =0, r=0, y=0,
3= 9, und (ir die finfte und letzte R=0, x=0, y=10, 3=0,
u = ¢, anzunchmen und die Gleichungen (B) und (C) aufzuldsen.

Sitzb. d, mathewm,-uaturw, CL XX1, Bd, 10 M0 36

(E
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Hiermit sind alle Coéfficienten der Formel (fZ) bekannt und
das vorgelegle Problem vollstindig gelost.

Fir Systeme von mehreren Gleichungen bleibt der Gang der
Rechnung im Wesentlichen derselbe, nur treten Determinanten von
hoherer Orduung auf und in grosserer Anzahl.

Hierdureh vermehrt sich der Reelnungsaufwand allerdings,
aber cs ist dies nicht ein Nachtheil, hervorgerufen dureh eine un-
zweckmiissige Methode, sondern in der Natur eines solehen Problems
begriindet.
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