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Integration der Differentialgleichung

(1) {a.^r^hx) y"-\- (rti+A,^') ?/+ («o+ ^o.-^^) y= o.

Von Simon Spitzer.

(Vorgetragen in der Sitzung am 22. Mai 1857.)

Obige Differentialgleichung war in letzter Zeit Gegenstand der

Untersuchungen Petzval's, die derselbe in seinem Werke „Integra-

tion der linearen Differentialgleichungen mit constanten und verän-

derlichen Coefficienten", von welchem gegenwärtig vier Lieferungen

erschienen sind, niederlegte. Ich habe mich vor Kurzem mit der Inte-

gration derselben Gleichung beschäftigt, und bin, durch eine glück-

liche Anwendung der von Liouville im 13. Bande des „Journal de

reeole polyteehnique" bei Gelegenheit der Integration der Gleichung

d^y dy
(/w.r2-f w.r+p)— -f (q.v^r) — + sy==o

gebrauchten Methode, zu höchst einfachen Formeln gelangt, mittelst

welcher das Integrale obiger Gleichung fast augenblicklich angege-

ben werden kann. Es war mir alsdann ein leichtes, die Methode auf

die Integration von Differenzen, Gleichungen und Differentialglei-

chungen höherer Ordnung mit Coefficienten der Form «-j-Ä.r aus-

zudehnen.

Bevor ich zur Integration obiger Differentialgleichung schreite,

will ich, der Einfachheit der Untersuchung wegen, statt der Constan-

ten «2 «, rto 63 bi und bo, andere, sich unsern Bechnungen inniger

anschmiegende Constante einführen, zu denen ich auf folgende Weise

gelange.

Ich bilde den Bruch
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32 SimonSpitzer.

und zerlege denselben in Partialbrüehe, sei

floM^ +«!?<+ «„ A B— =^ w?-j
1

„
b^u'^-\-b^u-\-bQ u—ix u—p

SO sind m, A, B, cc und ß die neu einzuführenden Constanten. —
Aus dieser Gleichung, die sich auch so schreiben lässt

:

a^u^+a^u-^-Uf, mh^ [m^ — (a-|-ß)j< -j- a/3] + J h^{tt— /3) ^ Bh^{n— a)

ft2M--f6i?/+A„ Ö2[m~— (ai-p)«-]-a(3]

folgen

:

a, == 60 [^ + B—m ( « -f ß )\

«0 =^ 63 [;« aß— Aß — Ba\

b^=—b,{a-Yß)
b(, = bz aß

und werden diese Werthe in die vorgelegte Gleichung eingeführt, so

nimmt dieselbe folgende Gestalt an

:

(2) (,« + .r)(/"-r [.4 fß— (a f i3)(w i<c)\y' h [—Aß—Bcc+ aß(^m+x)\ y^o

^s handelt sich

Setzt man nun

und es handelt sich daher um die Integration dieser Gleichung.

unter z eine neue Variable verstanden, so ist

y' = e" '' {z -\-ot.z)

y" =z c'^-«^z'-\-"laz! -\- a'^z)

und aus der Gleichung (2) geht hervor die Gleichung

(3) (m+a:)^"+[J+^+ e^'-ß) {m-\-x)yj-^A{<x-ß)z = o

welche einfacher gebaut ist , als die Gleichung (2) , da im letzten

Coefficienten der mit x verknüpfte Theil verschwunden ist.

Wird nun diese Gleichung einer jx fachen Differentiation unter-

worfen, unter /j. eine, einstweilen noch unbestimmte Zahl verstanden,

so erhält man:

(4) {m^x)%^^^'^^[[x-^A+B+{o:-ß){m+x)^z^^+'^^i-{lK-^A){oi-ß)%^^^==o

und diese Gleichung vereinfacht sich, wenn man

p. = — A

setzt, man erhält nämlich hiedurch
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Integration der Differentialgleichung: etc. 33

Durch Ti'eiinimg der Variablen kommt man zu

deren Integrale ist:

log z (-'*+•> =--(ß—cc).v—ßlo(j (m-i-x)

woraus folgt:

(-.+o=li?Z!ll

Man hat daher

z =
dxA-

und folfflich

2/

rt^— > r etp—»i'^ I

dx^-^ l (m+.T) Ä J

Vertauscht man in dieser Formel Ä mit B und zugleich a mit |3,

so erhält man das zweite particuläre Integrale; das vollständige Inte-

grale der gegebenen Differentialgleichung ist daher:

(5) 1/ = C,e«-^-
^^^^^j- [ j-^^^^ß J

+-^2^'"
rf7^=rL(m+.r)A J

Wir können, bevor wir weiter gehen, folgende Bemerkung nicht

unterdrücken. Ist jm. eine ganze positive Zahl, so ist die Gleichung (4),

welche durch p, maliges Differenziren der Gleichung (3) hervorging,

ganz tadelfrei; ist aber /x eine ganze negative Zahl , so wurde die

Gleichung (3) einer — |ut. maligen Integration unterworfen, im zweiten

Theile der Gleichung (4) sollte daher eigentlich statt Null folgender

Ausdruck stehen :

ist endlich /jl eine gebrochene, irrationale, oder gar imaginäre Zahl,

so ist im zweiten Theil der Gleichung (4) eine Function von x zu

setzen, deren —jm.*" Differentialquotient gleich Null ist; wir wollen

diese, von Liouville in die Mathematik eingeführte, von ihm ^,fonc-

tion complementaire" genannte Function mit ^ bezeichnen, und haben

somit

:

(m+x) zi-^+^) + [B + (a— ß) (wi+o?)] 2;(-^+i) = ^

woraus durch Integration und nachherige Substitution yon y=^e'^z

Sitzb. (1. niathem.-naturw. Cl. XXV. Bd. F. Hft. 3
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34 Spitzer.

folgt, was ebenfalls ein vollständiges Integrale der vorgelegten Glei-

chung ist. Es ist in vielen Fällen, namentlich in dem jetzt eben durch-

geführten, einfacher ^=^o anzunehmen; man erhält auf diese Weise

freilich nur ein particuläres Integrale, allein das zweite lässt sich,

wie wir vorhin gemacht, sehr leicht durch blosse Vertauschung der

Buchstaben aufstellen. Sollte bei der wirklichen Entwickelung der

Formel (5) die Anzahl der in Rechnung tretenden Constanten

grösser als zwei sein , so hat man den gewonnenen Ausdruck in die

vorgelegte Gleichung zu substituiren; das Resultat, das offenbar

identisch sein muss, gibt dann den nothwendigen Aufschluss über

den Werth der überschüssigen Constanten. Sehr oft kommt man

schon bei der wirkliehen Berechnung eines p a r t i c u 1 ä r e n Integrals

zum vollständigen Integrale. Einige Beispiele mögen zur Erläute-

rung dienen.

I.Beispiel: Es sei A=o, alsdann folgt aus (5)

2. Beispiel: Es sei:

X y" -\- a y'— b" x y = o.

In diesem Falle ist

+
h^ u -j- b V — b

und folglich :

dx^~-^ *- .r^ J dx-~^ L
a.-2

J

Ist ~ eine ganze positive oder negative Zahl, so ist y sehr leicht

entwickelbar; man hat nämlich die eingeklammerten Ausdrücke mehr-

mals zu differenziren, oder mehrmals zu integriren.

Man kann auch, um noch schneller zum Ziel zu gelangen, von

folgender Formel Gebrauch machen

:
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Integration der DifferDiilialg^leichung ete. »>«>

setzt man nämlich :

wo von den beiden Zeichen + das obere für das erste, das untere

für das zweite particuläre Integrale gibt, so erhält man

:

WO Gl und G2 die willkürlichen Constanten bezeichnen. Diese Reihen

brechen, wie man sieht, jedesmal ab, wenn -|- eine ganze positive

oder negative Zahl ist. Hätte man z. B. a = — 2, so bekäme man

als Integrale der Gleichung

.vif"— 2 y'— b^ X y =

y^O^e "^{x- {) + G, e -'- ( x + \}

Ist ~ eine gebrochene oder irrationale oder gar imaginäre Zahl,

so sind die für y aufgestellten Reihen divergent, denn es ist:

Un ?)hnx

und dies wächst mit dem Wachsen von n über alle Grenzen.

Ist daher -| keine ganze Zahl , so ist das eben in Reihenform

gefundene y unbrauchbar und man muss, um eine brauchbare Reihe

zu erhalten, y auf andere Art entwickeln.

Setzt man nämlich alsdann

p = ^±26-^ Q = xr'^

so ist:

,=c,."jitL(i),.(i7*)^(i),.=(i-')-;^(i)+...|+

(6) _ _^ ^_3

) dxi-' \4^ ^ 1 hxi-'^xi^ ^ - hx^-^^x^^ )

und die hier aufgestellten Reihen sind für jedes a convergent, wie

wir gleich zeigen wollen. Behufs des Beweises bilden wir uns:

rfi-"-' / i

f/n+i „ . f

—

n d X= +2b.'
^.iir)

3*
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36 Spitzer.

und unterscheiden jetzt zwei Fälle, nämlich 1. wenn a positiv und

2. wenn a negativ ist, jeder dieser Fälle muss wieder in zwei geson-

dert werden, nämlich in den, wo a ganz , und in den, wo a gebro-

chen ist.

1. Es sei a eine ganze und positive Zahl; wir können dieselbe

auch als ungerade voraussetzen, da der Fall, wo sie gerade ist, schon

besprochen wurde.

Wir haben alsdann

:

wo r yY) ^^^ Euler'sche Transcendente der zweiten Art ist, die

durch folgende Formel definirt wird

r (a) =
I
€-""(/ ' do)1-

welche für alle positiven Werthe von a angebbare Werthe hat. Wird

die Gleichung (7) — y + ^ ^^' differenzirt, so erhält man

:

und reducirt

H'j)dx ^ ' 1 -»»2 f V2J

Integrirt man nun beiderseits, so erhält man

:

(8) -TT —h=-^-%^.
Durch successive Integrationen folgen aus derselben, wenn man

der Kürze halber den constanten Factor

^ K

setzt.

-i.—

1

~r[JT)^K.ilog.-V)
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Integration der Differentialgleichung etc. 37

Man hat daher

+ 26
•^

2 3 n—

d

und dies nähert sich für wachsende n ohne Ende der Nulle.

2, Es sei a eine gebrochene, aber positive Zahl. Man hat alsdann

und wenn man beiderseits — Mal dilFerenzirt:
2

und dies gehörig reducirt, gibt:

Man hat daher:

^"+* = 4-26
j-^da^^^

Nun ist

ß.

(n)

1 , X^—n
(l X" ==

/:

X' (1—a) (2—«) (3—a) . . . («-«)

:n+i)

r/ 0?"+' =
x= (1—a) (2—«) (3—a) . • . («+1—o)
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38 Spitzer

folglich

:

^"+* =+26.2^
^n n n-\-i—a

was sich für wachsende n der Nulle nähert.

Nehmen wir nun an, a sei negativ; unsere Differentialgleichung

ist dann

.V y"— a y'— b~ a' y = o

und ihr Integrale in entwickelter Form

:

ferner ist alsdami

:
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Integration der Differentialgleichung etc. 39

und wenn man vermöge der Gleichung (8)

dx ^ ^ ''<^ ^'^

setzt, so erhält man

:

rf.r-^-"-' ^
'
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40 Spitzer.

Nun ist aber vermöge der Gleichung (7

)

X q

folglich:

^,-(o-i>j--
,/ ,,3

1-^ , . . . ^^-^ r^-' -^P

fe)

Setzt man wo? = a, bei dieser Substitution o? als constant

betrachtend, so hat man

:

demnach ist:

b- ) = c .

dx 2 rf.r \.r-~Y/

unter C die Zahl

:

verstanden. Man hat daher

:

^+'^+2A. ^ + "

'7

('-f)

,2m(-(-h+3)

1-- dx'"'+"+"^

1

Die wirkliche Integration gibt

:

(2;n+n+3 )

/dx~m+n+3

X q

dx""-^"+'

,a4-n+l

(-+f)fO+") •••(«+'•+')
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Integration der Differentialgleichung etc. 4 1

(-+f)fO+f)•(«-)
und wenn man diese Werthe substituirt, so erhält man

C/,j n a + M + 1

was wieder für wachsende Werthe von w gegen Null convergirt.

Wir haben durch dies dargethan, dass die in (6) enthaltenen

unendlichen Reihen convergiren, wenn — keine ganze Zahl ist. Es ist

uns mithin die Integration der Gleichung:

X y'-\- a y— b"x y = o

sowohl durch geschlossene Formeln, als auch durch unendliche und

convergente Reihen in allen Fällen gelungen. — Wir bemerken noch,

dass die Gleichung (7) und die aus ihr gezogenen blos für positive

Werthe von .r gelten; aber für negative a? ergeben sich, durch eine

etwas geänderte Analyse ganz dieselben Endformeln, es genügt daher

diese unsere Arbeit allen Bedingungen mathematischer Strenge *).

Bevor ich zur Betrachtung anderer Fälle schreite, will ich be-

merken, dass in dem speciellen Falle wo A und B positiv, und ihre

Summe gleich 1 ist, das Integrale der Gleichung (2)

(mi-.r) y"+ [.4+/?— (a+/3) (m+x)] /+ [—Aß— Bo^^o^ß (m^x)]y=o

sieh auch so darstellen lasse

:

y — C\ A»("'+ -^) (u—ay-^ (^u—ßf-^ du-\-

-^C2 1e"^"'+-'\n—af-^ („_/3)«-< log [(m+.r)(?<—a)(»t-|3)] du.

a

Ich habe vor Kurzem ein hierüber bezügliches Memoire Herrn

Borchard zum Abdrucke in Crelle's Journal für Mathematik mitge-

theilt, und erlaube mir hier, durch unmittelbare Substitution die Rich-

tigkeit dieses Integrales darzuthun.

*) Man sehe auch hierüber im 9. Band \on Lioiiville's io»rird{: „Memoire sur

l'iiUegrution dune equution differenticlle par J. A. Serret.'-'

Download from The Biodiversity Heritage Library http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum



Tt4i Sp itze r.

Aus (11) folgt:

m-j-x J y V r/
et

' a

-J
„3 gUim^x) (-^_a)

A-1
(„_|3) ^-'Zof/ [C7n+.T) (?/—a) («—i3)] rf«

und werden diese Werthe in (2) eingeführt, so erliält man nach Weg-
lassung zweier sich aufliebender Ausdrücke

:

Ci / e"('«+-^) (u—ay-^ {u—ßy-' \u— (Aß+Bcc)-{-

4- (m+^O [n"—u (cc-l-ß) +a.3] | du +

(12) + CJ e"("'-^'>(u~ciy-'(u—ßy-' iog[()n-\-.v) (u~cc) .

. (m— j3) ] Ui— (Aß + Ba) + (m+ a;) .

. [W^—w (a-fß) + aß]
I

f/w +

4- Ca Te" («+•«•) (w—a)^-' (?f_ß)5-i (M_a-f?<—13) ^m.

Setzt man statt

:

u^—u (a+ß) + a,3

seinen Werth

(w—a) (;t—ß)
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lnteg:rnHoii der Differentialgleichung etc. 4o

SO hat man, durch Anwendung der Methode des theilweisen Integrirens

— d e«(«»+-^) (M_a)-i-' (u—ßy-^ [u—Boc—Aß] du

«^

•'S

. (ii—a) (m—/3)] f/M =

. («—i3)] {u—Bo:—Aß) du

— Ca / e"('"+-^-) (u—c^y-^ (ti—ßy-^ (u—ci-}-u—ß} du

*^

und dies in (12) substituirt, führt zum Resultate Null, woraus dann

folgt, dass (1 1) wirklieh das Integrale der Gleichung (2) ist.

Wir haben bisher vorausgesetzt dass sich der Bruch

«3 U- + ^'l ^' + «0

6a W" 4-^1^*+ ^0

dessen Zähler und Nenner wir kurz mit Co und Ci bezeichnen wollen,

eine Zerlegung auf folgende Weise gestatte

:

Ui u—

a

u—

ß

wir haben daher jetzt jene Fälle zu discutiren, wo eine solche Zerle-

gung nicht angeht. Diese Fälle sind

:

1. Wenn bz u^ -\- bi u -\- bo = o zwei gleiche Wurzeln hat;

2. wenn der Nenner durch Nullwerden des 63 die Form bi u-\-bo

hat, endlich

3. wenn bz und 61 gleich Null sind, somit f/j eine reine Con-

stante wird.

Im ersten Falle gestattet der Bruch folgende Zerlegung in Par-

tialbrüche :
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44 Spitzer.

fi'i\
«2«^ + «iM + ao A B

ilo) = m + H-
^ -^ b^u^ + b^u -^bo (m— a)2 ' m—a

und jetzt wollen wir, analog dem frühern, in die Gleichung (1) statt

den Constanten a^ «i «o h bi und bo die Constanten m A B und cc

einführen.

Die Gleichung (13) gibt entwickelt:

ttg M^ + «j M -f- «^ mb^ (u^ — 2 a M + a^) -p Ab^ + ßft^ («—«)

und hieraus folgen:

«1 = bz (B — 'Za m)

«0 = bi (m ci'i — B a -\- A)

bt = —2ab.
bo = «263

Die Gleichung (1) nimmt durch Substitution dieser Werthe

folgende Gestalt an:

{m.-^a^)y" + [B—2a(»2-f ^)] «/' -\- [A— Ba -\- a- {m-^ .v ) ] y = o

Setzt man nun auch hier

:

y = e'^^ z

,

so erhält man

(m-\-a^) z" -\- Bz' -]- Az =
welche durch Einführung einer neuen unabhängig Variablen | mittelst

der Substitution

, 3

folgende Gestalt annimmt:

eine Gleichung, mit deren Integration wir uns vorher beschäftigten.

Man hat nämlich, da für dieselbe

üo (2B-i)u B-i ß-i

ist, für z folgenden Ausdruck

:
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Integration der Differentialgleichung etc. 45

somit ist das Integrale der vorgelegten Gleichung:

-^

rfC^-f L e^-i J

ein Ausdruck, in welchem nach ausgeführter Differentiation statt ^,

Vnt + x zu setzen ist.

In dem speciellen Falle, wo A = o ist, sind die beiden jetzt eben

gefundenen particulären Integrale nicht von einander verschieden, es

ist besser in diesem Falle zu der Gleichung

selbst zu gehen, sie gibt

2; = C, + '
' -ßZTi

oder wenn 5=1 ist,

2; = C, -h C'a log (m -\- x),

folglich ist das Integrale der Gleichung

{jn-{-x)y"-\- \B—2a(/«+'^)]2/'+[

—

Boi.-\-a-{m-\-xy\ y=o

(m + X)

oder wenn in demselben 5=1 ist,

y = Ct e""" -f C2 e""" log (m + x).

Beispiel, Es sei

xy" — y = o.

Man hat hier:

J^ 1_

folglich

:

m = 0, a = o, B = o, A = — 1,

es ist daher das Integrale obiger Gleichung

:

(I) 3 ..- MO
y
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46 Spitzer.

ein Ausdruck, in welchem nach ausgeführter Integration

zu setzen ist.

Man kann das Integrale der Gleichung xy"— y= o auch durch

unendliche, äusserst convergente Reihen wiedergeben. Wir haben

vor mehreren Jahren im 26. Bande von Grunert's Archiv für Ma-

thematik das complete Integrale der Gleichung a?!/^")

—

y=o ent-

wickelt, und ersehen, aus der jüngst erschienenen 4. Lieferung von

Petzval's „Integration der linearen DifFerenzialgleichungen" dass in

neuester Zeit Petzval denselben Weg einzuschlagen, für gut findet.

Wir erhielten für die vorgelegte Gleichung:

l .r2 .^3 a?* )

y= C,
^

'^- + i"]^ + 2!3!
"^

3T4!
"^ •

* "
'

\

'^

i X^ X^ T* )

+A
j

1 + (.r +— + — + ^+ . . )log.\ -

was sich in geschlossener Form so schreiben lässt

:

Ü

-\-2BVl^fcos fj) e-^'"'"" log {VJ sin ^w) f/o)

Die Entwicklung dieses geschlossenen Ausdruckes der Gleichung

xy' — y =^

haben wir Herrn Schi ömilch zum Abdrucke in seiner mathemati-

schen Zeitschrift eingesandt.

Es ist bemerkenswerth, dass das Integrale der Gleichung

{m -{- x) z" -{- Bz -\- Az^o
sich noch auf eine andere, viel einfachere W^eise darstellen lässt,

ich fand dasselbe durch eine glückliche Voraussetzung der Form dieses

Integrales. Ich setze nämlich:

z = \e''^'" -^ •'

I

unter n und \ constante Zahlen verstanden.
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Hieraus folsren:

durch einmaliges Differenziren erhält man:

und durch Quadriren und ordnen:

4 (w + o?) [2;(-»+0j!i = Ä^ [zC-'OJ.^.

Wird nun diese Gleichung difFerenzirt, so erhält man:

4 [2;(-"+*)]2 + 8 (m-^.v) 2(-"+') 2;(-»+-') = 2X- cC-") «(-«+^)

welche durch zC—"+0 abkürzhar ist. Man hat nämlich alsdann

:

4 2;(-«+i) 4- 8 (m + .t-) :t(-"+-> =2/2 2;(-'0

und wird nun diese Gleichung ii Mal differenzirt, und geordnet, so

erhält man

:

(m-}-:v) z" + (n + |) ^' _ -^ ^ = o

welche mit der vorgelegten Gleichung zusammenfällt, wenn man

ß == w 4- I

X"-

setzt, es ist somit das Integrale derselben

:

z = c, -—-^ r ^2t/-^c'»+^) 1 + a ——^ 1
^-21^-^0»+^) 1

und folglich das Integrale von:

(in-\-x) y" -[- [B—2a (m-\-x)^y' -\- [A—Bcx, -f a2(m4-^) ] y=o

entweder *)

J5— i 7g_ i

oder falls A = o ist

*) Das Integrale der Gleichung xy" —y==o ist nach dieser Formel :
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'3

y = ^1 ^"^ +
oder falls ^ == 0, .ß = 1 ist,

y r=Ci e"-""+ Ca e^^ log (m-j-.v).

Anmerkung. Die Riccati'sehe Gleichung y"—a^x^y= o geht

durch Einführung einer neuen, unabhängigen Variablen t mittelst der

Gleichung t = ^"+- über in

:

d^y n+1 dy a^
t -\ — — y = 0,

dt^ «^-2 dt («+2)3 ^

deren Integrale ist:

n

Betrachten wir nun den Fall, wo Ux ein Polynom des ersten

Grades ist, also die vorgelegte Gleichung die Gestalt hat:

«3 y" + ('«1 + ^i x) y' -f- («0 -\-Kx)y = 0.

Es ist alsdann:

^0 «3 M^ + «1 « + «0
, ,

^= mu -j- '>i -T .

woraus folgen

«3 = mbi

«, = öl (ii—mcc)

«0 = öi (^A—wa)

bo = — bi a

folglich nimmt die zu integrirende Gleichung die Gestalt an

:

^y -j (— w? a -|- w -f- .r) y' + [ -^—« 0^+ '^^') ] y==o.

Setzt man

y = e"^^ z,

so erhält man

mz" -] (wa -j ^ ~H •^) ^' 4- ^- == 0.

Wird diese Gleichung — A Mal differenzirt, so erhält man

mz^^^^^ -\- (ma. -\- 7i-\- x) zC—^) = o.
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Integration der Differentialgleichung etc. 4:"

trennt man hier die Variablen, so ist

rf»^*~ ^ mcc + n + X

(1-^)
dj^

z

und durch Integration :

., .^ ma. + n x^
log äC»-^) = ^_ -—

Man hat daher

JH a.-\-n X

und

folglieh

2ni

«« a + '*

da?

Dies ist freilich nur ein particuläres Integrale , aber es lässt

sich leicht auch ein zweites particuläres Integrale bestimmen, die

Summe beider gibt dann das complete.

Ich setze das zweite Integrale in folgender Form voraus

:

(

hieraus folgt, wenn man

setzt.

y ^ gm.x-fm2^'_l_l rg«i^+«s^'l

d \ n.x-\-ni,x I

,]A^ L J

und hieraus

log 2(~"^>) = niX-\- W3 a? .

Durch ein einmaliges Differenziren derselben und Fortschaffen

der Brüche erhält man

und durch ein ferneres At-\-i maliges Differenziren:

z"— (w, +2 % x) z'— 2 % (^1+ 1) 2=
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XXV. Bd. I. Hft. 4
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Setzt man hierein für z seinen Werth

2; ;= yß~^ 1
^—'» 2*

und für

z' = e—««^-"'2^" \y'— (miX+ 2m-iCc)y^

^'^e-in,x-m.x^ j-y—2(w?i+2w22a:)2/'+ (tih^—2ma+4?Wi»Zaa?4-

SO erhält man

:

welche mit der Gleichung

my"-\-{—mcL-\-n-\-x) y'-\- \A—o!.{n-\-x)'\y=o

äquiparirt, zu folgenden Gleichungen führt:

n—a-J =— 2 mi— Wim
1— =— 4?W3— 2^3m

A — an ^
=mi^— 2wia4-?WiWi— 2wa (-^i+IJ

— — =4?Wi wia+2mi W3 + 2?Wa/ii

woraus

=
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_Ji;,_^ r^ r .*»« + » a:+^"l
y z=z e «» 2 «i

2
— Iß "' 2 ?n I

dx L J

und folglich ist das vollständige Integrale obiger Gleichung:

rf-i'"^ ' L J da; L J

Beispiel: Es sei

y"—bi^y'+y[—-~- + ^o^) = o,

hier ist

Uq _ ^ « 6o_

daher hat man

:

m = —, n = — -—
-, A = 0, a = -7-

und folglich ist

:

das vollständige Integrale obiger Differentialgleichung.

Betrachten wir endlich die Gleichung

«2 ^" + «1 2/' + («0 + ^) 2/
==

welche dem letzten Ausnahmsfalle entspricht, hier führt der La-

place'sche Weg, welchen auch Petzval adoptirte, zum Integrale.

Setzen wir nämlich

2/= /e«^- Ydu

unter Feine, einstweilen noch unbestimmte Function von w und unter

Ui und Wa constante Zahlen verstanden, so haben wir

«2 «j

/ = lu e«* F^!< , y" = /w» e"^ F^z«
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und diese Werthe substituirt, geben:

"2

/ [«3 ^^2 -f «, ?< -f «0 + ^] e""^" ^öf« = o.

Da nun

o? e"^' Vdu-= [e"-'' V\ — I e'"-'— du

ist, so erhält man:

was identisch wird, wenn man Tso wählt, auf dass

du(«3 U^ + «1 W + «o) V 7- =

wird, und w, und ii^ so, dass

ist. Hieraus findet man:

und als Gleichung zur Bestimmung der Grenzen:

«2 w^ = — oo.

Seien die Wurzeln dieser Gleichung

[kl oo, /J.3 oo, ^3 oo,

so erhält man, wie man leicht einsieht, für y folgenden Werth

:

(X, 00

V-2 oo

lAjOO
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unter Ci , Ca , Cs willkürliche Coiistanten verstanden, deren Summe
gleich Null ist.

Und nun haben wir die Gleichung (1) in allen Fällen integrirt,

und wenden uns jetzt zur

Integration der Differenzengleichnng

(«3 + 63 ^^0 — + («1 + W x) — -f (ao -\-hx)y = o,

die in mehreren Fällen eine ganz analoge Behandlung, wie die Inte-

gration der Differentialgleichung (1) gestattet, nur sind die Formeln

viel verwickelter, und die zu betretenden Wege fast ganz ungebahnt.

Setzen wir erst obige Gleichung in folgender Form voraus:

(14) (m + .r) A2
2/ + [A + 5 - (a + |3) (in + .r)] h A y-{-

wo der Kürze halber Aoj = h gesetzt wurde, und substituiren in

dieselbe

y = e«-^ z

somit

^y = e«^ [z (e"^— 1) + e"^ Az]

A^y = e«-^ [z (e"''— 1)2 + 2 Az e"" (e"'^— 1) -f A^z e^"^]

;

wir erhalten dadurch:

(1 5) (m+^) e2'"' A3 z-\- [Ä(^+J5)+(2e«^ —2—hcc—hß) (m-\-x)'\

. e«* Az-{- l(A + B) (e"^— 1 ) Ä— A2 (J |3 + 5 a) +

+ |(e«"— iy—h(cc-\-ß) (e""— i) -\- h^aß^ (m -\- x}]z = 0.

Wählt man nun u so , auf dass

:

(e«'»_l)3 _ h (a+jS) (e«^—1) + h"-aß=o

wird, so folgt hieraus

e«''— l=/,a und e"''—\=hß.

Der erste Werth gibt:

log (l+Äa)
*'
^

h

und dies in (IS) eingeführt, liefert uns folgende Gleichung:

(16) (m+a:) (l+ /ia)3 A^ c.-^h (1-fAa) Az [^+5+ (oc—ß) .

. (^m-\-x) ] -j- Ah- (ci— j3) 2;=o
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Man sieht hieraus, dass die Substitution

y = (i-^-hocp z

in die Gleichung (14) gemacht , eine ähnliche Vereinfachung nacli

sich zieht, wie die Substitution ?/=e"'^ 2; in die eben so gebaute Diffe-

rentialgleichung; die neu erhaltene Gleichung ist nämlich in ihrem

letzten Coefficienten von a? befreiet.

Wird die Gleichung (16) beiderseits einer jui fachen Differenzen-

nehmung unterworfen, so erhält man

(l-}-Äa)2 [ (m-\-a}) A^+3 ^_|_^ /^ ^^^,.+1 2;4-A^+~ z) }-^h{i-^/ici) .

. [ 1^4-^+ («—P) (m-\-x)
I

Ai^+» z + ixh («—ß) (Ai^ z +
+ Ai^+i «) ] + Äh^ (cc—ß) A^z = o

und dies gibt geordnet:

(l+h<xy (m-\-.v-\-hix)A^+U-\-h {i-\-/icc) [Ä-\-B-\-ix(i-\-ha) -\-

-|-(a—/3)(m+^+Ä/x)] Af^+i2;+[A+jUL(l+Aa) ]/i2(a—ß)A!^ z=o

Wir wählen nun (j. dermassen, auf dass

Ä-^ lx(\+hcc) = o

wird, und erhalten dadurch

(i-]-ho!,)(m-\-aJ-\-hlx)^v+-z+lB-\-(ci—ß){m-\-x-\-hlx)h^^+^z=o.

Aus ihr folgt:

A'^+'s, _ —B-\-(ß—a)(.m+x-^Ji[).')h

^^•+1« (l+/ta) (m+aj+Äjji)

und aus dieser wieder

A^+\+A^+^z —B+ (l+ßA) {m-^x+h fx)

^H-+i<v (l+/ta) (m+ a?+A(ji.)

Nimmt man beiderseits die Logarithmen, so erhält man

:

loa ^-= = A loa A^+i z = loa ^
,

^^^

A"""^ » (1+Aa) (m+a;+ÄfA)

hieraus folgt

:
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und hieraus
-fi+(l+Äp) (m+a-+A ijl)

^ tww

Man hat daher:
—Ä+(l+Äß)(m+x+Aix)

^ (.Ulf
'

und endlich, wenn man

und

2 log-
(i_|-/j„) (m+x+h (i)

^log
(l-|-Aa) (,n+a?+Ä (j.)

i+Äa
setzt,

Verwechselt man in dieser Formel A mit ß und zugleich a mit /3,

so gewinnt man das zweite particuläre Integrale. Das vollständige

Integrale ist daher

:

A—l-ha

h *+"»

Ä—i—Aß
ja.—i+hf VI (<+^«) (l+^'ß) (w+.^-) -'^A (l+Aß) -a/i (l+Ag)

h 1+"^

unter Ci und C2 willkürliche Constanten oder solche Functionen

von .V verstanden, die beim Wachsen von x um h ungeändert bleiben.

Ist \-\-kx oder i-\-hß gleich Null, so Avird eins der beiden hier

angeführten particulären Integrale unbrauchbar, das andere hingegen

vereinfacht, so ist namentlich, wenn 1 -|- A« = ist,

.r ß—1—Äß , kA
^log

r, rA I 1 n\ >> A l+'iß ^ £A—(«i-t-.r)(l+Aß)

Ein anderer, ebenfalls erwähnenswerther Fall , wo die Integrale

der Differenzen-Gleichungen in einfacherer Gestalt auftreten, ist der

wo A oder B gleich Null ist, so hat man für A gleich Null folgendes :

f_ yj (l+Aß)0n+^)-A5

rr irA I I.^ '» V ^^ (l+Äa)(m+x)
j

5_i—Äß
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Nun ist

l+A« x i-\-hix

und

somit

£_ (i+feß)(;CT+x)-g;t x^

y = CA (1+^/0 ' 2/ ^^ ^*+^"^ ^'"+-^) + C3' (1 +Äa)
'

wo der Kürze halber statt

:

der eine Buchstabe Cz gesetzt wurde , und der eben so wie C3 eine

willkürliehe Constante repräsentirt.

Nachdem wir hiemit die Integration der Gleichung (14) been-

digt haben, wenden wir uns zu folgender Differenzen-Gleichung

:

m^^y -\- (— 7n a -\- n -\- x) h ^y -\- {^A— ncc— ocx) h^y ==0.

Wir substituiren in dieselbe

:

y = e"^ z

und erhalten hiedurch

:

^ßa«AA2«+[2w(e"''— l)+ /i (—ma+w+a?)] e''''Az-{- [m (e"^— l)3-f-

-\-h(n-\-x—mcc}(e"''— 1) -^ h^(A—na—aa^)^ z=o.

Setzt man nun :

e»'Ä= 1 -j_ eck

d. h. setzt man:

log(i-\-(xhy

""^
h

so erhält man:

niA^z (i-\-cchy-]-h (t+aA) (/wa+^z-f-a?) Az-\-h-Az = o

und nimmt man eine /Ji fache Differenzirung vor, so erhält man:

m (1 -f aÄ)2 Ai^+~ z+ h(i-\-<xh) (w a+ w + a; + /j. h) M+^ z -\-

+/i3 [ /Ji(l 4-aÄ) -h ^ ] Ai^« = 0.

Diese Gleichung vereinfacht sich für

lx(i-]-ah)-\-A = o
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sie geht nämlich hiedurch über in

:

m (1 -j- (xli) Ai^+' z+ h (m a -\- n -\- .V -{- iJ. h) At^+i « = o.

Aus dieser folgen siiccessive

:

%A^+^.=s^^ "-'^;+^^^f'^^ ^ w(l+a/t)

A—a— 1 ^% jnCl+aA)

und setzt man endlieh:

X

y=(\ + all) * 2

und
A

^"^
1+aÄ '

so folgt:

A—i—ah
X l+aÄ~ v/ (ot—An—Ax) (1+aA) +^Aä

rT/-4 I 1\^ ^ .

^ mfi+ahy
y=C(i-\-cih) . ^_i-aft g

'•^ -'

unter C wieder eine willkürliehe Function von cc verstanden, die beim

Wachsen von o? um h ungeändert bleibt. Ich bemerke noch dass die

hier gefundenen Integrale der Differenzen -Gleichungen sich augen-

blicklich in die vorhin gefundenen Integrale der Differenzialgleichun-

gen verwandeln, wenn man h gegen Null convergiren lässt.

Integration der Differentialgleichang.

(«3+63 a^)y"'+ («3 +63 ^v)y"-{- (cii-^bi.T) 2/'+ («0+60.1?) y-=o.

Die Integration dieser Gleichung lässt sich eben so einfach

durchführen, wie die Integration einer Gleichung zweiter Ordnung.

Wir bilden uns nämlich den Bruch

«3 u^ -\- «2 u^ + <*i " + "0

63 m3 _|_ 5^ m3 _j_ 5j if _|_ 5p

dessen Zähler und Nenner wir kurz mit Uo und f/, bezeichnen , und

zerlegen denselben in Partialbrüche; gesetzt den Fall, es sei
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«3 m3 4- «2 m3 + «1 « + «0 ABC
(17) = ni -+- + +
^ ^ &3 ?<3 +63 m2 + 6j 6+Ö0 ' n— a ' ?/— /3 ' m— 7

SO führen wir in die gegebene Gleichung statt den Constanten «3 «3

«1 «0 63 63 61 und 60 neue Constanten ein, nämlich m A, B, C, oc, ß, 7
mittelst folgenden aus der Gleichung (IT) hervorgehenden Relationen

:

«3 = mbs

a, = b, [A-\-B-\-C-m(<x-}-ß-\-y)j

a,=b,[7n(aß+ ay-\-ßy)— A(ß-\-y)-B(cc+ y)— Cicc-\-ß)]

(io = hz \^Aßy-^Boi.'^-\- Cccß— mccßy'l

63=-63(a + |3 + 7)

bi=b,(aß+ ccy-\-ßy)

bo =— bs aßy

Die nach Einführung dieser Werthe hervorgehende Gleichung ist:

(18) (^4-ar)2/'" + [^+ ^+^-(«+l3 + 7)(>^ + «^)]2/"+
+ [-i(ß+ 7)-5(a+ 7)-(7(a+l3)+(aß+«7+ß7) .

. (w^+ •^)]2/ + [A ßy -{- B oiy -\- Caß— <xßy(m-\-x) ] y = o

durch die Substitution

y = e«^' z

erhält man

:

(m-]-a?)z"'-\-[A-^B+ C+i2oi— ß~y)(m-\-.v)\z"-^l2a .

. (^4_5_|_c)-^(|3 + 7)-5(«+ 7)-C(a+|3)+ (a«-ai3-
— «7 4- 137) (m-\-cc)}z' -\-A (aä— aß— ay -\- ßy) z = o

und diese Gleichung ist einfacher als die Gleichung (18), da der

CoefTicient des letzten Gliedes eine Constante ist.

Wird nun diese Gleichung /jimal differenzirt, so erhält man:

(m +^) z(^-^^y + [/x+J -f5-fC+ (2 «— 13— 7) (m+o?)] z(^+'~^+
+[^(2a-ß-7)+2«(J+5+C)-^(/3+7)-5(a+ 7)-
— C(a+i3) -f («3— aj3— «7+ ßy) (m+o?)] z<^i^+*) +
-f (/j^+ J) («3— a|3— «7-1-/37) 2;(^) = o

und diese Gleichung vereinfacht sich für

p.-\-A = 0,

man erhält alsdann nämlich

(19) (m-f^)«(-^+3)4- \B-\-C-Y{2oi—ß—y){m-\-x)'\z^-^'r'-^+
-f[2a(5+C)-5(a-f-7)— C(aH-/3) +
-f {a"-—aß— ay—ßy){m-\-x]z^-^+^^ = 0.
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Diese Gleichung ist bezüglich 2;(-^+0 eine Differentialgleichung

zweiter Ordnung und kann mittelst der Formel (5) integrirt Averden.

Die daselbst vorkommenden Buchstaben ergeben sich durch die Zer-

legung des folgenden Bruchs in Partialbrüche

:

»,„'-+[Ä-|.C-(-m(2a— ß— f)]n+ 2a(5-|-C) — fi(o+ Y)— C(aH-ß)+m(a!ä— aß— oy+ Py)

«2+(2a— ß— Y)«+aä— oß— «7+ ßY

und diese sind :

C B
m-\ 1-

das Integral der Gleichung (19) ist daher

woraus folgt:

und nun ergibt sich y aus der Gleichung 2/ = e""^« , es ist daher ein

particuläres Integral

:

2/ = e°
„^—

i

?(P-

dx'

und durch Vertauschung der Buchstaben a, |3, 7 sowohl als auch A,

B, C nach einem einfachen Permutationsgesetze ergeben sich die

andern. Es ist daher das vollständige Integrale der vorgelegten

Gleichung

:

y = C, e-- -^, eCß-«)- +

+ c..ß^i;iWi!:lrir!^i| +
dx^-'\ dx'^-'Vim+xYl]^

4- C3 ev^ )e(«-Y)- .!5 1
dx''-'

\ dx^-' Vim+xY\
Diese Analyse ist unzulässig, wenn der ^ genannte Bruch sich

nicht auf folgende Art zerlegen lässt:

. A B ^ C
ti—

«

u—

p

U—

7
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Die verschiedenen Formen, welche ^ noch annehmen kann, sind

:

Uo
,

A
,

B ' C
1. -— =2 m -] ;—

Ui ' (M— a)3 M—a ' M—/3

^ Uo ABC
Ui (m—a)3 ' (M~a)3 ' II—a

t/i
'

' (m—a)ä ^ ji—

a

5. —- = w^ -f- ?z?f -|- ür<2 _j

6. — = m + w?< -1" pii^ -{- qu^
Vi

und nun wollen wir versuchen, die Integration der Differentialgleichun-

gen in diesen verschiedenen Fällen zu bewerkstelligen.

Integration derjenigen Differentialgleicliung dritter Ordnung,

für welche

Uo . A ^ B C= fyi -X- —I- —|-
Ui ' 0<-a)2 ' M—a ' n—ß

ist.

Aus dieser Gleichung folgt, wenn man statt Uo und Ui ihre

Werthe setzt:

«3 = mbs

«3 = 63 [B-^C—m (2a+/3)]

a, = 63 [m (a3-|-2a/3) + A—B (a+ß) — 2a C]
ao = 63 [— mo:--ß— Aß-{-Baß-\-a^C]

h = —bs (2a+l3)

bi = bs (a2-|-2a|3)

60 = — 63 «2/3

und folglich ist die Gestalt unserer jetzt zu integrirenden Gleichung

(m^a^)y"'+ [5+C-(2a+ ß) (m+.r)] y" -\- [A-B(a^ß)-
— 2aC+ (m-\-x} (cK^-\-2aß)~\ y'-\- [cc^~C-\-Bccß—Aß—

— oc^ß (m-f-^)] y = 0.

Die Substitution

y= e^'^ z
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gibt:

(m+.r)^'"+[^+C'+2(/3-a)(m-f.r)]z"-h [^+(/3-a) .

. (B-\-2 C)+ (ß—o(y(m-]-a^)'\z'-j-C{ß—<xyz= o

und ein jui Faches Differenziren derselben führt auf:

+ [2/x(ß-a)+J+(ß-a)(Z?+2f)+ (ß-a)«(m-fa.0]*(^+^)+

Setzen wir nun:

so erhalten wir

:

(20) (m-\-a;) zC!^+3) + [^+ 2 (l3—«) (m-\-a;)] zi^+'-^ + [^+
-1- B iß—oc) 4- {ß—ay (m+ar)] 2(1^+0 = 0.

Diese lässt sich nun so behandeln , wie die Differentialgleichun-

gen zweiter Ordnung, denn sie ist eigentlich eine solche, wenn 2;(h-+0

als die abhängige Variable angesehen wird. Bilden wir daher behufs

der Integration den
jf-

genannten Bruch, dieser ist:

mu^+ [ß + 2 »i (ß- a) ] M + ^ + ß (/3—a) + m (jS—a)3

«3 +2M(i3—a) + (ß—a)2

und gibt in Partialbrüche zerlegt:

A
.

B
ni —

I
—|-

' (n+ß—a)3 ' u+ß—u

Das Integral der Gleichung (20) ist daher:

rfa;5-f L J

oder falls ^ = ist

:

2;(-C+l) _ ^^ e(a-ß)x _j_

oder endlich falls Ä=^o, B= i ist

:

und folglich erscheint das Integrale unserer jetzt eben in Betracht

habenden Gleichung in folgenden Formen:
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dx""-' \ dx^-i L J )
^

^
dx""-' { dx^-^ L J)

oder wenn A= o ist

:

ßC-i p „(«-ß)a: -|

oder wenn A = o, B= \ lü:

Diese hier angeführten Integrale enthalten blos zwei willkür-

liche Constante, und müssen daher noch durch ein drittes mit einer

willkürlichen Constante versehenes partieuläres Integrale completirt

werden.

Integration derjenigen Differentialglelehang, für welche

Vo
^

A B
^

C

Vi ' (m—a)3 ' {u—ay ' u—a.

ist.

Aus dieser Gleichung folgen

«3 = W2&3

«, ^ b. (3 «2^—2 a C+5)
cif, = bs (

—

a.^m-\-cc^C--ciB-\-Ä)

61 = 3 «263

bo = — «3^3

somit ist die zu integrirende Gleichung :

(m4-a?)2/'"+[ C—3a(m+.i7) ] i/"-f [5—2aC4-3a8(^_^_^)]2,'4-

+ [A—.ß«-j-Ca2

—

a- (m+a?) ] 2^=0

und diese geht für

y = e^^'z

über in

(m-\-x) z"'-\-Cz"-^Bz'-{-Az=o
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welche sieh durch ixmalige Differentiation in folgende verwandelt:

und sich folglich für:

lx-\-C=o

vereinfacht. Man erhält nämlich:

und wenn man

z^~^^=u und m-\-üJ=^

setzt,

(20) 1««"'+ Bii!-\-Au = o

für welche wir gar keinen andern , uns zusagenden Integrationsweg

kennen, als den durch unendliche Reihen.

In dem speciellen Falle wo

A =
ist, geht ohige Gleichung über in :

{m-\-x)z"'-\-Cz!''\-Bz'=^o

welche für

»' = u

eine Gleichung zweiter Ordnung wird , deren Integration uns voll-

ständig gelang. Eben so ist in dem speciellen Falle wo 5 = o die

Integration der Gleichung

ausführbar. Wir haben im 26. Band von Grunert's Archiv für

Mathematik das Integral dieser Gleichung durch unendliche conver-

gente Reihen gegeben.

Endlich lässt sich leicht das Integrale angeben, wenn

A = und B= 0,

oder wenn

A=B=C^o
ist.

Integration derjenigen Differentialgleichung, für welche

—. =z m -f- nu -\ 1-

ist.
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64 Spitzer.

In diesem Falle hat man

«3 = mbz

«3 = h in—m{<x-\-^y\

«, = h iA+B—u (a+l3) + wia|3]

«0 = 62 [waß

—

A^—i5a]

6„ == 63 aß

und zur Differentialgleichung

my'" + [7i~m (a+ ß) + ^] 1/" + [ma|3 + A-\-B — {n+x) .

• («+13)] 2/' + [- ^ß-^a + aß Oz+or)] 2/ = 0.

Die Substitution

y = ^«-^2;

gibt:

mz"' + [ (2a—ß) m+w+;r] 2;" -f [oc^m—xßm-\-A-\-B +
+ (a—ß) 0^+.r)] ^' + ^ («—ß) z =

und ein /Ji maliges Differenziren führt auf:

+ yi ^-5 + (a—ß) (n-\-a^) ]
z(^+i) + (/^.+J) (a—ß) ^(i^) = o.

Nun setzen wir

IX -\- A =
und erhalten dadurch:

,W2;(h-+3) _^ [(2a—ß) m+w+A'] «(^+2) -f [a^m—aßm+5 +
+ (a—ß) (w+^) ] z(!^+') = 0,

die wir, da sie bezüglich «(i^+O von der zweiten Ordnung ist, zu

integriren vermögen. Wir bilden uns daher den, dieser Gleichung

entsprechenden Bruch

WM^ ^ |^(^2a

—

ß) m+ n] u + a'^m—aßm +B+ n (a—/3)

u + a.—ß

der zerlegt Folgendes gibt

:

B
'

'
' u + <x~ß

folglich ist

:

dx^-' L J
^

+ C,e

am-\-n x- j—5 p nifl+re

jn 2m. — '

da;"

— I m "^2?»
I4^ J
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Integration der Differentialpriciohiiiifr ftc. 65

und daher

A—l C 5—1 — fi^i." _ ^ 1

Vertauscht man a mit /3 und zugleich A mit 5, so erhält man

wieder particuläre Integrale, somit hat man

:

^^-1 r _<^m+n^_^ ^-ßp mß+„^ x^il

+ a.^^£^{.<«-£^, [.---'--]} +

Da die vorgelegte Gleichung von der dritten Ordnung ist, so

hat ihr completes Integrale auch nur drei willkürliche Constante. Da

nun ferner jede den hier aufgestellten vier Ausdrücken für sich ge-

nügt, so kann man irgend einen von denselben weglassen ; und hat

dann das vollständige Integrale.

Integration derjenigen Diiferentialgleiclinng , für welche

Uo AB= mu-\-n-i- H
/7j (// -a)"^ u—

a

ist.

In diesem Falle hat man

«3 = mbz

«2 ^ bi (n—2am)

a, == 63 (w«2

—

2ccn-\-B)

«0 = bs (nu'—ßoc-]-A)

h^ = — 2a /*3

ho = h. <x'

Sitib. d. raathem.-naturw. Cl. XXIV. Bd. I. Hft.
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66 Spitzer.

und die zu integrirende Differentialgleichung heisst:

my'" -j- {n—1a.m-\-x)y" -y [wa^-j-j?— 2a(w+'''^)
I .V "f

-f- [^—ßa-fa- (w-f.r)] y rr=. o.

Durch Substitution von

erhält man

:

mz'" -\- (^oim-\-n-\-.v) z" + Bz'-\-Az = o,

welche mittelst der von Petzval gebrauchten Integrations-Methode,

welche eigentlich von L a p 1 a c e herrührt, zu particulären Integralen

von der Form führt:

/'
m \-(am+ n+ x)u

mit Integrationsgrenzen, welche constant sind, und aus der Gleichung

hervorzugehen haben; wir gestehen offen, dass uns dieses Integrale

nicht zusagt (in unserem nächsten Memoire werden wir es durch ein,

uns mehr zusagendes ersetzen), es sei denn, dass

A = o

wäre. In diesem Falle hätte man

:

iB— 1 f wia+«

somit

:

7ö— 1 r Wia-t-« -T' -1

n x^ 1

—

B r »lo-f-n x^ -t— nx X « I — X -\ I

, y-, 7» 2 n% :- I in 2 m I

/»la+n .r^ j—B r nia+« x~ -m—X « I — a--!
I

A = o und B= o, so findet man:

(X.m-\-» x^
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Integration der Differentialgleichiiog etc. 67

lotegratioD jener Difl'erentialgleichung , für welche

ist

Hier hat man

«2 = Öl (fi— ccp)

«1 = bi (m—an)

«0 = bx {A— fxrri)

bo ^ — bi a

folglich ist die zu integrirende Differentialgleichung:

py"'l-\- (n—OLp)y" + (jn.—a.n-\-iv) y' -\- (^A—am—a.x) y = o

für

y __ f,ax^

erhält man:

p^" + (w+2ap) z" + {a,^p-\-cm-\-m-\-x) z' -\- Az = o

und durch ein — A maliges Differenziren:

p2,(-A+3)_|_ Q^_^2ccp) «(-^+2) + (a2p-f a7i+m+.^)«(-^+0 = o,

deren Integrale Folgendes ist

:

T "^ + ( 4 + aJ' ) «' + « ('»+an+a2i>+.T)

+ Q

(I

unter fiioo /jigoo ^300 die Wurzeln der Gleichung

pu^ = — 00
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68 Spitzer.

lind unter Cx C^ C3 willkürliche Constante verstanden , deren Summe

gleich Null ist. Es ist daher:

Man hätte auch hier gleich vom Anfang an, und wean J>o ist,

sogar mit mehr Erfolg die von P e t z v a 1 angewandte Methode benützen

können. Es wäre nämlich nach derselben für positives A

/ .
- «ä + —ifi + (»n+X) »( rlt, I

-f KoJ {u—ay-' e^ ' ^ ^ ^'' +

p n

unter JSTi Kz K^ willkürliche Constante verstanden.

Wir kommen endlich zur

Integration derjenigen Differentialgleichung, für welche

— = m-\-7iu-\-pu~-\-qu^

ist.

Da hat man :

tto «1 «3 «s

60 bo fio Oo

m»d die Differentialgleichung ist:

qy"'-\-py"+ny' + (m-{-a:) y = 0.
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Integration der Differentialgleichung etc. ()9

Durch Benützung der von Petzval angewandten Methode

kömmt man auf das Integral

:

m(u-\-x) -i— U-+ £. «5+ -H*

e -^ ^^ ^'^ du +

e
^ i-3 +4 ^^

unter Ci Ca C3 C* willkürliche Constante verstanden , deren Summe

gleich Null ist, und unter jm, fx^ fxg /JI4 Zahlen, welche die Wurzeln

der Gleichung:

gw* = — 1

sind.

Wir könnten nun auf dieselbe Weise die Integration der Diffe-

renzen-Gleichungen dritter Ordnung behandeln und alsdann uns mit

Gleichungen der vierten und höhern Ordnung beschäftigen , u. s. f.

allein, da wir keine neuen Methoden bei denselben zu erörtern haben,

so wollen wir diesen Aufsatz mit folgender allgemeiner Bemerkung

schliessen:

Wenn die Gleichung:

(21) ( «„-]_6„.^),/(«) 4- («„_j-f6„_,.t?j !/(«-*)+ . . .

+ {((t 4- 61 a^) y' -\- (ao-\- bonj^y =

gegeben ist, und der aus den Coefficienten derselben gebildete Bruch

Uo (In M" -|- (tn—l lt"—i -r . . . + «1 M j- ö

Uf hn ?/" + hn—i M"— 1 -j- . . . . 4- fi, M -f- ft()

sich so in Partialbrüche zerlegen lässt, auf dass

^'<. _ A _P_

Ui u— o^
"

Q
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70 Spitzer. Integration der Differenzialgleichung etc.

ist, unter ii— a einen in Vi nicht wiederholt vorkommenden Factor

verstanden, so lässt sich die Gleichung (21) durch Substitution von

= eax z

und nachheriger — ^ maligen Differentionen auf eine Gleichung von

derselben Form wie (21) bringen, die aber um eine Einheit in der

Ordnungszahl niedriger ist. Ferner hat f/, verschiedene Factoren

:

11 — «1 u — «3, u — «3 . . . u— «r

von denen keiner wiederholt in Ux vorkommt, so lässt sich durch

successive Anwendung des eben besprochenen Verfahrens der Grad

der vorgelegten Gleichung um r Einheiten erniedrigen.

Da wir ferner immerwährend die Function complementaire ausser

Acht gelassen haben , so bleibt uns zur Verificirung der gewonnenen

Integrale nichts anders übrig, als eine directe Substitution in die vor-

gelegte Gleichung. Und nun wenden wir uns zur Integration anders

gebauter Differentialgleichungen.
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