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1. Die Summe der Logarithmus- und Arcustangens-Reihe mit
alternirenden Zeichengruppen.

Von Franz Unferdinger,

Lehrer der Mathematik an der offentlichen Oberrealschule am Bauernmarkt und jener

von Meixner am Alsergrund.

§ 1.

Nimmt man in den genannten zwei unendlichen Reihen die ersten
»n Glieder mit dem Vorzeichen -}, die » folgenden mit dem Vor-
zeichen —, die darauffolgenden # Glieder wieder mit dem Vor-
zeichen 4, u. s. w. derart, dal} also immer n—1 Zeichenfolgen
von einem Zeichenwechsel unterbrochen werden, so erhilt man:

n_

1
—w++++1+

vt a2 a3 1 + %
n41 n+2 3 7 2u—1 2 th)
JL""+1 2t o ts x3n—1 3n

+ 2n—+-1 + 2n+42 + 2n+4-3 +eoten 3n—I1 + 3n

x2n——3 mzn—
Yi=a + + + A 2n— + 2n—A1
w2n+i mzn—3 m2u+5 x41:—3 i1
T %41 243 248 T An—38  Aan—1 @)
w47;+1 x4n+3 x4n+5 ,L.Gu—3 26n—1

+ 4n+4-1 + 4dn-4-3 + 4dn-}-8 t e 6n— + 6n—1

ist der Zahlenwerth von & gleich oder kleiner als die Einheit, so
convergiren je die » Verticalreihen, folglich auch ihre Summe und
die vorliegende Abhandlung hat den Zweck jene Functionen von
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@, X,» X, zu bestimmen, welche den convergirenden Reihen (1), (2)
gleich sind.

Setzt man in der Reihe (1)—a, statt 22, so erhiilt man eine
neue Reihe, in welcher immer z—1 Zeichenwechsel durch eine
Zeicheniolge unterbrochen werden und die Summe derselben entsteht
ans der Function X,, dureh dieselbe Vertauschung.

Ist in (1) n="2r eine gerade Zahl und man setzt —a an die
Stelle von @, so éndern in der {ten, Jten  Kten .(211—1)“11 Vertical-
reihe simmtliche Glieder ihr Zeichen, wilhirend die Glieder der 2t
ften Gten  2pten Verticalveihe il Zeichen beibehalten. Da nun
simmtliche Verticalreihen einen regelmifligen Zeichenwechsel dar-
bieten, so wird dies auch noch dann der Fall sein, wenn —a an die
Stelle von @ tritt und die Reihe (1) convergirt auch fiir = —1.

Ist hingegen in (1) 2 =2r—1 eine ungerade Zahl, so ist, wenn
wir die Verticalreihen derselben mit S, S,, S;. . .Sy bezeichnen:

S ¥ L,Lalil'—i 3}61'—2 +
= — —— +———5+...
2y dr—1  6r—2
s (02 2+t ot ab%—1 +
2 =" T 5. 1 1 - —  ae
2 %1 " I et
33'3 vt 24+ a5
Ss =

§_21'+2+4r+1— 6r +e

er—--i xkr—Z wﬁr—3 ,I;.Sr—-lk

y e e e b Gt

S2r-—1 =

und wenn —- x statt & gesetzt wird, erhalten die Glieder der Reihen
S, Sss.. .81, simmtlich das Vorzeichen —, die Glieder der
Reihen S,, S;,...8:—2 aber das Vorzeichen 4+ und diese Reihen
convergiren nur dann, wenn der Zahlenwerth von 2z <<1. In diesem
Falle wird die letzte Verticalreihe

ke - phr—2 b3 1 2r—1
S T P O

welche fiir w=1 divergirt. Die iibrigen Verticalreihen (2r—2) an
der Zahl lassen sich aber paarweise so miteinander vereinigen, dal ein
regelméfiger Zeichenwechsel entsteht, die erste mit der zweiten, die
dritte mit der vierten u. s. w. So geben z. B. die zwei ersten
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und diese Reihen convergiren auch fiir 2z =1, da die Zahlenwerthe
der spiitesten Glieder die Null zur Grenze haben.

Ist also in (1) # eine ungerade Zahl, so convergirt dieselbe fiir
x#=—1 nur dann, wenn man die letzte Verticalreihe
auslift. Ist der Zahlenwerth von &z <<1, so convergirt die Reihe
(1) immer.

In der Reihe (2) sind die Exponenten von & simmtlich unge-
rade Zahlen, tritt nun —a an die Stelle von x, so indern simmt-
liche Glieder ihr Zeichen, es kann also durch diese Vertauschung
leine neue Reihe gewonnen werden.

Setzt man in (1) 2# statt », dann auch —u, statt 2, bezeichnet
die neuen Reihen mit X5,, Xz, und subfrahirt, so gelangt man zu fol-
gender Beziehung:

X:;=%(X2 -—X2n), (3)

so dald es also hinreicht, die Function X, zu bestimmen, um aus ihr
auch die Summenformel X; fiir die unendliche Reihe (2) kennen zu
lernen.

§ 2.

Werden die Gleichungen (1), (2) nach « differenzirt und in
den Horizontalreihen die gemeinschaftlichen Factoren herausgeho-
ben, so zeigt sich:

dX, .
o = (A+a+at+a*+. . Fa 1)

—a" (I4a+ta*+a3+. . . fam?)
+ e (1+atat+aP+. . Fan?)

dX,
dzv

= (14242 425+ . Fa®?)
—_ w211(1+x2+x4+x6+_ . +9«'2"_2)
_I_ {b"4"(1 +w2+mﬂ+m6+ .. +m2n—2)
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oder weil immer

142+t +adt. .. ot = ‘;__11
i |

142+t a4 . .. Fa 2= o

und wenn der Zahlenwerth von 2 kleiner als die Einheit ist:

1
—pn 20 qa3n J—
1—a” fa*—a’. .. |
1- 42— a4. .. = _1
41

X, o—1 1 dX; a1 1
de 241 x—1° daz a1 22—1

oder wenn jetzt mit dz multiplicirt wird, durch Integration:

z*—1 dx 1 dx
Xn=f— 7—1 +C=]g(“‘_1)_2fmm+0

a'—1

. [x—1 dx , g1 1 dz ,
X"—f P o U L 2fxan+1 peo

und die Constanten C, C’ sind so zu bestimmen, daf fiir x =0, die
Theile rechter Hand verschwinden.

*

§. 3.

Um das erste der vorstehenden Integrale zu bestimmen, unter-
scheiden wir die zwei Fille eines geraden und ungeraden n. Ist
n=2r und zerlegt man den Bruch 1 : 2?41 in Partialbriiche, so
wird nach bekannter Methode:

1 1 gcos $0(2— cos s0) 4 sin %50

s

T | = a*—2x cos sH41

hierin bezieht sich das Summenzeichen auf s, und s erhilt die
7 Werthe 1, 3, 5,...2r—1; 6=-;Z—. Multiplicirt man diese Glei-

chung mit da : —1, und integrirt, so folgt
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1 dve. 1 s Bf & — cos s dx
241 z—1  r €08 Y 92 cos s6+4+1 »—1

(5)

1 . 1 dx
+ r §sin Sfy‘wz—Za: cos s04-1 »—1°

Die zwei Functionen unter den Integralzeichen abermals in
Partialbriiche zerlegt, geben nach kurzer Rechnung respective

1 1 1 a— cos sf +1 14 cos s6

2x—1 2 2*2pcossbf1 ' % 2*—2xcosshH1’
1 1 1 ax— cos s

2(1— cos sB)ya—1  2(1— cos s0) a®—2x cos sH}1

1
1
2 y*—2x cos sO41°

also da

a— cos 0 . \ .
fx2—2x cos sO+1 dz = 3 1g (a"—2w cos sO+1)

x— cos 80

J S R Y
Z—2z cos 01" “sinsb 8 s sb

ax— cos s dx ;
./:’62—2.1: cos sOF1a—1 * g (e—1)—

1+ cos s ax— cossh
1 2__ 9 T Ay -
g (2*—2x cos s64-1) + 5 sin 30 Are.t PR

(6)

s

f 1 dv 1 lg (—1
P2z oos DFTa—1 — 2(A—cos 6y 8D
1' 2
—mlg(a —2x cos s641) (1)
x— cos s
"~ 2sin s0 dre.tg sins§

Durch Substitution dieser Werthe in (5) und Vereinigung der
gleichartigen Glieder zeigt sich:

1 dz 1 B . y
2 lae—1" 7 S 1g (2—1) — ¢ Slg(2*—2x cos 36"'1)(8)
x— cos s

—_ % S Ctg 2i30 Are. tg m_



80 Unferdinger.

1)
1 sin 2sf .
g coss0+ 2(1— cossh)

denn es ist der Factor von Ig (@

E]

2ol

der Factor von g (2*—2 cos s64-1)

sin %56 -
A(1—cosst)

’

20|

1
+ €o0s 6

der Factor von Arcustangens

(14 coss) cossh
2 sin s 2

sin s =— 1 ctg 4 s,

da aber nach dem Sinne des Summenzeichens, welches sich auf die
7 Werthe von s bezieht, ndmlich 1, 3, 5,. . . (27—1) offenbar

Slg(x—1) =rlg(x—1),
Slg (a*—2x cos s64+1) =241,

so wird:
1 dx
©)) 1 o1
x— cossh
sin g9

1 1
=%]g(a}—1)—4—’_lg(a]2"+1) —2—rSctg +80. dre. tg

und hiermit nach (4):

— cos 80
sin s

(10) X"=—217—11g(x2"—|—1)—I—%Sctg%sB.Arc.tga} +c.

Um die Constante zu bestimmen, setzen wir £ =0, wodurch
der erste Theil verschwindet, und da

Are.tg(— ctg s0) = — Are.tg (ctg s6) = — [% — 36] )
s0 ist

(11) 0=%S(g —36] elg 10,

so dal} also die Constante im Allgemeinen als Funetion von 7, respee-
tive von » erscheint,
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§ 4
Ist #=2r—1, so hat die Gleichung "4 1 =0 die reele

Wurzel —1 und » Paare conjugirte imaginiire und die Zerlegung des
Bruches 1:2"1 in Partialbriiche gibt folgende Gleichung:

1 1 + — cos s (w— cos s0) - sin *s0
zFl a a?—}—i a*—2x cos 041 ’

worin sich wieder wie friither das Summenzeichen auf s bezieht und
==, Aber s erhilt jetzt nur die r—1 Werthe
n
1,3, 5,...2r—3=n—2.

Mit da:x—1 multiplicirt und integrirt, erhdlt man nun:

f 1 de 1 I w—i——z—Scos.qB x— cos s0 dz

2—1z—1  2n gw—l—i n x*—2x cos sO-4-1 2—1
2 L. 1 dz

+ _n-SSln S(J‘wz—Zxcos sh4+12x—1

Da die hier vorkommenden Integrale mit jenen in (5) iiberein-
stimmen und der Unterschied nur in der Anzahl der Werthe von s
besteht, so kann man hier unmittelbar die Formeln (6) und (7)
anwenden und gelangt sofort zu folgender Gleichung :

1 do 1
/;:”-1—1.9:—1 2 a:+1+ - Slg(a—1)
—— 2—
2nS1g(:v 2z cos s041)

ax— cos s

1 1
— S ctg 580, Are.tg S50

und da nach der Bedeutung des Summenzeichens :

Slg(x—1)=(r—1)1g(z—1)
Ig(z+1)+ Slg(a*—2x cos s64-1) =1g (a"-1),

1 dz
Jorra (1)

1 1 x— cos sf
=1llg(ez—1)— 2_n]g(xu+1) — ;S ctg 1. Are.tg

singd
Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl. LV. Bd, 1L, Ahth, 6
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welcher Werth in (4) eingesetzt gibt:
cos s

13 Xx.= —Ig(a:”—{—1)+ Sctgzse Are. tg——+C

Diese Formel, mit der entsprechenden (10) verglichen, unter-
scheidet sich von dieser nur darin, dafd » =2r—1 ist und s nur die
r—1 Werthe 1, 3, 5,...2r—3 erhiilt. Wird =20 gesetzt, so ver-
schwindet der erste Theil und es folgt, mit derselben Bedingung fiir s:

(14) C=%S(%—-s@] .ctg L6,

Mit den Formeln (10), (11), (13), (14) konnen alle Reihen
von der Art (1) summirt werden. Wir gehen nun iiber zur Bestim-
mung der Summenformel fiir die Reihe (2) und beniitzen hierzu die
Beziehung (3).

§ 5.
Ersetzt man in den Gleichungen (10), (1) » durch 2, so ist

auch statt 0 = r s %6 =" zu setzen und man hat:
n 2n

Xop = l]g(aaz”—l-i) + Sctg Ls6.Are.tg —23‘9_+ c

und fiir s sind jetzt alle ungeraden Zahlen zu setzen 1,3,5...2r—1,
wihrend wie friiher 6—-—7 Wird # mit — & vertauscht, so wird
mit denselben Bedingungen:

@+ cos - g0
sin £ 56

X, = 5 lg(.:vz"—}—il) —_— S ctg Ls6. dre. g +C,
wobei die Constanten in beiden Gleichungen denselben Werth haben.
Die Relation (3) gibt hiermit:

1 . -~ 2 -4 cos 150 . x— cos5s0

X, = %Sctg +s0 {A”:'th%s@— +A70-tgwg

22 sin 1L 50
1—a?

(15) X;=%Sctg%36.Arc.tg

b

dieses ist die Summenformel fiir die Reihenart (2).
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Wir lassen zur Erliuterung der allgemeinen Formeln einige
Beispiele folgen.

§. 6.
Wenden wir uns zunéichst zu den Gleichungen (10), (11),
welche die Reihe (1) summiren, fir 2 = 2.

Ist n=2, r=1, 6=—g—=90°, s=1, so finden sich C=0

und man hat:

|

lg(142%) + dre.tg = (16)

.’)}‘3 .’l?[" .Z'5 .’L’G

=ety -3ty tE o

und von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich auch durch
Entwicklung der zwei Glieder des ersten Theils iiberzeugen.
Setzt man hierin 2 =1, so wird:

g2 =143 —5—1+4+5—...  UAD

Ist n=4, r=2, e=%=45°, s=1, 3, so wird
o= o)
(V24 1) dre.tg(2V2—1)
+(V2—1) dre.tg(xV24-1)

=—%lg(1+w“)+%{V§Aro.tg el lz}+%,

—
Llg(14a¥)+ 1 {VZA c. tg1 oV 2-|-Aw tg(m’)}

|

X4=7‘,—lg(l—|—x’*)+%g $+

I

man hat daher die Gleichung:

Hlg(42Y) + L dre.tg (@®) + L V2 4re.tg fl/,i (18)

11 12

+ +10+11+12

6%*
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fir — @ statt & verwandelt sich diese Gleichung in folgende;

V2

1—a?

(19)  Llg(14-a*)+ Ldre.tg (2*) — 1V 24rc.tg

at  a®
=—c+tyg—3t7

+ b + x’ a8
b 6 7 8
T R 12

&
R TR TR Y
+

wihrend in der ersten Reihe auf drei Zeichenfolgen ein Zeichen-
wechsel folgt, folgt in der zweiten auf drei Zeichenwechsel eine
Zeichenfolge. — Wird (19) von (18) abgezogen, so erhilt man
auch im Sinne der Beziehung (3):

119 4y ﬂ —_—py v Z ror o
(20) 2V2A70.tg1_$2_m+ 3 +§+ g
setzt man hierin x =1, so ist:
n e

@) FVE=tddi—i—bdti—

Bezeichnet s die Sehne eines Kreisquadranten vom Radius #, so
ist s=7V2, die Linge des Quadranten aber ist = + 7, oder wenn
man r=-151/2 einsetzt, so wird der Quadrant — %VE. s. Die Reihe

(21) gibt also die Liinge des Kreisquadranten, wenn man die Sehne
desselben zur Einheit nimmt. Diese Reihe wurde zuerst von Newton
mitgetheilt in einem Briefe an Collins (24. October 1676), aber
ohne Beweis fiir ihre Summe. Euler kommt auf dieselbe in seiner
Introd. in analys. inf. T. I, §.179 auf andere Art ohne die allgemeine
Form (20) aufzustellen,

§ 7.

Setzen wir jetzt =6, r=3, 6= % =30°, so wird s=1,3,5

€os 6=%V§, c0s30=0, cos b= _%]/5, etg16=2- V3, ctg % = 1.
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sin6=-1, sin30=1, sin86=-1, ¢ g-56 =2—V3,

und hiermit nach einigen Reductionen:

=%{(2+V§) —(2—~V3) } 2ry3.
22) %V_ + +lg(14-2%)+ S Are.tg x + & Are. tg1

+ ? {Arc Ag (20— 1V38) —dre.tg (22+ V§)}

a* 2 2t 2 at
=ty tytrtyty

wIG “.17 wlB

x13 wil& .’13‘15
+E5t ot ettt

da nach bekannter Entwicklung:

18

6 12
1 )= T T T
Lg(l+a)=F— 15 +g— -

s0 kann man hierin dieses Glied im ersten Theile, gegen die letzte
Verticalreihe im zweiten Theile auslassen. Man erhiilt so ,z. B. fiir
=1,

(23) (m+ﬂf)m—1+ ERERFREREL

Vertauschen wir in (22) & mit — @, so ergibt sich unmittelbar
folgende Gleichung, in welcher die Reihenentwicklung auf je fiinf
Zeichenwechsel eine Zeichenfolge hat:
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86

x
2 dre.tg r—

(24) §V§-|— Lig(142%) — 4 dre.tg 2—
V3 {Aw tg (2o — V3) Are.tg (224 V_)}
2® z* S b
=—$+——T+T—?+F

7 in a;.ﬂ wlz

-t T htE-E

$13 .’L‘“' .1'15 216

mtu BT Wi

und wenn man (24) von (22) subtrahirt:
L Arvc.tg v+ % Are.tg 1—_‘7"—2

(25)
28 x°
=otyty
(L'7 .%'9 w“
T T 9 T 11
.1:'13 ‘z.iﬁ $17
tettr

werden hingegen die Gleichungen addirt, aber auch %lg (1429%)
gegen die letzte Verticalreihe beiderseits weggelassen:

V3 { dre.tg a4V 3)—Are.tg (Ra— Vﬁ)}

(26)
2. ,—  a* z*
=95V3i—v—71
ms mio
+3+t10
w14 w16
14~ 16
wzo xzz
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§. 8.

Wir wollen nun specielle Annahmen fiir die Gleichungen (13),
(14) treffen, welche sich noch immer auf die Reihe (1) beziehen,
aber fiir ungerade Werthe von =,

Fir n=3, r=2, 0= =60°, s=1, wird cos 6 =1

sin 0 = %1/5, ctg 16 = V3 und hiermit € = %1/5,

2V3 22—1

Tle(+a%) + 3 Are.tg 75 27
2P
=rtyty
2t 25 af
)
2 2

auch hier ist L1g(1+2%) gleich der letzten Verticalrelhe rechter

Hand, kann also beiderseits ausgelassen werden. Man erhilt hie-
durch:

n 2V3 22—1 2t
?Vg-I—TAoc.tg =@ +5 (28)
@ 2
4B
2 ab
+wt5
~Vi— 2V dre.t i L P (29
9 3 B s =ty )
a}fk 605
—I7TE
.’2?7 mﬁ
7Ty
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die letztere Reihe durch Vertauschung von — & mit . Endlich fiir
2 =1 im Sinne der Convergenzbemerkung in §. 1:

U —

(30) §W=ﬁ+%
—_1_ 1

4 5

+7+3

@ FVI-1-y
+i—3

+7—3%

zur letzteren Reihe (31) gelangt auch Euler in seiner Introd. in
analys. inf. T. I, §. 176, aber auf anderem Wege.

Da der erste Theil in (30) das Doppelte des ersten Theiles in
(81) ist, so gibt die Reihe (31) um die Hilfte jener (30) vermindert
Null. Zieht man Glied um Glied ab und vereinigt das Gleichartige,
so ergibt sich:

B O=Fi—dhi—dth—dted
—Hh =t dth— bt b
Fiir 2 =1 gibt (28) noch folgende gut convergirende Reihe:
T o 1
(33) =1zt e
1 1
N
1
+ T2 T 8.28
§. 9.

Fiir die Reihe (2), welche durch die Formel (15) summirt wird,
sei zunéichst n=1, also 6==, s=1, cos L0=0, sin L0=1,
ctg10=1, also



Die Summe der Logarithmus- und Arcustangens-Reihe etc. 89
2 2 a7
X =p— =+ —=+.-. 34
Are.tg x=x 3-}-5 7+ (39)
und dies ist die bekannte Entwicklung von Jacob Gregory.
Iﬁn=3,h=%5=%ts=L3jﬁoMMcmi.=%Vi

sin%6=% cos36=0, sm%@—i cos 36 =— ~l/3 sin "6-—2,
ctg +0= 2+l/§ ctg 26 =1, etg 6_2—~V3 und hiermit wird:
X %{(2+ V38) dre.tg 1 z+(2——V3)A1c tg1
oder

%Arc.tga:'+%Arc.tg—1__Lx2 (38)

B 2

= +T+?

P S B

T 9 11

.%‘15 17

Zu diesem Ausdrucke gelangten wir auch in §. 7 (25) auf in-
directe Art. Setzt man hierin #=1, so erhilt man folgende bemer-
kenswerthe Form fiir einen Bruchtheil der Ludolph’schen Zahl:

5
mr =1ttt (36)
i __1___ 1
7 9 11
SEIE g

---------

und hiermit in Verbindung mit der Gleichung (23):

S
I
+

(37

o|a
l

Sl ol ol

l

i~ L N

+
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§. 10.

Der im §. 2 entwickelte Grundgedanke zur Summirung der
unendlichen Reihen (1) und (2) ist auch dann noch anwendbar,
wenn die Exponenten und Nenner von x irgend eine arithmetische
Reihe der ersten Ordnung bilden:

a, a+9, a+29, covvat( n—1)3,

a+ 28, a+( n+4+1)9, a+( n42)9,....a+4(20—1)3,
a+2ud, o+(2r41)9, at(2n+42)9,....a+4(3n—1)3,

bezeichnen wir eine solche Reihe mit X,,, so kann der erste Differen-
zialquotient derselben immer auf die Form gebracht werden :

a1, (1 +wa+xzﬁ+ e _I_m(n_i)a)ci _wna+wzua_ . )
und dieser Ausdruek ist fiir # <<1 und ein positives 9 immer gleich

a"—1 1

a—1
"t —1 14a

und in Folge dessen:

mna_ i 1
Xo= f m 21 dz-4C.

2. Uber einige mit dem L aplace’schen verwandte hestimmte
Integrale,

Wenn in
1 ut

m 142

u = e~ gesetzt wird und man multiplicirt mit e—**de, integrirt
zwischen den Grenzen 0 und oo, und zwar mit Anwendung der
bekannten Liaplace’schen Formel:

Vr
e~ dr=——, 04> 0,
/ 2Va

0

=1—u4v*—. .. +ur1F
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so gelangt man zu folgender Gleichung:

°jl.’,1}' Vn' . _i_— 001 —na? "
/:—ﬂ 2(1 it v "'iV;)ﬂLo/emﬁe do ()

und zwar gelten die oberen Zeichen, wenn n =21, die unteren,
wenn n==2¢ ist. Da ¢ innerhalb der Integrationsgrenzen sein
Zeichen nicht #ndert und der Bruch vor diesem Factor fiir diese
Grenzen | zum Maximum und 0 zum Minimum hat, so liegt der
Werth des Rest-Integrals nach einem bekannten Theorem immer
zwischen den Grenzen

V_
4Vn

fiir n = oo ist also der Werth desselben Null und es ist sicher

flﬂ_ﬁi_i 1
/ e"2+1—2( V2 T V3 ) )

In verkehrter Auffassung wird durch diese Gleichung die be-
kannte convergente unendliche Reihe

und 0;

1/ +V3

durch ein bestimmtes Integrale dargestellt,

Aus der Gleichung (1) lassen sich noch folgende bestimmte
Integrale in endlicher Form darstellen:

Lpeert  Vr( 4, A 1
r+e—2" V= 1 1 1
/’W"‘”‘T(i_ﬁ+v_§""—ﬁ} ®

0

e—2rat__ 3—23:):2 V; 1 1 1
_zhdm=—— e —— eea T T—/—— |, >‘ 5
/ e”+1 2 (V27‘ V2r4-1 + l/2s—1J =r ()
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et p—2sa? l/; 1 1 1
6 —_— (l _— —_— e, .
(6) / e¥4-1 ¥ 2 (]/2,--]-1 Vor4-2 + VZS) =1

Geht man aber von der Entwicklung

1 u"
[ 2 3 n—1
i 1+u+u+u..+u +1

aus, so gelangt man bei ganz &hnlichem Vorgange zu folgender
Integration:

v Ppp— Va 1 1 1
® /de=7(l+ﬁ+ﬁ+' '+ﬁ)
(8) /%:oo

DR e e S A W)
® ,/erz_1 T2\ Vgt Vet T VR

0
n2Z2 m+1.

Etwas allgemeiner und mit #hnlicher Ableitung wie die Glei-
chung (2) hat man noch fiir ¢ Z1:

10 de _Va( e @
(10) /etq-a— 5 (1 513 )

1]

(11) /egdia V—(+V2+l/3+ )

0

in umgekehrter Auffassung werden durch diese Formeln die Summen
zweier bekannten convergenten Reihen durch bestimmte Integrale
dargestellt.
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3. Uber die Grenze des Ausdruckes

1
7_—n+1 +7—n—|—2+' . +2—m fiir m = oo.

Bei der Untersuchung der harmonischen Reihe in Bezug auf
Convergenz und Divergenz wird nach Cauchy meist der obige Aus-
druck zu Rathe gezogen und es ist oft bemerkt worden, daly der
Werth desselben immer zwischen 1 und % enthalten ist. Im Folgen-
den soll die Grenze bestimmt werden, welcher sich diese Summe
fiir ein unendlich zunehmendes 7 ohne Ende nihert.

Ist n <<m, so gibt die Gleichung:

()

setzen wir daher

n 1 1
§1n+n=m+1 +m—|—2+"'+2_m’

so wird auch

::ém-ll-n :z{m—s( ]+S(;—lz]z_s[%]3+"'§

1 1 1
=1— — St— S ..
- .Sn--l—m3 Sn 7 SnP+-

und fiir m = oo

m

Lim. §

1m—4-n

=1— le Sn+ L1m — Sn -—-le — Sn3—|-

Nun ist bekanntlich, wenn B, B,,.. die Bernoulli'schen
Zahlen bedeuten:

m

Sn"

H4+ m 4 L (5) B mi~t— L (%) By~ +. .

also

m

Lim. S Sn

1
FF17
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setzt man hierin £ =1, 2, 3,.. . und substituirt, so folgt:

. m 1 .
le.,.?'m_i_n:l—-% r—++...=1g2

. 1 1 1
le-(;n—i_—i—l—m——‘_l*z—l—...-l-gh—?):]gz,

wobei Ig den natiirlichen Logarithmus bezeichnet.

Yon der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich auch noch
auf folgende Art iberzeugen. Bezeichnen wir unseren Ausdruck mit p,
und setzen

1
sa=14+14+14.. '+;z—’
so ist bekanntlich die Constante des Integrallogarithmus

Lim. (s,—lg m) =0-5772. ..
und
Sam = Sm + )

setzen wir in dieser Limite 2m an die Stelle von m und wenden die
zweite Gleichung an, so zeigt sich
Lim.(s, +p—1g 2—1g m)=0-5772,
Lim.(p—1g 2) =0,
Lim. p=Ig 2.

Aus dieser Limite lassen sich nun noch andere ableiten, so
ist z. B.

. 1 1 1 1
le.[m %+m+1+ 3—|—...+———]=lg4,

m+4 3 m-m. 4
1 1 1

1
m+%+m+%+m+%+...+m]=1gs.

Lim{
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4. Beweis der Divergenz der unendlichen Reihe
1

3s,

+232—|— +..., wemn s,,=1+%—|——;—+...+—%

Kurz nachdem Olivier im 2. Bande des Crelle-Journals
sein trigliches Criterium fiir die Convergenz der unendlichen Reihen
entwickelte, hat Abel eben daselbst Bd. 3, p. 82 sich mit der
obigen Reihe beschiftiget und ihre Divergenz nachgewiesen. Neuer-
lich wurde diese Reihe wieder von Schlémilch ecitirt im zehnten
Jahrgang seiner Zeitschrilt p. 355. Im Folgenden gebe ich einen
Beweis ihrer Divergenz, welcher sich durch seine Einfachheit empfeh-
len diirfte.

Nach einem bekannten Satze von Cauchy sind folgende zwei
Reihen gleichzeitig convergent und divergent:

Uys Uy Ups Ugs Uy ses s

Ugs 2u,, Auy, 8u,, 16u;,...,
mithin auch die folgenden

101 1 1 1
s,  2s,” 3s,” 4s,’ Bs,’
1 1 1 | 1

s £l
S S 8 S5 Sy

so dald es hinreicht die letztere Reihe in Bezug auf Convergenz zu
priifen, um iiber die erstere zu entscheiden.

Es ist

Sn=snt. 73 m —|— 1 to a2 m--2 +tg 2m

m-—|—

und da immer
1
m—+1+m———+2—|-...+%<1

s0 ist 83, <s,-+1 und man hat in successiver Anwendung dieser
Relation:
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1

s, =1 s, =1 also — =1
Sy
1

__ 3 __3 _ 2

Sp =% S, =7 g—i

5 1 2

8, <st+1 Sy <% S_>?
4

7 1 2

s < s,+1 8y <3 P2
[

. 9 1 2

85 <sgt1 Si6 < 7 5. >3
16

und durch Summation;
1 1 1 s . 1
—+—+—+...>2(0+5+5+7+..)—1,
8y S2 Sy

da nun die Reihe rechts divergirt, so divergirt um so mehr die Reihe
links, mithin auch die vorgelegte Reihe.
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