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i .  Die Summe der Logarithmus- und Arcustangens-Reihe mit 
alternirenden Zeichengruppen.

Von Franz U n f e r d i n g e r ,
L eh re r der M athem atik an der öffentlichen O berrealschule am Bauernm arkt und jen e r 

v o n M e i x n e r  am A lsergrund.

§• 1-
Nimmt man in den genannten zwei unendlichen Reihen die ersten 

n Glieder mit dem Vorzeichen die n folgenden mit dem Vor­
zeichen — , die darauffolgenden n Glieder wieder mit dem Vor­
zeichen - j- , u. s. w. derart, daß also immer n — 1 Zeichenfolgen 
von einem Zeichenwechsel unterbrochen werden, so erhält man:

/y»2 /y»3 /y»W

l , ^  +  T  +  T  +  . . .  +  — l + T

^n+1 #?n+ 2 .̂n+3 CC~n~ * 3ßin
n -\-1 n-\-2 n-f-3 ’ ’ ’ 2n — 1 2n  (1}

+  2 w -f l  +  2 ^ + 2  +  2 w + 3  +  ‘ ‘ ' +  3 ^ 1  3 ^

.̂3 „,5 ~,2n—3 ™2n— 1

X = *  +  - ^  +  i r  +  . . .  +  ö ^  +3 ' 5 ' ' 2^— 3 ' 2rc—  1
^ 2 7 1 + 1  ^ ,2 n — 3 /̂ ,2n-|-5  ^ .4 « — 3 ^ 4 « — i

2?i-|-3 2?z-f-5 ’ 4ra— 3 4 n— 1 (2 )
1 ^G)i—3 /̂ öh_ 1

+  « ■  ̂ +  * ■ « +  L  i~5 H~ • • • H~

ist der Zahlenwerth von oc gleich oder kleiner als die Einheit, so 
convergiren je  die n Verticalreihen, folglich auch ihre Summe und 
die vorliegende Abhandlung hat den Zweck jene Functionen von
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76 U n f e r d i n g e r .

x ,  X„, X» zu bestimmen, welche den convergirenden Reihen (1 ), (2 ) 
gleich sind.

Setzt man in der Reihe (1 )— x ,  statt x ,  so erhält man eine 
neue Reihe9 in welcher immer n— 1 Zeichenwechsel durch eine 
Zeichenfolge unterbrochen werden und die Summe derselben entsteht 
aus der Function X n durch dieselbe Vertauschung.

Ist in (1 )  n =  2r  eine gerade Zahl und man setzt — x  an die 
Stelle von x ,  so ändern in der l ten, 3ten, 5 te“ . . . ( 2 r— l ) ten Vertical- 
reihe sämmtliche Glieder ihr Zeichen, während die Glieder der 2 tc", 
4 ten, 6ten, . . . 2r ten Verticalreihe ihr Zeichen beibehalten. Da nun 
sämmtliche Verticalreihen einen regelmäßigen Zeichenwechsel dar­
bieten, so wird dies auch noch dann der Fall sein, wenn — x  an die 
Stelle von x  tritt und die Reihe (1 )  coivm-girt auch für x  =  — 1.

Ist hingegen in (1 ) n =  2r— 1 eine ungerade Zahl, so ist, wenn 
wir die Verticalreihen derselben mit S i} S z, S s . . . S 2r- i  bezeichnen:

X2r X4’’—1 x Gr~ 2
X ~  l i r  + 4 ^ ~ r — 6 ^ 2  +  ' • ■

x z x 2''^1 x ir X^'~~X
~ 2 ~  2 r + l  +  ~4r +

x 3 x 2r̂ ~2 a?4,'+1 x 6r
Ü 2 r + 2  \ r - \ - \  67  +

St =

s 2 =  

=

fjQ 2/*—1 — %  ̂ ^
S 2r-1 =  2r_ x ~  4?, _ 2 +  +  • * *

und wenn — x  statt x  gesetzt wird, erhalten die Glieder der Reihen 
S t , S 3, . . . S 2r—i> sämmtlich das Vorzeichen — , die Glieder der 
Reihen S ^  . .  .S ir — 2 aber das Vorzeichen -(- und diese Reihen 
convergiren nur dann, wenn der Zahlenwerth von x < l .  In diesem 
Falle wird die letzte Verticalreihe

1---1 ~ ,ir —  2 „,Gr—3 4

welche für x = i  divergirt. Die übrigen Verticalreihen (2 r — 2) an 
der Zahl lassen sich aber paarweise so miteinander vereinigen, daß ein 
re gelmäßiger Zeichenwechsel entsteht, die erste mit der zweiten, die 
dritte mit der vierten u. s. w. So geben z. B. die zwei ersten
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x 2 x~r x 2r+l x ir~ 1 x ir
2 ^ + 2 r + l ~ 4 r — 1 +  '

und diese Reihen convergiren auch für x  =  1, da die Zahlenwerthe 
der spätesten Glieder die Null zur Grenze haben.

Ist also in (1 ) n  eine ungerade Zahl, so convergirt dieselbe für 
x  —  — 1 nur dann,  wer tn  m a n  die  l e t z t e  V e r t i c a l r e i h e  
a u s l ä ß t .  Ist der Zahlenwerth v o n a ? < l ,  so convergirt die Reihe
(1 ) immer.

In der Reihe (2 )  sind die Exponenten von x  sämmtlich unge­
rade Zahlen, tritt nun — x  an die Stelle von x ,  so ändern sämmt­
liche Glieder ihr Zeichen, es kann also durch diese Vertauschung 
keine neue Reihe gewonnen werden.

Setzt man in (1 )  2n  statt n, dann auch — x ,  statt x ,  bezeichnet 
die neuen Reihen mit X2n, X än und subfrahirt, so gelangt man zu fol­
gender Beziehung:

x ; = i ( x 2 — i * ) ,  (3 )

so daß es also hinreicht, die Function X n zu bestimmen, um aus ihr 
auch die Summenformel X» für die unendliche Reihe (2 )  kennen zu 
lernen.

§•
W erden die Gleichungen (1 ) ,  (2 ) nach x  differenzirt und in 

den Horizontalreihen die gemeinschaftlichen Factoren herausgeho­
ben, so zeigt sich:

=  (1

—  x n ( l + x - \ - x z+ x s-\- . . . - fa ? " -1)

+  x 2n( \ - \ - x - \ - x %-\-x i - \ - . .  .

^  =  (1 . . . + x 2n~ 2)

— • • • + a?2M- 2)

- f  . . . + x 2n- 2)
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oder weil immer

1 + a?  -j-a?2+ # 3+  • • ■ + # ,,_1 =  —— r-a?— 1
__-I

l + ^ Ä+ ^ + ^ 6+  • • • +£C2,!~ 2 =  —g--- Y

und wenn der Zahlenwerth yon x  kleiner als die Einheit i s t :

1
1----X n -f-a?2n— X Zn- \ -  . . . =

1- * » + » » • _ » » • + — - ~  

d x » tu*— i  i  1_ l
da? a?n- |- l  a?— 1 ’ d x  x 2n- \- \  x %— 1

oder wenn jetzt mit d x  multiplicirt wird, durch Integration:

(x „ = r ^ 4  *  + c - ] g ( « - i ) - 8 / i i - r - ^ T + c. ) a?n— 1 a?— 1 ^  K J J  a?n-f-l a?— 1 1 
v4)  \

Y, _ / V ”— 1 d x  n ^ ^ - 1 2 r 1 ^  i r
l J  a?2“+ l  a?2— 1 2 g a ? + l  J x *n+ 1 a?2— 1 +

und die Constanten C', C' sind so zu bestimmen, daß für x  =  0, die 
Theile rechter Hand verschwinden.

§■ 3.

Um das erste der vorstehenden Integrale zu bestimmen, unter­
scheiden wir die zwei Fälle eines geraden und ungeraden n. Ist 
n =  2r und zerlegt man den Bruch 1 : a?2“—1-1 in Partialbrüche, so 
wird nach bekannter Methode:

1 1 c — cos sd (x — cos s0) -|- sin 2s6
a?2r-f-l r  x z— 2a?coss94-l

hierin bezieht sich das Summenzeichen auf s ,  und s erhält die

r  W erthe 1, 3, 5 , . . .  2 r — 1; 0 =  — . Multiplicirt man diese Glei-
n

chung mit d x  : x — 1, und integrirt, so folgt
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d x  1 „  „ f  &— cos «0 d x= ------- S  cos
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J  x 2r- \- l  x — 1 r  J  x z—2a?coss0 -|-l x — 1 f  .

. 1 O • 2 fl f  1 ilX
H--------&  s in  50  /  ~ 5 ö ---------------5 T J ----------- 7  ■r  J  x z—2 a ? c o s s 0 + l x — 1

Die zwei Functionen unter den Integralzeichen abermals in 
Partialbrüche zerlegt, geben nach kurzer Rechnung respective

t 1 t x — cos sQ t 1 + c o s s ö
+  T2 x — 1 2 a?2— 2a? cos S0-J-1 2 a?2— 2 a ? c o s s 0 + l

1 1  1  X -----  COS S 0

2 (1 — cos sQ) x — 1 2 (1 — cos sd) x 2— 2 x  cos s 0 + l

 l . __________________ L _ _________
2 x 2— 2 x  cos S 0 - J - 1  ’

also da

/ p d ^ T T e + T  d x  =  * ' '« ( * ’- * * cos s6+  ^

C  1  1  X —  CO S S0
J x z— 2a? cos s0 - |- l CX sin sd 1C’ g sin sd

x —  cos sd d x
x 2— 2a? cos sö -J-la?— 1

I W  2 O fl i n  I 1 + C O S S 0  A , OG—  COS,— |lg ( a ? 2— 2a?cos s0 -f  1) — -^ -A r c . tg
(6)

2 sin sQ sin sd

f _______ 1__________d x  _  1______  _
J a ? 8— 2a? cos S0-J-1 x — 1 2 (1 — cos s0) ° '

-----77*—  ------ ö t  lg(a?2— 2a? cos s 0 - f l )  (7 )4 (1 —  cos s0) &v 1 J v J

x —  cos sd
A r e . tg

2 sin s0 sin sQ

Durch Substitution dieser W erthe in (5 ) und Vereinigung der 
gleichartigen Glieder zeigt sich:
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8 0  IJ n f ü c d i n g  e r.

denn es ist der Factor von lg ( .r — 1 )

1 A . s i n 2sö .
—  COS sd +  7-7T---------------- =  4

2 2 (1 —  cos sd)  2

der Factor von Ig(a?2—2 x  cos sö - j -1 )

i A sm  sö i4  COS S ö -------- y-T-,---------------- —  =  ---- 4
4 4 (1 —  cos sö) 2

der Factor von Arcustangens

( 1 +  cos sö) cos sd .
-----------2 ^ 6 -----------| s m SÖ =  — L c t g | s9,

da aber nach dem Sinne des Summenzeichens, welches sich auf die 
v  W erthe von s bezieht, nämlich 1, 3, 5 ,. . . (2 r— 1) offenbar

S l g ( a ? - l ) = r l g ( < r — 1), 

iS lg (it?2— 2x  cos s ö + l )  =  x 2r-1-1 ,
so wird:

C 1 dx
^  J  a?3r+ l  x - 1

=  i  1 g O - 1) -  lg (> > '+ 1 )  -  4  S  ctg i  s 6 . A r e . tg ° °S
4r  2r  2 sin sd

und hiermit nach (4 ) :

1 i -r«__ ons vß
(1 0 ) X n =  ^  lg ( x 2r-\-1) -j- —  iS c tg \ s Q . A r e • tg  gQ +  g-

Um die Constante zu bestimmen, setzen wira? =  0, wodurch 
der erste Theil verschwindet, und da

A r e . tg ( — ctg sö) =  — A r e . tg (ctg sö) =  — ■— sd j ,

so ist

(11) -----sö jc tg - |-s0 ,

so daß also die Constante im Allgemeinen als Function von r, respec- 
tive von n  erscheint.
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Ist n =  2r— 1 , so hat die Gleichung x n- \ - 1 = 0  die reele 
Wurzel —1 und r  Paare conjugirte imaginäre und die Zerlegung des 
Bruches i : x n- \- l  in Partialhrüche gibt folgende Gleichung:

1 1 1 2 — cos sd ( x — cos s0) -|- sin 2s0
— ~r

D ie Sum m e der Logarithm us- und A rcustangens-R eihe e tc . 8 1

x n-\-\ n x-f-1 n x %— 2# c o s s 0- |- l  5

worin sich wieder wie früher das Summenzeichen auf s bezieht und
TT

0 =  —  . Aber s erhält je tz t nur die r — 1 W erthe
11

1,  3 ,  S , .  . .2 r—3 = ii—2.

Mit dx:a?— 1 multiplicirt und integrirt, erhält man nun:

x — cos s0 dxr  i  dx  i  x - i  2 r
/ ----------7 --------7  =  s -  l g  — r ^ r ----------- S  c o s  -J  x 11— i x — 1 2 n x-{-l n Ja.x — 2 x  cos 5 0 + 1  x — 1

2 t C 1 d x
+  n  S sin ÄJ a.* _ 2a. COSÄ0_(_l a . _ 1-

Da die hier vorkommenden Integrale mit jenen in (5 ) überein­
stimmen und der Unterschied nur in der Anzahl der W erthe von s 
besteht, so kann man hier unmittelbar die Formeln ( 6)  und (7 )  
anwenden und gelangt sofort zu folgender Gleichung:

r  1 d x  1 x — \ 1 .
=  ö l  ' R m  +  t - <sig(<r— l )x n- \ - l x — 1 2 n x - \ - \  n

1
— —  iS lg (.r2— 2 x  cos s0 —|— 1)

Äll

1 C * 1 fl A + ° C ~  C0S------- /S ctg -i-s0 .v lrc .tg
n  sin s0

und da nach der Bedeutung des Summenzeichens :

‘S'lgC^— 1) =  (»’— 1) IgO#— 1)
lg (a? — 1)  £ l g ( # 2— 2 x  cos s ö + l )  =  lg(o?n+ l ) ,

C 1 d x
x 1l+ \  x — 1

X — cos sd

(12)

= | l g ( * - l ) - ^ ] g ( ^ + l ) - ^ - S c t g | s0 .^ c . t g  sjns8
Sit/,1). (1. m a tlic m .-n a tu rw . CI. LV. Bd. II. A htli, 6
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welcher W erth in (4 )  eingesetzt g ib t:

•| 2 /v»__ PO<5 90
(13 ) X» =  -  lg 0 * " + 1 )  +  -  S  Ctg {  s6 . A r e . tg ?  ■ ■ - S-  +  C.n n  sin sö

Diese Formel, mit der entsprechenden (1 0 ) verglichen, unter­
scheidet sich von dieser nur darin, daß n =  2 r — 1 ist und s nur die
r — 1 W erthe 1, 3, 5 ,. . .2 r — 3 erhält. W ird #  =  0 gesetzt, so ver­
schwindet der erste Theil und es folgt, mit derselben Bedingung für s:

(1 4 ) C = | s ( - | - _ « a ) . c t g - 1 . 8 .

Mit den Formeln (1 0 ), (1 1 ), (1 3 ), (1 4 ) können alle Reihen 
von der Art (1 ) summirt werden. W ir gehen nun über zur Bestim­
mung der Summenformel für die Reihe (2 ) und benützen hierzu die 
Beziehung (3 ).

§. 5.

Ersetzt man in den Gleichungen (10), (1 1 ) r  durch n ,  so ist
TC TC

auch statt 9 =  — , -^0 =  —  zu setzen und man hat: 
n 2 n

ü .  -  5  lg ( - * * + t ) + T  5  c t g |  s e . ^ . tg + c
und für s sind jetzt alle ungeraden Zahlen zu setzen 1 , 3 , 5 . . .  2n — 1,

7Z
während wie früher 0 = — . W ird x  mit — x  vertauscht, so wird 

n
mit denselben Bedingungen:

^  1g(tf2" + l )  -  —  s  ctg J-S0. Are.  tg *  +  cos j s6 +  C,
2ii ii * sin s0

wobei die Constanten in beiden Gleichungen denselben W erth haben. 
Die Relation (3 )  gibt hiermit:

1 +̂  +  cos-is0  , ^ - c o s | s 0 )

8 2  U n f e r d i n g e r .

X  =  ö -  s  ctg i sd {A re . tg — -j- -  I------1- A r e . tg
2 n  4 ( ' s in - |s0  sin-|-s0

(iS) g -  4  Setgiri.A-c.tg

dieses ist die Summenformel für die Reihenart (2 ).
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W ir lassen zur Erläuterung der allgemeinen Formeln einige 
Beispiele folgen.

§• 6-
W enden wir uns zunächst zu den Gleichungen (1 0 ) , (1 1 ), 

welche die Reihe (1 )  summiren, für n =  2r.

Ist rc =  2, r  =  1, 9 =  —- =  90°, s = l ,  so finden sich C = 0

und man hat:
\  l g ( I + # 2)  +  J r c . t g  x  (16 )

/v»6. a/ «4/ tv . tv . U/

s = * + T - T “ T  +  -5- +  T  — ••

und von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich auch durch 
Entwicklung der zwei Glieder des ersten Theils überzeugen.

Setzt man hierin x =  1, so w ird:

-J-lg 2 + ■ -f «r =  1 +  +  i  +  (1 7 )

Is tw =  4, r  =  2, 0 = - ^ - = 4 5 ° ,  s =  l ,  3, so wird 

« - ! ( • « ; — * ¥ ) - f

( +  ( J /2 — r M r c . t g O V ^ + l ) )  4

=  -| ]g ( 1 + * * )  +  i  ̂ ViArc.tg^L-AreAg^  +  ^  ,

== i  lg (1 + * * )  +  1 1 1 /ä ’̂ -c . tg ̂ - 2 +  i r c . tg (**) | ,

man hat daher die Gleichung:

T  ]S (1 + # 4)  +  i  A r e . tg (x 2)  +  \  1/2 A r e . tg (18)
X 00
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8 4 :  U n f e r d i n g  e r.

für — x  statt o? verwandelt sich diese Gleichung in folgende;

(19) - |; lg ( l+ o 7 * ) + ! ^ n ) . tg ( o 7 2) — \ ] / 2 A r c . t g ^ - \
J. kX/

X +
O?2

~2
o?3

~3~ +
O?4

X

x b
6 ^

X 7 078

TT ~ T 8

X 9

i r +
0710

10
x n
TT +

0712

12

+

während in der ersten Reihe auf drei Zeichenfolgen ein Zeichen­
wechsel folgt, folgt in der zweiten auf drei Zeichenwechsel eine 
Zeichenfolge. — W ird (1 9 ) von (18) abgezogen, so erhält man 
auch im Sinne der Beziehung (3 ) :

1 -l/q , . x V a  O?3 075 o?7 079 0711
( 20)  -j 1/2 A r e . tg =  x  +  3---- 5---------- y  +  Y  TT “

setzt man hierin o? =  1 , so ist:

(2 1 ) 1/2 =  1 + - |  —  i ~  y  +  i  +  n — ••

man ?’= { s V% einsetzt, so wird der Qiiadrant =  -7-1 /2 . s. Die Reihe

Bezeichnet s die Sehne eines Kreisquadranten vom Radius r, so 
ist s =  r  1 /2 , die Länge des Quadranten aber ist = ± r n ,  oder wenn

TC ,  / —

T
(21 ) gibt also die Länge des Kreisquadranten, wenn man die Sehne 
desselben zur Einheit nimmt. Diese Reihe wurde zuerst von N e w t o n  
mitgetheilt in einem Briefe an C o l l i n s  (24. October 1 6 7 6 ), aber 
ohne Beweis für ihre Summe. E u l e r  kommt auf dieselbe in seiner 
Introd. in analys. inf. T. I, § .1 7 9  auf andere Art ohne die allgemeine 
Form (2 0 ) aufzustellen,

§• 7-

Setzen wir jetzt 11= 6 , r = 3 ,  0 = - ^ - = 3 O ° ,  so w i r d s = l ,3 ,  S
o

cos S ~ y  cos30=O , cos 5 0 = — |- l/3 ,c tg - |-0 = 2 -f -1/3, ctg —  =  1.
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50 —
sinö =  -£, sin 30 =  1, sin 50 =  ctg ■— = 2 —  V d ,  

und hiermit nach einigen Reductionen:

j c a + l ^ y - ( 2 - 1 / 3 ) - ^ !  =  ^ ] / 3 .

Ofl» _
(2 2 ) — J/3 +  £  lg ( 1 + a?6)  + 1  . tg a? +  f  A r e . tg  —

D ie Summe der Logarithm us- und A rcustangens-R eihe e tc . 85

I o A r e . tg (2a?— J/3 ) — A r e . tg (2 a ? + 1/3) j
+

X 2
+

a?3
+

a?4
+

a?5
+

a?6
=  X

~2 i r T ~S ~6~

X 7 x 8 a?9 a?10 a?11 X 12

7 8 9 10 11 12

, X 13
+

a?14
+

a?15
+

a?16
+

a?17
+

a?18
+  13 14 15 16 17 18

da nach bekannter Entwicklung:

~6 „12 „18

so kann man hierin dieses Glied im ersten Theile, gegen die letzte 
Verticalreihe im zweiten Theile auslassen. Man erhält so *z. B. für 
a? =  l ,

( l 2  T ~ )  7r =  1 +  '2 + '5 ' +  ¥  +  i
___i____i ___i____i ___i

7 8 9 10 11

+  l l +  Ä + l I  +  B + T z

Vertauschen wir in (2 2 ) a? mit — x ,  so ergibt sich unmittelbar 
folgende Gleichung, in welcher die Reihenentwicklung auf je  fünf 
Zeichenwechsel eine Zeichenfolge hat:
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86 U n f e r d i n g e r .

(24) -i-lg(l+a?G) — ±Arc. i%x— |^ r c . t g - j - ^

- f  j jr c . tg (2x — 1/3) — Jlrc. tg (2x -f  1/3) j
/y»2 ŷ»3 /v»3 /yi6I U/ tv . U/ IV . tv

=  -  * + - 2 - - ~ r  +  T - “5“ +  -6 -
^7 ^8 îlO /jill ^12

7 8~ +  _9 TÖ~ +  TT — 12"
^13 „14 „15 „IG „17 ^18tv | M/ IV | tt/ *-1/ . IV

— l ¥  +  TT _  l̂ T +  lT  “  lT  +  IS

+ .......................................................

und wenn man (2 4 ) von (2 2 ) subtrahirt:

(2 5 ) | ^ r c . t g a ? + - | ^ r c . t g - j - ^

. x s , x b
=  *  + X  +  'E "

„7  „9 „11tv «v U>

” " 7  9 TT
/y»13 ^ |1 5  A il7

I  tv . IV .  tv

+  liT  +  TIT +  W

werden hingegen die Gleichungen addirt, aber auch - ^ lg ( l - j - # 6) 
gegen die letzte Verticalreihe beiderseits weggelassen:

(2 6 ) 1/3 |  A r e . t g ( 2 x - \ - 1 /3 ) — A r e . t g ( 2 x — V  3)

Ä7r i /ö  x  x
“  9 V 2 4

# 8  x 1 0

i r  tö"

x i!l x i(i 
~ U ~ i 6

,̂20 „22

20 22
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§■ 8.
W ir wollen nun specielle Annahmen für die Gleichungen (13 ),

(14) treffen, welche sich noch immer auf die Reihe (1 )  beziehen, 
aber für ungerade W erthe von n.

Für n =  3 , r  =  2 ,   ̂ = 6 0 ° ,  s =  1 ,  wird cos Ö =  y-

sin ö =  -1-1/3, ctg j 0 =  1/3 und hiermit C = ^ - V 3 ,

X l e ( i + ^ ) + ? ^ A r c . t g ^ = l  (27 )

. x % x z
=  *  + T  +  T

X 11 X h X 6

—  T ~ Y ~ ~  ~ 6  

s  *  *
^  7 T  8 T  9

auch hier ist lg (1 + a?3)  gleich der letzten Verticalreihe rechter 
Hand, kann also beiderseits ausgelassen werden. Man erhält hie­
durch :
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88 U n f e r d i n g e r .

die letztere Reihe durch Vertauschung von — x  mit x .  Endlich für 
x  =  1 im Sinne der Convergenzbemerkung in §. 1:

(3 0 )  ^ J / 3  =  l  +  i

___ 1_____1_
4 5

4- — 4- —■ 7 “  8

zur letzteren Reihe (3 1 ) gelangt auch E u l e r  in seiner Introd. in 
analys. inf. T. I, §. 176, aber auf anderem W ege.

Da der erste Theil in (3 0 )  das Doppelte des ersten Theiles in
(3 1 ) ist, so gibt die Reihe (3 1 )  um die Hälfte jener (3 0 ) vermindert 
Null. Zieht man Glied um Glied ab und vereinigt das Gleichartige, 
so ergibt s ich :

(3 2 ) 0 =  -|- {1 —  4- +  t  —  iT +  Ä — T7 +  - - - I

—  i  l i  —  T  +  i —  io +  it ~  h  +  • • • f •

Für x  =  \  gibt (2 8 ) noch folgende gut convergirende Reihe:

7T —  ^  1

C33)  ö - 1 .2  1 2 . 2 2

1 1
4 . 24 5 .2 5

+  ^ 4
1

§• »•

Für die Reihe (2 ) , welche durch die Formel (15) summirt wird, 
sei zunächst n —  1 , also 0 =  7r, s =  l ,  cos \ 0 =  0 , s i n 0 =  1, 
c t g - £ 0 = 1 ,  also
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A r c . t g x = x -----3“ +  -g-----+  ( 34)

und dies ist die bekannte Entwicklung von Jacob G r e g o r y .

Ist n  =  3, Ö =  iL  =  60°, s =  1, 3 , 5 ,  so wird cos \  Q = - jV  3,
3

sin -i0  =  -£, co s-|ö  =  0, sin -f 0 =  1, cos - |0  =  — \V% ,  s in - J 0 = y ,

ctg -10 =  2 +  ]/3 , ctg -f 0 =  1, ctg \  0 =  2 —  1/3 und hiermit w ird :

X ' =  A  j ( 2 + 1 / 3 )  i r c . t g  +  i n s . t g  ^ 5  +  ( 2 - 1 / 3 )  A - c . t g  j

oder

-j A r e . tg  o?-|- A r e . tg  ( 3Ö)

D ie Summe der L ogarithm us- uud A rcu stangens-R eih e e tc . ö u

=  X +
o ?3

~3~ +
075

~ 5~

X 1 079 0711

7 9 1 1

0713

+  I T +
0715

Ü T
+

0717

1 7

Zu diesem Ausdrucke gelangten wir auch in §. 7 (2 5 ) auf in- 
directe Art. Setzt man hierin x  =  l ,  so erhält man folgende bemer- 
kenswerthe Form für einen Bruchtheil der L u d o 1 p h ’schen Zahl :

_ 7 r  =  l  +  -^ +  |  (3 6 )
 i____ i____ i_

r 9 i i

+  1 3 + Ä + 1 7

und hiermit in Verbindung mit der Gleichung (23):

+  i  (37)
___ !___ j_

8 10

J - l x L  “  l i T  16
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§. 10 .

Der im §. 2 entwickelte Grundgedanke zur Summirung der 
unendlichen Reihen (1 ) und (2 ) ist auch dann noch anwendbar, 
wenn die Exponenten und Nenner von x  irgend eine arithmetische 
Reihe der ersten Ordnung bilden:

(i, (i-J-29, . . .  n— 1)9,

a-\- iib, « + (  n-[-1)8, « + (  rc-f-2)9,. . . .a-\-(2n — 1)9,
a-f"2w9, a-j-(2ra-{-l)9, a-j-(2w -f-2)9,. . . .a-\-(3n— 1)9,

bezeichnen wir eine solche Reihe mit Xn, so kann der erste Differen­
zialquotient derselben immer auf die Form gebracht werden:

x a~ 1. (l — . . .  -f"#(n_1)8)( i .—&,,i0-f-#2n8— . . . )

und dieser Ausdruck ist für x  <  1 und ein positives 9 immer gleich

j a .*8_ i  i
x u

x*— l  l+ a ? r0 
und in Folge dessen:

2. Über einige mit dem L a p la c e ’schen verwandte bestimmte
Integrale.

W enn in

1
=  1 — u - f- W2— . . . + u 1l~ 1 -f-

1 + w  1-fw

u =  e~xi gesetzt wird und man multiplicirt mit e~x%clx, integrirt 
zwischen den Grenzen 0 und oo, und zwar mit Anwendung der 
b ekannten L a p 1 a c e’schen F onnel:

»oo _

l̂ Vr
e~axZdx =  — — , a >  0,

21/«
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Über e in ig e  m it dem L a p l a c  e ’schen verw andte bestim m te Integrale.

so gelangt man zu folgender Gleichung:

»OO
1

e~ nxZ. d x
e**+ l

0 0

und zwar gelten die oberen Zeichen, wenn n =  2 r - \ - 1, die unteren, 
wenn n —  2r  ist. Da e~nx'3 innerhalb der Integrationsgrenzen sein 
Zeichen nicht ändert und der Bruch vor diesem Factor für diese 
Grenzen \  zum Maximum und 0 zum Minimum hat, so liegt der 
W erth des Rest-Integrals nach einem bekannten Theorem immer 
zwischen den Grenzen

für n  =  00 ist also der W erth desselben Null und es ist sicher

In verkehrter Auffassung wird durch diese Gleichung die be­
kannte convergente unendliche Reihe

durch ein bestimmtes Integrale dargestellt.

Aus der Gleichung (1 ) lassen sich noch folgende bestimmte 
Integrale in endlicher Form darstellen:

»oo

0

l_|_e-(2r+ l>’a

e**+l Vs
1

” ' + i/ 2 h FT.
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•oo

( 6)  / ------^  f / - * --------------- --------- / = =  + •••------^ = \  s > r .'  e" + l  2 [ | / ^ q r i  j / 2 r + 2  1/2^J

Geht man aber von der Entwicklung

(8)

(9)

. = 1  +  U -f- W8+  tt3. . +  W”-1 +  j ——1— U i i i  I i W

aus, so gelangt man bei ganz ähnlichem Vorgänge zu folgender 
Integration:

™ +w)

/

lOO
d x

u
/ »OO

e - mxz _ e - n .v 2 _  1/ff r  1 1 I I 1 1

* * _ 1  ^  -  "2T [ j / ^ ?  +  i / ^ + I + , , , +  vTiJ  *
«2 +  1.

Etwas allgemeiner und mit ähnlicher Ableitung wie die Glei­
chung (2 ) hat man noch für a ^  1:

/ »OO
d x  _  lAr r ____ft | "j

2 [  1/2 +  1/3 • ••J*

/ »OO
efa; Vtt f .  « az

0 ^ = - a  =  - z r [ i  +  W + V f +  ) ’

in umgekehrter Auffassung werden durch diese Formeln die Summen 
zweier bekannten convergenten Reihen durch bestimmte Integrale 
dargestellt.
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Über die Grenze des Ausdruckes etc. 93

3. über die Grenze des Ausdruckes

Bei der Untersuchung der harmonischen Reihe in Bezug auf 
Convergenz und Divergenz wird nach C a u c h y  meist der obige Aus­
druck zu Rathe gezogen und es ist oft bemerkt worden, daß der 
W erth desselben immer zwischen 1 und y  enthalten ist. Im Folgen­
den soll die Grenze bestimmt werden, welcher sich diese Summe 
für ein unendlich zunehmendes m  ohne Ende nähert.

Ist n  <  m , so gibt die Gleichung:

und für in —  oo

m 1 . 1  1 1
Lim. S  — :—  = 1  — Lim. —= 6 '« +  Lim. —̂ Sn*— Lim. —s Ä i3-4-.... 

i m -f- n m n r  n r

Nun ist bekanntlich, wenn B x, B s , . .  die B e r n o u l l i ’schen 
Zahlen bedeuten:

1 1
m  - f  - ii m

setzen wir daher

so wird auch

m \  1
S ---- —  =  -
i m -\- i i  in

also
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setzt man hierin k =  1, 2, 3 ,. . . und substituirt, so folgt:

m 1
Lim. S  —-r— = 1  —  y  +  T  —  { - + • • •  =  lg 2i m - \ - n

L im .f—-7—7 H----- -j—x -j- • • • -|- 0—1 =  lg 2 ,
\m  -(-1  m -f- 2 I m )

wobei lg den natürlichen Logarithmus bezeichnet.
Von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich auch noch 

auf folgende Art überzeugen. Bezeichnen wir unseren Ausdruck mit \x, 
und setzen

**»= 1 +  T  +  i  + • • •  +  “ » 

so ist bekanntlich die Constante des Integrallogarithmus 

Lim . ( 8m—  l g m)  =  0 - 5 7 7 2 . .  .
und

S2m == ~|~ ft ,

setzen wir in dieser Limite 2m an die Stelle von m  und wenden die 
zweite Gleichung an, so zeigt sich

Lim .(s,„-f ix—  lg 2 —  lg m) =  0• 5772,

Lim. (ja—  lg 2) =  0,

Lim. \x =  lg 2.

Aus dieser Limite lassen sich nun noch andere ableiten, so 
ist z. B.

Lim- ( ^ + Ä + ^ + T  +  ^ P |  +  - - '  +  - m . x ) = , g 4 '

Lim' b ^ i  +  +  + " ' +  8 -
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4. Beweis der Divergenz der unendlichen Reihe

Kurz nachdem O l i v i e r  im 2. Bande des C r e il e-Journals 
sein trügliches Criterium für die Convergenz der unendlichen Reihen 
entwickelte, hat Abel  eben daselbst Bd. 3, p. 82 sich mit der 
obigen Reihe beschäftiget und ihre Divergenz nachgewiesen. Neuer­
lich wurde diese Reihe wieder von S c h l ö m i l c h  citirt im zehnten 
Jahrgang seiner Zeitschrift p. 355. Im Folgenden gebe ich einen 
Beweis ihrer Divergenz, welcher sich durch seine Einfachheit empfeh­
len dürfte.

Nach einem bekannten Satze von C a u c h y  sind folgende zwei 
Reihen gleichzeitig convergent und divergent:

so daß es hinreicht die letztere Reihe in Bezug auf Convergenz zu 
prüfen, um über die erstere zu entscheiden.

Wq 5 y Mg 9 9 9 • • ♦ 9

uQ, 2 , 4u3, 8u7, 16«f15,.  . . ,

mithin auch die folgenden

1 1 1 1

si * 3V  4V  S h ’ " '

1 1 1 i 1

Es ist

und da immer

m  +  2~^~ *' ‘

so ist szm <  sm +  1 und man hat in successiver Anwendung dieser 
Relation:
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96 U n f e r d i n g e r .  B ew eis der Divergenz, der unendlichen R eihe etc.

-  1 s l =  1 also —  
si

=  1

__ 3
2 S2

__ 3
2

1

S2
_ 2

3

<  s2- f  1 ^  T
1

S4
> T

< S8 < T
1

S8
>  y

<  *S8 + ! S16 < f
1

S1G > f

und durch Summation;

f +  f  +  f +  - - - > 2 ( 1 +  r  +  f  +  f + • • • ) - ! .
*1  2  4

da nun die Reihe rechts divergirt, so divergirt um so mehr die Reihe 
links, mithin auch die vorgelegte Reihe.
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