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S t u d i e n  a u s  d e r  Z a h l e n t h e o r i e .

Von J. F r i s c h a u f .

I. Theorie der Kreistheilung 1).
Zu den schönsten Anwendungen der Zahlentheorie auf Gegen

stände der Analysis und Geometrie gehört unstreitig die von G a u ß  
gegründete Theorie der K r e i s t h e i l u n g ,  d. i. die Theorie der 
Gleichung

x n— 1 = 0 .  (1 )

Unter der großen Anzahl von Sätzen, welche sich aus dieser 
Theorie folgern lassen, dürften die geometrischen Sätze über die in 
einen Kreis construirbaren regulären Polygone wohl zu den interes
santesten gehören. Bei der Schwierigkeit, mit welcher das Studium 
der hierher gehörigen Untersuchungen für den Anfänger verbunden 
ist, dürfte nachstehende das W ichtigste dieser Theorie umfassende 
Darstellung von Interesse sein; der Vollständigkeit halber dürfte auch 
die Aufführung mancher bei G a u ß  gegebener Sätze und Beweise zu 
entschuldigen sein.

Bei der Untersuchung der vorliegenden Gleichung (1 )  be
schränken wir uns auf den Fall, wo n eine (ungerade) Primzahl ist. 
Eine W urzel dieser Gleichung x = i  ist reell, die übrigen n — 1, 
deren Complex mit ß  bezeichnet werden soll, sind imaginär.

Dividirt man die Gleichung (1 )  durch x — 1, so erhält man

X = x n~ i- \ -xn~ * + .  . - \ - x * + x - \ - l = Q .  (2 )

Alle W urzeln dieser Gleichung sind in dem Ausdrucke

2kn  . . 2kn
r =  c o s------- 1- i s i n -----

n n

1)  G a u ß .  D i s q u i s i t io n e s  aritlnn. s e c t i o  septi m a .  —  A b e l .  M e m o i r e  sur  une  c la s s e  

p a r t ic u l i e r e  d ’ e q u a t io n s  r e so l u b l e s  a l g e b r a i q u e m e n t .  —  C r e l l e ,  Journa l ,  Bd. IV. 

S i tz b .  d. m a th e in . -n a t u r w .  CI. LV. Bd. II. Abth.  8
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enthalten, wo k — \ , 2, 3 ,. .n — 1 ist. Da aus rn= 1 auch

g ,n  _  r p in  _ _  ,̂3?i _ _  _ _ _  ?,en _ _  j

folgt, so können die W urzeln ß  auch in der Form 

r, r%, r 3, . . . .  rn~ 1 

gedacht werden, oder in der Form

wenn A durch w nicht theilbar i s t ; es ist daher

X = ( x — rxX v - r n )-  • • O —r(n-W ).

Ist g  eine primitive Wurzel der Primzahl n, so sind die Potenzen

9°> 9 X> 9*’ • '9 n~ %

mit den Zahlen 1, 2, 3 . . . n — 1 (ohne Rücksicht auf die Ordnung) 
nach dem Modulus n  congruent, es sind daher die Wurzeln von ß 
auch in der Form

rg\  ̂ rg2̂ t _ < > rg1l~ 2̂

enthalten. Um nicht in eine zu complicirte Schreibweise zu gerathen, 
so soll nach G a u ß  (disquis. arithm. art. 342) r ,  r2. . . r k durch 
[1], [2 ]. . [A] bezeichnet werden. Dabei ist offenbar

W M  =  [ * + f 4

Die Wurzeln von ß  sind daher

[A], [A#], [A /f],. .  . [Agn- 2].

Ist n— 1 =  ef, ferner G eine andere primitive Wurzel von n, 
setzt man g e — h, Ge =  H ; so ist der Complex

[1 ]. [Ä], Ä*]----- [ÄT-1]

identisch mit dem Complexe

[1], [Ä],
Denn ist G ^ ^ ^ m o d .  n ) ,  f t< f ,  so ist G ^ =  g ^ (mod. n ) ;  ist 

ferner v =  w/jt.(mod. f ) ,  wo v < f  genommen wird, so ist

ev =  ewja(mod. e f  =  n— 1),
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also
G^e =  g ^ e =  </ve(mod. n)  oder =  mithin [ # |A] =  [AV],

d. h. je  ein Glied des ersten Complexes mit irgend einem Gliede des 
zweiten identisch.

Dieser Complex von /'-W urzeln, welcher von dem speciellen 
W erthe der primitiven Wurzel unabhängig ist, soll mit ( f ,  1) be
zeichnet werden, dasselbe gilt auch von dem Complexe

[A], [AÄ], [A A * ] ,. . .[W -1],

welcher mit (f,  A), P e r i o d e / ;  A genannt, bezeichnet werden soll.
Da hf  =  l(m od. n), so ist [A//] =  [A], [A //+1] =  [AA],. .  . d. h. 

(f,  A) ist mit ( f ,  Ah), ( f ,  A/i.2) . . identisch; oder haben zwei 
Perioden aus gleich viel Gliedern f  eine W urzel gemeinsam, so sind 
sie identisch.

Die W urzeln ß  sind identisch mit den Gliedern der Periode 
( 11— 1, 1), diese sind:

V I  i g l  [g2l -  - ü r - 1]

W e]> 92e+i~\> 0 2e+2]>- - 0 3e_1]

[g W l  [ ^ - ‘>+1], l g i f - ^ l .  . [ / - * ] ;

ordnet man vertical, so gibt die l te Reihe (/*, 1), die 2te Reihe (f, g),  
die 3te Reihe (f g z) .  . .die ete Reihe ( f ,  # e-1)- Die Periode ( n — 1, 1) 
kann daher aus den e-Perioden (/*, 1 ), (/*, g),  ( f ,  g 2) , ..(/* , ge~ l) 
zusammengesetzt gedacht werden.

Ebenso ist ( » — 1, A) aus ( f ,  A), ( f ,  lg ) ,  (/*, lg 2),  . . (f ,  lg e~ l) 
zusammengesetzt.

Ist n— 1 — abc, so setze man a =  e, b c = f ,  und man erhält 
a-Perioden

( bc, 1), (bc, g ) ,  (bc, g 2)  . . ([bc,

Jede dieser Perioden hat die Form (bc, A), auf ganz analoge Art 
erhält man dafür die c-Perioden

( b , l ) ,  (b, lg a) , .  .(b, lg ac~ a).

Im Folgenden soll unter Periode in der Regel der numerische 
W erth der Summe der Glieder verstanden werden.

8*
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116 F r i s c h a u f .

L e h r s a t z .  Ist n— 1 — ef, sind ferner (/*, Xj), ( f ,  X3) , ..(/*, l e)  
die e-Perioden, in welche man nach dem Vorigen die Periode (n — 1, X) 
Zerfällen kann; so lassen sich:

1. diese Perioden durch eine Gleichung des eten Grades be
stimmen.

Be we i s .  Setzt man

Es ist daher ß v eine ganze symmetrische Function der sämmt- 
lichen W urzeln der Gleichung X = 0 ,  also bekannt. Setzt man 
successive v == 1, 2, 3 , . .  e, so lassen sich aus R lf R 2, R 3>. , R e die 
Coefficienten der Gleichung mit (/*, Aj), ( / ’, X2) , .  . ( f ,  als W urzeln 
bestimmen.

2. Die /'-W urzeln einer Periode ( f ,  X) werden durch Auflösung 
einer Gleichung vom Grade f  erhalten.

B e w e i s .  Denn ist z. B. (/*, ?tl)  eine solche Periode, ferner

die Gleichung mit den / ’-W urzeln der Periode (f,  Ai), so setze man, 
wenn ^ O i)  irgend einen der Coefficienten Ä l} Ä i . . A[f>> bedeutet:

R ) = ( f ,  Xi)v+ ( f> a3) v+ . .  i ey  >

a f + A i r f - ' + A i  . .  +  A<f-Voß+AV> =  0

=  W O O + ( f ,  W O O +  • • + ( / ;  h y  W O -
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W egen

< / a , ) ’ .K V ) =  (/> • •= (/> *>  v - ' y  'K V » '- 1)

u. u. w. folgt

1 J +  ( / >̂2 )'l^G 2) +  (/»^3^)'1 • +  (/> ̂  h f - J  ̂  (X2 Â -1 )  (

' v = 7 ] + .  (

U ( / ,Ae) v^ W + ( / ‘’^ O v'P ( U ) + . . + ( f x w - ' y  ty Q e h f- 'y

Der Ausdruck ist, wie aus dieser Form hervorgeht, bekannt. 
Setzt man v = 0 ,  1 ,2 , 3 , . .  e— 1, und bezeichnet man der 

Kürze halber ( / A ) ,  (/,X 3) , . . (' f , l e)  mit y u y 2, . . . y e; so hat man 
folgende Gleichungen :

''POOH- • • • “h 'P(^e) —  to

y i‘K ^ l)  +  2/a ^ G a ) +  • • • • -\ryety(^e) =  U

2 /?- 1 ^ G l ) + 2 / r 14 ' G 3 ) + ---------+ y ee ~ XK ^ e )  = t e - l -

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit P0, Pt>. ,P e~ 2 , 1 
und addirt man, so w ird :

x  Ô̂ O +  ̂ l Pl~\-t. . . -f- te—2-Pe—2-f- te—1
H  P o + y iP i+  + t f - » i V _ a + y r 1 ’

wo die Eliminationsfactoren P0> P i , . .  Pe—% durch die Entwick
lung von

y  =  —2/s)(y— ^ 3)  • • ( y — ye) = y e~ i - r P e - 2y e- i + . .  + P i y + P 0

erhalten werden. Diese Eliminationsfactoren lassen sich durch y t 
ausdrücken. Multiplicirt man Y  mit y —y x, so w ird:

Y (y — yO  =  y e+ ( P e - 2— y i y f - '+ i P e - z — Pe- 2y 0 y e- 2+  ■ •

+ (.p o— P iy O y — P o y i= ( y — y i X y — y ä ) " ( .y — yey

Da diese Gleichung identisch ist mit der Gleichung zur Bestim
mung von y t , y z ,. . y e, so sind also die Coefficienten

Pe- 2  — y i, Pe-Z— P e-2y i , . . — P 0y i, 

durch die Coefficienten der Gleichung X =  0 gegeben.
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Der Nenner in $ ( l i )  ist auch darstellbar durch:

( 2/1— yOCVi—  yz)  • . ( 2/1 — y e)  =  Yt ,

wegen der Verschiedenheit von y x, y 2>. . y e kann er nie Null werden.
Setzt man in A \, Ä [ ,. ,A[f  ̂ «statt y x, die W erthe y v  y 3,. . , y e; 

so erhält man die übrigen Gleichungen vom Grade f.
Ist n — 1 — übe, so setze man e = a , f= b c .  Man erhält dadurch 

«-Gleichungen vom Grade bc. Da die Wurzeln einer Periode von 
öc-Gliedern sich in ö-Perioden von c-GIiedern Zerfällen lassen, so 
läßt sich jede dieser Gleichungen vom Grade bc in 6-Gleichungen 
vom Grade c zerlegen.

Ist n — 1 = 2 “ .3 0 .5 * . . . , so reducirt sich die Auflösung von 
X  =  0 , auf die Auflösung von a-Gleichungen vom Grade 2, ß -  Glei
chungen vom Grade 3 , 7 - Gleichungen vom Grade 5, u. s. w.

Ist n— 1 = 2 “, so hat man a  quadratische Gleichungen auf
zulösen.

Damit in diesem Falle n  eine Primzahl ist, muß a die Form 2V
haben; denn wäre a=£v?, wo £ ungerade is t, so wäre 2^ - | - l  =
( 2T)) ? + 1  durch 2T> + 1  theilbar.

Für v =  0, 1, 2, 3, 4 ,. . erhält man a =  \ ,  2, 4, 8, 16, . ., 
w =  3, 5, 17, 257, 6 5 5 3 7 , . . .

QJctc QlcJt
Setzt man in r  =  co s--------1-  i s in -----  die Zahl k  =  1, so lie-

n n 2 k
fert der reelle Theil einer W urzel den Ausdruck für cos — .

11

Da der Ausdruck in dem zuletzt erwähnten Falle nur Quadrat
wurzeln enthält, so kann er geometrisch construirt werden. Es ist 
daher die Construction aller regulären Polygone, deren Seitenzahl 
eine Primzahl von der Form 2“ -J-l ist, möglich.

B eisp ie l I . n =  7 , a?7 =  1.

11— 1 = 6 ,  e = 3 ,  f — 2 , g = 3.

Die Periode ( 6, 1) zerfällt in

(2, l )  =  2/i> (2 , 3) =  yz, (2 , 2) = y s,
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i f + i f — 2 y —  1 =  0 

i j i —  —  0-44503  y { enthält die Wurzeln [1 ], [ 6]

Sf*-------  1 -80193  ya [3 ], [4 ]
y , =  +  1 -24697  y , [2] ,  [5 ]

Gleichung für x
x z— y x - \ - 1 =  0 

= _  0 -2 2 2 5 + 0 -9 7 4 9 *  , =  —  0 • 9010— 0 4339 *

=  — 0 -2 2 2 5 — 0 -9749e , x s =  +  0 -6 2 3 5 + 0 -7 8 1 8 *  

a78 =  — 0 -9 0 1 0 + 0 -4 3 3 9 *  , #0 =  +  0 • 6235— 0 -7818  *

Aus der Natur der geometrischen Functionen ist klar, daß die 
Wurzeln x it x z . . x 6 den Bogen

2 k  2 k  ^  2 k  2 k  2 k  2 k
t Ä « ~|T • V )  — ■ t O J  . • X1 5 14,  9 "

7 7 7 7 7 7

entsprechen.

Beispiel II. n  =  17 x t 7  =  1. 
g  = 3 .

0 = 0 ,  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 10, 11, 12, 13, 14, 15

g » =  1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 (niod 17)

Die Periode ( 1 6 ,1 )  zei-Pallt in die Perioden ( 8 , 1), ( 8, 3 ) e = 2

(  8, 1) ( 4 ,1 ) ,  (4, 9 )
( 8 , 3 ) (4 , 3), C 4 ,10)

(  4 ,1 )  ( 2 ,1 ) ,  (2 , 13)

u. s. w. Dabei ist der numerische W erth von:

(16, 1 ) = - 1  

( 8, l ) + ( 8, 3) =  (16, 1) ( 8, 1 )(8 , 3 ) =  — 4

(4, l ) + ( 4 ,  9 ) =  ( 8, 1 ) (4 , 1 )(4 , 9 ) =  — 1

(4, 3 ) + ( 4 ,1 0 )  =  (  8, 3) (4 , 3 ) ( 4 ,10) =  —  1

(2, l ) + ( 2 ,  13) =  (  4, 1) (2 , 1 ) ( 2 , 13) =  (4, 3)

(2, 9 ) + ( 2 ,  1S) =  ( 4, 9 ) (2, 9 )(2 , iS )  =  (4 ,1 0 )

(2. 3 ) + ( 2 ,  S) =  ( 4, 3 ) (2 , 3 )(2 , 5 )  =  (4 , 9 )

( 2 , 1 0 ) + ( 2 , 11) =  (  4 ,1 0 )  (2 , 1 0 ) ( 2 ,11) =  (4 , 1).
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Die Periode ( 2 ,1 )  besteht aus den W urzeln [1 ] und [1 6 ] ; 
( 2 ,1 3 )  besteht aus [13] und [4 ], u. s. w.

Versteht man unter [1 ] die bestimmte Wurzel

2 k  . . .  2 k  
c o s ^  +  * s in —  ,

so ist

( 2 ,1 )  =  2C08?2

Setzt man Kürze halber
2 k

17 = W  ’
so ist

( 4 ,1 )  =  4 cos cos — , (4, 9) =  4 cos cos 3w

(4 , 3 ) =  4 cos 4 jo cos o), (4 , 10) =  4 cos cos
i  &

(4 , 1) und (4, 3) sind positiv, (4 , 9) und (4 , 10) negativ.

Wegen

cos 5w =  —  cos (?r— 5w) =  —  cos

cos
13w (  13aA 4 k
_  =  _ c o s ^ ------ _ j  =  _ cos_ ,

ist

positiv,

. . 3nr Ö7r 6/r 7k
( 8 ,1 )  =  4 cos —  cos — — 4 cos ^  cos —

,  2 k  8 k  k  4k
(8 , 3 ) =  4 cos —  cos —  —  4 cos —  cos —

negativ.
Es ist daher

(8, 1) = _ |  +  1/I7, (8, 3 ) ------| _ j VT7

(4. 1) =  —  |  +  \V \1  + 11 /3 4 - 2 1 /1 7

(4 , 3) =  -  i —  11/17 +  11 /3 4 + 2 1 /1 7

(2, 1 ) =  - 1  +  11/17 +  1 1 /3 4 - 2 1 /1 7  

+ i ] / | l 7 + 3 l / r 7 - 4 l / 3 4 + 2 l / l 7 + i  1 /3 4 -2 1 /1 7 (1 /1 7 — 1) = ä |
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i ? = 1 7 + 3 1 / 1 7 — 2 1 / 3 4 + 2 1 / 1 7  

_  1141 / 3 4 + 2 1 / 1 7 —  1 /3 4 — 2 1 /1 7 (  1 /1 7 — 1 ) =  X } 

Setzt man
4  =  1 /1 /1 7 — 1 1/ 1/ 17+1 ,

so wird __________
X = 2  l / 2 1 /1 7  1 / ] / l 7 — 1 =  2 1 / 3 4 — 2 1 /1 7

C0S 17  =  — ^  — 2 1 /1 7

+  i  I / 17+ 31 / 1 7 _  2 1 / 3 4 + 2 1 /T f—  1 /3 4 — 2 1 /1 7 .

II. Beitrag zur Theorie der P e l l ’schen Gleichung.
Unter der P e irsc h e n  Gleichung versteht man bekanntlich die 

unbestimmte Gleichung
t%— uzD =  az ,

wo t und u  unbestimmte ganze Zahlen bedeuten. Die Auflösung dieser, 
in der Theorie der quadratischen Formen (auf welchen Fall wir 
uns hier beschränken) so wichtigen Gleichung geschieht nach G a u ß  
(disquis. aritlim. art. 197 sgg.) für positive W erthe der Determinante 
D  dadurch, daß man sämmtliche Transformationen einer reducirten 
Form von der Determinante D  in sich selbst bestimmt. Bestimmt 
man nämlicli zu einer reducirten Form fortwährend die nach rechts 
und links benachbarten reducirten Formen, so bilden alle diese 
Formen eine Periode von einer geraden Anzahl einander verschie
dener Formen. Durch die Transformation einer Form durch die 
Glieder einer einzigen Periode hindurch in sich selbst, erhält man 
die sogenannte kleinste Auflösung T  und U der P e l l ’schen 
Gleichung.

Je nach der Verschiedenheit der reducirten Form, welche als 
Ausgangspunkt gewählt wird, erhält man die W erthe T  und U auf 
verschiedenem W ege; es hat allerdings keine Schwierigkeit indirect 
die Identität aller dieser Auflösungen nachzuweisen; wegen der 
W ichtigkeit dieser Gleichung dürfte ein directer Beweis für die 
Unabhängigkeit der kleinsten Auflösung der P eH ’schen Gleichung
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von dem Ausgangspunkte der reducirten Formen nicht ohne In
teresse sein.

Es seien f 0 =  ( a, b, c) und <pt =  (« ', b', &) zwei benachbarte 
reducirte Formen, f i  der Form y0 nach rechts benachbart, w0 und 
ihre ersten W urzeln; so ist nach der Bezeichnung von G a u ß

+  ^0 =  (&0, ki, k%,............ k%nh—U i ^ o )  ,

+  Wj =  k%, k$, . 'kiink—1> k$, -f- Wj) ;

[Äq» ki, kn, . . .k 2uh—1, + w 0]

122 F r i s c h a u f .

oder

oder

also

[Äj, Ä3, . . *k%nh—ij i  Wq"J

^  __ [k0, k l , . . kznh— 2] “h [&0» k l,. . » +  Oi0
0 k%, . • kinh—2J "f- [^i> k2 . . &2,tÄ_l] • +  &>0

__ ±[&o» k i, .  .Ä2»A_2] “f- [*0. ki, . . k<lnh—i]^0
[Äi, h , .  .ÄanA-2] +  [&i, k%, . . k2nh— l]^o

Eben so ist

co = ± Ö l l  kg, . . kinh—l ]  +  [* 1» k%,. .k%nh—1,
\kzt k$, • . konh— l] +  \k%> k§,. .kinh—ii k0]»i

wo h jede beliebige positive Zahl bedeutet.

Ist ^ ° ’ ^°j eine Substitution, wodurch in <p0 übergeht, ^ ' 1* ^  j  

eine Substitution, wodurch in <pt übergeht; so ist

«0 == TÄi, k%> . . kinli—2] 9 ßo ~  ±  \]t\ > k^, . . kznh—ij

7 0 =  ±  ki. . . kznh—2] , Ö0 =  ki, , . kznh—ij

di =  [&2, k$ ,. . kznh—i^ , ßi — -^-\kz> ks,. . kzn/i—1, Äo]

71 =  +  \ki> k%,. . k%nh— == \ki> k%, • • k%nh—1>

Aus der Substitution \ a°’ ^° | erhält man nach den Formeln 
\Jo> Oo)

t 0 — bu0 n cuQ au0 t-\-buQ
&o-------------3 Po — ’ 7o — ’ Oo —a a a a

eine Auflösung t0, u 0 der P e l l ’schen Gleichung.
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Ebenso erhält man durch die Transformation f a i ’ ^ ) eine Auf-
W1* k°u

lösung ti} Ui der P e l l ’schen Gleichung nach den Formeln:

U— b'Ui .  c'iii a iii . ti-\-b 'ui
« , = ----------- , ß i = ----------, 7 i = - — . r5i = ------------ •a a a a

Aus der Übereinstimmung der Vorzeichen der ersten Wurzel 
und des ersten Coefficienten einer reducirten Form überzeugt man 
sich leicht, daß die Auflösungen t0, u 0 und u t positive Auflösungen 
der P e l l ’schen Gleichung sind.

Bedeutet h für beide Formen dieselbe Zahl, so ist wegen

auch

7 i =  ~  ßo 
c =  a’,

a ji <yß0
Ui — — — Wo,

al c

t t =  ]/a%-\-D u\ — Va^-^-Dul =  t0 ,

d. h. je zwei gleichvielte Transformationen zweier benachbarter 
reducirter Formen führen zu derselben Auflösung der P eH ’schen 
Gleichung. Daraus folgt, daß auch die kleinsten positiven Auflösungen, 
welche durch zwei benachbarte reducirte Formen erhalten werden, 
identisch sind.

Sind nun <p0, <pit <pz. . . .<p2n- 1 die 2n  reducirten Formen einer 
Periode, so liefern <p0 und <plf und <pz, . . . ^ 2,1-2 und <p2»— resp. 
dieselbe kleinste Auflösung der P e l l ’schen Gleichung, woraus unmit
telbar die Identität aller dieser Auflösungen erhellt.

A n m e r k u n g .  Daß u 0 = ih ,  t0 = t x is t, läßt sich auch auf fol
gende Art beweisen. Es ist

^o=  ~k- («o~h^o) »

Nun ist

kg,, -kzn—2> lt2n—i J "l-  \_ki, . . kin—i >

wo der Einfachheit halber h — 1 gesetzt wurde.
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Aus

[&u kä, . . h%n—i , &0] =  [^15 • • kzn—2] [Ät , k,

folgt
=  [Ägj k3, . .kzn— 1]  ”j" «o"f* [* i . k%,. .1

W egen

k i ,  k%, . .kzn—i \  — 3̂ 5 • ■ k2n—l J ”|“ \k\> k%

äj -j-öi ^o- (“ k\ , kg, • . kzn—1 ]

=  aoH“ 0̂ i
also

t i =  h-

Aus dieser Gleichung folgt wieder, wegen 

t%— u%D = a z ,

daß U i = u 0 ist.

1 2 4  F r i s c h a u f .  S tu d ie n  aus d e r  Z a h le n th e o r ie .

j , . .kzn—13̂ -0 

‘in —
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