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Studien aus der Zahlentheorie.

Yon J. Frischauf.

I. Theorie der Kreistheilung ).

Zu den schénsten Anwendungen der Zahlentheorie auf Gegen-
stinde der Analysis und Geometrie gehirt unstreitig die von Gaufd
gegriindete Theorie der Kreistheilung, d. i. die Theorie der
Gleichung

a"—1=0. 1)

Unter der grolen Anzahl von Sitzen, welche sich aus dieser
Theorie folgern lassen, diivften die geometrischen Sétze iiber die in
einen Kreis construirharen reguliren Polygone wohl zu den interes-
santesten gehiren. Bei der Schwierigkeit, mit welcher das Studium
der hierher gehdrigen Untersuchungen fiir den Anfinger verbunden
ist, diirfte nachstehende das Wichtigste dieser Theorie umfassende
Darstellung von Interesse sein; der Vollstindigkeit halber diirfte auch
die Auffiihrung mancher bei Gaul gegebener Siitze und Beweise zu
entschuldigen sein.

Bei der Untersuchung der vorliegenden Gleichung (1) be-
schréinken wir uns auf den Fall, wo » eine (ungerade) Primzahl ist.
Eine Wurzel dieser Gleichung a=1 ist reell, die iibrigen n—1,
deren Complex mit Q bezeichnet werden soll, sind imaginr.

Dividirt man die Gleichung (1) durch «

1, so erhilt man
X=a"4-a"2+.. Sa’Fa+1=0. )
Alle Wurzeln dieser Gleichung sind in dem Ausdrucke

2k . 2km
7= €08 — - ¢ Sln —
n n

1) Gaub. Disquisitiones arithm. sectio septima. — Abel. Mémoire sur une classe
particuliére @’ équations résolubles algebraiquement. — Crelle, Journal, Bd. V.
Sitzb. d. mathem,-naturw. CL LV. Bd. II. Abth. 8
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enthalten, wo k=1, 2, 3,. .n—1 ist. Da aus »=1 auch

P == 2 e 3R | —pet —1

folgt, so konnen die Wurzeln Q auch in der Form
L N
gedacht werden, oder in der Form

e S PR

wenn A durch z nicht theilbar ist; es ist daher
X=(z—)(x—r?)...(z—rC—N),

Ist g eine primitive Wurzel der Primzahl #, so sind die Potenzen

n—=e

9959 -9
mit den Zahlen 1, 2, 3...72—1 (ohne Riicksicht auf die Ordnung)
nach dem Modulus 7 congruent, es sind daher die Wurzeln von Q

auch in der Form
2 —2
9.)\’ 7-91’ 79 )\l . _,g" X

enthalten. Um nicht in eine zu complicirte Schreibweise zu gerathen,
so soll nach Gaull (disquis. arithm. art. 342) », »*...r* durch
[1]; [2]. -[*] bezeichnet werden. Dabei ist offenbar

[106] = Dt}
Die Wurzeln von & sind daher
(). Dyl Do) - - -[2g"%]-

Ist n—1=¢f, ferner G eine andere primitive Wurzel von n,
setzt man g ="h, G°=H; so ist der Complex

(1] [~} #°),. . .[W—1]
identisch mit dem Complexe
(1) (4], [A?).. . .[—1]

Denn ist G=g* (mod. #), p.<f, so ist G+=g* (mod. »); ist
ferner v=wu(mod. £), wo v<f genommen wird, so ist

ev=ewp(mod. ef =n—1),
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also
Gre= g@r¢ = g**(mod. #) oder H*= h*, mithin [H*] =[A"],
d. h. je ein Glied des ersten Complexes mit irgend einem Gliede des
zweiten identisch.
Dieser Complex von f~Wurzeln, welcher von dem speciellen
Werthe der primitiven Wurzel unabhéngig ist, soll mit (£, 1) be-
zeichnet werden, dasselbe gilt auch von dem Complexe

[A], [Ah]), [AA%],. . .[ARF—1],

welcher mit (£, 1), Periode f; A genannt, bezeichnet werden soll.

Da f'=1(mod. ), so ist [\ ] =[], [M/+']=[M],...d. h
(. 2) ist mit (£, Ah), (f> M*)..  identisch; oder haben zwei
Perioden aus gleich viel Gliedern £ eine Wurzel gemeinsam, so sind
sie identisch.

Die Wurzeln @ sind identisch mit den Gliedern der Periode
(n—1, 1), diese sind:

(11, [g) [9°).- -[9°']
L] Loet' ] [9et2)- -9 ']
[gZe]’ gZe-{—i], [gZe-}-Z]’_ '[938—1]

[g¢=T, [g0=0+], [g0=e+],...[g*~;

ordnet man vertical, so gibt die 1' Reihe (£, 1), die 2 Reihe (7, g),
die 3' Reihe (f; ¢*). . . die ' Reihe (f, g¢—!). Die Periode (n—1, 1)
kann daher aus den e-Perioden (£, 1), (75 9), (£:9%):-. (£, 9 Y)

zusammengeselzt gedacht werden.

Ebenso ist (n—1, 2) aus (£, 2), (s29)> (£:2¢%), .. (fs Ag*™Y)

zusammengesetzt.
Ist »—1=abe, so setze man a =e, bc=/f, und man erhilt

a-Perioden
(60, 1), (bc, g)’ (bc’ g2) . (bc’ ,9'“_1}

Jede dieser Perioden hat die Form (be, 1), auf ganz analoge Art
erhdlt man dafiic die ¢-Perioden

(6:2), (6 29)s- - (b, Agee=*).

Im Folgenden soll unter Periode in der Regel der numerische

Werth der Summe der Glieder verstanden werden.
8#
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Lehrsatz Ist i—1=¢f, sind ferner (£, 2,), (f5 22), . . (5 %)
die e-Perioden, in welche man nach dem Vorigen die Periode (n—1, 1)
zerfillen kann; so lassen sich:

1. diese Perioden durch eine Gleichung des et Grades be-
stimmen.

Beweis. Setzt man

R,= (f’ xi)v + (f’ 7(2)V + e +(f’ R.'z)\.s
so folgt aus

(D)=L = (£ ) =. . = (f; W)

(3= R0 (520 + (5 20+ 4 w—’)v}

F () 4 (B2 + - A Y
4... \
+..

V() (A -+ A (f Al

1
o f

N+ E M) A+ (s )ihf—i)v2

R,

Es ist daher R, eine ganze symmetrische Function der siimmt-
lichen Wurzeln der Gleichung X=0, also bekannt. Setzt man
successive v=1,2, 3,..¢, so lassen sich aus R, R,, R;,..R, die
Coéfficienten der Gleichung mit (75 4,), (3 22),. . (f: A.) als Wurzeln
bestimmen.

2. Die f~-Wurzeln einer Periode (f, %) werden durch Auflésung
einer Gleichung vom Grade f erhalten.

Beweis. Denn ist z. B. (f; 4;) eine solche Periode, ferner
o A1 A ' AT De 4 AD =0

die Gleichung mit den f~Wurzeln der Periode (7, 2,), so setze man,
wenn P(1,) irgend einen der Coéfficienten 4;, A7. . A{") bedeutet:

t=(f, 1))+ 2240+ - - + (£ 2 $()-
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Wegen
(£ 1) 90D = (5 whY b)Y = . . =(f MW 1) p(L )
w u. w. folgt

() S0+ MBI - A D=1y YOl )

L VY 90+ (Fh) $O)- A (FRb—1) (=)
+.

+ () $Q)+(Foreh) bk 4. A (1) Y (el )

Der Ausdruck ¢, ist, wie aus dieser Form hervorgeht, bekannt.

Setzt man v=0,1,2,3,.. e—1, und bezeichnet man der
Kiirze halber (£i41), (522)s- . (f>Ac) mit g1, Yo - . yes sO hat man
folgende Gleichungen:

PO+ YD+ A PR =1
3/1'4’(7‘1)‘*'3/2, t,b(?(z)—]— ceeotYe ‘P(Xe) =1

v

YD Fy )+ -y 0) = et

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit Py, P,,. . Pes, 1
und addirt man, so wird:

HD(A )= t0P0+t1 P1+t. .. + tg_2P3_2+ tg_1
YT Pty Pt Ay Pty

wo die Eliminationsfactoren P,, P,,.. P._, durch die Entwick-
lung von

Y=(—4)y—y)- - (9—y) =y""'+Pe—sy**+.. +Pry+Po
erhalten werden. Diese Eliminationsfactoren lassen sich durch y,
ausdriicken. Multiplicirt man Y mit y—gy,, so wird:
Y(y—y) =¥+ (Pe—r2—y 1)y~ + (Pe—s—Pe—szy )y >+ .
+Po—Piy)y—Poyr = (Y—4:1)(y—92) - - (9—¥e)-

Da diese Gleichung identisch ist mit der Gleichung zur Bestim-
mung von ¥, Yz,. .Ye» S0 sind also die Coéfficienten

Pe—'z_yls Pe—S_Pe—2y1s .. _Poyl’
durch die Coéfficienten der Gleichung X = 0 gegeben.



Der Nenner in (2,) ist auch darstellbar durch:

(yi_yz)(yi_yS)' -(3/1 _ye) = Y1 s

wegen der Verschiedenheit von yy, 3.,..y. kann er nie Null werden.

Setzt man in 4;, A,..A{ statt y,, die Werthe y,, y,.. . .7.;
so erhilt man die iibrigen Gleichungen vom Grade f.

Ist n—1=abc, so setze man e=¢, f=>bc. Man erhilt dadurch
a-Gleichungen vom Grade bc. Da die Wurzeln einer Periode von
be-Gliedern sich in b-Perioden von c¢-Gliedern zerfillen lassen, so
148t sich jede dieser Gleichungen vom Grade bc¢ in b-Gleichungen
vom Grade ¢ zerlegen.

Ist n—1=2«.38.5v..., so reducirt sich die Auflisung von
X =0, auf die Auflisung von «-Gleichungen vom Grade 2, {3 - Glei-
chungen vom Grade 3, y-Gleichungen vom Grade 5, u. s. w.

Ist n—1=2%, so hat man « quadratische Gleichungen auf-
zuldsen.

Damit in diesem Falle » eine Primzahl ist, mufd « die Form 2*
haben; denn wire a=_{», wo ¢ ungerade ist, so wire 2"41=
(2"M)¢+1 durch 2741 theilbar.

Firv=0, 1, 2, 3, 4,.. erhilt man «=1, 2, 4, 8, 16,..,
n=23, 5, 17, 287, 65537,. ..

Setzt man in » = cos 2:%” + ¢ sin 2?7” die Zahl k=1, so lie-
fert der reelle Theil einer Wurzel den Ausdruck fiir cos ?
)

Da der Ausdruck in dem zuletzt erwihnten Falle nur Quadrat-
wurzeln enthillt, so kann er geometrisch construirt werden. Es ist
daher die Construction aller reguliren Polygone, deren Seitenzahl
eine Primzahl von der Form 2¢ 41 ist, moglich.

Beispiel I. n="1, x7=1.
n—1=6, e=3, =2, g=3.
Die Periode (6, 1) zerfillt in
@ D=y &3 =3 2 2=y

Yi+yty, =—1, vttty =35, vityi+yi=—=%
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Y4y —2—1=10

yy = —0-44503 g, enthilt die Wurzeln [1], [6]
g =—1-80193 1y, [3]. [4]
go = + 1-24697 g, [2]. [5]

Gleichung fiir @
—yr+4+1=0

2, =—0-22284-0:9749¢, x,=—0-9010—0-4339¢
w,=—02225—0-9749¢, ax,=-+4 0-62354-0-7818:
wy=—0-90104+0-4339¢{, x;= 4 0-6235—0-7818:
Aus der Natur der geometrischen Functionen ist klar, dal die
Wurzeln 2, @, . .2 den Bogen

2 2n 2r 2n 2z 2r
77—.2, '77_‘.5, -7—'.3’ 7-4’ T
entsprechen.
Beispiel II. n=17 a"=I1.
g = 3.
0=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. 10, 11, 12, 13, 14, 15

9°=1,3,9,10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 (mod 17)
Die Periode (16, 1) zerfillt in die Perioden (8, 1), (8, 3) e=2

(81 (4 1), (4 9)
(83) (4 3), (4, 10)
(41 (2, 1), (2, 13)

u. s. w. Dabei ist der numerische Werth von:

(16, 1) = —1

@6, 1)+, 3)=(6, 1)
& D44 9=(8 1)
(4 3)+(&10)=(8, 3)
@ 1)+ 13)=( 4 1)
2 D+ 18)=( 4 9)
@ H+E 5=(4 3)
(2, 10)+(2, 11) = ( 4, 10)

(8, 1)(8, 3)=—4
4 1)@ 9)=—1

(4 3)(4,10) = —1

(2 1)(2.13)=(% 3)
2 9)(2 15) = (4 10)
@ H2E)=(% 9
(2, 10)(2, 11) = (4, 1).



Die Periode (2,1) besteht aus den Wurzeln [1] und [16];
(2, 13) besteht aus [13] und [4], u. s. w.
Versteht man unter [1] die bestimmte Wurzel
cos ?—; -+ ¢ sin f—; .
so ist
(2,1) =2 cos i
17

Setzt man Kiirze halber
27

=
50 ist

5
(4,1)=4 GOSTwCOS %, (4, 9)=4 cos Bw cos 3w

(4,3) = 4 cos 4w cos w, (4, 10) =4 cos 1%Qicos%

(4, 1) und (4, 3) sind positiv, (4, 9) und (4, 10) negativ.
Wegen

¢os Bw = — cos (m— Bw) = —— cos %
. 130 cos[ 13w) —  cos b
R N A T
ist
3= bm 6r m
@, 1)=4cosﬁcos1—7— 4cosﬁcosﬁ
positiv,
2r 8= 7.4 Ar
(8,3) =4 cos 7S 7 — 4 €08 77 €08 77
negativ.
Es ist daher
@D =—1t+V17, (8,3) =—3—1 V17

(- 1)= —1t+ V17 411/ 84—2V/17
(4 3) = — t— VT 4 |/ 3442V 1T
@ 1) = —3+ V1741 V/35—2V17
1V {1743V 1T —4 V344 2VIT44 //34—2VIT(VTT—1)—R}
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R=1743VT7—2V/3442V17
— 4 V/3h VT V32V 1T (VTT—1) = X}

Setzt man

4=VV1T—1 VVIT41,
so wird
x=212V17 VVTi—1 =2V34—2V17
cos ?—; = — 4+ 4 VIT+41/34—2V17

+ 1V 1143V 17—2 V3442V T7— [/34—2V17.

II. Beitrag zur Theorie der P ell’schen Gleichung.

Unter der Pell’schen Gleichung versteht man bekanntlich die

unbestimmte Gleichung
*—utD=aq*,

wo ¢ und « unbestimmte ganze Zahlen bedeuten. Die Auflésung dieser,
in der Theorie der quadratischen Formen (auf welchen Fall wir
uns hier beschrinken) so wichtigen Gleichung geschieht nach Gau 3
(disquis. arithm. art. 197 sgg.) fiir positive Werthe der Determinante
D dadurch, dald man siimmtliche Transformationen einer reducirten
Form von der Determinante D in sich selbst bestimmt. Bestimmt
man némlich zu einer reducirten Form fortwihrend die nach rechts
und links benachbarten reducirten Formen, so bilden alle diese
Formen eine Periode von einer geraden Anzahl einander verschie-
dener Formen. Durch die Transformation einer Form durch die
Glieder einer einzigen Periode hindurch in sich selbst, erhilt man
die sogenannte kleinste Auflosung 7 und U der Pell’schen
Gleichung.

Je nach der Verschiedenheit der reducirten Form, welche als
Ausgangspunkt gewihlt wird, erhilt man die Werthe 7 und U auf
verschiedenem Wege; es hat allerdings keine Schwierigkeit indirect
die Identitit aller dieser Auflisungen nachzuweisen; wegen der
Wichtigkeit dieser Gleichung diirfte ein directer Beweis fiir die
Unabhéngigkeit der kleinsten Auflosung der Pell’schen Gleichung
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von dem Ausgangspunkte der reducirten Formen nicht ohne In-
teresse sein.

Es seien @, = (, b, ¢) und ¢, = (&', &, ¢’) zwei benachbarte
reducirte Formen, ¢, der Form ¢, nach rechts benachbart, w, und w,
jhre ersten Wurzeln; so ist nach der Bezeichnung von Gauf

Fwy = (ko, ky, kzs cov oo kounis iwo) s

Fwy = (kv ]fz, ks’ . -kz'zh——i, ko, + wj) H

oder
[]fo, k[’ kzs .. -k2nh—is iwo]
+wy = ,
-+ Wy []‘;', kas . o okonp—ts + wo]
oder )
1w — [ko, kys. -kznh—z] -+ [kos kys. -kznh—i] » Eay .
=0 [kp kzs . -k'lnh—2J + [kl, kz . -kznh—i] . i Wy ’
also
o — -+ [Ii'o, ]fi, . -kznh——2] + [koy kp . -kznh—l]wo
° [kis kz, . ]‘:Znh—z] + [kis kz; .. anh—-l]wo
Eben so ist
w0 — ;[k“ kz,. .kg"h_l] —|— [ki, kg,. 'kZHh—h ko]w1
! [k:a: k3, . -k‘lnh—l] ‘—F [kz, k:«); .. lenh—i; ko]wl ’

wo h jede beliebige positive Zahl bedeutet.

Ist [ %o>» go) eine Substitution, wodureh ¢, in ¢, ibergeht, (;{;, @1]
1> Y1

Yos Yo
eine Substitution, wodurch ¢, in ¢, iihergeht; so ist

o= [ki, kose owi_s],> Bo = =+ [kis ks Fzni]
Yo = k- [kus ke Faunes]s %= [kos kas. - kzuii]
oty = [k kas- hownt]s Br =T [kes ksse Foui_sts ko]
o =T [k koo Foia]s & = [ku koo - Kuness ko

Aus der Substitution [a"’ B °] erhilt man nach den Formeln

70: 30
to—bu cu au, t+ou
%= 2 5 0, ﬁo=_‘0_—0s ')’o=-a—0’ Qo= . 2

eine Auflésung &), », der Pell’schen Gleichung.
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“ . . (24 .
Ebenso erhilt man durch die Transformation [ 1 g‘] eine Auf-
15441

l6sung ¢, u, der Pell'schen Gleichung nach den Formeln:

t—b'u, 'y a'u, t+0'u,
a‘=————, ﬁl——'—_ B 71__— . 61=-—,
G a a a

Aus der Ubereinstimmung der Vorzeichen der ersten Wurzel
und des ersten Coéfficienten einer reducirten Form iiberzeugt man
sich leicht, daf} die Auflosungen &, «, und ¢ %, positive Auflésungen
der Pell’schen Gleichung sind.

Bedeutet A fiir beide Formen dieselbe Zahl, so ist wegen

Y11= '—ﬁo
c = a,
auch
oM B
= — = —_——— == uO,
a c

ty= V4Dl = VDb =t,,

d. h. je zwei gleichvielte Transformationen zweier benachbarter
reducirter Formen fijhren zu derselben Auflosung der Pell'schen
Gleichung. Daraus folgt, da} auch die kleinsten positiven Auflosungen,
welche durch zwei benachbarte reducirte Formen erhalten werden,
identisch sind.

Sind nun ¢,, s, @a.. . .91 die 2n reducirten Formen einer
Periode, so liefern ¢, und ¢, ¢, und ¢,, ... 92,_> und ¢z, resp.
dieselbe kleinste Auflisung der Pell'schen Gleichung, woraus unmit-
telbar die Identitit aller dieser Auflisungen erhellt.

Anmerkung. Dal w,=u,, t,=¢ ist, 1iBt sich auch auf fol-
gende Art beweisen. Es ist

tr= 5 (aat+) ,
g
ty= 9 (“1 +31)
Nun ist
“1+31=[kz’ 'Ifs:- 'k211—2’ kzu—i] + [ki, kz: . -an—h ko]s

wo der Einfachheit halber A=1 gesetzt wurde.
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Aus
[kp kz; ohan—1s ko] = [kia kza . -[‘Zn——z] + [kls kz, . 'kZII-—-i]kO

folgt
a,—l—é\, = [kzy k3s . -k3n—-l] + 0(0+ [ki’ kz’ . -an-t]ko-

Wegen
[Kos s> s o cFeon—1] == [kas K5 chesu—s | + [Kis Kzs o - Fezu—1 Jloo
oy +40; = o [kos k1, s o  Koru—1]
= 0y+0 3

tl= to.

also

Aus dieser Gleichung folgt wieder, wegen
f—utD=d*,

daly 1w, =u, ist.
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