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Construction der Selbstschattengrenze wvon Rolationsflichen
in der Perspective, unter Voraussetzumg paralleler
Lichtstrallen.

Von Emil Keutny,

Assistent am k. k. technischen Institute in Briinn,
(Mit 2 Tafeln.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 10. Jinner 1867.)

Einleitung.

§ 1

Die Lisung der gestellten Aufgabe besteht bekanntlich in der
Bestimmung der Beriihrungscurve der gegebenen Umdrehungsfliiche
mit einem Cylinder, welcher zu der gegebenen Strahlenrichtung paral-
lele Erzeugende besitzt und tangirend an die Fliche gelegt wurde.
Die Durchfiilhrung der hiezu ngthigen Constructionen gestaltet sich
auch bei perspectivischen Darstellungen nicht viel umstindlicher als
in der orthogonalen Projection, und man wird, abgesehen von dem
wissenschaftlichen Werthe der Arbeit, jedenfalls weit schneller und
cinfacher zum Ziele gelangen, wenn man sich strenge auf die Grund-
siitze der Central-Projection fullt, als wenn, wie dies so hiufig
geschieht, die Berihrungscurve vorerst in orthogonaler Projection
bestimmt und hierauf punktweise (Durchschnittsmethode) in die
Perspective iibertragen wird.

Ist der Meridian der Fliche eine Curve, die einem hekannten
Erzcugungsgesetze unterliegt, so werden auch die aus diesem Gesetze
folgenden Eigenschaften der Fliche, und jene der zumeist in Vor-
hinein ihrer Gattung nach bestimmbaren Beriihrungscurve die Lisung
der Aufgabe wesentlich modificiren und erleichtern, wie dies inshe-
sondere bei den Rotationsfliichen des zweiten Grades der Fall ist, be
welehen die Beriihrungscurve gleichfalls eine Linie des zweiten Grades
ist, demnach auch die Perspective der letzteren eine Kegelschnitts-
linie werden mufd.

Bei den Rotationsflichen des zweiten Grades wird es daher ge-
rathen erscheinen, die Bestimmungsstiicke dieser Perspective, d. h.
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zwei conjugirte Durchmesser, oder eine Axe und die Asymptoten der-
selben, aufzusuchen, was auch im Folgenden stets geschehen wird.
Auferdem soll jedoch die punktweise Bestimmung der Curve, wenn
sich das betreffende dieser Fliche zukommende Constructionsverfahren
besonders einfach gestaltet , angegeben werden.

Wurde die Meridiancurve beliebig gewiihlt, so muf fiir die Ver-
zeichnung der Beriihrungscurve ein allgemeines Verfahren in Anwen-
dung gebracht werden, welches somit auch fiir die obbezeichneten
Flichen seine volle Giltigkeit hat.

Was die Grife der Augdistanz betrifft, so wurde dieselbe ver-
héltniBmiBig gering angenommen, um die einzelnen Constructionen
in der Figur méglichst ersichtlich zu machen. Die Constructionen
selbst wurden jedoeh stets mit Beniitzung aliquoter Theile der Aug-
distanz durchgefiihrt, daher die einzelnen Methoden, betreffs ihrer
praktischen Anwendung, von dem so hiufig vorkommenden Umstande,
dafl dem perspectivischen Bilde eine nicht leicht in ihrer ganzen
Léinge zu beniitzen maégliche Augdistanz zu Grunde liegt, weniger
oder eigentlich gar nicht beeintrichtigt erscheinen.

Nachdem die Entfernung der Verschwindungspunkte verschie-
dener Geraden vom Augpunkte unter sonst gleichen Bedingungen von
der Grofe der Augdistanz abhingt, so wird aus demselben Grunde
wie oben die Beniitzung und Bestimmung von aliquoten Theilen der in
Rede stehenden Entfernungen nothwendig, und wir werden den End-
punkt eines solchen Theiles der Entfernung (und zwar des ersten vom

. . v
Augenpunkte 4 aus gemessen) in Form eines Bruches — derart
n

bezeichnen, daf} der Buchstabe v des betreffenden Fluchtpunktes den
Zihler, und die Zahl , welche anzeigt, den wie vielten Theil dev

Lénge Av dieser Punkt % abschneidet, den Nenner bildet, mithin
42 =1 st
n n

Die Axen der Umdrehungsflichen seien stets vertical ange-
nommen; doch &ndern sich die angegebenen Constructionen nicht,
wenn die Fliche eine schiefe, jedoch zur Bildfliiche parallele Drehungs-
axe besitzt. In dem Falle, wo die Axe senkrecht auf der Bildfliiche
steht, ergeben sich auch einige wesentliche, aus dieser Lage entsprin-
gende Modificationen der Lisungsarten. Wir werden einen solchen Fall
am Schlusse der Abhandlung einer niiheren Betrachtung unterziehen.
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Bei Annahme einer zur Bildfliche parallelen Rotationsaxe, denken
wir uns diese stets in der Bildfliche gelegen, so dal’ die Umdrehungs-
fliche zur Hélfte vor und hinter der Bildebene liegt, und von letzterer
im Hauptmeridiane geschnitten wird. Dies kann bekanntlich
immer ohne Anstand geschehen, wenn man nur die Perspective des
zur Bildebene parallelen Meridians der Fliche im Raume als Meridian-
curve und die Perspective der Drehungsaxe als Axe einer neuen, der
gegebenen Fliache dhnlichen Rotationsfliche betrachtet, und auf diese
die simmtlichen vorkommenden Linien, Ebenen, Kegel- und Cylinder-
flichen etc. bezieht.

Die parallelen Lichtstrahlen werden durch ihren gemeinschaft-
lichen Verschwindungspunkt, den wir immer mit ¥ bezeichnen, jedoch
durch einen aliquoten Theil 4 1Lz, = 11—1 . AV seiner Entfernung vom
Augpunkte 4 fixiven wollen, bestimmt. Der Verschwindungspunkt v
der horizontalen Projectionen der Lichtstrahlen wird mithin im Durch-
schnitte des aus V auf die Horizontslinie HH gefillten Perpendikels

Vo mit letzterer erhalten, und gleichfalls durch i[in HH vertical
n
{iber —:ZJ so bestimmt werden, dal A—:i = i Ao ist.
2 v

Die Verzeichnung der den Selbstschatten bildenden Erzeugenden
eines Rotationskegels und Cylinders soll gleich bei der in §. 2 gege-
benen allgemeinen Liosungsweise, wo dieselbe zur Anwendung gelangt,
gegeben werden.

Wir wollen nun die allgemeinen Methoden fiir die Verzeichnung
der Selbstschattengrenzeurve einer eingehenden Behandlung unler-
ziehen, und hierauf zu den Rotationsflichen der zweiten Ordnung
iihergehen.

Allgemeine Losungsweisen,

§. 2. Bestimmung der Selbstschattengrenze mit Beniitzung von
beriihrenden Kegeln,

Denkt man sich in irgend einem Punkte des Hauptmeridians an
diesen eine Tangente gezogen und mit dem Hauptmeridiane gedreht,
s0 heschreibt sie einen senkrechten Kegel, welcher die Umdrehungs-
fliche in einem, dem angenommenen Punkte entsprechenden Parallel-
kreise berihrt, und dessen Selbstschattengrenzen, im Durchschnitte
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mit diesem Parallelkreise, Punkte der zu suchenden Berithrungscurve
liefern. Auf diese Weise kann eine beliebige Anzahl von Punkten der
Selbstschattengrenze gefunden werden.

Es sei HH, Fig. 1, Taf. II, die Horizontslinie, 4 der Augpunkt,

VV die Verticallinie des Bildes, A% der dritte Theil der Augdistanz,
|4 [durch ?V gcgehen] der Verschwindungspunkt der Lichtstrahlen;

ferner YZ die (in der Bildfliche gelegene) Drehungsaxe, abee. .
der Hauptmeridian der Fliche, (welcher sich blos zu einer Seite der
Axe vollstindig verzeichnet vorfindet), und «'b'c’¢’f’....a" der per-
spectivische Unrill der Fliche.

Nehmen wir nun irgend einen Parallelkreis aa, als Leitlinie
eines die Rotationsfliche daselbst beriihrenden Kegels an, so wird
die dem Punkte ¢ zugehirige Erzeugende «f den Hauptmeridian in
a beriihren, und im Durchschnitte ¢ mit YZ die Kegelspitze bestim-
men. Um die in dem angenommenen Parallelkreise gelegenen Punkte
der Selbstschattengrenze zu erhalten, haben wir, dem Vorigen zufolge,
an den Kegel parallel zur Strahlenrichtung V die beriihrenden Ebenen
zu legen, also durch ¢ einen Lichtstrahl zu fithren, den Durchschnitt
desselben mit der Parallelkreisebene zu suchen, und von diecsem
Punkte aus die beiden Tangenten an den Parallelkreis zu ziehen; die
so erhaltenen Beriihrungspunkte werden, da sie gleichzeitig in der
Kegel- und Umdrehungsfliche liegen, aueh der zu suchenden Selbst-
schattengrenze angehoren.

Behufs der einfachen Durchfiihrung des eben Gesagten ist cs
am zweckmiildigsten derart vorzugehen, dafl man sich die Ebene des
Parallelkreises sammt diesem und dem Durchschnittspunkte des durch
¢ gefiihrten Lichtstrahls um ae, in die Bildfliche dreht, daselbst die
Tangenten zieht, und die Beriihrungspunkte in die horizontale Lage
zuriickversetzt. Wir denken uns zu diesem Zwecke durch den Licht-
strahl und die Axe YZ eine Ebene gelegt. Dieselbe wird die Parallel-
kreisebene in einer Geraden schneiden, welche den Durchschnitts-
punkt in sich enthilt und nichts anders als die horizontale Projection
des Lichtstrahls auf der Parallelkreisebene ist, und welche Gerade,
in die Bildfliche gedreht, nach oA gelangt. Die Richtung von oA
wird offenbar durch den dem Punkte v entsprechenden, um HH in die

Bildfliche gelegten Sehstrahl, also durch % % angegeben.
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Da es sich ferner um die Entfernung des besagten Durchschnitts-
punktes von der Drehungsaxe YZ handelt, so drehen wir die obige
Ebene ¢V um YZ in die Bildebene. Die Richtung des so gedrehten
Lichtstrahls kann wieder am einfachsten durch eine gleiche Drehung
der den Punkt V mit dem Auge verbindenden Geraden gefunden

werden. Ubertriigt man die Linge —(31 % nach% W und verbindet TV
mit ?V so gibt W?V die fragliche Richtung. Man hat demgemild blos
durch ¢ die Gerade ¢d parallel zu % Wiu ziehen, und die Linge do,

als die zu suchende Entfernung, nach oA zu iibertragen, um in A den
umgelegten Durchschnitt zu erhalten.

Der umgelegte Parallelkreis ist selbstverstindlich aus o iiber
dem Durchmesser ae, zu beschreiben.

Werden schlieBlich aus A an den Kreis ae, die beiden Tan-
genten gezogen, die Beriihrungspunkte «, 8 in die horizontale Lage
zuriickversetzt, und dortselbst deren Perspectiven 1 und I hestimmt,
so gehiren diese Punkte der Selbstschattengrenze an.

Fiir einen oder mehrere Parallelkreise iibergeht der beriihrende
Kegel in einen senkrechten Cylinder. Diese Parallelkreise gehen
bekanntlich durch Punkte der Meridiancurve, welchen zu YZ parallele
Tangenten zukommen. Ist also #m, der Durchmesser eines solehen
Parallelkreises, so wird fiir diesen die Entfernung oA unendlich grof3,

wellhalb man blos an den umgelegten Kreis mm, die beiden zu ?v %

parallelen Tangenten zu ziehen und die Beriihrungspunkte «, und B,
in die Horizontalebene zuriickzufiihren hat, um die in dieser Ebene
gelegenen Punkte 2 und II der Grenzeurve zu erhalten.
Beriicksichtigt man, dal} es sich nicht um die aus den umge-
legten Durchschnittspunkten A an die beziiglichen Parallelkreise gezo-
genen Tangenten, sondern bloff um die Beriihrungspunkte handelt, so
ist klar, dafd diese einfacher gefunden werden kinnen, wenn man
anstatt dem Punkte A alsogleich den Halbirungspunkt der Liinge oA

. . . . d .
sucht, und aus diesem, als Mittelpunkt mit dem Radius 0—2— einen

Kreishogen beschreibt, welcher den Parallelkreis in den fraglichen
Punkten « und B betritt.

Nehmen wir diesfalls z. B. den Parallelkreis 66,, und fiihren in
b die Tangente an den Hauptmeridian, wodurch in ¢, die Spitze des
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beziiglichen Beriihrungskegels sich ergibf. Betreffs der Auffindung

der bezeichneten halben Entfernung braucht man blos durch ¢ eine
%
Gerade ¢,0 parallel zu jener Linie L

zu fiihren, welche den Halbi-

rungspunkt M der Linge %Wmit ?V verbindet. Diese Gerade trifft die

N

Trace bb, in 0 und schneidet auf derselben das Stiick 0,6 ab,
welches nach o,» iibertragen, den obigen Halbirungspunkt o und
zugleich den Radius des aus w zu beschreibenden Bogens «,0,(3,
liefert. Die Punkte «, und 3, des umgelegten Parallelkreises be,b, 3,
in die Horizontalebene zuriickgefiihrt, geben in 3 und III weitere
zwei Punkte der Curve.

Fillt fir einen Parallelkreis cc, die Spitze des zugehdrigen
beriihrenden Kegels auler die Zeichnungsfliiche, so kann ein belie-
biger aliquoter Theil o5y des Halbmessers co, (hier oyy =4 05¢)
derart gewihlt werden, dald die im Theilpunkte ¢ parallel zur Tan-
gente ¢ im Punkte ¢ des Hauptmeridians gezogene Gerade ¢, die
Drehungsaxe noch auf der Papierfliche schneidet. Werden nun an
den durch Rotation der Geraden yf, um YZ entstandencn Kegel
parallel zur Strahlenrichtung ¥ die Tangirungsebenen gelegt, und in
der umgelegten Trace y«,B3, die Fullpunkte o, B; der Beriihrungs-
erzeugenden auf dieselbe Weise wie friiher bestimmt, indem man

3 . . 1ot V . ’
némlich durch ¢, eine Parallele ¢,0; zu ry M zieht, ogw) = 0,0,

macht, und aus w; den Kreisbogen c0,83; beschreibt, so hat man
blof} o« und B, mit o; zu verbinden, und diese Geraden bis zum
Durchschnitte «g, 3; mit dem umgelegten Parallelkreise o,c zu ver-
lingern, um in «, und 3, die in die Bildfliche gedrehten Punkte der
Schattengrenzcurve zu erhalten.

Fiir die Verzeichnung der Perspectiven 4 und IV dieser Punkte
(nachdem sie in die Horizontalebene zuriickgedreht wurden) ist es
jedoch zweckmifliger aus «; und B, die Perpendikel auf die Parallel-
kreistrace cc, zu fihren, und die Linge o,, dem Verhiltnisse
der Radien o;c und o4y entsprechend zu vergrifiern, hier also
040" =2.04a 20 machen, wodurch in &’ die orthogonale Projection
des Punktes «, im Raume auf der Bildfliche gefunden ist. Die Liinge
aya, gibt zugleich den entsprechenden aliquoten Theil der Entfer-
nung dieses Punktes von der Bildebene, welches Stiick, da man zur
Verzeichnung der Perspective des Punktes ohnedies zumeist nur einen
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aliquoten Theil der Augdistanz beniitzen kann, und hiezu auch den-
selben Theil der Entfernung e;;e”” bendthigt, nicht erst durch Theilen
dieser Lange ermittelt zu werden braucht.

Uber die Anwendung von beriihrenden Kegeln wiire noch der
Fall in Betracht zu ziehen, wo die Kegelspitze mit dem Auge zusam-
menfillt. Es ist sodann offenbar der sichtbare Umrily ab'c’e’
zugleich die Bildflichtrace dieses Kegels, und die aus der Spitze
parallel zu den Lichtstrahlen gefiihrte Gerade schneidet die Bildfliche
im Verschwindungspunkte ¥ der Lichtstrahlen. Werden daher aus T~
die moglichen Tangenten an die Contour der Fliche gezogen, so
beriihren sie in Punkten der Schattengrenzeurve und bilden zugleich
Tangenten derselben. Diese Punkte sind schon aus dem Grunde von
besonderer Wichtigkeit weil sie die Grenze des sichtbaren Theiles
der Curve bilden.

Wenn jedoch, wie dies hiufig geschieht, V aufder die Zeichnungs-
grenze fillt, so diirfte es doch am gerathensten erscheinen, sich in
irgend einer Weise die Zeichnungsfliche zu verlingern und aus dem
Punkte V selbst die Tangenten zu ziehen, wiewohl der verlangte

Punkt VI sich auch mit Zuhilfenabme des Punktes ?V durch Verzeich-

nung einer fehlerzeugenden Curve ohne viele Miihe auffinden lift.
Ist ndmlich (Taf. I, Fig. 2) ¢'m’a’ die Contour, 4 der Augpunkt

und?VA = —;—AV, so ziehe man in einem beliebigen Punkte &' an
den Umrif} eine Tangente 5’¢, und durch ?V eine Gerade?V b parallel

zu &'t bis zum Durchschnitte b mit der Verbindungslinie der Punkte &’
und 4. Es miiite nun, wenn die Tangente &'¢ durch V gienge,

A4b = —;— Ab’ sein, wie dies aus den #hnlichen Dreiecken A4b —: und

A0’V folgt. Das Stiick b4 von A dreimal nach 41 aufgetragen, gibt
also einen Punkt 1, welcher um so niher dem Punkte & gelegen ist,
je nilher dieser dem zu suchenden Beriihrungspunkte VI der aus V
an a'm'a’ zu ziehenden Tangente gewihlt wurde.

Nimmt man mehrere Punkte ¢, d,... der Curve a'm’2’ an und
verfihrt in gleicher Weise wie mit 4, so erhéllt man eine Reihe von
auf einander folgenden Punkten 1, 2, 3. .., die zu beiden Seiten des
Umrisses liegen, und einer Curve angehiren, welche die Contour
a'm'@' in dem zu suchenden Punkte schneidet. Diese Curve geht
offenbar durch den Punkt 4.
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Dafl man bhei der Wahl der Punkte &', ¢, d vorzugsweise
jene beriicksichtigen wird, welche bei der Construetion der Contour
aufgefunden wurden, da die Tangenten &'¢.  in diesen Punkten
groftentheils gleichfalls bekannt sind, oder sich sehr einfach und
genau bestimmen lassen, braucht wohl kaum weiter erdrtert zu
werden.

Schlieflich wird die Tangente in VI erhalten, wenn man die
7

Verbindungslinie VI 4 in 6 in drei gleiche Theile theilt, 6 mit?

|
zieht.

verbindet, und VI 7' parallel zu 6

§. 3. Verzeichnung der Selbstsehattengrenze mii Hilfe von beriihren-
den Cylinderfliichen,

Dieses Verfahren ist im Allgemeinen nicht so einfach als das
cben besprochene, und cignet sich aueh weniger fiir den praktischen
Gebrauch, gibt jedoch fiir einzelne Punkte der Curve cine besonders
einfache Lésung.

Denkt man sich in séimmtlichen Punkten irgend cines Meridians
der Umdrehungsfliche die beriihrenden Ehenen gelegt, so werden
diese von einer auf der angenommenen Meridianchene senkreelten
Cylinderfliche umhiillt, welche, der Annahme zufolge, die Rotations-
fliche in der gewithlten Meridianchene beriihrt. Die an diesen Cylin-
der paraliel zur Strahlenrichtung gelegten Beriihrungschenen werden,
je nach der Form der Meridiancurve, eine oder mehrere Erzeugende
desselben in sich enthalten, weleh’ lelztere, im Durchschnitt mit der
angenommenen Meridiancurve, Punkte der zu suchenden Schatten-
grenze bestimmen.

Behufs der Construction wird der besagte Meridian um dic
Drehungsaxe in die Hauptmeridianebene gedreht, dasclbst die Rich-
tung der gedrehten Tracen der Beriihrungsebenen auf der Meridian-
ebene bestimmt, die Tangenten an den Hauptmeridian gezogen, und
die Beriihrungspunkte in die urspriingliche Lage zuriickgefiihet.

Zur Durchfiihrung des eben Gesagten withlen wir gleich eine
spezielle Liage der Meridianebene Fig. 1, indem wir uns die Aufgabe
stellen, jene Punkte ¥V der Schattengrenze zu hestimmen, deren
Perspectiven in der Drehungsaxe YZ liegen. Fiir diese Punkte mufd
YZ zugleich als Bildflichtrace und Fluehtlinie der Meridianchene
betrachtet werden.



Conslruction der Selhstschattengrenze von Rotationsfliichen ele. 223

Man wird vor Allem in der Horizontslinie HI den Verschwin-
dungspunkt v, der Cylindererzeugenden, welehe senkrecht auf dieser
Ehene stehen, zu hestimmen haben, was bekanntlich in der Weise
geschieht, daf man den in der Verticallinie V'V liegenden Distanz-
punkt O mit oy verbindet und in O auf diese Gerade 0o, eine Senk-
rechte errichtet, welehe die Horizontslinie in v, schneidet. Dieser
Punkt fillt jedoch zumeist weit auller die Zeichnungsgrenze, und es
ist zur Bestimmung eines aliquoten Theiles seiner Entfernung 4v, vom

Augpunkte zweckmiillig, einen aliquoten Theil der Augdistanz, z B.

1 ., . e .
A % = % A0 = i D in der Verticallinie so anzunehmen, daf} die

- - . o . . .. 0
Horizontslinie von der im Punkte — auf die Verbindungslinie 5 %

. 0 . . .
errichteten Senkrechten Tf_tlii noch innerhalb der Zeichnungsfliche

getroffen wird.
Wie aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke 0,04 und
A0y, folgt, ist die Linge

40°
Av] = T’
“3
daher auch
—2
Aﬁ_Ag _G4op 1 40" _ 1
16~ do, Ao, ~ 16 Ao, 16 "

Es erscheint somit der Punkt v, durch :’—é fixirt, wefhalb auch
der 16 Theil von 4V, d. i. Ai—z gesucht werden mubd; denn es gibt

offenbar die Verbindungslinie der Punkte ¥ und v, die Verschwin-
dungslinie der zur Strahlenrichtung parallelen Beriihrungsehenen des
Cylinders, daher im Durchschnitte v, (auller der Zeichnungsfliche)
mit der Verschwindungslinie YZ der gewihiten Meridianebene, den
Versechwindungspunkt der Tracen der Beriihrungsebenen auf der
Meridianebene. Der 16 Theil der Entfernung Av, wird in 4p gefun-~

den, indem man de = ]%'Aos und ¢p | HH macht, und die letztge-

zogene Gerade mit der Verbindungslinie 16 f—ém ¢ zum Durchschnitt

bringt.
Weil die Meridianebene um YZ in die Bildfliche zu drehen ist,
wird es sich weiters um die Lage der gedrehten Tracen (v,) handeln,



224 Koutny.

deren Richtung durch Drehung des dem Punkte v, zukommenden
Sehstrahls, oder mit Hilfe des Punktes ¢ leicht gefunden werden
kann, Zu diesem Zwecke hat man némlich ein rechtwinkliges Dreieck
zu verzeichnen, dessen eine Kathete ¢ ist, und dessen andere Kathete

I% der Augdistanz betrdgt, und die Hypothenuse desselben von ¢ nach

en aufzutragen. Die Gerade n¢ liefert sodann die Richtung der
gedrehten Tracen 73, welche tangentiell an den Hauptmeridian zu
ziehen sind.

Von der Beschaffenheit der Meridiancurve wird es abhiingen,
wie viele Tangenten parallel zu 7 ¢ an dieselbe gefiihrt werden
konnen, wie viele Punkte in der angenommenen Meridiancurve also
vesultiren. Ob die so gefundenen Punkte nach Zuriickfiihrung in die
urspriingliche Lage vor oder hinter die Blidfliche zu liegen kommen,
erkennt man aus der Lage der Punkte s gegen die Drehungsaxe YZ,
je nachdem dieselben néimlich auf derselben oder auf der entgegen-
gesetzten Seite der Axe in Bezug auf jene Richtung liegen, in welcher
die vorbezeichnete Hypothenuse ex vom Punkte ¢ aus aufgetragen
wurde.

Das Zuriickdrehen des Punktes s ist am zweckméiligsten ver-
mittelst des dem Fluchtpunkte o, zukommenden Theilungspunktes
vorzunehmen, dessen Entfernung von o, durch obige Hypothenuse ez
fixirt ist, indem er den 16t Theil dieser Entfernung angibt.

Wird der Hauptmeridian selbst als Leitlinie eines die Rotations-
fliche beriihrenden Cylinders angenommen, so haben die Erzeugenden
eine auf die Bildebene senkrechte Stellung, verschwinden daher im

Augpunkte, aus welchem Grunde die Gerade 4 ?V zugleich die Ver-
schwindungslinie der Beriihrungsebenen und die Richtung der Tracen
auf der Meridianebene angibt. Die paralle]l zu A?V an den Haupt-

meridian gefiihrten Tangenten werden daher denselben in Punkten VII
der Schattengrenzeurve beriihren.

Etwas einfacher gestaltet sich auch die Auffindung jener Punkte,
welche in der auf der Bildfliche senkrechten Meridianebene liegen,
weil die Verschwindungslinie dieser Ebene mit der Verticallinie V'V
zusammenfillt, und die Cylindererzeugenden zur Bildfliche parallel
laufen.
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§. 4. Losnngsweise mit Anwendung von beriihrenden Kugeln.

Ist in Fig. 3, Taf. I, bei sonst gleicher Annahme wie friiher,
ama die Haupimeridiancurve und mom’ der Durchmesser eines belie-
bigen Parallelkreises, so verzeichne man in m oder m' die Normale
mw, m'e> der Meridiancurve und betrachte mew als Radius einer Kugel,
deren Mittelpunkt « im Durchschnitte der Normale mit der Drehungs-
axe YZ gelegen ist. Diese Kugel K wird die Umdrehungsfliche in
dem angenommenen Parallelkreise mm’ beriihren, und es mufy mithin
die Selbstschattengrenzcurve der ersteren, im Durchschnitte mit dem
Parallelkreise mm’, die in demselben gelegenen Punkte der Schatten-
grenzeurve der Umdrehungsfliche liefern.

Behufs der Durchfiihrung des Gesagten wird zu beriicksichtigen
sein, dafd die Beriihrungscurve der Kugel der in einer auf der
Strahlenrichtung senkrechten Ebene gelegene grifite Kreis der Kugel
ist, daher dieser, wenn das Ganze um YZ so weit gedreht wird, bis
die Strahlenrichtung parallel zur Bildfliche wird, also die Richtung

W?V (§ 2) annimmt, sich in einer dureh » gehenden, auf W?V

senkrechten Geraden MN auf der Bildfliche projecirt.

Der Durchschnitt dieser Kreisebene in der neuen Lage mit der
Parallelkreisebene s’ erfolgt in einer bildflichprojecirenden Geraden,
welche die Bildfliche in f, den Parallelkreis jedoch zumeist in zwei
Punkten schneidet, welche in die anfingliche Lage zuriickversetzt,
die zu suchenden Punkte der Schattengrenze liefern.

Denkt man sich den Parallelkreis sammt der Schnittgeraden
f um mm' in die Bildfliche gelegt, so ist ersterer aus o mit dem
Radius om zu beschreiben, wihrend die letstere durch f senkrecht
auf mm’ zu ziehen kiime. Bei der vorbesprochenen Riickdrehung
beschreibt der Punkt £ den Kreis fh; es muld somit die Sehne 1 2

senkrecht auf—;— —;(3,1 und tangentiell an den Kreis fh gezogen werden,

wo dann sie den Parallelkreis £ in 1 und 2 schneidet. Diese Punkte,
um mm' in die Horizontalebene zuriickgedreht, haben ihre Bildflich-
projectionen in 1’ und 2’ und sind somit deren Perspectiven I und
II, d. s. Punkte der Schattengrenze, einfach zu verzeichnen.

Fiir besondere Lagen des Parallelkreises erhidlt man auch
durch das eben besprochene Verfahren die betreffenden Punkte der
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Schattengrenze etwas einfacher. So z. B. gibt diese Lisungsweise
die Punkte in jenen Parallelkreisen, fiir welche die Normale der
Meridiancurve horizontal wird, durch dieselben Constructionslinien,
wie das in §. 2 behandelte Verfahren. Uberhaupt ist die interessante
Gegenseitigheit dieser beiden Methoden nicht zu verkennen.

Rotationsflichen der zweiten Ordnung.
§. 5. Allgemeine Bemerkungen.

In Folgendem sei die Construction der Selbstschattengrenze an
Rotationsflichen des zweiten Grades in Betracht gezogen. Wie
bereits anfangs erwiithnt, konnten die eben hesprochenen allgemeinen
Losungsmethoden auch hier Anwendung finden, doch ergibt sich
durch diese selbstverstiindlich nicht die geringste Vereinfachung der
Construction.

Die Grundsiitze, deren Anwendung uns die Aufsuchung sowohl
einzelner Punkte der Beriihrungscurve als auch der Bestimmungs-
stiicke derselben im Bilde wesentlich vereinfachen wird, sind nament-
lich folgende:

1. Jede Fliche des zweiten Grades kann durch eine Ebene nur
nach einer Curve des zweiten Grades (eingerechnet die gerade Linie)
geschnitten werden.

2. Wird eine Fliche der zweiten Ordnung dureh ein System
paralleler Ebenen geschnitten, so sind die Schnittcurven #hnlich,
d. h. sie haben ein gleiches Axenverhiltnif3.

3. Die Beriihrungslinien solcher Flichen mit andern Flichen
desselben Grades, also auch deren Selbstschattengrenzeurven sind
stets ebene Curven; die Ebene der letzteren ist zur Richtung der
Lichtstrahlen conjugirt.

4. Die Perspective einer Kegelschnittslinie kann wieder nur
eine Curve des zweiten Grades sein. ?)

Jene Grundsitze, von welchen bei der Asymptotenbestimmung
der Beriihrungscurve in ihrvem perspectivischen Bilde Gebrauch
gemacht werden mufl, sollen seinerzeit bei den betreffenden krummen
Flichen erortert und festgestellt werden.

!) Diese Walrheit ist eigentlich blos eine Folge des crstaufgestellten Satzes.
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Wir wollen nun der Reihe nach die Verzeichnung der Selbst-
schattengrenze bei den einzelnen Flichen sowohl punktweise als auch
durch Auffindung ihrer Bestimmungsstiicke durchfiihren, und in
erster Reihe die wichtigste dieser Flichen, die Kugel, einer niheren
Betrachtung unterziehen.

Die Kugel.

§. 6. Punktweise Bestimmung der Selbstschattengrenze').

Es sei C Fig. 4, Taf. I, der Kugelmittelpunkt, welcher in der
Bildfliche liegend angenommen werden soll, ab der Durchmesser
derselben, daher der Kreis abed der Schnitt der Kugel mit der Bild-
fliche. Die Richtung der Lichtstrahlen sei wieder durch den Ver-
schwindungspunkt V, [A—gK = % AV], gegeben.

Zum Behufe der Bestimmung einzZelner Punkte der Beriihrungs-
curve schneiden wir die Kugel durch eine Reihe von Ebenen, welche
auf der Bildfliche senkrecht stehen und parallel zur Strahlenrichtung

sind, daher 4 —;i zur gemeinschaftlichen Fluchtlinie haben. Der die

Fliche beriihrende Strahlencylinder wird nach geraden Erzeugenden,
die Kugel nach Kreisen geschnitten, und es werden sich in den
Beriihrungspunkten beider Schnittlinien Punkte der zu suchenden
Curve ergeben.

Legen wir eine solche Ebene durch den Kugelmittelpunkt C, so

ist N, parallel zu 4 ?V , die Bildflichtrace derselben, und der Schnitt

mit der Kugel ein griBter Kreis, welcher um MN in die Bildfliche
gedreht, mit dem Kreise abde zusammenfillt. Die Richtung des
gedrehten Lichtstrahls wird bekanntlich erhalten, wenn man auf der

im Punkte 4 auf AZ errichteten Senkrechten den dritten Theil der

Augdistanz auftrigt und g mit Y vereint.

1) Zwei neue und sehr einfache Constructionsweisen zur Bestimmung der Kugel-
contour wurden von mir in der ,Zeitschrift des ésterreichischen Ingenieur- und
Architecten-Vereins“ Heft IX, 1866 veroffentlicht.

Sitzb. d. mathem,-naturw. Cl. LY. Bd. Il Abth. 16
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Da die Lichtstrahlen die Fliche beriihren, so hat man parallel
Al g—?V die heiden Tangenten T'f, Tg an den umgelegten Kreis zu
fithren, und die Berithrungspunkte f, ¢ in die Ebene M, A—;j zuriick-

zudrehen, wo dann deren Perspeetiven nach I und II fallen und zwei
Punkte der zu suchenden Schattengrenze bilden. Zweckmiliger ist
es zur Bestimmung der Beriihrungspunkte £ und ¢, anstatt der Tan-
genten, durch den Mittelpunkt C des Schnittkreises den die Punkte

f und ¢ verhindenden Durchmesser fCg senkrecht auf ?V % Zu

. i
errichten.

Weil der Durchmesser fCq zwei Punkte der Curve verbindet,
also eine Sehne derselben bildet, so ist diese Gerade in der Ebene
der Beriihrungscurve gelegen und es mufy ihr Verschwindungspunkt

in der Fluchtlinie der Ebene liegen. Fiihrt man daher durch —g— eine
Parallele g 143—‘ zu fg und macht 4,4 = 3.A—‘;—‘, so ist 4, dieser Ver-

schwindungspunkt und es mull demgemiB die Verbindungslinie der
Perspectiven I und II auf 4, zugehen. Daf} letztere Gerade auch durch
C gehen wird, ist klar.

Werden die Beriihrungspunkte £ und ¢ mit den nichstliegenden
Endpunkten des Durchmessers de verbunden, so erhilt man zwei
parallele Gerade, welche in der angenommenen Schnittebene liegend,
in der Perspective gegen den Verschwindungspunkt v,

0 v, _ ”1)
(—3——3*”6]0; .A.?Ji = 344.?

gehen. Da die Punkte d und ¢ wihrend der Drehung ungeiindert
bleiben, so miissen die Bilder I und II auch in jenen Geraden liegen,
welche die Endpunkte des in der Drehungsaxe liegenden Durchmes-
sers des Schnittkreises mit dem eben gefundenen Fluchtpunkte v,
vereinen.

Um nun weitere Punkte zu erhalten, hat man blos die Trace
MN, einer zu MN, AV parallelen Ebene, und durch C ein fiir alle
Mal eine auf AV senkrechte Gerade ab, als den geometrischen Ort
der Mittelpunkte simmtlicher Hilfsschnitte zu ziehen, den Mittelpunkt
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o mit dem Fluchtpunkte 4, und die Endpunkte m und » der in M, V,
gelegenen Sehne des Kreises abde mit », zu verbinden; im Durch-
schnitte dieser drei Geraden ergeben sich sofort zwei Punkte 1 und 2
der Schattengrenze.

Die Richtigkeit der Construction findet ihre Begrindung in dem
Umstande, daf} fiir sémmtliche Hilfsebenen MN, M, NV, , . die Ver-
bindungslinien der Beriihrungspunkte der Schnittkreise mit den zuge-
horigen Mittelpunkten, resp. Endpunkten der in der Bildfliche liegen-
den Durchmesser, zu einander parallel sind, mithin auf dieselben
Verschwindungspunkte zugehen.

Bei Hilfsebenen, deren Bildflichtracen sehr nahe der Verschwin-
dungslinie AV gewihlt werden, tritt der Ubelstand ein, daf} die in
diesen Ebenen liegenden Punkte der Schattengrenze durch sehr
schiefe Schnitte erhalten werden. In solchen Fillen diirfte es am
zweckmafigsten sein, sich vorerst die in die Bildfliche gedrehten
Punkte auf gleiche Weise wie f und ¢ zu suchen, und sodann die-
selhen zuriickzudrehen.

Ein Gleiches gilt fiir die folgenden Flichen, wenn zur Ver-
zeichnung ihrer Schattengrenze ein #hnlicher Weg eingeschlagen
wird.

Zwei Punkte ¢ und ) der Curve ergeben sich sehr einfach, wenn
die schneidende Ebene MN so weit verschoben wird, bis sie in eine
Berithrungsebene iibergeht. Demzufolge hat man parallel zu MN die
beiden Tangenten, als Bildflichtracen besagter Ebenen, an den Kreis
abde zu fiihren, oder einfach die Gerade Co, welche die Mittelpunkte
simmtlicher Schnittkreise enthilt, bis zum Durchschnitte mit obigem
Kreise zu verlingern, um die in Rede stehenden Punkte zu erhalten.
In Anbetracht dessen, daf} diese Punkte zugleich in der Bildfliche
liegen, wird deren Verbindungslinie «b die Bildflichtrace E, der
Beriihrungscurven-Ebene geben.

Da ferner in 4, ein Punkt der Fluchtlinie E, dieser Ebene
gefunden wurde, so wird erstere durch A4, parallel zu E, zu
ziehen sein.

Weil endlich die durch « und b gelegten Hilfsebenen die Fliche
tangiren, so miiflen dieselben im Durchschnitte mit der Ebene E,E,
die Tangenten in den bezeichneten Punkten der Schattengrenze liefern,
welbhalb dies beziiglich blos der Durchsehnittspunkt 4, der Flucht-

linien beider Ebenen mit ¢ und 4 zu verbinden ist.
I 6 2
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Wiirde der Punkt 4, auler die Zeichnungsgrenze fallen, so
konnte zur Verzeichnung der beiden Tangenten auch der Punkt %

beniitzt werden; man hétte sodann blos ¢ und & mit 4 zu verbinden,
diese Liingen in drei gleiche Theile zu theilen, die dem Punkte 4

nichstliegenden Theilpunkte mit % zu vereinen, und die Tangenten

durch ¢ und & geometrisch parallel zu letzteren Geraden zu ziehen.

Wenn man endlich beriicksichtigt, dafy jener Cylinder, welcher
die Kugel in dem auf der Bildfliche senkrechten, grofiten Kreise dCe
heriihrt, zu E, parallele Mantellinien besitzt, so wird klar, daB die
Tangenten ¢ und mp in den erstgefundenen Punkten I und II eine zu
E, parallele Lage haben miifen.

§. 7. Axenbestimmung.

Die Beriihrungscurve zwischen einer Kugel und einem Cylinder
ist ein grofiter Kreis, also deren Perspective grofitentheils eine
Ellipse. Wie friiher bewiesen wurde, entsprechen den in der Ebene
MN, AV gefundenen Punkten I, II zu E, parallele Tangenten, daher
I II ein Diameter, E;, die Richtung des zu I II conjugirten Durch-
messers, und der Halbirungspunkt ¢ von I II der Mittelpunkt der
Perspective ist.

Um nun die Endpunkte des durch ¢ gehenden, zu E; parallelen
Durchmessers III IV zu bestimmen, kann man von folgendem Grund-
satze ausgehen: Weil die Gerade I II und die beiden Tangenten in den
Endpunkten des zu suchenden Durchmessers im Bilde zu einander
geometrisch parallel sind, so miissen die diesen Perspectiven ent-
sprechenden Geraden im Raume sich in einem Punkte jener Ebene
schneiden, welche durch das Auge parallel zur Bildfliche geht. Dieser
Durchschnittspunkt 146t sich hier leicht ermitteln; denn die Gerade
I1I, um E, in die Bildfliche gelegt, fillt in die Gerade MN, und die
Entfernung des zu suchenden Punktes von € ist der Hypothenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks gleich, welches die Léinge 44, und

die Augdistanz zu Katheten hat. Es ist demgemif % % gleich dem

dritten Theil dieser Entfernung, deren Hilfte von € nach A aufge-

tragen wurde, so dall CA = % . %% ist.



Construction der Selbstschattengrenze von Rotationsflichen ete. 231

Wird nun aus A mit dem Radius AC ein Bogen bis zum Durch-
schnitte mit der um «b in die Bildfliche gelegten Beriihrungscurve,
(die sodann in den grofiten Kreis adbe fillt) gezogen, und werden
die den zu suchenden Tangenten entsprechenden Geraden im Raume
in den Punkten « und f tangentiell an diesen Kreis gefiihrt, so gehen
dieselben selbstverstiindlich durch den eben gesuchten Durchschnitts-
punkt und schneiden die Drehungsaxe «b in zwei Punkten p und ¢,
durch welche die fraglichen Tangenten der Perspective parallel zu
L II gezogen, auf der zweiten Axenrichtung IIl IV die Linge dieser
Axe abgeschnitten wird.

Wiirde selbst der Punkt A aulder die Zeichnungsfliche fallen, so
konnte die Bestimmung der Punkte « und B mit jedem beliebigen
aliquoten Theile der Lénge CA, in #hnlicher Weise, wie z. B. in
Fig. 1 der Punkt e, durch e, ermittelt wurde, vorgenommen werden.

Bemerkung 1. Da C zugleich der Mittelpunkt der Schatten-
grenzcurve, und ab | AV der in der Bildfliche liegende Durchmesser
dieser Curve ist, so hat man hier eigentlich blos die Aufgabe zu
losen: ,die Perspective eines Kreises von bekanntem Durchmesser in
einer gegebenen Ebene zu verzeichnen®, was auf verschiedene Weise
und selbst dann leicht durchzufiihren ist, wenn die Verschwindungs-
linie E, der Kreisebene nicht beniitzbar sein sollte.

Bemerkung 2. Bei der im vorigen Paragraphe besprochenen
Construction einzelner Punkte der Schattengrenze lift sich auch die
Verzeichnung der diesen Punkten zukommenden Tangenten duflerst
einfach durchfiihren.

Denkt man sich nidmlich E; als Drehungsaxe fiir den Kreis amdb,
welcher bei der Drehung die gegebene Kugel beschreibt, so ist die.
Ebene M, N, eine Parallelkreisebene, und zwar jene der Punkte 1
und 2. Die in m und » an den Meridian gezogenen Tangenten mt
schneiden E, in ¢, und bilden die #uffersten Mantellinien eines die
Kugel in diesem Parallelkreise beriihrenden Kegels, dessen Spitze ¢ in
der Bildebene liegt. Hieraus erhellt, da} die Bildflichtracen, simmt-
licher durch Punkte des Parallelkreises mn gelegten Beriihrungs-
ebenen der Kugel durch ¢ gehen, und dal somit der Punkt ¢, weil er
gleichzeitig in der Bildflichtrace der Ebene K, E, der Schattengrenze
liegt, der Schnittlinie dieser Ebene mit den den Punkten 1 und 2 zu-
kommenden Tangirungsebenen angehort, demnach mit 4 und 2 ver-
bunden, die gesuchten Tangenten liefert.
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Das Ellipsoid.

§. 8. Bestimmung einzelner Punkte der Schattemgrenze.

Das Ellipsoid sei durch Rotation der Ellipse aembf Fig. 5, Taf. Il,
um ihre grofe Axe ab entstanden. Die punktweise Bestimmung der
Beriihrungscurve ist der im vorigen Beispiele durchgefiihrten (§. 6)
ihnlich. Man schneide ndmlich wieder das Ellipsoid und den dasselbe
beriihrenden Strahlencylinder durch bildflichprojecirende, zu den
Lichtstrahlen parallele Ebenen, und drehe jede derselben sammt den
darin befindlichen Schnittlinien in die Bildfliche. Vorerst lege man
jedoch eine dieser Hilfsebenen durch den Mittelpunkt C des Ellip-
soids, und zwei andere, als Grenzebenen, beriihrend an diese Fliche.

/
Die erstgenannte Ebene hat die durch C gehende, zu 4 ?V parallele
Gerade MN zur Bildflichirace (selbstverstindlich A?V zur Flucht-

linie), und schneidet das Ellipsoid nach einer Ellipse, deren grofie
Axe der in MN gelegene Durchmesser ¢f des Hauptmeridians, und
deren kleine Axe gh der kleinen Axe dieses Meridians gleichkémmt.
Legt man diese Ellipse um ¢f in die Bildebene, so kann sie daselbst
iiber den bekannten Axen ef, gh verzeichnet werden, wihrend die

Richtung der gedrehten Lichtstrahlen durch die Gerade g %’- ange-

geben wird.
Die umgelegten Mantellinien des Strahlencylinders sind nun

tangentiell an die Ellipse efgh, parallel zu g—g zu ziehen, und die

Beriihrungspunkte £ und / in die Ebene MN, AV zuriickzudrehen.
Thre Perspectiven I und II geben sofort zwei Punkte der zu verzeich-
nenden Curve.

Es ist klar, dafy behufs der Auffindung der Beriihrungspunkte
k und ¢ das Ziehen der Ellipse efgh nicht erforderlich ist, sondern
dafd dieselben auch aus den bekannten Axen vollkommen genau
bestimmt werden konnen.

Die Verbindungslinie der Punkte 4 und 7 ist offenbar ein Durch-
messer der Beriithrungscurve, weil diese mit der Fliche einen gemein-
schaftlichen Mittelpunkt besitzt und die Ebene MN durch denselben
gefiihrt wurde. Es mufl folglich der Verschwindungspunkt v, dieser
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in die anfingliche Lage zuriickversetzten Geraden k! (4v, = 2. A
0 v
und —-2 || kl) in der Verschwindungslinie E, der Ebene der Ber uh-

rungscmve, und mit dem Punkte C in einer die Perspectiven I und I
verbindenden Geraden liegen.

Die Bildfliichtracen der beiden zu MN, AV parallelen Tangi-
rungsebenen des Ellipsoids beriihren den Hauptmeridian in den
Punkten m und z. Diese beiden Punkte liegen in der Bildfliche und
gehoren der Schattengrenze an, geben also verbunden die Bildftich-
trace E; der Ebene der Beriihrungscurve; die Verschwindungs-
linie E, geht sonach durch v, parallel zu E;,. Weil E; durch den
Mittelpunkt C' der Fliche geht, so gibt mn einen zweiten Diameter
der Beriihrungscurve.

Die durch I und II an das Ellipsoid gelegten Beriihrungsebenen
sind parallel zu E,; hieraus folgt, daf} ihr Schnitt mit der Ebene E,E,
gleichfalls parallel zu E; ist, dafl daher der Schnittcurve in den
Punkten I und II zu E, parallele Tangenten zukommen; aus diesem
folgt jedoch ferner noch, dal mn und £l zusammengehdren, also ein
conjugirtes Axenpaar der Curve im Raume geben.

Werden die Punkte £ und { beziehungsweise mit £ und e ver-
bunden, so erhilt man die Parallelen &f und el, deren Fluchtpunkt »,
so, wie jener v, gefunden wird. Die Perspectiven I und II miissen
mithin auch in den Geraden ¢v, und fv, gelegen sein.

Fiir irgend eine zweite Hilfsebene wird jetzt die Construetion
sich dusserst einfach gestalten. Ist z. B. M, IV, die Bildflichtrace einer
solchen Ebene, so wird «f die grofle Axe der zu ehfy dhnlichen
Schnittellipse angeben, und es werden die in dieser Ebene gelegenen
Punkte 1 und 2 der Schattengrenze erhalten, wenn man den in mn
liegenden Mittelpunkt o mit v,, die Endpunkte « und B der grolien
Axe der Schnittellipse mit », verbindet, und die beiden letzteren
Geraden mit der ersteren zum Durchschnitt bringt.

Fir zu nahe dem Augpunkte gelegene Ebenen erhélt man die
beziiglichen Punkte ungenau, néimlich durch sehr schiefe Schnitte.
In einem solchen Falle diirfte es zweckmiflig erscheinen, sich vorerst
die um die Bildflichtrace in die Bildfliche gedrehten Punkte derart
zu ermitteln, dafl man durch die Endpunkte «, B der grofien Axe des
Hilfsschnittes zu kf parallele Gerade, und durch den Mittelpunkt o
desselben Schnittes den den Beriihrungspunkten zukommenden Dia-
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meter, parallel zu &7, bis zum Durchschnitte mit ersteren Geraden
fiihrt, und schlieBlich die so erhaltenen Punkte, in die urspriingliche
Ebene zuriickversetzt, perspectivisch darstellt.

Sollen die Tangenten der Beriihrungscurve in den eben gefun-~
denen Punkten 1 und 2 angegeben werden, so beriicksichtige man,
dafl die Gerade E; den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller
Kegelflichen bildet, welche das Ellipsoid in den verschiedenen hier
angewandten Hilfsebenen beriihren, Die duflersten Erzeugenden ¢
eines solchen, das Ellipsoid in der Ebene M, N, beriihrenden Kegels
werden somit durch « und B gehen, die Meridiancurve beriihren und
die Axe E, im betreffenden Kegelmittelpunkte ¢ schneiden.

Nachdem nun die Bildflichtracen aller in den einzelnen Punkten
der Ellipse «f an das Ellipsoid gefiihrten Beriihrungsebenen durch ¢
gehen, der Punkt ¢ jedoch in der Bildflichtrace der Ebene E; E, der
Schattencurve liegt, so gehort er auch der Schnittlinie der beiden
den Punkten 1 und 2 entsprechenden Tangirungsebenen mit der
Ebene E, E, an, und liefert mit 1 und 2 verbunden die gewiinschten

Tangenten.
§ 9. Axen der Perspective.

Wie im vorigen Paragraphe gezeigt wurde, sind £ und mn die
walwren Liingen von zwei conjugirten Axen der Beriihrungscurve im
Raume. Hiebei ist die Lage der einen Axe mn gegeben, wihrend die
Richtung der andern durech Umlegung des dem Fluchtpunkte v, zuge-
hiorigen Sehstrahls um E, in die Bildebene leicht ermittelt werden
kann. Diese Ellipse kann somit, um E, in die Bildfliche gedreht,
verzeichnet, und ein beliehiges Axenpaar ihrer Perspective gesucht
werden.

Am gerathensten diirfte es jedoch sein, den zu mn parallelen
Durchmesser der Perspective zu hestimmen, weil er sich am einfach-
sten ergibt, und sein conjugirter Durchmesser I Il bereits bekannt ist.

Wird I1I in ¢ halbirt, so ist ¢ der Mittelpunkt der Perspective
und die durch ¢ zu E; Parallele IIl ¢ IV gibt den Ort der zweiten Axe,
deren Endpunkte, als Durchschnittspunkte der Geraden HI IV mit
dem Ellipsoide auf verschiedene Weise ohne Schwierigkeit bestimmt
werden konnten.

Es ist jedoch am einfachsten, die halbe Liinge dieses Diameters
mit Beniitzung der zu III IV parallelen Sehne mn zu ermitteln, und
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zu diesem Behufe eine bekannte Constructionsweise der Ellipse aus
zwei conjugirten Axen, wo niimlich die Ellipse als schiefe Projection
eines Kreises betrachtet und derart verzeichnet wird, in Anwendung
zu bringen.

Wird némlich aus ¢ iiber I Il als Durchmesser ein Halbkreis
beschrieben, und werden in C und ¢ die Senkrechten Cr und ¢y auf
I IT bis zum Durchschnitte mit dem Kreise errichtet, ferner die Punkte
n und 7 verbunden, und wird endlich durch 7 eine Parallele 4 IV zu
an gezogen, so schneidet die letzterhaltene Gerade die Richtung
I IV in dem verlangten Endpunkte IV der Axe, wodann blofd noch
¢IV nach ¢IlIl zu iibertragen ist.

Schneiden sich die beiden Geraden ¢IV und yIV unter einem
sehr spitzen Winkel, so ist es vortheilhaft, die Perpendikel Cz und ¢y
zu verlingern, hierauf diese Lingen doppelt oder mehrfach aufzu-
tragen, und mit den so erhaltenen Endpunkten in gleicher Weise wie
mit 7 und 7y zu verfahren.

Bemerkung. Betrachtet man die Beriihrungscurve als Schnitt-
linie des Ellipsoids mit der Ebene E, E,, so lassen sich selbstver-
standlich auch noch andere Constructionsweisen fiir die Lisung der
gestellten Aufgabe angeben.

Das Hyperboloid.

§. 10. Punktweise Verzeichnung der Beriihrungscurve.

Bei der punktweisen Verzeichnung der Schattengrenze eines
Hyperboloids mit Einem Mantel werden uns dieselben Grundsitze leiten,
von welchen bei der Kugel und beim Ellipsoide ausgegangen wurde.

Ist waz, Fig. 6, Taf. II, die Hyperbel, welche, indem sie um ihre
imaginére Axe rotirt, die Fliche erzeugt, und sind 7CT die Asymptoten
derselben, so lege man wieder durch den Mittelpunkt C eine Ebene ef
senkrecht auf die Bildebene und parallel zur Strahlenrichtung ¥, und
drehe dieselbe um ¢f in die Bildebene. Der Hilfsschnitt mit dem Hyper-
boloide ist eine Ellipse, welche den Diameter ¢f der Meridiancurve
zur grofen, und die reelle Axe «Cb der Hyperbel zur kleinen Axe hat.

Die Richtung des umgelegten Lichtstrahls ist—g— ?V
Bestimmt man die Beriihrungspunkte % und / der an die besagte

. oV
Ellipse parallel zu ) gefiihrten Tangenten, und dreht dieselben
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in die Bildfliche zuriick, so fallen deren Perspectiven nach I und II,
und geben, aus gleichem Grunde wie beim Ellipsoide, die Endpunkte
eines Diameters der zu suchenden Curve. Die Bildflichtrace E, der
Ebene der Beriihrungscurve geht durch C parallel zu den Tangenten
7, in den Punkten e und f der Meridianhyperbel, und enthilt zugleich
die Mittelpunkte der Hilfsschnitte der Fliche mit sémmtlichen zu ef
parallelen Ebenen, deren gemeinschaftliche Verschwindungslinie die
Gerade 4V bildet. Es entsprechen mithin der Berithrungscurve in den
Punkten I und II zu E;, parallele Tangenten.

Um weitere Punkte der Curve zu erhalten, hestimme man den
Verschwindungspunkt v, der Sehne fI und den Fluchtpunkt einer
zweiten durch den Beriihrungspunkt gehenden Geraden. Der Ver-
schwindungspunkt des Diameters £ fillt in den meisten Féllen zu weit
auller die Zeichnungsfliche, als dal} es practisch wire, denselben zu
beniitzen. Es wird daher am zweckméligsten sein, die grofle Halbaxe
Cf der Schnittellipse in eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu
theilen, einen Theilpunkt » mit 2 zu verbinden und den Verschwin-
dungspunkt v, dieser Geraden #Z zu bestimmen. Dafl der Theilpunkt
r so zu wihlen sein wird, dald der Verschwindungspunkt v, gut
beniitzt werden kann, ist selbstverstindlich. Hier wurde Cf in »
halbirt.

Fiir eine zweite Ebene M hat man sodann blofs den Punkt «,
in welchem die Bildflichtrace den Hauptmeridian schneidet, mit v,,
den Halbirungspunkt & der halben Sehne B« mit v, zu verbinden, und
ebenso auf der andern Seite von E, vorzugehen, um im Durchschnitte
der zusammengehdrigen zwei Geraden je einen Punkt 1 der Curve
zu erhalten.

Daf fiir den Fall, als der zweite Endpunkt o’ und der Halbirungs-
punkt o’ der zweiten Sehnenhélfte nicht mehr auf die Zeichnungs-
flache fallen sollte, die Verbindungslinien o’ », und v, o’ mit Hilfe der
Geraden av;, wv, und mit Beriicksichtigung des Umstandes, daf} «’
und ' in der Geraden MN liegen und von B ebenso weit wie die
Punkte o und » abstehen, leicht gezogen werden kinnen, ist klar.

§. 11. Asymptotenbestimmung.

Zum Behufe der Asymptotenbestimmung der Selbstschatten-
grenzcurve, welche bekanntlich in dem Falle, wo die Bildflichtrace
ef der zu den Lichtstrahlen parallelen, bildflichprojecirenden Ebene
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ef, AV die Meridiancurve schneidet, eine Hyperbel ist'), und
sich auch als Hyperbel perspectivisch darstellt, kann ein doppelter
Weg eingeschlagen werden. Es kann nimlich die Richtung der
Asymptoten auf Grundlage des im vorigen Paragraphe gegebenen
Verfahrens zur punktweisen Bestimmung der Curve gefunden, oder
es kann die Aufsuchung dieser Richtungen von dem obigen Verfahren
unabhéngig durchgefiihrt werden.

Ein Verfahren, den asymptotischen Kegel zur Bestimmung der
in Rede stehenden Richtungen zu beniitzen, aufzufinden, ist mir bisher
nicht gelungen, trotzdem ich anfinglich einzig und allein diese Idee
verfolgte. Ich glaube, dal wenn auch auf Grundlage dieses Kegels
eine Losung der eben gestellten Aufgabe maglich sei, diese kaum
einfacher als die beiden folgenden sein diirfte, und dald selbst dann
auch von dem in Auflosung b) festgestellten Gesichtspunkte ausge-
gangen werden miifite.

a) Indirecte Lésungsweise.

Vermittelst des in §. 10 gegebenen Verfahrens werden die ein-
zelnen Punkte 1 der Curve als Durchschnitte je zweier Geraden
erhalten, welche auf die constanten Verschwindungspunkte v, und v,
zugehen. Labt man die Ebene MN sich immer weiter vom Mittel-
punkte der Fliche entfernen, so wird die Sehne «f, also auch die
Viertelsehne we, fortwihrend grofder, daher der Winkel v, 1v, der
beiden den Punkt 1 bestimmenden Geraden stets kleiner, bis endlich
fiir eine gewisse Liage der Ebene MN dieser Winkel gleich Null wird,
d. h. his die genannten Geraden zu einander parallel werden, wodann
ihr Durchschnittspunkt in unendliche Entfernung filllt, und diese
Geraden, als auf unendlich weit entfernte Punkte der Curve zugehend,
die Asymptotenrichtungen der Schattengrenze angeben.

Weil die Geraden av,, wv, parallel werden sollen, so muf} fiir
die diesfillige Lage der Ebene MN, (da v,v, ebenfalls parallel zu B«
ist) offenbar die Viertelsehne we der Entfernung »,v,, also die halbe
Sehne Ba = 2.v,v, sein. Demzufolge wird man zur Bestimmung des
Punktes « auf der verlingerten Geraden eCf von C aus ein Stiick

1) Dies ist hier nimlich in Bezug auf Fig. 6 gemeint; die Fille, in welchen die Beriih-
rungscurve eine Hyperbel, Ellipse oder gerade Linie wird, sind aus der orthogo~

nalen Projectionslehre bekaant.
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gleich 2.v,v, aufzutragen, und durch den Endpunkt dieser Linge
eine Paralle zu E, zu ziehen haben, um im Durchschnitte der letz-
teren mit der Meridianhyperbel die zu suchenden Endpunkte der
Sehnen zu erhalten,

Weil jedoch das Beniitzen solcher Léngen in den meisten Fillen
nicht méglich ist, so miilen wir in erster Reihe untersuchen, auf
welehe Weise die Construetion mit aliquoten Theilen der vorkom-
menden Lingenstiicke vorgenommen werden kénne.

Zu diesem Ende beziehen wir die Hyperbel auf ein schiefwin-
keliges Coordinatensystem, dessen Ursprung mit dem Mittelpunkte C
zusammenfdllt, und dessen Coordinatenaxen die Geraden ¢f und E,
bilden.

Bezeichnen wir die Linge der Axe ¢f mit 2¢, und die Linge
der in der Geraden E, liegenden, zu ¢f conjugirten, imaginiren Axe

mit 2d, so ist
2\ y ]2
(&) - -

die Gleichung der Meridiancurve.

Im Umfange dieser Hyperbel sind nun zwei Punkte, die wir mit
P bezeichnen wollen, so anzugeben, dafl denselben eine Abscissen-
linge 2.v,v, = 2.¢ entspricht, und sind die Geraden zu bestimmen,
welche diese Punkte mit v, verbinden.

Die Ordinaten dieser Punkte haben somit die Lénge

Yyy== % V(2c)*—d?

oder, um mit aliquoten Theilen, z. B. mit '/, der einzelnen Lingen,
arbeiten zu kénnen

e V-6
4 T a 2) (&
Dieser Ausdruck it sich leicht construiven; denn trigt man

auf der X-Axe von C aus das Stiick C% = %.vwz auf, beschreibt
iitber dieser Liénge, als Durchmesser, einen Halbkreis, durchsehneidet

denselben aus Y mit einem Kreisbogen «, 3 vom Radius

x 1 1
—_— -—-——.C =
4 B 4 ¢ 4a’
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und ibertrigt CB nach Cvy, so ist

c) a)?
er—c= /(5] (%)
Um endlich %1 als vierte geometrische Proportionale zu den

Griofden a, b und Cy zu construiren, hat man blos durch ¢ eine Paral-
lele y¢ zu E, bis zum Durchschnitte ¢ mit der Asymptote 7CT der
Meridianhyperbel zu ziehen, wo dann

wird.

Es ist nun am zweckmiligsten, die so gefundene Ordinate =L J‘
der Abscisse % entsprechend aufzutragen, d. h. durch% eine zu -ys
Paralle]eiz~ e, zu fihren, und auf derselben die Lﬁnge% g = 7€

aufzutragen. Man hat hiemit einen Punkt ¢, gefunden, welcher vom
Mittelpunkte C eine viermal kleinere Entfernung, als der zu suchende
Punkt P hat.

Verbindet man nun »; mit €, und macht Cw = -L.Cv,, so hat
offenbar der Punkt w gegen ¢, eine dhnliche Lage, wie v, gegen den
Punkt P, und es mufl demzufolge die Verbindungslinie ws, die Rich-
tung der einen Asymptote geben.

Fiir die zweite Asymptote ist das untere (negative) Zeichen in

Betracht zu ziehen, d. h. die Ordinate ¢, % ist nach abwirts aufzu-
tragen, und der so resultirende Punkt mit s zu verbinden. Halbirt

man jedoch awe, in w, und verbindet w, mit %, so mufl, wie aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke slwl% und ¢we, (wenn wir den untern
Endpunkt der negativen Viertelordinate | — y ‘] mit ¢, bezeichnen)
folgt, W palallel zur besagten Verbindungslinie ws, sein, somit

die Rlchtung der zweiten Asymptote angeben.
Die Asymptoten selbst sind schliefllich durch den Halbirungs-
punkt ¢ der Axe I H parallel zu den eben gefundenen Geraden we,

und w - o ziehen und ergeben sich in L,cL,, LycL,.
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b) Direete Aullésung.

Um auf directem Wege die Richtungen der Asymptoten aufzu-
finden, miissen vorerst jene Punkte der Beriihrungscurve gesucht
werden, welche in einer durch das Auge zur Bildfliche parallel gehen-
den Ebene, die wir Distanzebene heiflen wollen, liegen; denn fiir diese
Punkte sind die entsprechenden Sehstrahlen parallel zur Bildfliche,
schneiden dieselbe somit in unendlicher Entfernung, wefhalb sie zu
den Asymptoten der Schattencurve parallel laufen.

Zur Durchfiihrung des Gesagten wird es nothwendig sein, die
simmtlichen in der Distanzebene oder in einer andern zur Bildfliche
parallelen Ebene gelegenen Linien und Punkte auf die Bildfliche
orthogonal zu projeciren, und die verschiedenen Constructionen in
dieser Projection durchzufiihren.

Um die in der Distanzebene liegenden Punkte der Schatten-
grenze zu erhalten, wird vorerst die Bestimmung des Schnittes der
Distanzebene mit dem Hyperboloide erforderlich. Durch die aufeinan-
derfolgenden Punkte der Schnittcurve legen wir sodann beriihrende
Ebenen an das Hyperboloid, hestimmen die entwickelbare Fliche,
welche die simmtlichen Beriihrungsebenen umhiillt, und fiihren an
diese Fliche parallel zu den Lichtstrahlen die méglichen Tangirungs-
ebenen; die Erzengenden, in welchen die Beriihrung erfolgt, begegnen
der Schnitteurve in den verlangten Punkten.

Legt man dureh den Mittelpunkt C der Fléche ein rechtwinkliges
Coordinatensystem derart, dall YZ die Y-Axe, FCF' die X-Axe bildet,
und bezeichnen die reelle Axe «b der Meridiancurve mit 2q, die
imaginiire, in YZ liegende Axe mit 25, die Augdistanz mit d, so ist

.’l:‘2+z2 yz
— ! M
die Gleichung des Hyperboloids,
v=d ®)

jene der Distanzebene, mithin beide zusammen, die Gleichungen der
Schnitteurve.

Die Gleichung einer Beriihrungsebene des Hyperboloids in einem
Punkte dieser Curve ist

2% (b—’ v+ dJ == 9)-

wobei fiir ,, y, und 2, dle Bedingungen (1) und (2) existiren.
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Da nun
Sy _
dv, ~ z  d
und
&y oy dy,
dy, b, T bd
ist, so folgt
wx,~+dz Y1
1a’ - J_(;I”'— =1 @)

als Gleichung der Beriihrungsebene, wobei noch fiir &, und y, die
Relation
2y 2 2
r+d® g =1 %)

a2 b2

besteht.

Soll die umhiillende Fliche simmtlicher Tangirungsebenen
gefunden werden, so sind aus den Gleichungen (3) und (4), sowie
aus dem ersten Differentialquotienten derselben nach x,, die Grifien
x, und y, zu eliminiren.

Aus (3) folgt:

r_Y 4,
a* 0 dw,
und aus (4)
T Y
B dw,
folglich durch Elimination vondi
dz,
z y
=7 5
= = ®

oder, wenn der Werth y =x.%’_’—in die Gleichungen (3) und (%)
‘1

substituirt wird,

und
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Unter der Voraussetzung, da d>a ist, wie dies fast immer der
Fall ist, ergibt sich sonach durch Gleichstellung dieser beiden Werthe
und gehiriges Ordnen
(1)
@

- (o=
U (- (- 5=
als Gleichung der entwickelbaren Fliche.

Diese Fliche ist somit ein hyperbolischer Kegel, dessen Axe mit
der Z-Axe zusammenfillt, also in € senkrecht auf der Bildebene steht.

Fiir die Kegelspitze haben wir @ =0, y =10 zu setzen, und
erhalten fiir deren Abstand s von der Bildebene die Relation

ﬁ§—1=0
und hieraus “
1l «
(I 5=

Wie aus (I) ersichtlich ist, wird der Kegel durch jede zur Bild-
fliche parallele Ebene nach einer Hyperbel geschnitten, welche ortho-
gonal auf die Bildfliche projecirt, dieselben Asymptoten TCT wie die
Meridiancurve besitzt; nur sind die Richtungen der Axen beider
Curven um 90° gegen einander verwendet. Soll eine schneidende
Ebene so gelegt werden, das die Schnittcurve des Kegels dieselben
Axenliingen ¢ und b wie die Meridiancurve, nur mit dem Unterschiede,
dal hier ¢ die imaginiire, b die reelle Axe wird, besitzt, so mufd offen-
bar der Ausdruck zur rechten Seite des Gleichheitszeichens [Relation
(D] gleich 1 werden, woraus der Abstand 2z, der verlangten Ebene
von der Bildfliche resultirt. Es ist somit

dz 2 d)\?

(3 ]=(z] -1

dz d)*

w1/ (2 -
und

e VT e VT
(m)%—zbi L) 1 =s1% -1
daher der Abstand A dieser Ebene von der Kegelspitze

V) hemges— 4% VFT | =+ Va3
() =2, 3—__d 2 1== af—s*.

oder
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Fafdt man den Satz ins Auge, dal} eine Fliche des zweiten
Grades nur wieder von einer Fliche des zweiten Grades in einer
ebenen Curve beriihrt werden kann, so folgt schon aus diesem, dafy
die eben analytisch bestimmte, entwickelbare Flidche nur ein hyper-
bolischer Kegel oder Cylinder sein kinne. Da jedoch ein Cylinder die
Fldche in einer Diametralebene beriihrt, was hier nicht der Fall ist,
so wird ersichtlich, daf} die entwickelbare Fliche ein Kegel ist. Ferner
ist bekannt, daf} die Ebene, in welcher die Beriihrung eines Kegels
mit einer Fliche der zweiten Ordnung erfolgt, conjugirt ist zur Ver-
bindungslinie der Kegelspitze mit dem Mittelpunkte der letzteren
Fldche; da nun die Distanzebene parallel zur Rotationsaxe des Hyper-
boloids ist, so mufd die Kegelspitze in einer durch den Mittelpunkt des
Hyperboloids gehenden, auf der Bildfliche senkrechten Geraden
gelegen sein.

Auf diese Weise haben wir das Nithige ohne jede analytische
Entwicklung gefunden, und kinnen nun das Ubl‘ige leicht constructiv
durehfiihren.

Denken wir uns niimlich durch die Axe YZ eine auf die Bildfliche
senkrechte Ebene gelegt, und diese sammt den darin liegenden Linien
in die Bildfliche gedreht. Das Hyperboloid wird nach einem Meridiane
geschnitten, welcher nach der Drehung in den Hauptmeridian fillt,
wiihrend der Schnitt mit der Distanzebene in einer zu YZ parallelen
Geraden erfolgt, welche nach der Umlegung in einem der Augdistanz

2.A—g— gleichen Abstande von YZ zu ziehen wire, und die Hyperbel

in zwei Punkten schneiden wiirde, welche die umgelegten Endpunkte
der reellen Axe der in der Distanzebene liegenden, die Leitlinie des
Beriihrungskegels hildenden Hyperbel wiren. Diesen Punkten ent-
spricht also eine Abscissenléinge gleich der Augdistanz.

Die beiden Erzeugenden, in welchen der Beriihrungskegel
geschnitten wird, beriihren den Meridian in den besagten Punkten
und schneiden die Gerade FCF’', d. i. die Kegelaxe nach der Um-
legung in der Kegelspitze S.

Um nun die obigen Punkte, welche gewihnlich weit hinausfallen,
nicht erst angeben zu miissen, ist es am zweckmiBigsten, den Punkt
S in der Weise zu hestimmen, daf man die Linge CS (Subtangente)

construirt,
Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl. LV, Bd. Il. Abth. 17
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Die Gleichung der Tangente an die Meridianhyperbel ist nimlich :

X2, Y9,

at b* ’
also fiir y = o und 2 = CS§

2
&_1 oder CS——=%,

Ty

wie dies auch in (II) erhalten wurde.
Zur Bequemlichkeit der Construction stellen wir den Ausdruck

in der Form 2

4
dar, Macht man also CA = [zl , beschreibt iber dieser Liinge als Durch-

messer den Halbkreis CsA, und durchschneidet denselben in s mit
einem aus dem Mittelpunkte C beschriebenen Kreishogen vom Halb-
messer 06 = .Ca = 4 a, so ist blofs durch s ein Perpendikel s§ auf
FCF' zu errichten, um in § die gesuchte Kegelspitze zu erhalten.
Die Tangenten S¢, S¢, selbst, konnen nun, ohne daf} die Beriihrungs-
punkte zuginglich sind, mit Beniitzung der Brennpunkte F und F”
gefunden werden. Diese Tangenten stellen uns hier gleichsam die
Umrisse des um 90° gedrehten Beriihrungskegels in der verticalen
Projection vor.

Soll der Kegel so geschnitten werden, daf} die reelle Axe der
Schnitteurve gleich 2b = mn wird, so hat man nur durch m eine zu
FCF’ Parallele mm', und durch den Durchschnittspunkt m’ derselben
mit der Tangente St eine zu YZ parallele Gerade m'yu zu fiihren.
Cy ist sodann der Abstand (III) der Ebene von der Bildfliche, also
Sy der Abstand (IV) von der Kegelspitze.

Die letztfixirte Schnitteurve projecirt sich demzufolge orthogonal
auf der Bildfliche in einer Hyperbel, welche die reelle Axe nCm, die
imaginire Axe «Cb und die Brennpunkte F,, F| (F,C = F,;C = FC)
besitzt.

Sollen an die Kegelfliche die Tangirungsebenen parallel zur
Strahlenrichtung gelegt werden, so hat man durch die Kegelspitze S
eine zur Richtung der Lichtstrahlen parallele Gerade zu legen, den
Durchschnitt derselben mit der Basisebene, als welche wir die Ebene
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m'yu betrachten wollen, und die orthogonale Projection des Durch-
schnittspunktes auf der Bildfliche zu bestimmen. Nachdem C die Pro-

jection der Kegelspitze und 4 % die Richtung der Bildflichprojection
der Lichtstrahlen ist, wird der zu suchende Punkt in der durch € zu
A—Z— paralle] gefiihrten Geraden fCe liegen miissen. Sein Abstand von

C bildet offenbar die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
dessen zweite Kathete die Hohe Sy des Kegels ist, und von welchem
auflerdem der dieser Kathete gegeniiberliegende Winkel, d. i. der

Neigungswinkel der Lichtstrahlen gegen die Bildfliche [{ g«?v A]
bekannt ist.
. . o Vv . 0
Sucht man also in dem Dreiecke Y | - eine zu A~2—- parallele
Sehne S’y’, derart, dal} sie die Linge Sy besitzt, so ist ?V S’ der ver-

langte Abstand. Dieser wird, wie aus der Richtung der Lichtstrahlen
und der Lage der Basisebene einleuchtet, von C nach aufwirts nach
CD zu iibertragen sein.

Werden aus D die beiden Tangenten DE, und DE, an die durch
ihre Axen mn, ab und die Brennpunkte F,, F, bestimmte Hyperbel
gezogen, und die Berihrungspunkte E,, E, gesucht, so brauchen diese
blofy mit € verbunden, und die Lingen CE, und CE, im Verhiltnisse
der Abstinde der Kegelspitze von der Distanzebene und von der
Basisebene m'yu verlingert zu werden, um die orthogonalen Projec-
tionen der in der Distanzebene liegenden Punkte der Schattengrenze
auf der Bildfliche zu erhalten, welche Projectionen mit 4 verbunden,
die zu suchenden Asymptotenrichtungen gében.

Sucht man jedoch in der Ebene m'yu einen Punkt derart auf,
daB er gegen die in derselben Ebene liegende Hyperbel eine éhnliche
Lage wie der Gesichtspunkt gegen die in der Distanzebene befindliche
Schnittcurve hat, so werden selbstverstindlich die Verbindungslinien
desselben mit E, und E, gleichfalls die Asymptotenrichtungen
angeben.

Zur Bestimmung dieses Punktes wird zu beriicksichtigen sein,
daf} die heiden Hyperbeln in der Oberfliche des beriihrenden Kegels
Stt, liegen, dald somit der zu suchende Punkt nur als Durchschnitt
der die Kegelspitze S mit dem Auge verbindenden Geraden mit der

Ebene m'yu gefunden werden kann.
17*
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Die Bildflichprojection der letztgenannten Verbindungslinie ist
die Gerade CA, welche dem eben Gesagten zufolge, durch den
gewiinschten Punkt so getheilt werden wird, dafd die ganze Linge
C4 zu dem abgeschnittenen Stiicke in demselben Verhéltnisse wie
die Abstinde der Kegelspitze von beiden Hyperbelebenen zu einander
steht.

Dies kann einfach dadurch bewerkstelligt werden, dafy man C %
der halben Augdistanz, und % p= % CS, ferner das Perpendikel pq

auf FCF' gleich 4 AC macht, und ¢ mit § verbindet; die auf m'yu
ahgeschnittene Linge y2 ist sodann der Abstand des zu bestimmen-
den Punktes 3 von 4.

Man hat daher blofd y2 nach €3 zu iibertragen, und 3 mit E,
und E, zu verbinden, um die Richtungen 3E,, 3E, der Asymptoten
L.cL,, L,cL, des Bildes zu erhalten, — diese somit durch den Hal-
birungspunkt ¢ des Diameters I I parallel zu den gefundenen Rich-
tangen zu ziehen.

Wiirde das in der orthogonalen Projection angewendete Ver-
fahren zur Bestimmung der Asymptoten der Selbstschattengrenze in
der Perspective beniitzt werden, so erhielte man blofs zwei Tangenten
in jenen Punkten der Curve, in welchen diese von der Fluchtlinie des
Hyperholoids geschnitten wird.

Aus der Axe I Il und den Asymptoten lildt sich einfach die senk-
rechte, reelle Axe der Curve verzeichnen.

Das Paraboloid.
§. 12. Punktweise Verzeichnung der Selbstschattengrenze.

Die punktweise Aufsuchung der Selbstschattengrenze mit Be-
niitzung von bildflichprojecirenden, zu den Lichtstrahlen parallelen
Ebenen ist der in den §§,. 6, 8 und 10 durchgefiihrten gleich, wefd-
halb sie daselbst weiter nicht besprochen werden soll.

Bei dem Paraboloide ist es am zweckmiBigsten, hehufs der
Bestimmung der Beriihrungscurve von dem Satze Gebrauch zu
machen, dal} die Beriihrungscurve stets eine zur Meridianparabel xay,
Fig. 7, Taf. I, congruente Curve ist, und in einer zur Axe YZ paral-
lelen Ebene E, E, liegt, welche senkrecht auf der zu den Licht-
strahlen parallelen Meridianebene steht.
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Diesem zufolge wird man, da die Gerade Vv die Verschwindungs-

linie der zu den Lichtstrahlen parallelen Meridianebene, folglich % g
die Richtung einer in dieser Ebene liegenden, um HH in die Bild-
fliche gedrehten, horizontalen Geraden angibt, in —g— eine auf %?
senkrechte Gerade % % errichten, um im Durchschnitte v_21 derselben
mit HH die halbe Entfernung A% des in der Horizontslinie gelegenen

Punktes v, der Verschwindungslinie E, der Curvenebene vom Aug-
punkte begrenzt zu erhalten, welch’ letztere (E,) durch v, parallel zu
YZ geht.

Ebenso einfach ergibt sich die Bildflichtrace E, dieser Ebene,
wenn man beriicksichtigt, dafl bei der bekannten Richtung derselben
bloB die Bestimmung eines Punktes erforderlich wird, welcher, wie
in allen vorhergehenden Fillen, am schnellsten im Hauptmeridiane
gefunden wird. Sucht man nidmlich die in dem Hauptmeridiane, also
in der Bildebene liegenden Punkte der Beriihrungscurve, so hat man

blofd parallel zu A?V an den Meridian die Tangente zu ziehen, welche

diesen in dem gesuchten Punkte I beriihrt. Die fragliche Bildflich-
trace E; ist sofort durch I parallel zu YZ zu ziehen.

Ein Punkt der Bildflichtrace konnte auch in der Weise gefunden
werden, dafd man in einem beliebigen Parallelkreise mn die um mn
in die Bildfliche gedrehten Punkte « und 8 der Selbstschattengrenze
nach der allgemeinen Methode (§. 2) bestimmt, und durch eine
Gerade vereint, welche, als in der Ebene der Beriihrungscurve liegend,
im Durchschnitte ¢ mit der Drehungsaxe ma einen Punkt der Bild-
flichtrace liefert. Gleichzeitiz gibt auch die Sehne «f die Richtung
der horizontalen, in die Bildfliche gedrehten Sehnen der Curve.

Sollen nun einzelne Punkte der Selbstschattengrenze angegeben
werden, so ist es am zweckméfligsten, ein System von horizontalen
Hilfsebenen anzuwenden, und diese in die Bildfliche zu drehen. Is
z. B. MN die Bildflichtrace einer solchen Ebene, so schneidet diese
das Paraboloid im Parallelkreise m,0,, die Ebene E; E, in der (umge-
legten) Geraden o, 3,, welche durch den Durchschnittspunkt o, der

beiden Bildflichtracen MN und E, parallel zug % oder «f3 lauft, und



248 Koutny.

den Parallelkreis in den Punkten o, 3, schneidet, die in die Horizon-
talehene MN zuriickgedreht, der Schattengrenze angehéren und
perspectivisch verzeichnet nach 1 und 2 zu liegen kommen.

Dafl die Punkte 1 und 2 auch in der Geraden w,v, liegen miissen-
braucht woh! kaum bemerkt zu werden. Wenn jedoch », unzuging-
lich ist, so kann hier die Richtung dieser Verbindungslinie einfach

. o v v \ o 1s
mit Beniitzung von ?1 (oder —’] gefunden werden, wenn man némlich
n

die Linge Ay halbirt, (beziehungsweise in » gleiche Theile theilt)
und durch den (dem Punkte 4 nichstliegenden) Theilpunkt B eine
zu E, parallele Gerade BF fiihrt. Verbindet man den Punkt w, der
Bildflichtrace mit 4, so wird diese Gerade die Verticale BF in einem

. YV .
Punkte d, schneiden, welcher mit —2l verbunden, eine zu 2w, 1v,

geometrisch Parallele gibt.

Etwas complicirter gestaltet sich die Construction, wenn man
Punkte in einzelnen Meridianen sucht. Hiefiir diirfte es gerathen
erscheinen, die Horizontsebene als Grundebene anzusehen, und selbe

um HH in die Bildfliche zu drehen. Alsdann ist «f [durch 7 parallel
zu%— g] die Trace der Ebene der Beriihrungscurve auf der Grund-

ebene, wilhrend die Trace einer Meridianebene durch o beliebig
gewihlt, und die Ebene selbst, welche sich mit jener E; E, in einer
sich im Punkte R projecirenden Geraden schneidet, um YZ in die Bild-
fliche gedreht werden muf, woselbst der Punkt B nach R', daher die
besagte Gerade nach R’'A gelangt. Letztere trifft den Hauptmeridian
in A, welcher Punkt in die urspriingliche Lage oR zuriickzufiihren ist.

Zu diesem Behufe fillen wir aus B ein Perpendikel R3¢ auf HH
und aus A eine Senkrechte Ao, auf YZ. Beide Senkrechten schneiden
sich in der orthogonalen Projection b’ des zuriickgedrehten Punktes
A auf der Bildebene, und es gibt B¢ den Abstand desselben von der
Bildfliche, daher die Perspective 5 leicht gefunden werden kann, ohne
dal} es nothig sei, die Fluchtlinie der Meridianehene aufzusuchen.

Soll in dem Punkte 4 die Tangente der Curve verzeichnet werden,
so ist am einfachsten, wie folgt vorzugehen :

Man denke sich durch den Punkt 4 im Raume eine bildflachpro-
jecirende, zu den Lichtstrahlen parallele Ebene gelegt. Diese mufd
sich mit der Parallelkreisebene desselben Punktes in einer auf der
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Bildebene senkrechten Geraden, also im Perpendikel B’ schneiden,
aus welchem Grunde die Bildflichtrace 7%’ der ersteren Ebene durch

B’ parallel zu A?V lduft, und die Meridianparabel in 2’ schneidet.

Wird durch »’ eine Tangente an den Hauptmeridian gezogen,
so schneidet sie die Bildflichtrace E, in #, welcher Punkt die Spitze
eines das Paraboloid in der Ebene %' beriihrenden Kegels, und
zugleich einen Punkt der Bildflichtrace der durch 4 an das Paraboloid
gelegten Beriihrungsebene liefert, und, weil er auch in der Bildflich-
trace E; der Curvenebene liegt, der Schnittlinie beider Ebenen ange-
hort, also mit 4 verbunden, die gesuchte Tangente bestimmt.

Aus der bekannten Eigenschaft der Parabel folgt, daf +I =1I¢
ist, und es ergibt sich somit fiir die Tangentenverzeichnung das ein-
fache Verfahren, dafd man durch die Bildflichprojection ' des gege-

benen Punktes 4 eine zu A?V Parallele p'» bis zum Durchschnitte

mit der Bildflichtrace E, der Curvenebene fiihrt, den Abstand #I nach
der entgegengesetzten Seite des Scheitels I, nach I¢ tibertrdgt, und ¢
mit dem gegebenen Punkte 4 vereint.

§. 13. Asymptotenbestimmung.

Bei verticaler Axe der Rotationsfliche ist die Perspective der
Selbstschattengrenze eine Hyperbel, mit Ausnahme jenes Falles, wo
die Lichtstrahlen in verticalen, auf der Bildfliche senkrechten Ebenen
liegen, wodann deren Verschwindungspunkt in die Verticallinie fillt,
und die Beriihrungseurve in einer zur Bildfliche parallelen Ebene
liegt, sich also perspectivisch wieder als Parabel darstellt.

Beriicksichtigt man, dad die Axe der die Schattengrenzeurve
bildenden Parabel eine zur Bildflichtrace K, ihrer Ebene parallele
Lage hat, so folgt, daf die Verschwindungslinie E, der Parabelebene
eine Asymptote der Perspective dieser Curve bildet, daher es sich bloft
noch um die Bestimmung der Lage und Richtung der zweiten Asymp-
tote handeln wird.

Man konnte zu diesem Zwecke eine dem in §. 11, & beim Hyper-
boloide durchgefiihrten Verfahren dhnliche Lisungsweise der gestell-
ten Aufgabe auffinden, die sich beim Paraboloide um so einfacher
gestalten wiirde, als der Schnitt desselben mit der Distanzebene
eine der Meridiancurve congruente Parabel ist, (welche sich durch
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einfache Verschiebung in den Hauptmeridian versetzen lifit) und die
das Paraboloid in der Distanzebene beriihrende entwickelbare Fliche
ein parabolischer Cylinder wird, dessen Erzeugenden in bildflichpro-
jecirenden Verticalebenen liegen, und in die Bildfliche umgelegt
leicht erhalten werden kinnen, wenn man in jenem Punkte der Haupt-
meridiancurve, welchen eine der Augdistanz gleiche Ordinatenlinge
(YZ die Abscissenaxe) zukommt, die Tangente verzeichnet.

Bestimmt man die Beriihrungserzeugenden der parallel zu den
Lichtstrahlen an diesen Cylinder gefiihrten Beriihrungsebenen und
die Durchstofpunkte derselben mit der Distanzebene, so geben die
Verbindungslinien dieser Punkte mit dem Auge die gewiinschten
Asymptotenrichtungen.

Nach dem hier Angegebenen unterliegt die Durchfiihrung der
Construction weiter keinen Schwierigkeiten, wefhalb wir dieselbe
nicht weiter verfolgen, und zu zwei anderen Lisungsweisen {ibergehen
wollen, von welchen inshesondere die eine, sich auf die zum Schlusse
des vorhergehenden Paragraphes gegebene Bestimmungsweise einzel-
ner Punkte der Curve mit Beniitzung von Meridianebenen basirend,
sich duferst einfach gestaltet.

Endlich sei hier noch bemerkt, dafl, wie aus dem Nachfolgen-
den ersichtlich werden wird, selbst bei verhiltniBmiBig sehr kleiner
Augdistanz die reelle Axe der sich als Perspective ergebenden Hyper-
bel sehr grof wird, und der Mittelpunkt weit hinausfillt, aus welchem
Grunde es wohl kaum der Miihe werth erscheinen diirfte, die benann-
ten Bestimmungsstiicke der Curve aufzusuchen, und aus diesen die
letztere zu verzeichnen. Diese Aufgabe hat somit mehr ein theore-
tisches Interesse.

a) Indirecte Lisungsweise.

Man bestimme vor Allem den im Hauptmeridian a2 Fig. 8, Taf. I,
liegenden Punkt I der Selbstschattengrenze und den Punkt v, der
Verschwindungslinie E, ihrer Ebene, auf die im §. 12 angegebene
Weise. Wie bereits erwihnt, geht durch I die Bildflichtrace E, parallel
zur Drehungsaxe YZ.

Falit man das Verfahren zur Bestimmung einzelner Punkte der
Curve mit Beniitzung von Meridianebenen ins Auge, so wird klar,
dab jede Meridianebene sich mit der Curvenebene in einer verticalen
Geraden schneidet, deren Entfernung von der Bildfliche durch die
Héhe B#, Fig. 7, Taf. II, des Dreiecks ByR, welches die constante
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Entfernung By der Bildfichtrace E, von der Drehungsaxe YZ zur
Grundlinie, die umgelegte Horizontaltrace BR der Meridianebene und
jene yR der Curvenebene E, E, als Seiten hat, — und deren Abstand
von der Drehungsaxe YZ durch die Seite BR dieses Dreiecks gege-
ben erscheint.

Diesem zufolge mufd fiir in der Distanzebene liegende Punkte,
welchen zur Bildfliche, also auch zu den Asymptoten parallele Seh-
strahlen zukommen, die Meridianebene so gewihlt werden, daBl die
Hihe des Dreiecks yBR der Augdistanz 40 gleich wird. Die weitere
Construction ist sodann in &hnlicher Weise wie beim Dreieck ByR
Fig. 7, durchzufiihren.

Ist ndmlich R, Fig. 8, Taf. I, die umgelegte Horizontaltrace der
Curvenebene (R durch y parallel zu v,0), so ziehe man durch O
die zu HH Parallele OR bis zum Durchschnitte B mit «R, wodann
oR die umgelegte Horizontaltrace der beziiglichen Meridianebene
angibt, drehe diesen Punkt um o in die Bildfliche nach B’ (oR’ = oR),
und errichte in B’ das Perpendikel B’'A auf HH, welches die Meridian-
curve in A trifft. Der Punkt A bestimmt den in die Bildfliche gedreh-
ten, in der Distanzebene liegenden Punkt der Selbstschattengrenze,
und bewegt sich beim Zuriickdrehen in dem Parallelkreise 0,A, daher
seine orthogonale Projection ¢ auf der Bildfliche in der Trace o,A
dieses Parallelkreises und in dem aus R auf 0,A errichteten Perpen-
dikel R¢ sich vorfindet.

Nachdem der Augpunkt 4 die Bildflichprojection des Auges ist,
so hat man blofb ¢ mit 4 zu vereinen, um die Richtung der fraglichen
Asymplote zu erhalten.

Die Lage dieser Asymptote ergibt sich nun sehr einfach auf
mehrfache Weise. Entweder, kann man die Tangente v,b in dem
Punkte I der Selbstschattengrenze, als Durchschnitt der betreffenden
Beriihrungsebene, deren Verschwindungslinie 4V ist, mit der schnei-
denden Ebene E; E,, ziehen, und die Linge v,I nach I iibertragen,
wodurch in b ein Punkt der zweiten Asymptote 7,7, gefunden ist,
durch welchen diese parallel zu A¢ liuft; oder man suche in derselben
Weise, wie in §. 12 gezeigt wurde, die Tangente der Curve in jenem
Punkte, welcher in dem Parallelkreise 0,A liegt. Zu diesem Behufe
wird man einfach durch ¢ eine zu AV Parallele ¢p bis zum Durch-
schnitte ¢ mit E; zu ziehen und Iy nach Ie zu iibertragen haben, um
in ¢ einen Punkt der verlangten Asymptote zu erhalten.
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Directe Léosungsweise.

Man bestimme wieder, wie frither, den Punkt I sammt der Tan-
gente v,b in diesem Punkte der Curve, und lege vyb um Ey in die
Bildfliche, indem man bloff die Richtung dieser umgelegten Geraden,
d. i. v,0, (v,0, = v,0) angibt.

Ebenso denke man sich die Schattengrenze, welche eine der
Meridiancurve congruente Parabel ist, um E, in die Bildfliche gedreht,
und sodann parallel zu sich selbst so lange verschoben, bis sie mit
dem Hauptmeridiane zusammenfillt. Dies kann einfach durchgefiihrt
werden, wenn man beriicksichtigt, dal} E, eine zur Hauptaxe parallele
Axe der Selbstschattengrenze bildet, welcher Axe im Durchschnitts-
punkte mit der Parabel eine zu »,0, parallele Tangente der letateren
zukommt.

Wir miissen also der obbezeichneten Verschiebung entsprechend
eine gleichliegende Axe E; der Meridiancurve suchen, was auf
doppelte Weise geschehen kann. Man kann némlich parallel zu v,0,
eine Tangente an den Hauptmeridian ziehen, und durch den Beriih-
rungspunkt I’ die verlangte Axe parallel zu- E, ziehen, oder blof} auf
die umgelegte Horizontaltrace y& der Curvenebene aus o ein Perpen-
dikel oc fithren, und das Stiick oy der Trace nach of iibertragen,
wodann 3 einen Punkt von E; gibt; denn es stellt uns offenbar « den
umgelegten Fullpunkt der Hauptaxe der Beriihrungscurve auf der
Horizontalebene, daher oy den Abstand dieser Axe von der Bildflich-
trace E, vor. Nachdem jedoch die Hauptaxe nach der Verschiebung
mit YZ zusammenfallen soll, so gibt die Léinge a7y zugleich den Ab-
stand der Geraden YZ und E;. Werden die Punkte 7 und I’ mit ein-
ander verbunden, so zeigt uns diese Gerade sowohl die Richtung
als auch die Grifle der vorgenommenen Verschiebung eines jeden
Punktes an.

Nun hat man den Durchschnitt der Curve mit der Distanztrace *)
ihrer Ebene zu suchen. Die Entfernung der Distanztrace von der
Bildflichtrace ist durch die Liéinge v,0 gegeben, daher dieselbe, in
die Bildfliche umgelegt, in dem Abstande v,0 von E; zu ziehen kéime.
Nehmen wir aher gleichzeitig die Verschiebung der Trace in der
Richtung I1’ vor, so wird man dieselbe durch », (Br=2v,0), parallel
zu YZ fiihren.

1) Distanaztrace nenne ich den Durchschnitt einer Ebene mit der Distanzebene.
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Die letztgezogene Gerade schneidet die Hauptmeridiancurve in 2.
Die durch 2 an den Hauptmeridian gefiibrte Tangente A’ stellt uns
die umgelegte und verschobene Trace jener Beriihrungsebene des der
Schattengrenzeurve entsprechenden Sehkegels auf der Basisebene
E, E, vor, welche durch den in der Distanzebene liegenden Punkt A
geht, und im Durchschnitt mit der Bildfliche die zu suchende Asymp-
tote T, 7, liefert. Demzufolge wird 7,7, gefunden, wenn man durch
0, eine Parallele 0,v, zu X¢', bis zum Durchschnitte v, mit E,, fiihrt,
den Punkt ¢, in welchem A<’ der Geraden E; hegegnet, parallel zu 11’
in die Bildflichtrace E;, nach ¢ zuriickversetzt, und e mit v, verbindet,

Da die Verschwindungslinie E, eine Asymptote der Beriihrungs-
curve ist, so mufy v, zugleich den Mittelpunkt ¢ der Perspective dar-
stellen, welcher hier, selbst bei der kleinen Augdistanz 40, noch
auller die Zeichnungsgrenze fillt.

Behufs der Verbindung der Punkte v, und ¢ mullte eine Hilfs-
construction angewendet werden; es wurden némlich durch ¢ zwei
die Geraden O,v, in , und E, in m schneidende Linien, ferner O,
durch O, parallel zu mn, ON durch O, parallel zu nc und MN
parallel zu me gefiihrt und nn Durchschnitte der beiden letztgezogenen
Geraden ein zweiter Punkt &V der Asymptote 7}, 7) erhalten.

Die Tangente A¢’ wird nicht zu ziehen nothwendig, wenn man
beriicksichtigt, daff die durch 2 gehende, zu v,0, Parallele 29 auf
E; ein Stiick I'd abschneidet, welches, einer bekannten Eigenschaft
der Parabel zufolge, blos von I’ nach I'¢’, oder von I nach I¢ aufge-
tragen, die Punkte ¢ und e fixirt.

Sind die Asymptoten bekannt, so unterliegt die Bestimmung der
senkrechten reellen Axe der Hyperbel weiter keinen Schwierigkeiten.
Wir werden betreffs der Auffindung der Endpunkte dieser Axe zwei
Tangenten der Schattengrenze so zu bestimmen suchen, daf} sie zu
einander geometrisch parallel und auf der Halbirungslinie XX des
Asymptotenwinkels, welche eben die Richtung der Axe ist, senkrecht
sind. Hiebei wird in Betracht zu ziehen sein, dal} die simmtlichen
auf XX geometrisch senkrechten Perspectiven einem System gerader
Linien im Raume entsprechen, welche sich in einem bestimmten
Punkte der Distanztrace ihrer Ebene E, E, schneiden. Um diesen
Durchschnittspunkt zu erhalten, denken wir uns diese Geraden um
E, in die Bildfliche gedreht, und fiihren die Perspective v,e einer
solchen Linie durch v, senkrecht auf XX. Diese Gerade muld umgelegt
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durch e senkrecht auf E, zu liegen kommen, weil », der Flucht-
punkt aller in der Ebene E; E, liegenden, auf der Bildflichtrace senk-
rechten Geraden ist, und es wird demgemif die Lidnge v, 0 von e nach
ed aufzutragen sein, um in d den verlangten Durchschnittspunkt zu er-
halten, welcher, entsprechend verschoben, nach d’ (dd’= 1I") gelangt.

Wird endlich durch &’ eine Tangente an den Hauptmeridian
und. durch d und O, die zu d'f’ Parallelen df und O,v, gezogen, so
erhiilt man in E, den Verschwindungspunkt »,, und in E;, den Durch-
stofdpunkt £ der zu suchenden Tangente v,/, daher in 1 den Scheitel
der Hyperbel.

Selbstverstindlich gibt v,d, zugleich die Grofle der imaginiren
Axe dieser Curve.

Begniigt man sich mit einem conjugirten Axenpaar der Hyperbel,
so ist am zweckmifigsten, die Verbindungslinie der Punkte I und ¢
als reelle Halbaxe und v,b als wahre Liinge der entsprechenden con-
jugirten imaginiren Axe zu betrachten, und iiber diesen die Hyperbel
zu verzeichnen.

Rotationsflichen mit einer auf der Bildfliche senk-
rechten Axe.

§. 14. Verzeichnung des Umrisses dieser F'liichen.

Es sei mir erlaubt, gleichzeitiz der Verzeichnung der Contour
soleher Flichen zu erwihnen, inshesonders ein Verfahren anzugeben,
vermittelst welchem man die senkrechten Axen der Contour einer so
gestellten Rotationsfliche des zweiten Grades mit wenigen Linien
finden kann.

Ist der Hauptmeridian eine beliebig gewiihlte Curve, so diirfte
man wohl am schnellsten zum Ziele gelangen, wenn man sich die
Fliche durch eine Reihe von zur Bildfliche parallelen Ebenen nach
Parallelkreisen geschnitten denkt, die Perspectiven dieser Schnitt-
linien, die sich wieder als Kreise darstellen, verzeichnet, und durch
eine Curve, den perspectivischen Umrif}, umhiillt.

Nachdem die Bilder aller Kreismittelpunkte in die Perspective
der Drehungsaxe fallen, und diese den Durchstofpunkt der Axe mit
der Bildfliche mit dem Augpunkte verbindet, so ist ersichtlich, daf
diese Verbindungslinie immer eine Axe des Umrisses liefert, weil sie
alle auf ihr senkrechten Sehnen desselben halbirt.
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Um das Verfahren fiir die Bestimmung der seukrechten Axen des
Umrisses einer Fliche des zweiten Grades gleich an einem Beispiele
durchfiihren zu konnen, wihlen wir den Punkt o, Fig. 9, Taf. II, als
Durchstobpunkt der Drehungsaxe eines Paraboloids mit der Bildebene,
welche Fliche durch Rotation der Parabel xzax um die Hauptaxe ent-
standen ist. Denken wir uns ferner die Meridiancurve vorerst in die
durch das Auge gehende Meridianebene Ao versetzt, und hierauf um
do in die Bildfliiche gedreht, so ist die umgelegte Drehungsaxe durch
o senkrecht auf 4o zu ziehen, und die Meridiancurve pax iiber der
Hauptaxe durch den umgelegten Scheitel « zu verzeichnen. Das
Auge gelangt nach der Drehung nach 0, (40 1 4o und gleich der
Augdistanz).

Der den perspectivischen Umrifs bildende Strahlenkegel wird
durch die bezeichnete Meridianebene 4o nach zwei Erzeugenden 08,
Oe geschnitten, welche nach der Umlegung durch O tangentiell an
die Parabel zax gehen, und im Durchschnitte b und £ mit der ver-
lingerten Trace 4o die Endpunkte der einen Axe Jf, daher im Halbi-
rungspunkt o derselben (welcher hier zufillig mit dem Durchstof’-
punkte o der Drehungsaxe zusammenfillt), den Mittelpunkt der Con-
tour geben.

Da sich die zweite Tangente Oe zumeist nicht direct an die
Parabel ziehen lif}t, indem der Beriihrungspunkt aufler die Zeich-
nungsfliche fillt, so ist es am zweckmiligsten derart vorzugehen,
daB man vorerst die eine Tangente 0b, ferner in dem Punkte ¢, wo
die Parabel von der Geraden 40 getroffen wird, die Tangente ecd
verzeichnet, das Stiick ¢d nach ce ibertrigt, und e mit O verbindet,
wodurch man die zweite Tangente Oe erhilt.

Behufs der Bestimmung der zweiten Axe denke man sich an die
Fliche einen dieselbe nach einem Parallelkreise beriihrenden Kegel
gelegt, der seine Spitze im Durchschnitt der Rotationsaxe mit der
Distanzebene hat. Weil die aus dem Auge an diesen Kegel gelegten
Beriihrungsebenen zu Ao parallele Bildflichtracen besitzen und diese
zugleich Tangenten an den Umri® bilden, so muf’ der Durchmesser
der Bildflichtrace des in Rede stehenden Kegels die Liinge der zweiten
Axe des Umrisses geben.

Der besagte Kegel wird durch die Meridianebene 4o in zwei
Erzeugenden geschnitten, welche, in die Bildfliche gedreht, durch
die umgelegte Kegelspitze S (0S| 4o) gehen, die Parabel wax
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beriihren, und die Trace 4o in ¢ schneiden, daher in og die zu
suchende zweite Halbaxe hestimmen.

§. 15. Allgemeine Methode fiir die Verzeichnung der Selbst-
schattengrenze.

Die allgemeine Methode, vermittelst welcher die punktweise
Bestimmung der Beriihrungscurve einer jeden Rotationsfliche mit
einer auf der Bildfliche senkrechten Drehungsaxe vorgenommen
werden kann, ist von der in § 2 gegebenen nur insofern verschie-
den, als die Durchfiihrung der Construction durch die verschiedene
Lage der Kegelaxe eine Anderung erleidet. Die Axe der die Rotations-
fliche in einem Parallelkreise beriihrenden Kegelfliche hat niimlich
in diesem Falle eine auf die Bildfliche senkrechte Stellung, daher sie
sich in o projecirt. Ebenso wird sich der durch die Kegelspitze gelegte

Lichtstrahl, folglich auch sein Durchschnittspunkt mit der Parallel-

kreisebene auf der Bildfliche in der durch o gehenden, zu A%

Parallelen og orthogonal projeciren.

Nimmt man eine beliebige auf YZ senkrechte Gerade Ip als
Trace einer mit dem Meridiane v« gedrehten Parallelkreisebene auf
der Bildebene an, und zieht durch / an die Parabel zaz die Tangente
U, so ist ¢ die umgelegte Kegelspitze.

Es wird sich weiters darum handeln, die Lage des in gleicher
Weise umgelegten Lichtstrahls, nachdem derselbe zuvor in die Meri-

dianebene 4o gedreht wurde, zu ermitteln. Ist —g——g— der um 4 ?V

gedrelite Lichtstrahl, so ist selbstverstindlich, daf} der Punkt ?V bei
der Drehung in die Trace 4o nach B gelangt, wobei AB:A?V ist, und
dal} bei der nachfolgenden Umlegung die halhe Augdistanz Ag in
die Gerade 4O, also nach 4 % tillt. Es ist somit B % die ver-

langte Richtung, zu welcher parallel durch ¢ der Lichtstrahl gezogen,
auf der Trace pl ein Stiick abschneidet, welches der Entfernung des
bezcichneten Durchschnittspunktes von der Kegelaxe gleichkommt.

Der Parallelkreis projecirt sich auf der Bildfliche in dem aus o
beschriebenen Kreise K vom Radius wl = wp; die Entfernung des
Durchschnittspunktes von der Kegelaxe wurde soeben gefunden, daher
diese Linge von o auf die Gerade og aufgetragen, und aus dem
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Endpunkte die beiden Tangenten an K gezogen, die Berihrungspunkte
m und n erhalten werden, welche die Bildflichprojectionen der frag-
lichen Punkte der Schattengrenze bilden.

Da es sich blos um die Beriihrungspunkte s und » handelt, so
wird es zweckméfiger sein, blos die halbe Grofbe og der obgenannten
Entfernung zu beniitzen, und aus ¢ mit dem Kreishogen mon den
Parallelkreis in den Punkten 7 und » zu durchschneiden. Diese halbe
Entfernung wird jedoch einfach gefunden, wenn man durch die Kegel-

spitze ¢, statt der zu B% Parallelen, jene Gerade #r fiihrt, deren
Richtung F% durch Halbiren der Lénge 4B, als Verbindungslinie
der Punkte F und —02—‘ bestimmt wird. Man hat sodann blos die Léinge

wr nach og zu iibertragen und, wie oben angedeutet, vorzugehen.

Nachdem in 7 und # die Bildflichprojectionen der Punkte, und
in ow die Entfernung derselben von der Bildebene bekannt ist, so
sind aueh deren Perspectiven 1 und 2 leicht zu ermitteln.

§. 16. Zweite allgemeine ldsungsweise.

Die in §. 3 bei verticaler Drehungsaxe durchgefiihrte Methode
mit Beniitzung von die Fliiche nach Meridianen beriihrenden Cylindern,
kann auch hier mit Vortheil angewendet werden, und gestaltet sich
daselbst bedeutend einfacher, weil die Meridianebenen bildfliichproje-
civend, und die Cylindererzeugenden parallel zur Bildfliche werden,
mithin die Verschwindungslinien der ersteren simmtlich durch A4
gehen, also innerhalb die Zeichnungsgrenze fallen, und die Erzeugen-
den geometrisch senkrecht auf den angenommenen Fluchtlinien der
Meridianebenen stehen.

Die Construction selbst wird wie in §. 3, nur mit den sich aus
der verinderten Stellung der Drehungsaxe ergebenden Abénderungen
durchzufiihren sein, daher hier nur noch bemerkt werden soll, daft
jeder Meridian vorerst in jenen 4o gedreht, und sodann um 4o in die
Bildfliche gelegt wird, wodurch er in die Curve wax fillt. Dafl dann
auch die Verschwindungspunkte der Tracen der Beriihrungsebenen
(parallel zu den Lichtstrahlen an die Hilfseylinder) auf den zugehi-
rigen Meridianebenen in die Gerade 4o fallen, ist klar.

Ebenso einfach wie in §. 4, und in gleicher Weise, a0t sich
auch die Kugel als Hilfsfliiche in Anwendung bringen.
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§. 17. Punktweise Bestimmung der Selbstschattengrenze fiir Flichen
der zweiten Ordnung,

Fiir Botationsflichen des zweiten Grades kann wieder das Ver-
fahren angewendet werden, dafl man die Fliche durch eine Reihe
von bildflichprojecirenden, zu den Lichtstrahlen parallelen Ebenen
schneidet, und an die Schnittlinien, welche der Meridiancurve dhnlich
sind, parallel zur Strahlenrichtung Tangenten fiihrt.

Auch hier muff bemerkt werden, dal es am zweckmiBigsten ist,
den Mittelpunkt der Fliche (wenn die Fldche einen Mittelpunkt
besitzt) in der Bildfliche anzunehmen, — was, wie bereits in §. 1
gezeigt wurde, stets geschehen kann, wenn man nur den Hauptmeri-
dian entsprechend vergrifiert oder verkleinert darstellt, — weil da-
durch die Construction vereinfacht wird.

Dal} man jede solche Hilfsebene sammt den darin befindlichen
Schnittlinien des Rotationskérpers und des Strahlencylinders um ihre
Bildfliichtrace in die Bildfliche legt, daselbst die Beriihrungspunkte
bestimmt, {iberhaupt in ganz derselben Weise vorgeht, wie dies in den
§§. 6, 8 und 10 durchgefiihrt erscheint, ist von selbst verstindlich.

Hat die Fliche keinen Mittelpunkt, wie dies gerade in dem
gewithlten Beispiele, Fig. 9, der Fall ist, so wird die Durchfiihrung der
Construction eine Anderung erleiden. Beim Paraboloide ist noch der
Umstand giinstig, dald die simmtlichen so erhaltenen Schnittcurven
der Meridiancurve congruent sind.

Der aus o mit dem Radius og beschriebene Kreis ist offenbar die
Bildfliichtrace der Rotationsfliche.

Nimmt man die Trace M einer Hilfsebene parallel zu 4 ; an,

so kann die als Schnittlinie der Fliche resultirende Parabel in jene
aax versetzt werden, woselbst die Bildflichtrace MNV nach ok zu
liegen kommt. Diese Gerade sygk mufd natiivlich derart bestimmt
werden, dafd man in der Parabel wax eine Doppelordinate ¢ von
der Linge By sucht, also o' = Bd = dy macht, und B’} || YZ bis
zum Durchschnitte ¢ mit der Parabel zieht.

Wird nun an die Parabel xzaa parallel zu den in gleicher Weise

in die Parabel waa versetzten Lichtstrahl B % die Tangente 7%
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gezogen, und der Abstand des Beriihrungspunktes s von der Axe YZ,
von 6 nach ¢'¢ iibertragen, so ist ¢" die Bildflichprojection des in der
Ebene MN liegenden Punktes der Beriihrungscurve, dessen Perspective
auch leicht gefunden werden kann, weil sein Abstand von der Bild-
ebene durch die Entfernung des Punktes s von der Geraden ¢
gegeben ist.

§. 18. Axenbestimmung.

Die Bestimmung der Perspective der Selbstschattengrenze
durch ihre Axen gestaltet sich hier gleichfalls etwas einfacher als bei
verticaler Drehungsaxe.

Hat die Fliche einen Mittelpunkt, so sind (unter der Voraus-
setzung, daf} dieser in der Bildfliche gedacht wird) die durch Punkte
der Bildflichtrace der Fliche gelegten Beriihrungsebenen senkrecht

auf der Bildfliche, weBhalb die an diese Trace parallel zu A —;—,

gefiihrten Tangenten, in den Beriihrungspunkten, zwei in der Bild-
fliiche liegende Punkte der Selbstschattengrenze liefern. Die Verbin-
dungslinie dieser Punkte gibt sofort die Bildflichtrace der Ebene
dieser Curve und zugleich, da sie den Mittelpunkt der Fliche enthilt,
die Perspective eines Diameters.

Wird ferner durch den Mittelpunkt der Fliche eine zu A ?V

parallele Ebene gelegt, und werden die Perspectiven der in derselhen
liegenden Punkte der Schattengrenze gesucht, so entsprechen diesen

Perspectiven auf 4 % senkrechte Tangenten, daher die Verbindungs-

linie derselben eine Axe der Curve hilden wird.

Der zu dieser Axe conjugirte Durchmesser geht durch den Hal-
birungspunkt der ersteren parallel zu den besagten Tangenten, hat
somit eine zur Bildfliche parallele Lage, woraus schon hervorgeht,
dafd die Endpunkte desselben mit Hilfe einer durch diese Gerade
gelegten, zur Bildfliche parallelen Ebene, in der Perspective des in
dieser Ebene liegenden Parallelkreises gefunden werden,

Bei einem Paraboloide gestaltet sich die Lisung noch einfacler,

indem die Beriihrungscurve eine auf der Bildfliche und auf A ?V

senkrechte, der Curve wax congruente Parabel ist. Die Fluchtlinie
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LV, Bd. II. Abth. 18
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der Ebene, in welcher die Beriihrung erfolgt, ist somit durch .4 senk-
vV . . .
recht auf 4 5 W verzeichnen, und mufs zugleich. Tangente an die

Perspective der Selbstschattengrenze im Augpunkte A sein.
Um die Bildflichtrace dieser Ebene zu hestimmen, denken wir

uns die zu A; parallele Meridianebene in die Lage 4o gedreht und

sodann um Ao in die Bildfliche gelegt. Der Meridian fillt hiebei nach
aax, wihrend die Richtung des Lichtstrahls in B % gegeben ist.
Fiihrt man daher parallel zu B % an die Parabel xax die Tangente

Tse, so beriihrt diese im Punkte s, welcher sich vertical in u proje-
cirt. Der Punkt « beschreibt heim Zuriickdrehen den Kreisbogen wc,

welchen die verlangte auf A?V senkrechte Bildflichtrace I II beriihrt.

Der Beriithrungspunkt gibt die Bildflichprojection, der Abstand
su die Entfernung des zweiten Endpunktes des Durchmessers der
Selbstschattengrenze von der Bildebene, daher ist dessen Perspective
leicht gefunden, und gibt mit 4 verbunden diesen Durchmesser selbst.

Wie die zugehérige zweite Axe ermittelt wird, wurde bereits
angegeben.

In dem hier gewihlten Beispiele fiel zufillig die Bildflichtrace
mit der Fluchtlinie zusammen, woraus hervorgeht, dafl diesfalls die
Ebene der Selbstschattengrenze durch das Auge geht, die Selbst-
schattengrenze sich daher als die Gerade I II perspectivisch darstellt,
Dies war auch schon aus dem Umstande zu entnehmen, daf die
Verbindungslinie der Punkte m und »# durch den Augpunkt 4 gieng.

§. 19. Construction der Selbstschattengrenze bei zur Bildfliche paral-
lelen Lichtsirahlen.

Nimmt man den Fluchtpunkt V' der Lichtstrahlen in unendlicher
Entfernung, und die Richtung AV als gegeben an, und fiihrt auf
Grundlage dieser Annahme die Liésung der bisher behandelten Auf-
gaben nach denselben Grundsitzen und in gleicher Weise wie hisher
durch, so wird man ohne die geringsten Schwierigkeiten zu dem
gewiinschten Resultate gelangen, und es werden sich noch hedeu-
tende, aus dieser besonderen Lage der Lichtstrahlen folgende Verein-
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fachungen ergeben. So z. B. wird bei der ersten allgemeinen Lisungs-
weise (§ 2) der Mittelpunkt w jenes Kreisbogens c,0,3,, welcher
die in die Bildfliche umgelegten Punkte «,(, der Beriihrungscurve
enthilt, in die verlingerte Trace 65,0 der betreffenden Parallelkreis-
ebene fallen, und es werden daher je zwei in einem Parallelkreise
befindliche Punkte der Selbstschattengrenze gleich weit vor und hinter
der Bildfliche liegen und dieselbe Bildfiichprojection besitzen.

Bei den Rotationsflichen des zweiten Grades ist vorzugsweise
zu beachten, daf} die Ebene der Beriihrungscurve bildfiichprojecirend
wird, daher ihre Fluchtlinie durch den Augpunkt geht.

§. 20. Schluffbemerkungen.

Dureh das bisher Gegebene wire alles Wichtigere fiir die
directe Construction der Selbstschattengrenze der Umdrehungsflichen
bei parallelen Lichtstrahlen in perspectivischer Projection, fiir zur
Bildfliche parallele oder auf derselben senkrechte Rotationsaxen ange-
deutet, und wire hochstens nur noch zu bemerken, daf die Construe-
tionen fiir den Fall, wo die Drehungsaxe nicht vertical, jedoch zur
Bildfldche parallel ist, also gleichfalls in der Bildfliche liegend gedacht
werden kann, keine wesentliche Anderung erfahiren.

Complicirter jedoch gestaltet sich die Lisung der gestellten Auf-
gabe, wenn die Drehungsaxe gegen die Bildfliiche geneigt ist, wiewohl
eine entsprechende Anwendung derselben Grundgedanken auch hier
zum gewiinschten Ziele fiihrt. Die diesbeziiglichen Constructionen
diirften in einer spiter folgenden Abhandlung erértert werden.

Die directe Bestimmung der Selbstschattengrenze an Rotations-
flichen mit verticaler, in der Bildfliche liegender Axe bei parallelen
Lichtstrahlen ist in G. Schreiber’s Port-Folio in einem speciellen
Falle durchgefiihrt; es ist dort jenes in §. 2 angegebene Verfahren
mit Beniitzung von beriihrenden Kegeln angewendet. Obzwar ich in
§. 2 denselben Grundgedanken beibehalten mufite, so habe ich doch
einige, meiner Ansicht nach wesentliche Vereinfachungen dieser
Lisungsweise angefiihrt, welche es ermiglichen, mit jedem aliquoten
Theile der Augdistanz, und bei beliehiger Neigung der Lichtstrahlen
gegen die Bildfliche ohne bedeutende Mehrarbeit die Construetion
durchzufiihren, was eben fiir die Praxis ein bedeutender Yortheil ist.

Weiter ist, so viel mir bekannt, iiber diesen Gegenstand nichts

veriffentlicht worden.
18%
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Eine édhnliche Idee wie jene, welehe der directen Bestimmung
der Asymptoten der Beriihrungseurve (§. 11, ) zu Grunde liegt,
habe ich auch bei der Construction der ebenen Schnitte der Kegel-
und Cylinderflichen in der Perspective beniitzt, und die beziigliche
Abhandlung in Dr. 0. Schlémilek's Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik, Jahrgang 1867, veriffentlicht.




der Selbstschattengrenze,

101l d@

Constructi

Koutny.

g 2.

R
Axs 4.k k. Hof . Staatsdrieckered,

Sitzungsb. d. k. Akad. . W. inath. naturw: C1.LV. Bd.IL.Abth.1867.

S



giezentrum.at

@
=
=
=
g
82
=
=
b

Tat I

Staats

QL. U.

Aws d Kk H

Sitzumgsb, der Tc. Alcad, d:W. mash. naturw. ¢1, LV, Bd.IL Abth.




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1867
Band/Volume: 55_2
Autor(en)/Author(s): Koutny Emil

Artikel/Article: Construction der Selbstschattengrenze von Rotationsflachen
in der Perspective, unter Voraussetzung paralleler Lichtstrahlen. 215-262


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=34732
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=174739

