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Die Axen der Linien zweiter Ordnung in allgemeinen trime- 
trischen Punkt-Coordinaten.

Von Dr. Otto S t o lz .

Im XXII. Bande der Nouv. Ann. de Math. (1863) p. 289 ff., 
findet sich ein Auszug aus einem Memoire von F a u r e :  „sur les 
coordonnees trilineaires“, worin unter Anderem Ausdrücke für die 
Summe und das Product der Quadrate der Halbaxen eines Kegel­
schnittes angeführt sind. Dieselben Ausdrücke sind auch das haupt­
sächliche Ergebniß des vorliegenden Aufsatzes, der unabhängig von 
jener Abhandlung entstand. W enn derselbe dennoch einer hohen 
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften vorgelegt w ird , so ist der 
Grund davon in der Ansicht des Verfassers zu suchen, daß derselbe 
immerhin eine nicht unwesentliche Ergänzung zu F a u r e ’s Arbeit 
bilden dürfte. Während sich dieselbe nur auf orthogonale Coordi- 
naten erstreckt —  die allerdings am häufigsten angewendet werden 
und auf welche sich nach dem Vorgänge P H ic k e r ’s (System der 
analytischen Geometrie p. 7 ) auch die Betrachtung allgemeiner 
trimetrischer Coordinaten zurückführen läß t, —  so wird doch im 
Folgenden eine derartige Beschränkung vermieden. Denn ist dieselbe 
bei vielen Untersuchungen an sich lästig genug, so bietet sie im vor­
liegenden Falle den weit großem Nachtheil, daß die Hauptgleichung 
(2 4 ) wegen der zusammengezogenen Form des Coef'ficienten von X 
einer erschöpfenden Discussion nicht unterzogen werden kann, ln der 
That glauben Avir durch die Form , die wir dem genannten Coeffi- 
cienten ertheilen, über die oben envähnte Abhandlung hinausge­
gangen zu sein. W ir Averden dadurch nicht nur in den Stand gesetzt, 
F e r r e r s ’ Bedingungen, daß die allgemeine Gleichung II. Grades in 
trimetrischen Coordinaten einen Kreis darstelle, unmittelbar abzu­
leiten, sondern auch die Untersuchung über die verschiedenen Arten 
der Örter zAveiter Ordnung zum Abschlüsse zu bringen, so daß eine 
Vergleichung mit dem üblichen Schema derselben möglich wird. 
Dagegen genügt der bloße Anblick des von F a u r e  gegebenen
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Die Axen der Linien zw eiter  Ordnung etc. 281

Coefficienten, um einzusehen, daß derselbe nicht ohne beträchtliche 
Schwierigkeit den zu diesem Zwecke nöthigen Transformationen zu­
gänglich sei.

W as den Gang des Aufsatzes betrifft, so schien es, indem die 
Axen der Kegelschnitte als Maximum und Minimum der Durchmesser 
aufgefaßt w erden, zweckmäßig, eine a l l g e m e i n e  Darstellung der 
Entfernung zweier Punkte in trimetrisclien Coordinaten vorauszu­
schicken, wie sie sich meist nur angedeutet, ohne die wesentlichen 
Punkte hervortreten zu lassen, findet.

1. Der durch zwei gegebene Punkte M ' und M "  begrenzten 
geradlinigen Strecke, die wir mit d  bezeichnen, kommen vermöge 
ihres Begriffes folgende Eigenschaften z u : sie kann in zwei entgegen­
gesetzten Richtungen durchlaufen werden, besitzt also zwei entgegen­
gesetzte W erthe; sie hängt in derselben Weise vom Punkte M ', wie 
von M "  a b ; sie verschwindet endlich, wenn beide Punkte zusammen­
fallen. Durch unmittelbare Übertragung dieser Merkmale in die Aus­
drucksweise der Analysis werden wir d  als Function irgend Avelcher 
Coordinaten der Endpunkte darstellen können. Beschränken wir uns 
hiebei auf trilineare Coordinaten, so wird d 2 als Ausdruck zweiter 
Dimension in Bezug auf dieselben erscheinen, und zwar speciell als 
Function der Coordinatendifferenzen. Macht man über die Lage der 
begrenzenden Punkte keine besonderen Voraussetzungen, so ist d % 
bezüglich der drei Coordinaten homogen. Fassen wir dies zusammen, 
so ergibt sich, daß d 2 durch eine v o l l s t ä n d i g e  h o m o g e n e  
F u n c t i o n  ZAvei ten G r a d e s  d e r  C o o r d i n a t e n d i f f e r e n z e n  
dargestellt werde. Es wird sich nur darum handeln, die Constanten 
derselben entsprechend zu bestimmen.

Sind x , y  rechtwinkelige cartesianische Coordinaten, so werden 
die allgemeinen trimetrisclien Coordinaten p ,  q , r  durch die 
Gleichungen

2) =  a x  -\-by -f-c

q =  a 'x - \-b 'y  + c ' ( 1)

r  =  a"x-\-b"y-\-c"

eingeführt. Eliminiren wir aus diesen Gleichungen x ,  y ,  so erhalten 
wir als identische Gleichung des Systemes

y p + f q + f ' r  =  S ( 2)
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alb"— a"b'= 7', a"b— ab" =  7', ab'— a'b =  7" 

gesetzt wurden.
Sind nun die Coordinaten von 31', M "  beziehungsweise p'q'r'; 

p "q "r”, so ist nach dem vorausgehenden

d %=  k { p '— v ' J + l  ( q ' - q y + m  ( r '— r " ) * + 2Ä'(0' - ? " )  (V —r")  
+ 2 iX r'— r") (p '— p " )+ 2 m '{ p '— p ") ( q ' - q " )

zu setzen. Die 6 Constanten k, l , . . . .m ' sind so zu bestimmen, daß 
der Ausdruck (3 )  zur Darstellung der Seiten des Fundamental- 
Dreieckes

p  =  0, q =  0, r  =  0,

welche übereinstimmend mit den Geraden, in die sie fallen, mit P, 
Q, R  bezeichnet werden, gebraucht werden könne. Es sind, wie man 
leicht sieht:

Ferner sind die Coordinaten der Ecken des Fundamental- 
Dreieckes nach (2 )

und die adjungirten Elemente der 3. Columne von S

0
sp = q =  0 r  =

0 8 0p  =
q = 7 ’

V =
s

q =  0 0.V = 9

7
1 =

W endet man also den Ausdruck (3 ) auf die Längen P , Q , R  an, 
so erhält man die drei Bestimmungsgleichungen
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a '2+ ö '2 m  , k 2  V (4)

Somit bleiben von den 6 Constanten k ,  d r e i  v ö l l i g
u n b e s t i m m t .  Es liegt nahe, dieselben so zu bestimmen, daß in 
(3) die Producte der Coordinaten-Differenzen verschwinden; wir 
erhalten

der Kegelschnitte, deutsch von F i e d l e r .  1860. p. 78).
W ir haben uns, um den folgenden Entwickelungen die volle 

Allgemeinheit zu wahren, entschlossen, den Ausdruck (3 ) in seiner 
Allgemeinheit anzuwenden.

2. W ir gehen, wie bereits bemerkt w urde, davo* aus, daß die 
Halbaxen einer Curve zweiter Ordnung das Maximum und Minimum 
der Radienvectoren ihres Mittelpunktes sind. Stellen wir die Curven 
zweiter Ordnung durch die Gleichung

F  ( ,p >q,r') =  A p i -\-B qi -{-Crz-\-2 Ä  qr-\-2 B 'rp -\-2 C'pq =  0 ( 6)

dar, so ergeben sich bekanntlich für die Coordinaten p 0, qQ, rQ ihres 
Mittelpunktes — als des Poles der in das Unendliche entfernten

(*)

Diese Form von d % findet sich bei S a l m o n  (Analytische Geometrie

Geraden

—  die Gleichungen
A p 0 + C 'q Q+  B \  =  t f  

c 'P q + b 9o + ^ o  =  7 /  

B 'Po +  Ä 'Qo +  Cro =  i 'f>

( V

worin / ‘einen unbekannten Factor bezeichnet. Außerdem ist natürlich 
nach ( 2)

7 2 > o + /S ro + 7 \  =  S • ( 8 )
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Durch diese vier Gleichungen sind p 0, q0, r 0 (und / )  vollkommen 
bestimmt.

Sind also die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
( 6)  p, q, r; p dessen Radiusvector zum Mittelpunkte derselben, so 
haben wir diejenigen W erthe p ,  q , r  aufzusuchen, für welche der 
Ausdruck

P2=  k ( P ~  P o f+ K q — ?<,)*+»* (r— roy + 2 k ' ( q - q 0)  0 ’- r o)

^ ^ r0)Q >—Po) +  2 m '( p - P o ) ( q — Vo)

ein Maximum oder Minimum wird. Die Bedingungsgleichung der­
selben ist

pdp =  {k ( p — p ^  +  m' (q — q0)  +  V 0 ’— > o)l dP +

( 10)  {m ’( p - p o) +  1 ( ? —?<>) +  Ä' (»’—r 0)} dq - f  

i v  (P — Po) +  k' ( ? — 2o) +  m (r — r 0)} dr.

Da p, q, r  außerdem noch den Gleichungen (2 )  und ( 6)  zu genügen 
haben, so ergeben sich für dp, dq, dr ferner die Gleichungen

( 11)  dp-\-(C 'p -\-B q  -\-A 'r) dq-\-(B 'p-\-A 'q-{-C r) d r =  0

( 12)  7 dp-\-y ' dq-\-y" dr =  0.

Um aus den Gleichungen (1 0 ) —(1 2 ) dp , dq , dr zu eliminiren, 
multipliciren wir die erste und dritte derselben beziehungsweise mit 
den unbestimmten Factoren X, [x und addiren sie zur zweiten. W ir 
erhalten, indem wir sodann die Coefficienten der dp, dq, dr der Nulle 
gleichsetzen, die Gleichungen

A p  +  C 'q + B 'r  +  X {k ( p — p 0)  +  m! (? — ?0)  +  V 0 ' - r 0)}
+  P-7 =  0

n 3  C 'p +  Bq  +  A ' r + l  { m ' ( p - p 0)  +  l  ( q - q 0)  +  kf (r— r 0)}
) +  [xy =  o

B 'p +  Ä q  + C r  + l \ r  ( p —p 0) +  K (q — q0)  +  m ( r — r 0)}
+  o.

«

Ziehen wir von der 1., 2., 3. dieser Gleichungen beziehungsweise die
1., 2., 3. der Gleichungen (7 ) ah und ordnen nach d e n p —p ü, q— q0, 
r — rQ, so folgen die Gleichungen
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( l . k  + Ä )  ( p —p 0) + ( A .w i '+ C ')  (q— qo) +  ( * • * '+ £ ')  0 ’—r 0)

( p —p 0) + 0 -^ -\-B ) (q — q0)  +  ( r — r 0)

{ l . l  +  B )  ( p —Po)+Q>.k' + A ')  (g — ?0)  +  (A .m + C ) ( r —r 0)

Fügen wir hiezu noch die aus der Subtraction der Gleichungen (2 )  
und ( 8)  hervorgehende Gleichung

so sehen wir ein System von vier Gleichungen vor uns, aus dem sich 
die 4 Größen p —p 0, q —q0, r— r0 , eliminiren lassen. Das
Resultat dieser Operation ist die quadratische Gleichung für X:

Hat man die W erthe von 1 auf diese W eise ermittelt, so ergeben sich 
die W erthe der Halbaxen, welche wir mit R  bezeichnen, aus dem 
System der Gleichungen (1 3 ) ,  indem wir die erste derselben mit 
p —p0, die zweite mit q— qQ, die dritte mit r — ?’0 multipliciren und 
die Resultate addiren. Man erhält sofort unter Berücksichtigung der 
Gleichungen ( 6) , (9 ), (1 5 )

7 0 — A ) + 7 ' ( ? — Ö,o ) + 7 " 0 ’— »o) = ( IS )

(1 6 )

l .R * =  (A p + C 'q  + B ' r ) p 0 -\-(C 'p  + B q  - f  A 'r ) q 0

+  (B 'p  +  A'q  +  Cr )  r{

+  ( ^ o " +
oder mit Rücksicht auf (9 )  und (2 )

* •R%== f ( j p + f q + Y ' r )  =  f -  s .
Wenn wir nun
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286 S t o l z .

setzen, so stellt sich der W erth von f ,  wie er sich aus der Auflösung 
der Gleichungen (7 )  und ( 8)  ergibt, in der Form dar:

3. W ir haben zunächst die auf der linken Seite von Gleichung
(1 6 ) befindliche Determinante, die wir mit E  bezeichnen werden, zu 
entwickeln. Man hat dabei natürlich auf die Gleichungen (4 ), welche 
die gegenseitige Abhängigkeit der sechs Constanten k , l, m' aus- 
drücken, zurückzugehen. Setzt man für k', l ' ,  m' die aus (4 )  sich 
ergebenden W erthe in E  ein, so folgt

(Hier sind die leicht zu ergänzenden Elemente unter der Hauptdia­
gonale durch Punkte angedeutet). Zieht man in vorstehender Deter­
minante die der Reihe nach mit

multiplicirte 4. Columne beziehungsweise von der 1 ., 2 ., 3. 
Columne ab; ebenso die mit den nämlichen Factoren multiplicirte 
4. Reihe beziehungsweise von der 1 ., 2 , 3. Reihe, so erhält man 
ohne Mühe

—D . f  — A .S ;
man hat also

(1 7 )

Hi cyf cu
E =  -  +  k . ^  +  1 .-V

7 7
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Ä  , -  i  X • +  C", -  |  X . — J — + B ' , 7* y Y  ■ * 7 /

+ c , B  « ! ± * l  +  /1< ,y
* * 7 7

c  ,v "* *y 7 7 7

7 7 7 (

Fiii* unseni Zweck ist es wünscheuswerth, X aus den seitlichen Ele­
menten in die der Hauptdiagonale zu verlegen. W ir erreichen dies 
leicht auf folgende Ar t : Es bestehen nach der Bedeutung der Größen 
7 , 7 ', 7 " (vgl. Nr. 1) —  zufolge eines bekannten Satzes aus der 
Theorie der Determinanten — die Identitäten

«7 - f  a'y'-\-a"y" =  0, b y-\-b 'y '-\-b"y"=  0. (19 )

Multipliciren wir die erste derselben mit a ,  die zweite mit b und 
addiren, so folgt

und analog

(« 2+ 62)  7 + ( a a ,+ M ')  i - \ - ( a " a - \ - b " b ) f =  0 

(«<*' -\-bb ' )  7 + ( a /2+ 6/2) 7 ' +  ( « '« " + 6'6") 7 " =  0
(20)

(a"a-\-b"b)  7 -\-(a'a"-\-b'b"') 7" -f- (« //2H-bnZ) 7 " =  0. 

Addiren wir also in (1 8 ) die nacheinander mit

!  ̂ ct'a"-\-b'b" x a"a-\-b"b ,  ̂ aa'-\-bb'
' 2 • 7 77  ̂ > ö  ^ ■ 7 7/ ? 2 ^  • 7 77

7 7  7  7 7  7 Y7  7

multiplicirte 4. Columne beziehungsweise zur 1-, 2 , 3. Columne, 
ebenso die mit denselben Factoren multiplicirte 4. Reihe nach ein­
ander zur 1., 2., 3. Reihe, so ergibt sich zufolge der Gleichungen
( 20) ,  welche man sich zu diesem Zwecke durch yy 'y"  dividirt 
denken wird
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Nun bietet die Entwickelung nach den Potenzen von X keine weitere 
Schwierigkeit dar. Indem wir in der ganzen Gleichung die Zeichen 
ändern, erhalten wir als Coefficienten von X2 den Ausdruck

und setzt nach Multiplication mit y" i’iir (a " 2- |-6'/2) 7" den W erth aus 
der 3. der Gleichungen (2 0 ) ein, so sieht man sogleich, daß der 
genannte Coefficient =  1 ist.

Bezeichnen wir ferner die adjungirten Elemente von D  mit dr>3, 
wo r, s die Indices des zugehörigen Elementes von D  sind, so hat 
man unmittelbar als Coefficienten von X in Gleichung (2 1 )

7 7
(a a '+ b b ') (a /a"+ b 'b ")  

7"7Bedenkt man, daß

Nun ist

(22)di,t =  — B f ' z— Cy'%-\-2 A 'y'y", d2, 2 =  — Cy%—A y"%-\-2 B'y'y"

^3,3 — — A y '%— ^ 7 2+ 2 (7 '7 7 /;

V erw endet man zur Darstellung- von p 2 den specialisirten Ausdruck ( 5 ) ,  so b ie te t 

sich das E lim inationsresulta t der G leichungen (1 4 )  und (15) unm ittelbar in der 

Form (21) dar.
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bildet man ferner durch Multiplication mit a , a1, a" aus der 1. der 
Gleichungen (19 ) die Identitäten

, aal , al'a aal , a'% , a'a" n .
-7r^ +  ^ c  +  TZ7 =  °>r737 +  3 r :  +  T ^ r  =  0 etc- •

D ie A xen der L inien zw eiter  Ordnung etc . 289

y *y # y# */# v § w

so ergibt sich sofort die weitere Identität:

a'a" al'a aal ,
, ,, di i -\— — dz, 2 H----- d$ z =  F (a , a , a )  (•*'")

*/ / v#
und analog

6'6" 6"6 66' . f/.
“T 77 ^ 1.1 H--- 7T~ ^ 2,2 H------, <̂3,3 =  F(b, 6 , 6 ).«y * *y v w

Mithin läßt sich der genannte Coefficient in der Form 

i^(« , «' )  +  jP(6, 6', 6")
darstellen.

Faßt man dies alles zusammen, so erhält man an Stelle von
(21) die folgende Gleichung:

l z+ \F (a ,  al, a " ) + F ( 6, 6', 6")] X— D  =  0 . (24)

4. Die Wurzeln der vorstehenden Gleichung sind s t e t s  r e e l l ;  
was sich durch eine Umformung von D  leicht zeigen läßt. W ir 
suchen die W erthe von A ,  B ', Cf aus (22 ) und substituiren dieselben 
in D ; dann ergibt sich durch eine der an der Determinante E  in 
Nr. 3 ausgeführten ganz ähnliche Reduction:
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Bedenkt man, daß einerseits

f  =  (a 'b"~ \-a"by— la'a". b'b" 

y ''1 — (cil'b -\-ab" ) 2— 4a " a . b"b 

y "%=  (ab' -J-a b  )*—4««' .bb'
lind andererseits

t n ia " , b") ( b ,  a ) i a"b-\-ab", a'b''-\-a"b'
^ ^ \ a  , b )  fb ',  ft'j |  2 ab ab' -j-a'b

=  ( a"b-\-ab ' ')  (ab'-\-a'b) — 2 aal. b"b— 2 a"a . bb'
sowie

— l " l  =  Cab' -\-ab  )  ( db"-\-a"b ')  — 2a"a . bb' — 2aal . b'b"
— yy' =  (a'b"-\-a"b') ( a"b -|-ab"  ) — 2 a'a". b'b"— 2a'a". b"b ,

so erkennt man mit Hilfe der Gleichungen (23 ) sofort, daß

) a'b"-\-a"b' l , a"b+ ab"  7 , ab '+ a 'b  7
4D  =  <------- y-p,------.d lti H---------y,----- . d2,2 H-------- S —  • ds,a ̂ «y *y y /

— 4F(a, al, a") F(b, b', b").

Setzt man also zur Abkürzung

a'b" W b '  7 , ,
------- — ----- rfi,i+  etc. =  N ,«y

so folgt

(2 6 ) [F (a , al, «") +  F(b, b', 6//) ] 2+4Z>=[/<T(«, al, a " ) - F ( b ,b ' ,  6" ) ] 2- f  iV2.

Somit ist die Diskriminante der Gleichung (2 4 ) negativ, d. h. die 
Wurzeln der Gleichung (2 4 ) sind stets reell und werden, falls genann­
ter Ausdruck verschwindet, identisch. Dies ist nur dann möglich, 
wenn zugleich

a'b"-\-a"b' a"b-\~ab" ab'-\-a'b
^  diti H---------------- dz,2 H------ -S —  d3,s =  0

2 9 0  s t o i z .

F (a , a', «") — F ( 6, ö', 6") =  0

ist. Letztere Gleichung kann nach (2 3 ) auch so geschrieben werden

a'a"— b'b" , , a"a— b"b 1 . a d — bb'
------— —  di,x -\-------- ----- d3i2 H--------- ;— da,s =  0,

7 7 7 7 77
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so daß aus beiden vorstehenden Gleichungen

(2 7 )diti dz, 3

a* 4 . 6*

abgeleitet werden kann. Der gemeinsame W erth dieser Brüche ist X, 
wie sich sogleich ergibt, wenn man bedenkt, daß zufolge der Glei­
chungen (2 0 ) und einer in Nr. 3 vorgenommenen Reduction

(«*+&*) +  a',a^ - " b  (« '* + 6'*) +  ac- + bb' (« "* +  ö"*) =  _  
y V # W

ist. Die Gleichungen (2 7 ) geben offenbar die Bedingungen, unter 
welchen die Gleichung ( 6)  e i n e n  K r e i s  d a r s t e l l t .  In dieser 
Form wurden dieselben zuerst von F e r r e r s  (vgl. S a l m o n  a. a. Ort 
p. 163) angeführt, aber auf ganz anderem W ege gefunden.

S. Bezeichnen wir die beiden W erthe von X mit Xt und X2 (für 
den ersteren wurde das Radical positiv genommen), so haben wir 
nach (2 4 )

\ + \ =  — F ( a , a " )  — F(b, b', b" ) ;  X}X2=  —  D. (28 )

Durch Substitution dieser beiden W erthe von X in (1 7 ) erhalten wir 
zwei W erthe R x und R v  über deren Natur wir durch einen Blick auf
(17) und (2 8 ) leicht entscheiden. Ebenso wird sich daraus ermitteln 
lassen, welcher von ihnen ein Maximum oder Minimum sei.

Ehe wir jedoch auf diesen Gegenstand näher eingehen, legen 
wir uns, theils zum genaueren Verständnisse, theils zur Abkürzung der 
folgenden Entwickelungen die Frage vor: Unter welcher Bedingung 
behält der Ausdruck

A x %-\- B y z-\- Cz*-\-2 Ä y z-\-  2 B 'zx-\-  2 C 'xy  =  F  (« )

für ein beliebiges System von W erthen der v , y ,  z ,  das nur der 
Bedingung

ax-\-by-\-cz  =  0 ( b)

unterworfen ist, ein bestimmtes Zeichen?
W ir versuchen für diese bekannte Aufgabe eine dem Geiste 

dieses Aufsatzes entsprechende Lösung zu geben.
Es seien p{, p2, p3 drei p o s i t i v e  Größen, a ein unbestimmter 

Coefficient, endlich k ein mit einem unveränderlichen Zeichen behaf­
teter Ausdruck. Setzt man

Jii l/ .b.  d.  m a t l i t 'm . - n a t u r w ,  CI, L V .  Bd. II, A M h .  2 0
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A x  +  C'y-\~ B 'z  =  k . prv  -f- er. a 
( c)  C 'x  - f  B y  +  Ä z  =  k .p ty  +  o.b

B 'x  +  Ä y  -|- Cz =  k .p zz a .c ,

so erhält man mit Rücksicht auf ( 6)

F = k ( p 1x * + p zi f + p 3z 11) ,

woraus erhellt, daß, solange die x ,  y , z  an die Gleichung (c) gebun­
den sind, F  stets das Zeichen von k  trage. Eliminirt man x , y , z aus 
den Gleichungen ( 6)  und (c), so findet sich als Bedingungsgleichung 
für obige Forderung:

A — kpt , C' B ' ,, a

1 c" B — kpz , Ä  :, b

1 B >
Ä C— kpy, c

a b c ,, o
oder
0 0  ^ W ŝ + P sPi^ + P i P ^ + K P i^ m + W ^ + P s^ s)  - . 0 = 0  
worin

( A ,  C ' , B 't a")

\ C ,  B  , A ', ö l  
) B ',  Ä ,  C ,  c f 

[ a , b c 0 ]

mit D  und ihre Unter-Determinanten mit dr>s bezeichnet sind. Die 
dieser Gleichung genügenden W erthe von k  sind stets reell; was sich 
am einfachsten durch eine von C a u c h y  herrührende Transformation 
der Gleichungen (c) zeigen läßt (vgl. P e t z v a l  „Theorie des größten 
und kleinsten“ in H a i d i n g e r ’s gesammelten naturwissenschaftlichen 
Abhandlungen Band II). Es seien k' und k" die Wurzeln von (d ), 
x ',  y ', zl und x"y"z"  die ihnen entsprechenden W erthe von x ,  y , z; 
daher ist

(A — 1c pj) x ' -\-C 'y' -\-B 'z' =  0 

(A — k"p^) x "  -\-C 'y" -\-B' z " =  0.

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit x " , die zweite mit 
x ' , so folgt

( £ '_ £ " )  pix 'x " - \ - C '( x 'y " ~ x ny ') + B '( z " x '-  z '.r") =  0
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Analog ergibt s ich :

( k '— k") pty 'y"-\-A !(y 'z"  — y " z !) - \-C '(x " y '— (ü'y") =  0 

(k 1— k ")p zz'z" •\-B '(z ,cc"—z " x ') - \ - Ä ( y 'z / — y 'z " )  =  0.

Die Addition der vorstehenden Gleichungen liefert die Relation

(k '— k") (p1x 'v " + p iy ,y " + p 3z 'z '')  =  0 (e )

woraus wir — nach dem Vorgänge von P o i s s o n  —  schließen, daß
Je' und k" reell sein müssen; denn wäre dies nicht der Fall, so müßten
wir uns

k' =  Xj -|- 1/ — 1 k" =  x1-\- x2 V — 1

und dem entsprechend

* '=  £, +  K% X " =  — 4* v ^ i

y' =  n ,+  * tV — 1 y" =  -‘i,— vt V— i
z ' =  (t+ ( 3V=i z" =  (t- ^ V ~ 7

denken. Dann geht aber die Gleichung (e )  in folgende über

2 k, (Pl( ? ? + S D + p « M + * D + f 3« + < D I  =  o>
welche zufolge der über die Größen p oben gemachten Voraussetzung 
nur durch die Annahme

k% =  0

verwirklicht werden kann 1j .
Damit nun die beiden Wurzeln von (d )  gleichbezeichnet seien 

ist nothwendig, daß
f l < 0  ( f )

sei. Das gemeinsame Zeichen derselben ist dem des Ausdruckes

Pi d i , i “biV^2»2 H-  P3^3-3

entgegengesetzt, welchem wegen der Unbestimmtheit der p (mit 
Ausnahme des Zeichens) nur dann ein bestimmtes Zeichen zukommt, 
wenn die d\t\ ,  ch,2» ch,3 gleichbezeichnet sind. Diese Bedingung ist

Die Axen der L inien zw eiter O rd n u n g  e tc . 293

*) Es i s t  11111- d u rch  l a n g w i e r i g e  T r a n s f o r m a t io n e n  m ö g l i c h  , d ie  [ti s lt r im in anle  der  

Gleichung-  (rf) als S u m m e  z w e i e r  Quadrate  d ar z u s te l le n .  D a h er  w u r d e  C a u c h y ’s 

m eh r  i n d ir e c t e r  W e g  v o r g e z o g e n .

2 0 -
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bereits in ( / )  enthalten; denn nach den bekannten Sätzen über adjun- 
girte Systeme (oder insbesondere nach Gleichung (1 4 ) in B r i o s c h i  
Teorica dei determinanti 1854, p. 11) bestehen die Relationen

(</) — 2̂ 3,3— fi?f,3* — D b^=dz,zd\,\— dzt\ , — D ci = d i )id2lz—di,2.

W ir gelangen also zum Schlüsse, daß der Ausdruck («) nur 
unter der Bedingung ( f )  für jedes Werthsystem x ,  y , % ein bestimmtes 
Zeichen behaupte, welches mit dem gemeinsamen Zeichen der Größen

 dl,i ,  dz, 2 * —^3,3
oder

(K) Bc2+  Cb%— %Äbc, Ca%+ A c %~ 2 B'ca, A b * + B a * - 2 C'ab
übereinstimmt.

Ist dagegen D > 0, so sind die Wurzeln der Gleichung (rf) ent­
gegengesetzt, so daß auch F  sein Zeichen wechselt.

Im besondern Falle
D  =  0

verschwindet einer der W erthe von k, während der andere das durch 
die Ausdrücke ( h )  bestimmte Zeichen noch ferner behält. Demnach 
verschwindet F  für alle W erthe x ,  y , z, welche außer der Gleichung 
( 6)  noch den Gleichungen

A x  -f- C'y-\- B 'z =  a .a
C 'x -}- B y  Ä z  =  a .b
B 'x  +  A 'y -|-  Cz =  a .c

genügen. Außerdem besitzt aber F  ein bestimmtes Zeichen. Dies ist
nur in der Art möglich, daß sich F  —  von einem constanten Factor,
dessen Zeichen mit dem der Ausdrücke (/*) übereinstimmt, abgesehen
— als Quadrat eines in x ,  y , z linearen Ausdruckes darstellen lasse; 
und zwar wird dies auf unendlich verschiedene Art geschehen können.

6. W ir benützen das Resultat der vorigen Nummer sofort zur 
B eurteilung des Zeichens von d 2p. Setzen wir zur Abkürzung

k (P— Po) +  m ' (Q— 9o) +  V (r— »'o) =  ?  
m ' (JP—Po) +  1 (? — 0o) +  k ' 0 ' ~ r o) =  &  
l' <J>-Po) +  k ' ( q ~ q o) +  ™ (r— r0) =  «ft,

so ergibt sich durch nochmalige Differentiation aus (10)

pd 2p-\- dp%= dp(kdp  -|- m 'dq -f-l 'd r )  +  dq(m 'dp-\-ldq -\- k 'dr)
-f- dr(V  dp -|- k! dr -f-mdr') +
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Ebenso folgt aus (1 1 ) und (12)

dp (A  dp -f-C ' dq+ B' dr) -f- dq ('C 'dp-f-B dq+ .A d r )  

+ d r { B 'd p + Ä d q +  Cdr)  +  d*p+  ^ d 2q +  ~  d %r  =  0
OV 0 0  QV

y d %p -\-y ' d 2q-\-y" d 2r  =  0.

Addirt man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit X und die 
dritte mit jx multiplicirt h a t, so erhält man mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (1 3 ) und dp =  0

lpd*p =  ( l . k  - \-A )  dp%+ ( l . l + B )  dq2- \- ( l .m - \-C )  dr2

- ± Z ( \ .k ! - \ - Ä )  d q d r + Z Q .l '- ^ -B ')  d rdp -\-% (l.m '-\-C ') dpdq

Dabei sind die Differentiale dp, dq, dr, an die Gleichung (1 2 ) gebun­
den. Geht man auf die Gleichung (1 6 ) zurück, so wird man mit 
Hilfe dessen, was in Nr. 5 auseinandergesetzt ist, sogleich bemerken, 
daß die rechte Seite der Gleichung (29) sich als Quadrat eines nach 
dp, dq, dr linearen Ausdruckes darstellen lasse, abgesehen von einem 
gewissen constanten Factor, dessen Zeichen dem derjenigen Unter­
determinanten von E ,  welche zu den Elementen der Hauptdiagonale 
gehören, entgegengesetzt ist. Bezeichnet man diese Unterdeterminan­
ten allgemein mit er>s, so hat man

( l . l + B ,  l .k '+ A * , Y  

eiA =  \ l . k ! - \ - A ,  l .m  +  C , y"

( y' y" 0

W ird diese Determinante ganz auf dieselbe W eise behandelt, wie E  
in Nr. 3, so ergibt sich ohne Mühe

(29)

Ä  . i
7 7

A' , C - J l . 2£ t ^  / "  
'  77

y  y ,f o

und daraus mit Rücksicht auf (20)

®i,i =  — ( a2 -\-b2)  X;
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auf ähnliche W eise findet man auch

(3 0 ) e2,2 =  d2,2—  (a’*+ br%) 1 , e3)3 =  rf3,3- ( a " * + Ä " 2) l.

Setzen Avil* in dem ersten dieser Ausdrücke für A nacheinander seine 
W erthe \  und 1% un ter, so folgt, wenn die entsprechenden W erthe 
von e\,\ mit e\t\ und e'\t\ bezeichnet Averden:

e\,i =  di,\— (a 2- |-62) \  et,i =  di, i— («2- f ö 2) \
also

e\Ae';A =  df,i— rfi,i(ft2+ 62)  & +  XÄ) + ( « 2- f  bz) \ \ .

Dieser Ausdruck läßt sich mit Rücksicht auf die Gleichungen (2 8 ),
(2 3 ), (2 5 ) in folgenden transformiren

, „ [ faa'-\-bb' a!'a-\-b"b\ a?-\-b% H d 2,z 7 "^3,3Y|2
-------[[— ,--------------~f J * , .  +  — -  ^ ----------^ r - J J  •

Die Zusammenziehung der mit dt,i behafteten Glieder Avird erleichtert, 
Avenn man an Stelle von (a 2-|-ö2)y  den W erth aus (2 0 ) einführt. 
Dann bietet nur noch die Transformation des Coefficienten von — d*i 
ScliAvierigkeit dar; unmittelbar erhält man dafür

. y + q y .

da, Avie schon öfters b em erk t Avurde,

Y Y '=  ( a"a-\-b"b)  (««'-}- bb')— («2+ ö 2)  (a!a"-\-b'b"), 

so kann man an Stelle dieses Ausdruckes

1

{—  Y*(jab'— a 'b y  — 7"%(a"b—ab")2— %(cia"-\r b'b") (« 2-j-/>2)  y'y"
— Z(aa'-\-bb') ( a"a-\-b"b)  7^ //+ ( « 2- |-62) [ (« Y -f - r t 'y ' ) 2

+ ( ö'7 '+ 6 'Y ') 2]}.
setzen, Avorin man sogleich

{(aa '+ bb') 7 '— (a " a + b ”b) 7 " } 2

erkennt. Man sieht also, daß die beiden Größen e\,i und e{,\. entge­
gengesetztes Zeichen besitzen. Da ferner

e'i'i— e'i,i =  (a z-J-62)  AÄ) ,
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so ergibt sich, wenn man sich erinnert, daß in At das Radical der 
Gleichung (2 4 ) positiv vorausgesetzt w urde, daß e\t\ eine negative, 
c'^x eine positive Größe ist; somit ist die rechte Seite der Gleichung 
(29) für \  positiv, für A2 negativ. Das Zeichen von d 2p findet sich 
sodann, wenn das von A bekannt ist, indem p, als absolute Quantität, 
positiv gedacht wird.

7. Zur Discussion der Gleichungen (17 ) und (2 8 ) übergehend, 
werden wir sofort folgende Hauptfälle unterscheiden:

I. Z )< 0 ;  Aj und A2 gleichbezeichnet; also R { und R % z u g l e i c h  
reell oder imaginär;

II. Z ) > 0;  Aj und A2 ungleich bezeichnet; eines der R  reell, das 
andere imaginär;

III. D  =  0 ; beide R  unendlich groß.
Jeder dieser Hauptfälle umfaßt mehrere specielle Fälle, die sich 

auf folgende Art ergeben:
1. Aus Z ) < 0 folgt nach Nr. 5, da a , ci', ci"; b , b', b" bezie­

hungsweise den Gleichungen (1 9 ) genügen, daß F ( a ,  ci, «") und 
F(b, b', b") gleiches Zeichen besitzen, welches nach (28 ) dem der 
Größen Aj und A2 entgegengesetzt ist. Es ergibt sich also, daß, wenn

!• ~tT7— —;— 77̂  <  0 , R. und R 9 reell sind; das eine ist ein
h  ( a, cd, ci ) 1 4

Maximum, das andere ein Minimum. Isti^(« , ci', « " ) > 0 ,  so sind die A
negativ, also nach Nr. 6 R t das Maximum; im entgegengesetzten Falle
fällt dasselbe auf R r  Diese Unterscheidung ist jedoch unwesentlich,
indem man sofort bemerkt, daß , wenn man in ( 6)  durchgehends die
Zeichen ändert, auch A , F(ja, a', a") und F (b , b', b" )  ihre Zeichen
ändern, wodurch R x und R z sich vertauschen. ■— Der hi eh er gehörige
Kegelschnitt ist also die r e e l l e  E l l i p s e .

A
2. ——------------ --— — > 0 ,  R. und R 9 imaginär. —  I m a g i n ä r e

F (a , a', a") 1 *
El l i p s e .

3. A =  0 ,  R t und R % verschwinden. Bekanntlich stellt unter 
dieser Bedingung die Gleichung ( 6)  ein System von z w e i  i m a g i ­
n ä r e n  G e r a d e n  mit reellem Durchschnittspunkte dar, die übrigens 
nicht identisch werden dürfen, weil dann D  bereits verschwindet 
(vgl. unten).

II. 1. A ^ O :  — H y p e r b e l .  Da beide W erthe von A entgegen­
gesetztes Zeichen besitzen, so ist nothwendig \  positiv, A2 negativ.
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Ist also A < 0 ,  so ist nach (1 7 ) R 1 reell und zwar nach Nr. 6 ein 
Minimum; ist A > 0 ,  so gilt dasselbe von R v  (Bezüglich dieser Unter­
scheidung vgl. das unter I 1. Bemerkte).

2. A = 0 :  —  Ein System Yon z w e i  r e e l l e n  s i c h  s c h n e i d e n ­
d e n  G e r a d e n ,  die nicht identisch werden können (I, 3).

III. W enn D  verschwindet, so genügen die Coordinaten des 
Centrums des Kegelschnittes neben den Gleichungen (7 ) auch noch 
der Gleichung

H P o + fq o + f 'ro =  °»

d. h. dasselbe liegt im Unendlichen. —  Andererseits drückt dieselbe 
Bedingung nach Nr. 5 auch aus, daß die F(a, al, «"), F(b, b', ö") —  
von gewissen constanten Factoren, deren Zeichen mit dem der Größen 
— di,i, — Ü2,2 , —^ 3,3 übereinstimmt, abgesehen —  vollständige Qua­
drate seien.

1. A ^ O .  Da für die Determinante D  zufolge eines oben erwähn­
ten Satzes

(3 1 ) dz,2d ^ — d l i  =  (CA  - £ '* )  D

<h,zdi,t— d$,t =  ( A B - C '*) D

is t, worin d4,4 nichts anders als A is t, so sieht man, daß für D  =  0 
die Größen d i,i, d2,2 > dz,z mit A gleichbezeichnet sind, welches somit 
das dem Zeichen von F (a , a") entgegengesetzte trägt. Es ver­
schwindet also von den A im Falle A < 0  : At , im Falle A > 0  : 1%; das 
andere A, im Zeichen mit A übereinstimmend, behält stets einen angeb- 
baren W erth und kann nicht eher verschwinden, als bis die drei 
Größen d \,\, ^2,2» ^ 3,3 z u g l e i c h  =  0 werden, was bereits die 
Bedingung A =  0 in sich schließt (vgl. unten). — Die Halbaxen- 
Quadrate sind unendlich groß, aber mit dem Unterschiede, daß das­
jenige von ihnen, welches dem verschwindenden A entspricht, sich 
als positiv nachweisen läß t, was man sogleich erkennt, wenn man in 
(17 ) an Stelle von D :  einsetzt. Offenbar entspricht dasselbe
der Richtung, auf welcher das Centrum in’s Unendliche gerückt ist.
—  Die Curve ist eine P a r a b e l .

2. A =  0. Die Gleichung ( 6)  stellt zwei parallele Gerade dar. 
Es erscheint R  in der Form-jp Der wahre W erth dieses Symboles 
wird auf folgende Art ermittelt. Aus (3 1 ) ergibt sich jetzt

^ 1,4 =  ^ 2,4 =  dzti  =  0.

d ^ d ^ - d U  =  (B C — A ,%)  D
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Lassen wir aber vorläufig nur die beiden letzteren verschwinden und 
bedenken, daß identisch

-D =  7 ^ 1,4
so bleibt

D =  7 . diti.

Setzt man für di,i diesen W erth in die erste der Gleichungen (31) 
ein, so folgt

rfl,]. 4r — — =  BC—Ä*
D  7 *

also, wenn D  =  0 ist,

d,,,. ~  =  BC—A'K

Aus der 2. und 3, der Gleichungen (3 1 ) findet man analog 

d u .^  = CA-B* 

d,,3- ji = AB—C'\
woraus man schließt:

BC—  Ä 2 _  CA— B ' 2 _  A B — C 2
di,\ dz,2 d$t$

daß also — nach (1 7 ) — die des Verschwindens von A wegen an 
sich gleichbezeichneten Ausdrücke

BC— Ä 2, CA— B '2, A B — C'2,

daß dem Zeichen von d \,\k .R 2 entgegengesetzte besitzen. Von den.ßz 
bleibt eines unendlich groß und zwar für : R 2, für : R \
(ein, wie oben, unwesentlicher Unterschied); ein bestimmtes Zeichen 
läßt sich dafür nicht mehr nachweisen. Das andere R2 ist wieder 
endlich geworden und hat, da di,i und 1  gleichbezeichnet sind, das 
dem der Größen BC— Ä 2 etc. entgegengesetzte Zeichen. W ir haben 
also die drei Fälle:

a j  BC— A '2, CA—B '2, A B — C ' 2 sind negativ, das zweite R  ist 
reell: —  ein System von z w e i  r e e l l e n  p a r a l l e l e n  G e r a d e n .

b)  Diese Größen sind positiv. Das zweite R  ist imaginär: —  
ein System yon z w e i  i m a g i n ä r e n  p a r a l l e l e n  G e r a d e n .
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c )  Diese Größen verschwinden. Die linke Seite der Gleichung 
(6 ) ist ein vollständiges Quadrat: e i n e  d o p p e l t e  G e r a d e .

Unter die Fälle a )  und c)  gehören auch die weitern Speciali- 
sirungen der Gleichung (6 ), welche vom gleichzeitigen Verschwinden

der Größen d i,\, d2,2 , d^,z ausgehen, so daß wieder unendlich

wird. Bemerkt man, daß je tz t zufolge (2 2 )

(3 2 ) 2 A '= B . ^ 1 -]- 2 B ' = C . ^ + A . ^ ;  2 C '= A .^ — \ - B . ^ r
v J y y" y ' y y /

so erkennt man sofort, daß die Gleichung (6 ) in folgende ühergehe:

( 7^ + 7^ + 7 'V) y 9 + y ^  =

so daß also von beiden Geraden des Falles a j  die eine in ’s U n e n d ­
l i c h e  g e r ü c k t  erscheint.

Verschwinden endlich noch einmal die Größen B C — Ä % etc.,

so erscheint ~  wieder in der Form Quadrirt man die erste der

Gleichungen (3 2 ) und setzt an Stelle von A /Z: BC, so folgt

I I - c ' '  - . » :
7 7also im Ganzen

y% yf% y ff%

so daß sich die linke Seite von (6 )  auf (y ^+ 7 '< 7 + 7 /V)z reducirt: 
die doppelte Gerade des Falles c j  ist in ’s U n e n d l i c h e  g e r ü c k t .
— Sohin ist vom Orte II Ordnung nichts mehr übrig; die Speciali- 
sirung hat ihr Ende erreicht.

Die D a r s t e l l u n g  dieser zwei letzten Specialisirungen erleidet 
einige Abänderungen, wenn von den 7 eines oder zwei verschwinden; 
das Resultat bleibt dasselbe.

Das eben gegebene Schema der Örter II. Ordnung wurde mit 
dem von J o a c h i m s t h a l  (Elemente der analytischen Geometrie 
1863 , p. 103J und S a l m 011 (a. a. 0 . p. 422) m ilgetheilten, die 
beide für Parallelcoordinaten giltig sind1) ,  verglichen und nach

*) Bedeutet w (len W inkel der C oordinatenaxen } )= 0 , q = 0, so erhält man die he/ii»- 

liehen Resultate durch die für jeden  W erth von w brauchbare Substitution 
p  =  x — ycotang ’.w  </ =  y c o s e c .w  r  —  1.
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Berichtigung einiger Ungenauigkeiten damit in Übereinstimmung 
gebracht. Dahin gehört bei J o a c h i m s t l i a l  die Scheidung der Fälle
III. 2. a) ,  b ), c)  (a. a. 0 . die beiden letzten Zeilen von 1 ., dann 3. 
und 4 .) in zwei Abtheilungen, welche durch die Bemerkung, daß (in 
den dort gebrauchten Zeichen) a f—d % und c f—e% gleichbezeichnet 
sind1) ,  als identisch erkannt werden. Bei S a l m o n  wird der Haupt­

fall I nach dem unwesentlichen Zeichen von A —  statt ---- abge-
A

theilt, ohne daß eine bestimmte Annahme über das Zeichen von A  
oder C ersichtlich wäre.

8. Zu weiterer Bestätigung dieser Resultate suchen wir noch 
aus den Gleichungen (14 ) die W erthe für die Coordinatendifferenzen 
p —p 0, q— qQ, r— rQ. W ir erhalten unmittelbar:

P — P o _  <1— % _ r ~ r o _  k O  —ff o )+ ”* '(g  ~  ft>)+ * ' 0 —
*1,1 ß i;2 *3,1 ß\,2 - \- l ' e%,i

*5
3 1 0 1 01 r — r 0 m '( p — p  0) - f 1 (q— qoy +*'(»■— ;r0)

^1,2 ^2,2 02,3 ftX'ßi,2 -\~l^2,2 -\-k '62,3

*5
3 1 "Ö O 01 r — r 0 1 '(P — Po)+ k '(s  -  Qo) + w 0 ’- » ’o)

e ,1 ^3,2 £ 3,3 l £3,1 ~hk 'e^,3- |-m e^3

Nun ist

£3,1)  =  ( A.Je l .m ' 1.1/ , 7  ) — 7<?i,
\k . m ' C', ~)\.l B  , X .k '-^-A !, y' f 

ü . r  + B ' ,  l . l e '+ Ä ,  l .m + C  , 7" (
( 7  l' 7" ö ]

Die hier auftretende Determinante läßt sich ganz in derselben 
Weise umformen, wie E  selbst (vgl. Nr. 3). Das Ergebniß ist

J)  W as s ic h  ans d er  R e la tio n
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f , a 'a"+ V b"
- l  ---- T t,— . 0 0 , 7

c< , B - 1 . ^ ,  Ä , f
7 7

^   ̂ aa'4-bb'
B> Ä  , C— l . — - V - ,  7"

77

7 7' 7" 0

Benützt man ferner die a. a. 0 . ausgeführten Reductionen, so 
kommt schließlich

Ä(Äe1, i+ « w /Ci,8+ r c 3>i )  =  7 (rfi, 4— ^i, 4)

und analog 

^ ( n i '  e \ i2 -\- le z tz - \-b !  e%t$) =  y '{d z ,n — £2,4)

J f l V '+ W  r il/ „ 7 , aa'-\-bb' \ 2- x |— ^ —  (A y—Cf)+ ^  <h,z+ — - -{ c 'i—Afyy-'k',

A ( Z 'ß s,i~ \-k ' e2 ,s~\-n ieztz )  =  y"(ß z,ik— £3,4)

^a ld '+ b 'b"  f  t i 'a + V 'b  f  aa '+ b b ' \ g-X|---- ^----(A'f—B7')+ --------- (B'°,-Af)+ — ̂  X».

Multiplicirt man die erste Reihe der Gleichungen (3 3 ) durchaus 
mit p —p 0, die zweite durchaus mit q — q0, die dritte durchaus mit 
r — r0 und nimmt Rücksicht auf die Gleichungen (9 ), (2 3 ) sowie auf 
folgende Relationen

7 ^ M ”f '7^ 2,4 H- 7 ^ 3 .4  =  D 

7*1,4 + 7 ^ 2 ,4  + 7 ,/«3>4 =  E  =  0
y  ( A y — Cy' ) + y " ( Ä y ' ~ B y " )  =  dlfi 

y"{B 'y  — ^ 7 " ) + 7  ( B'y" — Cy )  =  d2,2 

7 ( C ' i  — By  ) + 7/ (fi'y  — ^ 7' )  =  ^3,3, 
so erhält man sogleich

( P - P oY  =

(g-q0y  _  (r—r0y  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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Der letzte Nenner geht, wenn man zuerst den W erth von D  aus
(24) und hierauf den von X aus derselben Gleichung einsetzt, nach­
einander über in:

—A [ F{ci, a!, a " )+ F (b , b', Ö")+2X]

=  + l V  {F(a, a") —  F (b , b', 6")} 2+ iV 2

(vgl. Nr. 4 ). W erden endlich für a , i ,  <?2)2, e3)3 die W erthe aus (30 ) 
und für B* aus (1 7 ) eingesetzt, so folgt als Endergebniß

Q — Po)2 _  (q — q0y  _  <jr— r()y  
rfi.i— (a 2+ 6 2)A d2,2— (a '%+ b '* )l rf3)3- ( « " * + 6 " * )  X

± iS 2. A

D lV \F ( a ,  ci', a")— F (b , b 6 ")]2-fiV 2

Das obere Zeichen gilt für X =  ; das untere für \  —
Somit erhält man für jede Coordinatendifferenz zwei gleiche und 
entgegengesetzte W erthe. Welche davon auf denselben Endpunkt 
einer der Axen zu beziehen sind, läßt sich nur mit Hilfe von Glei­
chung (15 ) entscheiden.

W ir verzichten auf die Discussion der Gleichungen (3 4 ), die zu 
den bereits bekannten Ergebnissen führt. Nur die Bemerkung mag 
hier eine Stelle finden, daß dieselben mit den Gleichungen (27) voll­
kommen übereinstimmen, indem im Falle ihres Bestehens die Größen 
P —Po e*c' völlig unbestimmt werden, wie es sich für den Kreis von 
selbst verstellt. Auch das zum Falle III 1. bemerkte findet hier Bestä­
tigung, wenn die W erthe von p Q, q0, r 0 [vgl. Gleichungen (7 ) und
(8 )] berücksichtigt werden.

9. Die für die Quadrate der Halbaxen aufgestellten Ausdrücke 
können natürlich nur Invarianten sein. Um dies zu zeigen, führen 
wir durch die Gleichungen

p = a p t + b q t -j-c^

q =  a'p1 -fb'g'j H-cVj 0 0
r  =  a"px-\-h"ql -\-z 'rx

ein neues Coordinatensystem p x, q{, rx ein und suchen die darauf 
sich beziehenden Ausdrücke, welche wir durch den unten beigesetzten 
Index „ 1 “ hervorheben, wieder durch die Constanten des ursprüng­
lichen Systemes darzustellen.
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Bezeichnet man die Determinante der Substitution (a )  mit © 
und die Unterdeterminanten derselben mit so ergibt sich durch 
Umkehrung von (a )

Q-Pi =  bj.i^+bs.iy+bs.ir
~|~ fc,2,2Qr—I- b3,2*’

=  bi,3P-|-b2,3Sr"f'b3,3r.

Setzt man hierin für p , q, r  die Ausdrücke (1 ) und für p v  qv  rt die 
entsprechenden axx-\-b xy -\-cx etc., so erhält man sofort

. cix =  bi>ia+ b 2 ,ia /+ b 3)i«'/

( b)  ® =  blJ2tt-}-b2,2<*/-|_b3)2f|f//

=  bl)3Cf-l-b2>3ft/-|“b3,3ß//

und analog für die bx, b \, b'x und cx, c\ , c"{ zwei Systeme von Glei­
chungen, die aus (6 ) durch Vertauschung der a mit den b, bezüglich c 
herYorgehen. Man sieht jetzt unmittelbar, daß

304- stoiz.

Die identische Gleichung des neuen Systemes wird durch

h P i+ 7 lg ri+ 7 i» ’i =  ^

dargestellt; mit ihr fallt die Gleichung zusammen, welche man erhält, 
wenn man in (2 ) die Substitution (a )  ausführt. Diese Bemerkung 
liefert die Identitäten:

© . 7 j =  er/ - f  a'y' -J- a"y"

(d )  © . y\ =  67 +  h'y' +  ti'y"

® • l"\ =  CY +  CV  +

Um die Coefficienten der transformirten Gleichung (6 )  einfach dar- 
zustellen, benützen wir die Größen

A a + C 'a '-\-B 'a "=  2t, C '(L + B a '+ Ä a " = W , B ,a + Ä a '+ C a " = 'ä '

und zwei weitere Systeme SB, 93', 93"; (5, welche aus den 3t
durch Vertauschung der a mit den b , bezüglich c hervorgehen. Jetzt 
erscheinen die genannten Coefficienten in folgender F orm :
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4 = 9 t a - f  5 l 'a '+ 5 l " a " ,  ^ ö b + W + a r b " ,  ^ 1= & c + e ,c/+ 6 ' ,c"]
A\ =  25c +  SB'c' +  =  6 0  +  6 'b ' +  6 " b "  (
B\ =  6 a  +  6 'a ' +  6 " a "  =  2fc +  51'c' +  5["c" f  ^
Cj =  5lb +  5t'b ' +  3t" 0 " =  23a +  2 3 V +  25" a )

Mit Hilfe dieser und der Ausdrücke (ß )  findet man sofort

J > i = Ä  ( / )

Ferner ergibt sich vermittelst (b)

- | - d(A^b2,i "f" b2,2“j“ ̂ 1^2,3)  “I“ 0>" (A^bs; 1 -(- b3;2~\~By ̂ 3 ,3) ’

Mit Rücksicht auf die Relationen

b i ,ia + b i ,2 b + b i ,3 C = © , b i , ia '+ b i ,2 b '4 - b i ,3 C '= 0 , bi,ict//—(—bi,2b// -f-t>iJ3C//=  0

erhält man aus ( e)

-4 ib i,i-f"C b i,2 -} --ß /bi,3 =  51. ©
und analog

-f1b2,l~l~C,1b2,2- |_^ib2)3 =  51.® , ■i41b3,iH--ß1b3,2+C,1b3,3 =  51.®; 

also schließlich

A 1ai -\-C[a\-\-B\a.[ =  a' a".

Auf ähnliche Art verschafft man sich die Gleichungen

C[al +  B xd{ -f- A \d [=  23« +  2 3 V - |-  23"«"
B \ax +  A\a\ -f- Cxd'{ =  6«  -|- 6 V  -f- 6 ''«"

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit av  dv  d{ und 
addirt, so folgt

F v(civ  «") =  « (3 ta1+ 2 W 1+ 6 « ,/ ) + « /(3lV£1+ 2 3 /«'1+ 6 '« i )

Durch unmittelbare Substitution der W erthe von 31, ÜB, 6  ergibt sich 
ferner

STftj +  SWjl-l- (£«" =  A (7«t n -(- dl b -j- d[ c) -(- C'(av(\! -\-d fi
+B'Q ala " + a lb"+ a'lt").
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Man bemerkt mit Rücksicht auf die Identitäten (6) sogleich, daß 
die Coefficienten der A, C', B' in vorstehender Gleichung nichts 
anderes sind, als a, a!, a also ist

=  Aa-\-C'a!-^-B'a"
und analog

+ 93 '« ' 4 -& a” =  C'a-\- Ba  -f- A'a" 

51 "a1+ S 3//« ; + e X =  B 'a +  A a ' +  Ca''’

so daß man zur Gleichung gelangt

(g) F \{av  av  cO  =  F ( a> a > a" ) ’

der man sogleich die analoge an die Seite stellen w ird :

F x(bv b\,b'Ö  =  F (b ,b ',b r )

Man sieht also , daß die Coefficienten der Gleichung (2 4 ) durch eine 
Coordinaten-Transformation nicht geändert werden, daß somit

\  =  X.

Bemerkt man hiezu noch, daß den Gleichungen (e) zufolge 

A t =  'S 2. A ,

so findet man unter Beachtung von (c) aus (17 ), daß

/tj =  II.

10. Zum Schlüsse sei es gestattet, die vorgeführten Ausdrücke 
auf die bekannte Aufgabe: „die größte Ellipse zu bestimmen, welche 
sich einem gegebenen Dreiecke einschreiben läß t“, anzuwenden. 
Indem wir das gegebene Dreieck als Fundamentaldreieck

p  =  0 , q =  0 , r  =  0

betrachten, erhalten wir bekanntlich als allgemeine Gleichung der 
demselben eingeschriebenen Kegelschnitte:

kzp %-\- l %q7,-\-m hA— 2 klpq— 2 Imqr— 2 m krp  =  0,

worin k, l, m  beliebige Constante sind. Für die Fläche F  einer Ellipse 
haben wir im Allgemeinen [nach (2 8 ) ] :

(35 ) F  =  R xR %k =  n S %. --- —— .
( - D f
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A =  — 4 kH^ni1 D  =  — 4 klm  (Äy'y"-|-Zy'/y-[-?wyy/).

Setzt man diese Ausdrücke in (35) ein , so sieht man sogleich, daß 
es sich um Untersuchung des Ausdruckes

klm
(Äy'y//-|-Zy"y-|-?wyy')3

handle. Indem wir die Größen k, l, m  als unabhängige Veränderliche 
betrachten, erhalten wir als Bedingungsgleichungen für die Maxima 
und Minima von U:

Im ( — %ky'y"-\- /y " y +  wryy') =  0 

mk (  ky 'y"— %ly"y-\- m yy') =  0 

k l  (  Äy'y" Zy"y— 2myy') =  0»

Das Verschwinden der Größen k , l ,  m  ist offenbar nicht zulässig; 
also bleibt nur die Annahme

k l __ m

7 ~~ 7' _  7"

übrig, welche in der That, wie man sich leicht überzeugt, einem Maxi-
TC S 2

mum von F  entspricht. Man findet dasselbe sofort =  — — — — .
6 1 /3  7 7 7

iS2
Da der Flächeninhalt des Fundamentaldreieckes bekanntlich \ , ,,

2 77  7
ist, so ist das Verhältniß desselben zur größten eingeschriebenen 
Ellipse 3 V z  : rc.

Nach den Gleichungen (7 )  ergibt sich für die Mittelpunkts- 
Coordinaten unserer Ellipse :

yPo—Y9o— Y 'ro =  — 7 F o + 7 ,Ö,o— 7 //?’o =  ~ 7 ? 0— 7 ^ 0 +  7"» o 
oder 

S
yPo =  7 00 =  7 ro =  y

[nach (8 ) ] :  das Centrum fällt also in den S c h w e r p u n k t  des 
Dreieckes.

Sit^b- <J- mqtheiij.-naturw , CI. LV. Bd. II. Abth. 21
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Die Berührungspunkte der Dreieckseiten bestimmen sich durch 
die Gleichungen:

p  == o , y'q —• 7"r =  0
q =  0 ,  7 "r — 7p  = 0

r  — 0 , y p —y'q =  0

und werden sofort als die M i t t e l p u n k t e  derselben erkannt.
Um endlich die Axen unserer Ellipse zu bestimmen, suchen wir, 

da nach (3 5 ) R XR % schon bekannt ist, noch

(36) * ? + £ *  =  ~ ~  ( ^ + ^ )  =  — ^  W(a,a")+F(b, V, 4")}

[ygl. (1 7 ) und (2 8 )]. W enn wir diesen Ausdruck nach Gleichung 
(2 3 ) bilden, so ergibt sich ohne Mühe 

R \+ R \=  S1

308 S t o l z .  D ie Axen der L inien zw eiter  Ordnung; etc .

\(a!a" - f  b'b") y ,y"-\-(al'a-\-b"b)  y"y-\-(aa! -\-bb') 77'}.

Multiplicirt man die Gleichungen (2 0 ) der Reihe nach mit 7 ,  7', 7" 
und addirt, so erhält man an Stelle des in der Klammer stehenden 
Ausdruckes

—  T  {(a * + ^ * ) 7 7 '2+ ( « //Ä- f  &"2)  7 //2} ,
also

oder mit Rücksicht auf die in Nr. 1 für die Seiten P , Q, R  des Fun­
damentaldreieckes aufgestellten Ausdrücke

PS , ! * + ( } * + &
B t + B t ----------- 18------ ■
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