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Die Aven der Linien zweiter Ordnung in allgemeinen trime-
trischen Punkt-Coordinaten.

Yon Dr. Otte Stolz

Im XXIL Bande der Nouv. Ann. de Math. (1863) p. 289 ff,
findet sich ein Auszug aus einem Mémoire von Faure: ,sur les
coordonnées trilinéaires«, worin unter Anderem Ausdriicke fiir die
Summe und das Product der Quadrate der Halbaxen eines Kegel-
schnittes angefiihrt sind. Dieselben Ausdriicke sind auch das haupt-
sichliche Ergebnifd des vorliegenden Aufsatzes, der unabhingig von
jener Abhandlung entstand. Wenn derselbe dennoch einer hohen
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften vorgelegt wird, so ist der
Grund davon in der Ansicht des Verfassers zu suchen, dald derselbe
immerhin eine nicht unwesentliche Ergéinzung zu Faure's Arbeit
bilden diirfte. Wihrend sich dieselbe nur auf orthogonale Coordi-
naten erstreckt — die allerdings am hiufigsten angewendet werden
und auf welche sich nach dem Vorgange Pliicker’s (System der
analytischen Geometrie p. 7) auch die Betrachtung allgemeiner
trimetrischer Coordinaten zuriickfiihren lift, — so wird doch im
Folgenden eine derartige Beschriinkung vermieden. Denn ist dieselbe
bei vielen Untersuchungen an sich listig genug, so bietet sie im vor-
liegenden Falle den weit groflern Nachtheil, daf} die Hauptgleichung
(24) wegen der zusammengezogenen Form des Coéfficienten von 2
einer erschipfenden Discussion nicht unterzogen werden kann. In der
That glauben wir durch die Form, die wir dem genannten Coéffi-
cienten ertheilen, iiber die oben erwiihnte Abhandlung hinausge-
gangen zu sein. Wir werden dadurch nicht nur in den Stand gesetzt,
Ferrers' Bedingungen, daf} die allgemeine Gleichung II. Grades in
trimetrischen Coordinaten einen Kreis darstelle, unmittelbar abzu-
leiten, sondern auch die Untersuchung iiber die verschiedenen Arten
der Orter zweiter Ordnung zum Abschlusse zu bringen, so dafd eine
Vergleichung mit dem iiblichen Schema derselben moglich wird.
Dagegen geniigt der blofe Anblick des von Faure gegebenen
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Coéfficienten, um einzusehen, dafd derselbe nicht ohne betrichtliche
Schwierigkeit den zu diesem Zwecke nithigen Transformationen zu-
ginglich sei.

Was den Gang des Aufsatzes betrifft, so schien es, indem die
Axen der Kegelschnitte als Maximum und Minimum der Durchmesser
aufgefalit werden, zweckmiiBig, eine allgemeine Darstellung der
Entfernung zweier Punkte in trimetrischen Coordinaten vorauszu-
schicken, wie sie sich meist nur angedeutet, ohne die wesentlichen
Punkte hervortreten zu lassen, findet.

1. Der durch zwei gegebene Punkte M’ und M” begrenzten
geradlinigen Strecke, die wir mit ¢ bezeichnen, kommen vermige
ihres Begriffes folgende Eigenschaften zu: sie kann in zwei entgegen-
gesetzten Richtungen durchlaufen werden, besitzt also zwei entgegen-
gesetzte Werthe; sie hdngt in derselben Weise yom Punkte 37, wie
von M ab; sie verschwindet endlich, wenn beide Punkte zusammen-
fallen. Durch unmittelbare Ubertragung dieser Merkmale in die Aus-
drucksweise der Analysis werden wir ¢ als Funetion irgend welcher
Coordinaten der Endpunkte darstellen kdnnen. Beschrénken wir uns
hiebei auf trilineare Coordinaten, so wird 4* als Ausdruek zweiter
Dimension in Bezug auf dieselben erscheinen, und zwar speciell als
Function der Coordinatendifferenzen. Macht man iiber die Lage der
begrenzenden Punkte keine besonderen Voraussetzungen, so ist d*
beziiglich der drei Coordinaten homogen. Fassen wir dies zusammen,
so ergibt sich, dall d® durch eine vollstindige homogene
Function zweiten Grades der Coordinatendifferenzen
dargestellt werde. Es wird sich nur darum handeln, die Constanten
derselben entsprechend zu bestimmen.

Sind @, y rechtwinkelige cartesianische Coordinaten, so werden
die allgemeinen trimetrischen Coordinaten p, ¢, » durch die
Gleichungen

p=azx +by +c
g=dw by +c )
r=da"x+b0"y+c"

eingefiihrt. Eliminiren wir aus diesen Gleichungen a, y, so erhalten
wir als identische Gleichung des Systemes

wHye+y"r==5 €))
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worin
a, b, ¢
a, b, ¢y=S
a//’ b/l’ cll)

und die adjungirten Elemente der 3. Columne von §

"

albl/“_allbl= 71, a!lb_ab//= 7” ab/_alb — ,y
gesetzt wurden.

Sind nun die Coordinaten von M', M' beziehungsweise p'q'»’;
p"q"'r", so ist nach dem vorausgehenden

d*=k (p—p" Y+l (¢—q" Y +m ('—r"Y+2k (¢ —q") " —")
+200'—") (p—p")+ 2 (p—p") (¢ —¢")

zu setzen. Die 6 Constanten %, ,....m' sind so zu bestimmen, daf
der Ausdruck (3) zur Darstellung der Seiten des Fundamental-
Dreieckes

p=0 ¢g=0, r=0,

welche iibereinstimmend mit den Geraden, in die sie fallen, mit P,
0, R bhezeichnet werden, gebraucht werden konne. Es sind, wie man
leicht sieht:

P2= S2(a2+52) Q2= Sz(aﬂ_'_b/i—) Rﬁ= Si(a//2+b//2) .

2,12 2,2

7% YR 72y

Ferner sind die Coordinaten der Ecken des Fundamental-
Dreieckes nach (2)

h
=0 = r= —
p 9 7”
P_ —E 1'—'0
g ,y/’
S e e
p==r 0= =

Wendet man also den Ausdruck (3) auf die Lingen P, Q, R an,
so erhiillt man die drei Bestimmungsgleichungen
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Somit bleibhen von den 6 Constanten %, I,....m' drei vollig
unbestimmt. Es liegt nahe, dieselben so zu bestimmen, dal} in
(3) die Producte der Coordinaten-Differenzen verschwinden; wir
erhalten

da"+00" a'a-b"b ., .,
= ——— (p—p") — —— (' —¢")
77 7 (5)
_ad 400 (' —r")?
A

Diese Form von d* findet sich bei Salmon (Analytische Geometrie
der Kegelschnitte, deutsch von Fiedler. 1860. p. 78).

Wir haben uns, um den folgenden Entwickelungen die volle
Allgemeinheit zu wahren, entschlossen, den Ausdruck (3) in seiner
Allgemeinheit anzuwenden.

2. Wir gehen, wie bereits bemerkt wurde, davo. aus, daB die
Halbaxen einer Curve zweiter Ordnung das Maximum und Minimum
der Radienvectoren ihres Mittelpunktes sind. Stellen wir die Curven
zweiter Ordnung durch die Gleichung

F(p.gr)=Ap*+Bg*+ Cr*+-24'qr+2Brp+-2C"pg =0 (6)

dar, so ergeben sich bekanntlich fiir die Coordinaten p,. ¢,, 7, ihres
Mittelpunktes — als des Poles der in das Unendliche entfernten

Geraden ,
. WYy =0
— die Gleichungen
Apy + C'qy+ Bry =1f
C'pot+ By, + Avy=7F (7
Bp,+ A4qy+ Oy =9,

worin £ einen unbekannten Factor bezeichnet. Auflerdem ist natiirlich
nach (2)

1Po+7 ¢ 77 = S 3
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Durch diese vier Gleichungen sind p,, ¢,, 7, (und /) vollkommen
bestimmt.

Sind also die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve
(6) p, ¢, r; p dessen Radiusvector zum Mittelpunkte derselben, so
haben wir diejenigen Werthe p, ¢, » aufzusuchen, fiir welche der
Ausdruck

. PP=k(p—po)*+1(g—gq)*+m(r—r)* 42k (9—q,) (r—1)
) +20 (r—r,) (p—po) +2m' (p—p,) (¢—19,)

ein Maximum oder Minimum wird. Die Bedingungsgleichung der-
selben ist

pdp = {k (p—po) +m' (g—qp) + U (—ry)} dp +
(10) {m' (p—p)) +1 (g—q) + ¥ (r—ry)} dg +
{0 (p—po) + ¥ (g—q,) + m (r—ry)} dr.

Da p, ¢, r auflerdem noch den Gleichungen (2) und (6) zu geniigen
haben, so ergeben sich fiir dp, dg, dr ferner die Gleichungen

(11) (4p+C'q+B7r) dp+(C'p+Bg+Ar)dg+(Bp+A'q+Cr) dr=0
(12) ydp+-'dg+y"dr = 0.

Um aus den Gleichungen (10)—(12) dp, dg, dr zu eliminiren,
multipliciren wir die erste und dritte derselben beziehungsweise mit
den unbestimmten Factoren X, p und addiren sie zur zweiten. Wir
erhalten, indem wir sodann die Coéfficienten der dp, dg, dr der Nulle
gleichsetzen, die Gleichungen

Ap + C'q+ Br 42 {k (p—po) + 7' (g—¢) + 1 (r—)}

+upy=0
C'p+ Bg + Ar+ 2 {m' (p—py) +1 (¢—¢q) + ¥ (r—rp)}
(1%) +py=0
Bp+ Ag+ O +2{U (p—po) +F (g—¢) +m (r—no)}
+ py'=0.

Ziehen wir von der 1., 2., 3. dieser Gleichungen beziehungsweise die
1., 2., 3. der Gleichungen (7) ab und ordnen nach den p—p,, ¢—q,.
r—r,, so folgen die Gleichungen
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-k +4) (p—p)+Q.m'+C") (g—q,) + (2.1 +B") (r—7r)

+v Q) =0
O +0) (p=p)+0-L +B) (9—40) + QK +4) G—r0) (yp0
+ v Q-fHp)=0

Q.U +B) (p—p)+ (O F +47) (g—¢0) + A.m+C) (r—ry)
+ QL) = 0.

Fiigen wir hiezu noch die aus der Subtraction der Gleichungen (2)
und (8) hervorgehende Gleichung

T@—P)+7(g—0)+7'(r—r)) =0, (18)
so sehen wir ein System von vier Gleichungen vor uns, aus dem sich

die 4 Groflen p—p,, ¢§—q,» ¥—7y» A.f~+p eliminiren lassen. Das
Resultat dieser Operation ist die quadratische Gleichung fiir A:

ANk +4, am'4C, A U+B, v

rm'+C', A1 4B, 44,y

AU 4B, AEHA,AmtC,
] 7 7" 0
Hat man die Werthe von X auf diese Weise ermittelt, so ergeben sich
die Werthe der Halbaxen, welche wir mit B bezeichnen, aus dem
System der Gleichungen (13), indem wir die erste derselben mit
P—pys die zweite mit g—gq,, die dritte mit »—»  multipliciren und

die Resultate addiren. Man erhilt sofort unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (6), (9), (15)

\B=(4p +C'q +B7 ) py+(C'p +Bg +4r)q,
+Bp +4q +0r)r,
= (dpy+C'qy+B'r)) p +(C'po+Bqy+47,) ¢
+(BpytA'qy+Cry)r

—0 (16)

oder mit Riicksicht auf (9) und (2)
\B=f(p+vety'r) =F.S.
Wenn wir nun
4,C, B )=A 4, C, B, y =D
C', B, 4 SC,’, B, 4, ¥
B, 4, C ?B’, 4, ¢, vy
Y. 7 Y 0
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sctzen, so stellt sich der Werth von £, wie er sich aus der Auflésung
der Gleichungen (7) und (8) ergibt, in der Form dar:
—D .f = A. S;
man hat also

[
amn B=—

3. Wir haben zuniichst die auf der linken Seite von Gleichung
(16) befindliche Determinante, die wir mit £ bezeichnen werden, zu
entwickeln. Man hat dabei natiirlich auf die Gleichungen (4), welche
die gegenseitige Abhiingigkeit der sechs Constanten %, Z, m' aus-
driicken, zuriickzugehen. Setzt man fiir ¥, I/, m’ die aus (4) sich
ergebenden Werthe in E ein, so folgt

allz_'_ b//Z

otk "+l ,}+cc

E=|[2.k+4, izx{—

2 bl2 "
%Af—%w ,,+k."7}+3',v

\.1+B %x{ “2+[’+ +m ,,}+A’ /

A.m~4C > 7"

(Hier sind die leicht zu ergénzenden Elemente unter der Hauptdia-
gonale durch Punkte angedeutet). Zieht man in vorstehender Deter-
minante die der Reihe nach mit

k
12, a2, i

5 m
vy Ve V]

1/

ol

multiplicirte 4. Columne beziehungsweise von der 1., 2., 3.
Columne ab; ebenso die mit den nidmlichen Factoren multiplicirte
4. Reihe beziehungsweise von der 1., 2, 3. Reihe, so erhilt man

ohne Miihe
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a”‘—|—b”‘ Wb

A s A —4C,— 4. >——~—+B'
O 402
,.ik._—,’— Cl’ b ’_'Tl)( / N +A’
T A
a0 a*+4-0?
— g b B — 5 A ¢ 7
2Ty Tyt
v v 7

Fiiv unsern Zweck ist es wiinschenswerth, A aus den scitlichen Ele-
menten in die der Hauptdiagonale zu verlegen. Wir erveichen dies
leicht auf folgende Art: Es bestehen nach der Bedeutung der Grifien
v, ¢» 9" (vgl. Nr. 1) — zufolge eines bcekannten Satzes aus der
Theorie der Determinanten — die Identitiiten

ay+ay+a'y'=0, byby+b"y'= 19)

Multipliciren wir die erste derselben mit «, die zweite mit b und
addiren, so folgt

(*4-6%) y+(aa' 4 00") v+ (e a+b"0) y"'= 0

und analog
(aa’ +00") y4-(a?+0%) ' + (da"+00") ¢'=

(20
(a//a_l_b//b) ‘y+((t’(t”+[)/b//) ‘),// + ((t//2+b11_2) 71;= 0 )

Addiren wir also in (18) die nacheinander mit

[ S \ a'a+0"d 1y ac' 00’

1
— 1.
2 ‘77/7”

2 T aetett 2 27" oyl !

7Y TV

multiplicirte 4. Columne beziehungsweise zur 1., 2, 3. Columne,
chenso die mit denselben Factoren multiplicirte 4. Reihe nach ein-
ander zur 1., 2., 3. Reihe, so ergibt sich zufolge der Gleichungen

(20), welche man sich zu diesem Zwecke dureh vy'y” dividict
denken wird
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E= A._x,ﬂ%';ﬂ, C’ B 7 )=0
c B a'a+0"b & Y
@ny A
B A4 , C—2. 2
7 vd 7" 0

Nun bietet die Entwickelung nach den Potenzen von 2 keine weitere
Schwierigkeit dar. Indem wir in der ganzen Gleichung die Zeichen
indern, erhalten wir als Coéfficienten von A* den Ausdruck

(da"488") (a'a4-8"6)  (a"a4-b"b) (aa'4bb")
v + I oyl!
77 79
(aa' 400" (¢'a’+b'8")
+ 97"y

Bedenkt man, daf}

. [tl , bl a//’ b// a/a//+b/bll’ aa/ +bb/
W= a’, b’ a, b\ o +67%, a’a+48"b

und setzt nach Multiplication mit ¢ fiir («"*4-6"%) ¥ den Werth aus
der 3. der Gleichungen (20) ein, so sieht man sogleich, dafl der
genannte Coéfficient = 1 ist.

Bezeichnen wir ferner die adjungirten Elemente von D mit d, ,,
wo 7, 8 die Indices des zugehirigen Elementes von D sind, so hat
man unmittelbar als Coéfficienten von A in Gleichung (21)

arr _,*—fb dii+ a——cf;,;b bdz,z'i'

a4 bl
77 '

dy 3.

Nun ist
(22)d1,| — ___B,YNZ_C?/!_l_ 2A/,,/,,//’ dz,z _— ___C.,!_A,yu!_*_ 2B17/7//
dy 3 =—Ay*—By*+2C"yyY;

1) Verwendet man zur Darstellung von p2? den specialisirten Ausdruck (5), so bietet
sich das Eliminationsresultat der Gleichungen (14) und (15) unmittetbar in der
Form (21) dar.
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bildet man ferner durch Multiplication mit «, «’, &’ aus der 1. der
Gleichungen (19) die Identititen

e //+a/,/ +aa _Oetc"
so ergibt sich sofort die weitere Identitiit:
a'a’ a a ad’ .
o a1+ —— 7y —|— — d;; s=F(a,a,a’) (23)
und analog
b’ b"b oo’

7.},// 11+ // d2,2+_7_7d33—F(b b’ b")

Mithin 1aft sich der genannte Coéfficient in der Form

F(a,d,a)+ F(b,b,b")
darstellen.
Falt man dies alles zusammen, so erhilt man an Stelle von
(21) die folgende Gleichung:

X[F(a, @, d")+F(b, b, b")] A—D = 0. (24)

4. Die Wurzeln der vorstehenden Gleichung sind stets reell;
was sich durch eine Umformung von D leicht zeigen liflt. Wir
suchen die Werthe von 4’, B, €' aus (22) und substituiren dieselben
in D; dann ergibt sich durch eine der an der Determinante E in
Nr. 3 ausgefiihrten ganz dhnliche Reduction:

R
7T
dL’?, 0 d"'/’ /
7Y 7Y
B i 0 g (25)
YN

v 7 90

VY, | i, | %R d,»ds, ds 3y, dids,
= ,,2+ ,,22 —i—7 33—2 27,33—2 3;,2“—2 ‘7‘,,22.
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Bedenkt man, dal einerseits

7P = (db"+a"b)Y—4aa”. b0
VY = (a'b +ab" )*—4a'a. b"b
7= (ab +a'b )*— haa' . bY
und andererseits
o fats b b, a a'b+ab’, ¢b"+a'b’
= ga > b } {b’, a’} - { 2ab ab’ +a'd
= (a"b+ab") (ab'+4a'b) —2ad'. b"b—2a"a . b’

sowie
—y'y = (ab +ab ) (dV'+a"0)—2a"a. b0 —2ad . Db’
—yy = (@V"+a’0) (@'b+ab’ )—2a'a". Vb —2da". b"'b,

so erkennt man mit Hilfe der Gleichungen (23) sofort, dafy

s b”—l—a”b
7Y

a"b+ab”

4D = gt ——.dap -

— 4F(a, «,a’) F(b, b’, b").

y+ab |
@ +a s 3}

Setzt man also zur Abkiirzung

ab’'+a’'lty
Togl!

7 dl,l+ ete. = N,

so folgt
(26) [F(a,a'say+F(b,b,0")P+4D=[F(a,a',a")—F(b,b',b") >+ N*

Somit ist die Diskriminante der Gleichung (24) negativ, d. h. die
Wurzeln der Gleichung (24) sind stets reell und werden, falls genann-
ter Ausdruck verschwindet, identisch. Dies ist nur dann mdglieh,
wenn zugleich

a'b"a’b’
,y/,yl/

a”b—l— ab”’ ab’ + a'b

di+ da + d33 =

Fla,d,a")— F(b,0,0'") =0

ist. Letztere Gleichung kann nach (23) auch so geschriehen werden

ada'—b'h’ (lz’la——l)”b ad—bb'
Tyl a , + 77 (lz’z - ds3 =0,
gy G e o s
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so dafl} aus beiden vorstehenden Gleichungen
iy dyp  das
A+ dP b @b
abgeleitet werden kann. Der gemeinsame Werth dieser Briiche ist 3,

wie sich sogleich ergibt, wenn man bedenkt, daf} zufolge der Glei-
chungen (20) und einer in Nr. 3 vorgenommenen Reduction

aa"+bb (@) + aa +bb
71/7/

27

a a+b b( 2y gy 4 WOV

(@) = —
ist. Die Gleichungen (27) geben offenbar die Bedingungen, unter
welchen die Gleichung (6) einen Kreis darstellt. In dieser
Form wurden dieselben zuerst von Ferrers (vgl. Salmon a. a. Ort
p. 163) angefiihrt, aber auf ganz anderem Wege gefunden.

5. Bezeichnen wir die beiden Werthe von X mit 2, und 2, (fiir
den ersteren wurde das Radical positiv genommen), so haben wir
nach (24)

M4l=—F(a,d',a") —F(b,0,0"); Ar=—D. (28)

Durch Substitution dieser heiden Werthe von X in (17) erhalten wir
zwei Werthe R, und R,, iiber deren Natur wir durch einen Blick auf
(17) und (28) leicht entscheiden. Ebenso wird sich daraus ermitteln
lassen, welcher von ihnen ein Maximum oder Minimum sei.

Ehe wir jedoch auf diesen Gegenstand niher eingehen, legen
wir uns, theils zum genaueren Yerstiindnisse, theils zur Abkiirzung der
folgenden Entwickelungen die Frage vor: Unter welcher Bedingung
behilt der Ausdruck

Ax*+ By*+ C*4-24'yz+ 2B 2w+ 2C'xcy = F (@)

fir ein beliebiges System von Werthen der @, y, 2, das nur der
Bedingung
ax+by-tcz =0 )

unterworfen ist, ein bestimmtes Zeichen?

Wir versuchen fiir diese bekannte Aufgabe eine dem Geiste
dieses Aufsatzes entsprechende Lisung zu geben.

Es seien Py» £y 03 drei positive Grofen, o ein unbestimmter
Coéfficient, endlich % ein mit einem unverinderlichen Zeichen hehal-
teter Ausdruck. Setzt man

Sitzb. A, mathem.-naturw, CI. LY. Bd. 1I. Abth, 20
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Az + C'y-Br=k.pxr+o.a
) Cox+ By +Ad2=k.p,y+05.0
By 4+ Ay+ Cr =k.pp +a.c,

so erhillt man mit Riicksicht auf (&)

F = k(p2*+py*+p2")

woraus erhellt, da}, solange die @, y, 2z an die Gleichung (¢) gebun-
den sind, I stets das Zeichen von % trage. Eliminirt man @, y, z aus
den Gleichungen (5) und (¢), so findet sich als Bedingungsgleichung
fiir obige Forderung:

A—kp,, C’ B ,a
c’ B—kp,, A b — o
B’ A C—kp,, ¢
@ b ¢c ,0

oder
(@) B*(popa®-psp,0*p1pac®) k(o di, 1+ pode2+-pyds,s) —D=0
worin

A, C', B, «a

C', B, 4, b

-B/’ Als Cs C

¢, b ¢ 0

mit D und ihre Unter-Determinanten mit d,., hezeichnet sind. Dic
dieser Gleichung geniigenden Werthe von £ sind stets reell; was sich
am einfachsten durch eine von Cauchy herriihrende Transformation
der Gleichungen (¢) zeigen lifdt (vgl. Petzval ,Theorie des grifdten
und kleinsten“ in Haidinger’s gesammelten naturwissenschaftlichen
Abhandlungen Band II). Es seicn & und &7 die Wurzeln voun (d),
&', y', # und 'y"z" die ihnen entsprechenden Werthe von 2, y, %
daher ist

(A—F p) &' +Cy +B% =0

(A—Fk'p) 2"+ Cy'+B2'= 0.

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit &, die zweite mit
2’5 so folgt

(k/_ku) Pla’.la:”_}— C/(wly/l_wlly/)_l_Bl(zuml _,,.z"”") — 0
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Analog ergibt sich:

(kl_‘kll) sz’ //+A/(yl II :’/Nzl )+Cl($”y’ x y /) J— 0
(K —k") o2 +B(x"—2'2)+ A (y'7s —y2')=0.

Die Addition der vorstehenden Gleichungen liefert die Relation

(K —&") (p @@ +pyy ' +p%") = 0 ()
woraus wir — nach dem Vorgange von Poisson — schlieflen, daf}
J/ und %" reell sein miissen; denn wire dies nicht der Fall, so miildten
wir uns

k'=x1-|-le/:_1 k”:xl+x2V——1
und dem entsprechend

d=&+EV T a=§— V1

Y =040V —1 y'=n —nzV———_1

Y=¢4¢V—1 2 =¢—V—1

denken. Dann geht aber die Gleichung (¢) in folgende iiber
2k, V—1 for (T HED) +po(nl + m3) + (6 + S =

welche zufolge der iiber die Griflen p oben gemachten Yoraussetzung
nur durch die Annahme
k=0
verwirklicht werden kann *).
Damit nun die beiden Wurzeln von (d) gleichbezeichnet seien
ist nothwendig, daf®

D<o 02

sel. Das gemeinsame Zeichen derselben ist dem des Ausdruckes

Pl(lj’ { -h%flz,z-f' P3(l3,3

entgegengesetzt, welchem wegen der Unbestimmtheit der p (mit
Ausnahme des Zeichens) nur dann ein bestimmtes Zeichen zukommt,
wenn die dy,1, dsy, ds3 gleichbezeichnet sind. Diese Bedingung ist

!} Es ist nur durch langwierige Transformationen méglich, die Diskriminan(e der
Gleichung (d) als Summe zweier Quadrate darzustellen. Daher wurde Cauchy's
mehr indirecter Weg vorgezogen.

20%
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bereits in () enthalten; denn nach den bekannten Siitzen iiber adjun-
girte Systeme (oder insbesondere nach Gleichung (14) in Brioschi
Teorica dei determinanti 1854, p. 11) bestehen die Relationen

[/ -—Da2=dz,2fl3,3—déz,3, —Dbz=d3,3d|,i—d3z,1 s —D01=d1,1d2,2——d1',2 .
g

Wir gelangen also zum Schlusse, dafy der Ausdruck («) nur
unter der Bedingung (f) fiir jedes Werthsystem &, y, 2 ein bestimmtes
Zeichen behaupte, welches mit dem gemeinsamen Zeichen der Gréfien

—dl,i’ —d2,2, —dss

»

oder
)] B+ Ch*—2A4'be, Ca*+Act—2B'ca, Ab*+Ba*—2C ab
iibereinstimmt.
Ist dagegen D >0, so sind die Wurzeln der Gleichung (&) ent-
gegengesetzt, so dafd auch F sein Zeichen wechselt.

Im besondern Falle
D=0

verschwindet einer der Werthe von %, wihrend der andere das durch
die Ausdriicke (h) bestimmte Zeichen noch ferner behilt. Demnach
verschwindet F fiir alle Werthe «, y, 2, welche aufler der Gleichung
(b) noch den Gleichungen

Az + Cy+ Bz=o.a
Cx+By+4 A2=0.b
Bx+ Ay+ C =oa.c

geniigen. Aullerdem besitzt aber F ein bestimmtes Zeichen. Dies ist
nur in der Art moglich, da® sich # — von einem constanten Factor,
dessen Zeichen mit dem der Ausdriicke (%) tibereinstimmt, abgesehen
— als Quadrat eines in @, y, z linearen Ausdruckes darstellen lasse;
und zwar wird dies auf unendlich verschiedene Art geschehen kinnen.
6. Wir beniitzen das Resultat der vorigen Nummer sofort zur
Beurtheilung des Zeichens von d?z. Setzen wir zur Abkirzung

k (p—po) +m' (g—gq)) +V (r—rp) =P
m (p—po) +1 (g—¢0) + ¥ (r—7) =2
U (p—po) + ¥ (g—g0) + m(r—ry) =R,
so ergibt sich durch nochmalige Differentiation aus (10)
pd@*o+dp*=dp(kdp+m'dg+-1'dr)+dg(m'dp+-ldg+ k' dr)
+dr(Vdp+FK dr++mdr)+Pd*p+Qd*q+Rd?
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Ebenso folgt aus (11) und (12)

dp(Adp+-C'dg+ B dv)+dq(C'dp-+Bdg+ 4'dr)
~+dr(B'dp+A4'dg+ Cdr) + %Plf d*p+ 2—5 d*q+ %f_? dr=0
1P p+y d*q+y"d*r = 0.

Addirt man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit A und die
dritte mit p multiplicirt hat, so erhélt man mit Riicksicht auf die
Gleichungen (13) und dp =0

dod?p = (A.k +4) dp*+(r.14B) dg*+(r.m+C) dr* -
42 (0 K4 4) dgdr4-2(0.U+-B) drdp+2(0.m'+-C) dp dg

Dabei sind die Differentiale dp, dg, dr, an die Gleichung (12) gebun-
den. Geht man auf die Gleichung (16) zuriick, so wird man mit
Hilfe dessen, was in Nr. 5 auseinandergesetzt ist, sogleich bemerken,
dafd die rechte Seite der Gleichung (29) sich als Quadrat eines nach
dp, dg, dr linearen Ausdruckes darstellen lasse, abgesehen von einem
gewissen constanten Factor, dessen Zeichen dem derjenigen Unter-
determinanten von E, welche zu den Elementen der Hauptdiagonale
gehéren, entgegengesetzt ist. Bezeichnet man diese Unterdeterminan-
ten allgemein mit e,,,, so hat man

Al4+B, LEA4,
€1, == X.k'-i—Al, Rm+0, 'y” .
7! .yll 0
Wird diese Determinante ganz auf dieselbe Weise behandelt, wie E
in Nr. 3, so ergibt sich ohne Miihe

" 4 3
B—). “_‘ib_b A .
7
e = A , C—X-M 5
7Y
v 7 0

und daraus mit Riicksicht auf (20)
e‘,i == d“—(a2+bz) );
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auf dhnliche Weise findet man auch
(30) eso=doo—(a* V) , e33=dss—(a"*+b"%)

Setzen wir in dem ersten dieser Ausdriicke fiir A nacheinander seine
Werthe 2, und %, unter, so folgt, wenn die entsprechenden Werthe
von ey,4 mit €3,4 und e}y bezeichnet werden:

1,1 = dig— (0% %, el = dii—(a24-b%) ),
ehiels = dhi—dia(@+8) Oy ) +( 400y

Dieser Ausdruck lilit sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (28),
(23), (25) in folgenden transformiren

ad' 408 a"a+4-0"b 2-0* (y'd, "ds 3 Y]
e“e“——[( ‘*; -+ ]d +a+ ( 3,2_7 ,3,3]].

7 7 7 7
Die Zusammenziehung der mit dy ; behafteten Glieder wird erleichtert,
wenn man an Stelle von («*4-0%)y den Werth aus (20) einfiihrt.
Dann bietet nur noch die Transformation des Coéfficienten von — d,
Schwierigkeit dar; unmittelbar erhilt man dafiir
(@a"+6'0") (a*+0%) + (a®-0%)2y?
7/7// 7/27//2

also

—4 —4

»

da, wie schon ofters bemerkt wurde,
7'y"'= («"a+0"b) (ad + b0")—(a*+ %) (da’ 400",
so kann man an Stelle dieses Ausdruckes
1

PRE
{— 72 (ab'—a'b)* — y"* ("' b—ab"y* —2 (d'a’b'b") (a®+0%) y'y”
—2(ad 4-00") (' a4-0"0) y'y" 4+ (a®+0) [(«'y "y )?
+ (b/7/+ b//,y/r)z:l }‘

setzen, worin man sogleich
1 / / ' 7 17
S {(ad' +00") v—(a’a+b"b) y'}*?

erkennt. Man sieht also, dal} die beiden Groflen €, und e}, entge-
gengesetztes Zeichen besitzen. Da ferner

da—ein = (@+57) (=2,
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so ergibt sich, wenn man sich erinnert, dafl in A, das Radical der
Gleichung (24) positiv vorausgesetzt wurde, dal} ¢j,; eine negative,
e eine positive Grole ist; somit ist die rechte Seite der Gleichung
(29) fiir A, positiv, fiir 2, negativ. Das Zeichen von d*p findet sich
sodann, wenn das von A bekannt ist, indem p, als absolute Quantitif,
positiv gedacht wird.

7. Zur Discussion der Gleichungen (17) und (28) iibergehend,
werden wir sofort folgende Hauptfille unterscheiden:

I. D<0; 2, und 2, gleichbezeichnet; also B, und B, zugleich
reell oder imaginér;

IL D>0;) und 2, ungleich bezeichnet; eines der R reell, das
andere imagindr;

II. D = 0; beide R unendlich grof.

Jeder dieser Hauptliille umfalit mehrere specielle Fille, die sich
auf folgende Art ergeben:

I. Aus D<0 folgt nach Nr. 5, da «, o', a”; b, ', b" bezie-
hungsweise den Gleichungen (19) geniigen, dall F(«, &', @) und
F(b, b, b") gleiches Zeichen besitzen, welches nach (28) dem der
Grofden 2, und 2, entgegengesetzt ist. Es ergibt sich also, daf}, wenn

A
"F(a, o,
Maximum, das andere ein Minimum. Ist F(a, &', @’) >0, so sind die A
negativ, also nach Nr. 6 B, das Maximum; im entgegengesetzten Falle
fillt dasselbe auf R,. Diese Unterscheidung ist jedoch unwesentlich,
indem man sofort bemerkt, dafl, wenn man in (6) durchgehends die
Zeichen iindert, auch A, F(a, «, «") und F(b, V', b"") ihre Zeichen
indern, wodurch B, und R, sich vertauschen. — Der hieher gehirige
Kegelschnitt ist also die reelle Ellipse.
A
"F(a, o, a’
Ellipse.

3. A=0, R und R, verschwinden. Bekanntlich stellt unter
dieser Bedingung die Gleichung (6) ein System von zwei imagi-
niiren Geraden mit reellem Durchschnittspunkte dar, die iibrigens
nicht identisch werden diirfen, weil dann D bereits verschwindet
(vgl. unten).

IL 1. A20: — Hyperbel. Da beide Werthe von A entgegen-
gesetstes Zeichen besitzen, so ist nothwendig A, positiv, 2, negativ.

< 0, B, und R, reell sind; das eine ist ein

> 0, R, und B, imaginir. — Imaginire
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Ist also A<<0, so ist nach (17) R, reell und zwar nach Nr. 6 ein
Minimum ; ist A>0, so gilt dasselbe von R,. (Beziiglich dieser Unter-
scheidung vgl. das unter I 1. Bemerkte).

2. A=0:—Ein System von zweireellen sich schneiden-
den Geraden, die nicht identisch werden konnen (I, 3).

III. Wenn D verschwindet, so geniigen die Coordinaten des
Centrums des Kegelschnittes neben den Gleichungen (7) auch noch
der Gleichung

Pot+7+1"70="0,

d. h. dasselbe liegt im Unendlichen. — Andererseits driickt dieselbe
Bedingung nach Nr. 5 auch aus, dal} die F(a, ', &), F(b, ', b)) —
von gewissen constanten Factoren, deren Zeichen mit dem der Grofen
—di,1, —ds,2, —ds, 3 libereinstimmt, abgesehen — vollstindige Qua-
drate seien.

1. A20. Da fiir die Determinante D zufolge eines oben erwihn-

ten Satzes didyp—dls = (BC—A*) D
(31) dr,pdii—dy = (CA—B*) D
dssdss—dis = (AB—C*) D

ist, worin dy 4 nichts anders als A ist, so sieht man, dal fir D =0
die Grofen dy,1, ds,2, ds,3 mit A gleichbezeichnet sind, welches somit
das dem Zeichen von F(a, «/, @) entgegengesetzte trigt. Es ver-
schwindet also von den 2 im Falle A< 0:},, im Falle A>0: 25 das
andere ), im Zeichen mit A iibereinstimmend, behlt stets einen angeh-
baren Werth und kann nicht eher verschwinden, als bis die drei
Grolen di1, ds2, dss zugleich = 0 werden, was bereits die
Bedingung A =0 in sich schliefft (vgl. unten). — Die Halbaxen-
Quadrate sind unendlich gro}, aber mit dem Unterschiede, daf} das-
jenige von ihnen, welches dem verschwindenden A entspricht, sich
als positiv nachweisen 1i8t, was man sogleich erkennt, wenn man in
(17) an Stelle von D: —- 2}, einsetzt. Offenbar entspricht dasselbe
der Richtung, auf welcher das Centrum in’s Unendliche geriickt ist.
— Die Curve ist eine Parabel.

2. A = 0. Die Gleichung (6) stellt zwei parallele Gerade dar.
Es erscheint B in der Form-J. Der wahre Werth dieses Symboles
wird auf folgende Art ermittelt, Aus (81) ergibt sich jetzt

diy=dys=dss=0.
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Lassen wir aber vorldufig nur die beiden letzteren verschwinden und
bedenken, daf} identisch

D = ydis+ydop+7y ds s
D= ‘)’ . d1,4.

so bleibt

Setzt man fiir dy s diesen Werth in die erste der Gleichungen (31)

ein, so folgt

A D i
sy — 5 = BO—4

also, wenn D =0 ist,

A
dl,i . —5 = BC——A”'.

Aus der 2. und 3, der Gleichungen (31) findet man analog

A "
dzyz . j S CA 'hB

A "
dg,s -j _ AB—C »
woraus man schliefft:
BC—A4"* _ C4A—B* . AB—C'?
diy  dye | dss

’

daB also — nach (17) — die des Verschwindens von A wegen an
sich gleichbezeichneten Ausdriicke

BC—A4*, CA—B"* AB—C%,

dall dem Zeichen von dy,i}. R* entgegengesetzte besitzen. Von den B?
bleibt eines unendlich grof} und zwar fiir d; ;< 0 : R, fiir dy,,>0: R?
(ein, wie oben, unwesentlicher Unterschied); ein bestimmtes Zeichen
lat sich dafiir nicht mehr nachweisen. Das andere R* ist wieder
endlich geworden und hat, da dy,; und X gleichbezeichnet sind, das
dem der Groflen BC— A" ete. entgegengesetzte Zeichen. Wir haben
also die drei Fille:

@) BC—A4? CA—B"* AB—C'* sind negativ, das zweite R ist
reell: — ein System von zwei reellen parallelen Geraden.

) Diese Grilen sind positiv. Das zweite B ist imaginir: —
ein System von zwei imaginiren parallelen Geraden.
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¢) Diese Grillen verschwinden. Die linke Seite der Gleichung
(6) ist ein vollstindiges Quadrat: eine doppelte Gerade.

Unter die Fille ¢) und ¢) gehéren auch die weitern Speciali-
sirungen der Gleichung (6), welche yom gleichzeitigen Verschwinden

der Groben di,i, ds2, ds3 ausgehen, so dald % wieder unendlich
wird. Bemerkt man, dal} jetzt zufolge (22)

7
7/

so erkennt man sofort, dald die Gleichung (6) in folgende iihergehe:
afA4 B c
(p+v'g+9"7) [7p+ a 9+ 7 7'] =0,

so dafd also von beiden Geraden des Falles «) die eine in’s Unend-
liche geriickt erscheint.
Versehwinden endlich noch einmal die Gréflen BC— A ete.,

, 9" Y op v Y o Y
32)2d=B.L 4C. L 2B=C.L4+4.;20=4.—4B.
(32) v} + . v + v 7 +

oA . . .
50 el’schemt—l—)— wieder in der Form J. Quadrirt man die erste der

Gleichungen (32) und setzt an Stelle von 4% BC, so folgt

V_ oV —
. ,y/ ’7 4
also im Ganzen
A B C
T

so dal} sich die linke Seite von (6) auf (yp+v'g+97"7)* reducirt:
die doppelte Gerade des Falles ¢) ist in’s Unendliche geriickt.
— Sohin ist vom Orte II Ordnung nichts mehr iibrig; die Speciali-
sirung hat ihr Ende erreicht.

Die Darstellung dieser zwei letzten Specialisirungen erleidet
einige Abéinderungen, wenn von den 7 eines oder zwei versehwinden;
das Resultat bleibt dasselbe.

Das eben gegebene Schema der Orter Il Ordnung wurde mit
dem von Joachimsthal (Elemente der analytischen Geometrie
1863, p. 103) und Salmon (a. a. 0. p. 422) mitgetheilten, die
beide fiir Parallelcoordinaten giltig sind'), verglichen und nach

1) Bedeutet » den Winkel der Coordinatenaxen p==0, ¢==0, so erhiilt man die heziig-
lichen Resultate durch die fiir jeden Werth von o brauchbare Substitution

p=a—y colang.w ==y cosec.® r=1.
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Berichtigung einiger Ungenauigkeiten damit in Ubereinstimmung
gebracht. Dahin gehort bei Joachimsthal die Scheidung der Fille
L 2. @), b), ¢) (a. a. O, die beiden letzten Zeilen von 1., dann 3.
und 4.) in zwei Abtheilungen, welche durch die Bemerkung, dafl (in
den dort gebrauchten Zeichen) af—d* und ¢f—e* gleichbezeichnet
sind?), als identisch erkannt werden. Bei Salmon wird der Haupt-

fall [ nach dem unwesentlichen Zeichen von A — statt % — abge-

theilt, ohne dall eine bestimmte Annahme iiber das Zeichen von 4
oder C ersichtlich wiire.

8. Zu weiterer Bestitigung dieser Resultate suchen wir noch
aus den Gleichungen (14) die Werthe fiir die Coordinatendifferenzen
P—Po §—Gqp» ™7 Wir erhalten unmittelbar:

PP 9—0%_ r—=r _ kFp—p) ' (g—9)+ (=1,

€4,1 €12 3,1 kej +m'ers4-1es
P—Po_ 9% __ """ _ m' (p—po) +1(g—40) ¥ (r—ry) 33
€1,2 €22 €3 ﬂz’e,,2+lez,2+k/g2’3 ( )
P—Py_ 9—%__ "7 __ U(p—po)+E(g—go)+m(r—n,)
€1 €3, €33 les1+k e s+mess
Nun ist
A(keiitm'er2+1es 1) = Lok Lo/ LU Ly ) —ye,

Nom'4+C', Al + B, K+ 4,y
AU B, K44, x.m4+-C, v
v v v 0
Die hier auftretende Determinante lifSt sich ganz in derselben
Weise umformen, wie E selbst (vgl. Nr. 3). Das Ergebnif ist

1) Was sich aus der Relation

b, ¢, ¢

(af —a?) (ef —d?)— (bf—de)*= . :a, b, dg

d e, f
sogleich ergibt,
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aa 7|—be ’ 0 0 y
7Y
c' , gy, Lt 4 Ly
7Y
Bl A/ , C__R.aa' +,bb . .)’N
1Y
'}l 'y, ‘7!/ O

Beniitzt man ferner die a. a. 0. ausgefithrten Reductionen, so
kommt schlieflich

A(ker,i4-m'esnt1'es ) = v (dia—ers)

7 b/b’/ " b/ bb
)%ﬁi‘y‘fy_ i 27 “+ (B'y'— Cy)+ 2422 + (C'y—B )} ,
und analog
A(meratlez st ens) = 7' (dep—ea)
/! b/bl’ b//b bb/
){aa ;|- (4'4"—Cy )+a a-l— l“_}_aa-l— (Cy— A‘y’)}
A (l'ea 1+Ic’eg 3—}—mes,3) == ‘y"([ls 1—E€3 4)
1/ blb// /I !
_R{a a :y{— (4'y—B ,,)+a a—l— b(B"y A7)+ aa —l—bb ds 3$ 3

Multiplicirt man die erste Reihe der Gleichungen (33) durchaus
mit p—p,, die zweite durchaus mit g—gq,, die dritte durchaus mit
r—r, und nimmt Riicksicht auf die Gleichungen (9), (23) sowie auf
folgende Relationen

7d1,4+7/d2,4 +9"dsy =D
ve1a+y e s+vy'es s =E=0
Y (AY'—Cy )4y (4y —By") = dis
V(B —Ay )ty (BY' =0y ) =doe
v (€Y —By )+y (Cy —4y' )= dss,
so erhiilt man sogleich
(r—po)* _
61,1
(4—g0)* _ (—1p)* _ AR
2,2 ess  D—2){F(a, &, a)+F(,0,6")} —
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Der letzte Nenner geht, wenn man zuerst den Werth von D aus
(24) und hierauf den von X aus derselben Gleichung einsetzt, nach-
einander iiber in:

—MF(a. a'sa")+F (b, b, 0")+421]
=TFAV{F(e,d,a") —F(b,¥,b6")}*+ N

(vgl. Nr. 4). Werden endlich fiir e1,1, 2,2, 3,3 die Werthe aus (30)
und fiir B* aus (17) eingesetzt, so folgt als Endergebnil

(p—po)z — (9_90)2 — (7‘_“7'0)2
di— (@ doe— (@ dag— (@) ]
_ +8*.A

DA\V[F(a&,a)—F (b, b, 0")*+N*

(34)

Das obere Zeichen gilt fiir X =12,; das untere fiir A = 2,. —
Somit erhélt man fiir jede Coordinatendifferenz zwei gleiche und
entgegengesetzte Werthe. Welche davon auf denselben Endpunkt
einer der Axen zu beziehen sind, laf3t sich nur mit Hilfe von Glei-
chung (18) entscheiden.

Wir verzichten auf die Discussion der Gleichungen (34), die zu
den bereits bekannten Ergebnissen fiihrt. Nur die Bemerkung mag
hier eine Stelle finden, daf} dieselben mit den Gleichungen (27) voll-
kommen iibereinstimmen, indem im Falle ihres Bestehens die Grofen
p—p, ete. villig unbestimmt werden, wie es sich fiir den Kreis von
selbst versteht. Auch das zum Falle II 1. bemerkte findet hier Besti-
tigung, wenn die Werthe von Pos 9o» 7o [V8l. Gleichungen (7) und
(8)] beriicksichtigt werden.

9. Die fiir die Quadrate der Halbaxen aufgestellten Ausdriicke
kénnen natiirlich nur Invarianten sein. Um dies zu zeigen, fiihren
wir durch die Gleichungen

p=qap, +bg, +or,
q=1a'p, +Vq, +c'r, («)
r=0a"p+b"gq 4",

ein neues Coordinatensystem Pys 4> 7, ein und suchen die darauf
sich beziehenden Ausdriicke, welche wir durch den unten beigesetzten
Index ,,1« hervorheben, wieder durch die Constanten des urspriing-
lichen Systemes darzustellen.
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Bezeichnet man die Determinante der Substitution () mit ®
und die Unterdeterminanten derselben mit b, ,, so ergibt sich durch
Umkehrung von ()

D.p; = dy,1p+-Dde1g 403,07
D. g, = d1,2p-+D22q+Ds2r
D. r, = b1,3p+b2,sg+bs,31‘.

Setzt man hierin fiir p, ¢, » die Ausdriicke (1) und fiir p,, ¢,, », die
entsprechenden a,x+b,y-+¢, ete., so erhéllt man sofort

D.a, = d1,18+ds,10'+-03,10”
(b) @ .[tl1 = bj,za-*—bg,z(b’-l—bg,za”
D. a) = by sa+bs,0 b3 30

und analog fiir die ,, b;, b und ¢,, c|, ¢| zwei Systeme von Glei-
chungen, die aus () durch Vertauschung der ¢ mit den b, beziiglich ¢
hervorgehen. Man sieht jetzt unmittelbar, dal®

S
(© Si=%5-

Die identische Gleichung des neuen Systemes wird durch

’ " S
WPt =

dargestellt; mit ihr féllt die Gleichung zusammen, welche man erhilt,
wenn man in (2) die Substitution («) ausfiihrt. Diese Bemerkung
liefert die Identititen:

D.yy=ay+ay' +a"y"
@ D9, =by + by + 0"
D=y Y+

Um die Coétficienten der transformirten Gleichung (6) einfach dar-
zustellen, beniitzen wir die Grofen

da+Ca'+Ba'=9U, CaotBa+4ad'=U, Batdad+Ca'=U

und zwei weitere Systeme B, B’, B"; €, €', €', welche aus den U
durch Vertauschung der a mit den 0, beziiglich ¢ hervorgehen. Jetzt
erscheinen die genannten Coéfficienten in folgender Form:
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Ale[a—\—QI'a’—}-Q["a”, B, =%B0+4VB'+B"0", C,=Cc+C¢4E"¢"
A=+ B+ B¢ =Ch €0+ €0” %
4
B; — @(‘l + @Ia/ + @”ﬂ// —_ g[c + Q[/c/ + %//c//
Ci=U~+ AV 4 A'V'= Ba+ B'a'+ B"a
Mit Hilfe dieser und der Ausdriicke (&) findet man sofort
D, =D. ()
Ferner ergibt sich vermittelst (5)
D (4,4, +Cja;+Bja)) = a(A4;01,14Cd1,2+B D1 .5)
(A, €t Bba)Fa (4,14 Cida o Bda ).
Mit Riicksicht auf die Relationen
b|,1a+b1,2[’+bl,3c=® s b1,10'+bg,2b,+b1,30’=0 s bi,iﬂ”'l—bj,zb” -}-b1,3t1'= 0
erhilt man aus (e)
A1+ Cbi 4B =% D
und analog
A D214 Cida s+ Bas =AD, Abdsy1+Bjds4C o35 =A'D;
also schlieBlich
A0, +Cla;+Bia) = a4+ W' +A'a”.
Auf dhnliche Art verschafft man sich die Gleichungen
Ca,+ Bya,+ Aja)= Ba+ B'a'+ B'a’
B, + Ay, + Cia) = Ca 4+ Ca' + €'

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit «,, «;, ¢, und
addirt, so folgt

F\(ap, 4 &)) = a (R, + B+ Ca)) + ¢ (W a+B'a+C'a))
Fa'(Wa,+B"d,+€"a)).
Durch unmittelbare Substitution der Werthe von 2, B, € ergibt sich
ferner
W, +Bal+ Ca) = A (a,04 b+ )+ C'(a,0' +a;b/ +a;¢)
+ B (a,0"+ a8+ "),
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Man bemerkt mit Riicksicht auf die Identititen (6) sogleich, daf®
die Coélficienten der 4, €', B’ in vorstehender Gleichung nichts
anderes sind, als a, «’, a”; also 1st

Ya,+Ba,+Ca; = dat-C'a'+B'a’
und analog
Wa, +Ba; +Cd] = C'at Ba' + A'a”
W'a,+B"a;+C'ay= Ba+ Ada + Ca’,
so dald man zur Gleichung gelangt
(9 F(aya;,a)) = F(a, o, a"),
der man sogleich die analoge an die Seite stellen wird:
Fy(by 6,y ) = F(b,,8")
Man sieht also. daf} die Coéfficienten der Gleichung (24) durch eine
Coordinaten-Transformation nicht geiindert werden, dafl somit
A=A\
Bemerkt man hiezu noch, dafl den Gleichungen (¢) zufolge
A =D%A,
so findet man unter Beachtung von (¢) aus (17), dafy
R, =R.

10. Zum Schlusse sei es gestattet, die vorgefiihrten Ausdriicke
auf die bekannte Aufgabe: ,die grifite Ellipse zu bestimmen, welche
sich einem gegebenen Dreiecke einschreiben lifdt“, anzuwenden.
Indem wir das gegebene Dreieck als Fundamentaldreieck

p=0, ¢g=0, r=20
betrachten, erhalten wir bekanntlich als allgemeine Gleichung der
demselben eingeschriebenen Kegelschnitte:
k*p*+ 12+ mPrt—2klpg—2lmgr—2mkrp = 0,
worin %, /, m beliebige Constante sind. Fiir die Fliche F einer Ellipse

haben wir im Aligemeinen [nach (28)]:

(35) F=RR,x =nS% A 5

(—D)*
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In unserem Falle ist
A = —4k**m* D = —4klm (ky'y" +1y"y4+myy')-

Setzt man diese Ausdriicke in (35) ein, so sieht man sogleich, daf}
es sich um Untersuchung des Ausdruckes

U— kim
kY'Y "+ y+myy )?
handle. Indem wir die Gréflen £, /, m als unabhingige Verinderliche

betrachten, erhalten wir als Bedingungsgleichungen fiir die Maxima
und Minima von U:

m (—2ky'y"+ Uy'y+ myy) =0
mk ( kyy"—2ly"y+ myy) =0
E( kyy' + ly'y—2myy)=0.

Das Verschwinden der Groflen k, I, m ist offenbar nicht zuldssig;
also bleibt nur die Annahme

E_Ll_m
v
iibrig, welche in der That, wie man sich leicht iiberzeugt, einem Maxi-
2
mum von F entspricht. Man findet dasselbe sofort = T %
6Vs 177

2
Da der Flicheninhalt des Fundamentaldreieckes bekanntlich % '%7”

ist, so ist das Verhiltni® desselben zur gréBten eingeschriebenen
Ellipse 3 V3 : r.

Nach den Gleichungen (7) ergibt sich fiir die Mittelpunkts-
Coordinaten unserer Ellipse :

o= Y 80—7"To=—TPo 7 47 To="—""Ps—7 4o+ V"7
oder
’ /7 S
o=V =7"="5

[nach (8)]: das Centrum filit also in den Schwerpunkt des
Dreieckes.
Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. LY. B4, IL. Abth. 21
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Die Beriihrungspunkte der Dreieckseiten bestimmen sich durch
die Gleichungen:

p=0, 7qg—yr=20
g=0, Vr—9p =0
r=0, —yq =0

und werden sofort als die Mittelpunkte derselben erkannt.

Um endlich die Axen unserer Ellipse zu bestimmen, suchen wir,
da nach (35) R, R, schon bekannt ist, noch

2 2
BB —— 50 (L) = — T P @) +F (0,07
[vgl. (17) und (28)]. Wenn wir diesen Ausdruck nach Gleichung
(23) bilden, so ergibt sich ohne Miihe
St
(a4 68"y (a8 y g (ad 406 77}

Multiplicirt man die Gleichungen (20) der Reihe nach mit , 9/, y”
und addirt, so erhilt man an Stelle des in der Klammer stehenden
Ausdruckes

—%{(a’—{-b") .yz_'_(am_'_b/a) 7/2+(aui+buz) ‘y/,g}’
S’{a’—kb’ a/2+ 612 auz_l_buzs

BB =

also

R§+R§ =I§ ,y/i,yml 7//272 727/2

oder mit Riicksicht auf die in Nr. 1 fiir die Seiten P, Q, B des Fun-
damentaldreieckes aufgestellten Ausdriicke

P1+ Q2+Rﬂ
Bitly=—T5
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