379

Uber einige vielfache Integrale.

Von dem w. M. Dr. Anton Winckler.

(Vorgelegt in der Sitzung am 17. Juni 1869.)

Unter den zahlreichen Formeln fiir bestimmte einfache Integrale
lassen sich bekanntlich viele als besondere und zwar einfachste Fille
gewisser, zwischen mehrfachen Integralen bestehender Relationen
betrachten und aus diesen unmittelbar ableiten. Nicht selten aber
kann man, was ebenfalls bekannt und in mancher Hinsicht wichtiger
ist, auch umgekehrt, von jenen Formeln ausgehend, zu solchen ali-
gemeinen Relationen gelangen, und mit einigen neuen Fillen dieser
Art, welche sich hauptsichlich auf Exponentialfunctionen beziehen,
wird sich das Folgende beschéftigen.

Dieselben scheinen ihrer grifern Allgemeinheit wegen und auch
darum von einigem Interesse zu sein, weil aus ihnen eine Anzahl
bekannter Resultate als besondere Fille abgeleitet werden kionnen,
die bisher auf verschiedenen, unter sich scheinbar nicht im Zu-
sammenhange stehenden Wegen gefunden worden sind.

Der Gesichtspunkt, von welchem hierbei ausgegangen wird,
besteht sehr einfach darin, dafl die in den Exponenten vorkommen-
den, die Verinderlichen der Integration enthaltenden Summen in
verschiedener Weise angeordnet werden konnen und hierdurch auch
verschiedene Anordnungen der successive auszufiihrenden Integra-
tionen gestatten, wie des Niiheren sich sogleich ergeben wird.

1.

Es seien @, x,, x3,...xn, fernery,, y,, y;,. - .y, von ein-
ander unabhiingige veréinderliche Grifen; a,, a,, 5. . .an, dann
b, b,, by, .. .0y, und ¢, fiir alle ganzzahligen Werthe von p. und v
positive Constanten und es werde der Kiirze wegen:
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X = 0504, COSqyT, - .. COS UnTn

Y = cosb,y,cosb,y, . .. cosb,y,

V=0 p=m

U= 20 20 Cpv ZpYys WOTID €9 =0 sein soll,
v=0 u=

gesetzt. Der Ausdruck:

XYe
seinach &, 2,,. @n> Yy Yy -+ Ya zwischen den Grenzen 0 und oo
zu integriren.

Denkt man sich zunéichst die Summe % nach den y geordnet,
also:

y=n p=m

= )
w==Y pi'o Gy T

geschrieben und beriicksichtigt man die Formel:

f e Meoslydy = l_z-llf—k"

0

s0 lassen sich die » Integrationen nach den y unmittelbar ausfiihren,
und ebenso kinnen die mm Integrationen beziiglich der 2 vollzogen
werden, wenn man die Summe « nach den # ordnet, also

p.=m y=n

¥ 2
u =p.:0 Ty VEOOP"V Y
schreibt. Es ergibt sich daher die Gleichung:

o9

. Xe_y‘); c“'o xl“'.vl;[l [‘b?]_’*i—ps] da;l d{lfz . d:v,,. =

— éco e )

p=t
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wobei der bequemern Schreibweise wegen:
P.:"l y=n

=2 0% Qo= X 01,

gesetzt wurde, und unter x,, y, beliebige positive Constanten zu
verstehen sind.

Fiir den besondern Fall » =1 und 4, =0, xy=y,=1 ergibt
sich hieraus:

o0

f ] f COSEL, ) COSUyTy..COSULn, e—erartenst +tensndy, d, .. da,
Coa+C1,1%1 + oo+ Cn, 1%
_0

_f“ C1,0 -I— C1,1Y ) C2,0 + C21Y . Cm,0 + Cma1Y
af4-(er,04-€1,19)* aj+ (€20 4-€2,1y)* @it-(Cmo--Cn1y)*
0

e"'co,lydy

wobei rechter Hand y statt y, geschrieben wurde.

2.
Behalten X und Y ihre vorige Bedeutung, setzt man dagegen:

y=n p=mn

u= 2 2 Ccu,r,y’ Cop=10
v=0 p—o MY wYvo 0,0

und unterzieht den Ausdruck:
XYe—*

der Integration nach @, x,, Zus Yy» Ygs y» Zwischen den
Grenzen 0 und 0o, so lassen sich, wenn man zuniichst « nach den y
ordnet, also

yv=mn p=m

u= 2 y* X x,

v=0 Y p=0 Cov P
schreibt, die z Integrationen nach den y insgesammt ausfiihren, da
bekanntlich :
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(=~

T &
e~ cos lydy = 1 7 e ik

0
ist. Ordnet man dagegen « nach den & indem man schreibt

p=m y=n

= X 2
U= MEO Ty X Cun Y

so konnen wie im vorigen Art. die m Integrationen nach den
effectuirt werden.
Wird zur Abkiirzung:

p=m

pv = P.%Ocp.,v wp.»

y=n

-
2
o= Z Cur Y

und zugleich:
b 0%
9% I | | }7

gesetzt, so erhilt man das fo]gende Resultat:

yo " (_p.,olp.
(la:, dz, . ..dw, =
Vl’l PaPs3- -
et “ﬁ _ & Ny dy, ... d
7:) a gy

p._

Fiir den besondern Fall n=1 und §, =0, z, =y, =1 ergibt
sich hieraus:

—0
Mcosrqxieosazxz...cosa,,,a;',,, —

; (e1071t ﬂe,ol‘z-i----+¢'m,o-1-‘m).(lmld_z.z_,_dwm
0 ‘ Co,1+ C1,10) +:+ + Con 4%

_ 1 o C1,0 + Ci1Y C2,0 + C21Y Cm,0 + Cm1Y o~y i]!_
V; a%+(cl,0+ciyi y)2 a§+(0210+0211y)2 a'z"'—i_(c""»o_l-cm)iy)z'
0

Vy

wobei rechter Hand y statt y? geschrieben wurde
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Wie man sieht, unterscheidet sich diese Gleichung von der
am Schlusse des vorigen Art. erhaltenen im Wesentlichen darin,
dal in der erstern links die Quadratwurzel der linearen Function
co1+crax+ <. a1, statt der ersten Potenz, rechts aber
noch l/37 im Nenner vorkommt.

Es ist leicht, beide Gleichungen mit bekannten Resultaten in
{bereinstimmung zu bringen, wenn man etwa m=1, oder m=—=1
und ¢1,1 = 0 setzt.

3.

Es seien wieder z, @, @,, ... &n, dann y,, y,, y,, Yn
von einander unabhingige veriinderliche Griflen; o, a,, Clins
By» Bys B, seien positive Constanten, ferner seien alle Werthe
positiv, welche allgemein mit ¢, , bezeichnet sind, unter y. die Zahlen
1, 2, m und unter v die Zahlen 1, 2, n verstanden. Der
Abkiirzung wegen werde:

en—1
X= w?l_‘ Qfgzﬁi .. --T/'m'

Ba—1

1, B,—1
O

sodann:

y=n P,:Nl

Y

Y Y
0 p=0 b T Yy

d
=

U =

gesetzt. Der Ausdruck:
XYe

sei nach z, z,, Zws Yis Yos Yy, zwischen die Grenzen
0 und oo zu infegriren, so dafd also zunichst &z, und g, als constant
betrachtet werden.

Die Integration 1i03t sich auf zwei verschiedene Arten anordnen,
so namlich, dal in der einen die Integration nach allen & und in der
andern nach allen y unmittelbar vollzogen werden kann. Denkt man
sich zu dem Ende die Doppelsumme # nach den y geordnet, also

v=n =m

S N
U= 2 cun
v=0 yvp.:O v

geschrieben und beriicksichtigt, daf}:
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= r
[ o=
“o
so gelangt man, wie leicht einzusehen ist, zu dem folgenden Aus-
druck:

B yozc}’vo'r[)-
T(BHT(B) --T'(B) o de, d,. . da,,
H ( E Cu, vvvp.)

Ordnet man dagegen die Doppelsumme « nach den &, schreibt
also:

]J.:"l y=n

— D
U= p.2=0 T = O Yo

und macht nunmehr die Integratioﬂ nach den @ zur ersten, so ergibt
sich fiir dasselbe m - nfache Integral der Ausdruck:

Y. e“-‘"oi Co,v¥y
I'(e)T(ay) . T'(etm) ror—— dy, dy, . ..dy,
fll(vgo Cu Ys) ¥

worin nun, wie bemerkt, -, y, beliebige constante, jedoch positive
Werthe bezeichnen.

Diese beiden Ausdriicke stellen dieselbe Gréfe dar; man hat
daher die Gleichung:

X. g_yo§ Cp_,om
T(BIT(By) --T'(Bw) P dow,dw,. . .dz,
H ( 2 CM “"p)
—_0

)

Y. e—"'og Co,v¥y
=T'(a ) (e)..T'(et) [ [.-. em— dy,dy, . .. dy.

3 H(Ec}")\"lv)l"

0

aus welcher sich nun zwei verschiedene Resultate ziehen lassen.
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Es sei ¢y =1, y,=1 und der Abkiirzung wegen werde:
A=T(2)T(a,) - ..T(ctw)
B=T(E)T(B,)---T(B)

gesetzt; schreibt man aullerdem die Summenausdriicke in entwickel-
ter Form, so ergibt sich:

xu,—i .Q,az_i cx,,.—l “(01,0"’"1""'2‘0"”2‘}" € 0Tm)
ol dz,dz,...dv
1UT g e BTy
00, 1+cl 'K ’Ll+02,) T2 + +cm,v a'm}

()

Br—1 ¢yB—1, Bn—i »— (Co,1914€0,2Y2 + + <= Co,n¥n)
] f/ f e -,
cp,o—l—cy,ui—l— Cp2Y2t oo - Cpnln} %

Das zweite Resultat ergibt sich auf folgende Art.

In der Gleichung (I) denke man sich x 2, zyz,, ...z &n
vesp. fiir @, #,,...@, und wieder y,=1 gesetzt, ferner jene
Gleichung beiderseits mit:

;voﬁl‘}‘ﬂz'*‘ oot B2 dw()

multiplicivt und hierauf nach 2, zwischen den Grenzen 0 und oo
integrirt; es ergibt sich dann, wenn der Abkiirzung wegen

a=oa +a+...4+ant2
b=B+ B+ B2

gesetzt und ¢ > 0, b > 0 angenommen wird, die Gleichung

ap et ey de de,. . de,
I‘(b v=n
[00 0+ci 0.’13'1+ +cm,01'm] H (00 v+01 vwi+ ‘l'cm,vv't"m)[iv

-(2)

Aﬂ/ JBI"‘ Jﬁz—l yﬁ"“‘ ([:y1 (l‘/z dyn
I'(a p=m
( ) [00 0 ¢o, 1J1+ +00 2y n] I[ (cp.,l)"{_cp.,‘i Jl+ +cp,n:‘/n) *
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Die Fille der Gleichungen (1) und (2), welche der Annahme
m=n=1 entsprechen, sind bekannt.

Aus (1) erhillt man néimlich fiir diese Annahme :

JB 1 g~—co1y

F(ﬂ)/ (;01 =+ ¢4 1$)ﬁ F(a)/, (e1,04 e1,1y)* ay

wobei o, B fir &, B, und @, y fiir x;, y, gesetzt worden sind.

Diese Gleichung wurde von Cauchy gefunden. (Journal de
I'école polytechn. T. XVII p. 154.)

Aus (2) ergibt sich fiir dieselbe Annahme:

r'(p) o a1 da
I‘(ﬁ—|—7\) (60,0 -|— C1,0 CL’)“'H‘ (00,1 —l— Ci4 a:)ﬁ
0

_ I r~ y''dy
~ I(a42) (0,0 + o1 y)P(e10 4 €1,19)*
0

wobei abermals die Indices bei e, 3, @, y weggelassen worden sind.

Diese Gleichung hat Abel in etwas verschiedener Form auf
anderem Wege (Oeuvres compl. T. I, p. 96) hergeleitet.

Fiir coo=coi=cio=c¢,1=1, =1, A=9—1 erhilt man
daraus auch die bekannte Relation zwischen’den Euler’schen Inte-
gralen erster und zweiter Gattung.

Fir n=1, also B=T'(,) und wenn 3, =, y, =y gesetst
wird, erhdlt man aus (1) die Gleichung:

/‘°° 1,—I,Uaz—1 ,l;.am—i —(c10r1te2 0Tt femotin)

= 7 dx,dz,. . dv,=

j_/ - =+ ¢y, 12y + 12, 4. -Fca,t %u)

F(al) F(“z) .. I‘(am) *° yﬁ—‘ e—co1y d?/
F(@) (Ci,o—l— 1,1 y)“1(02,0_|_ C2,1 y)ag‘ . (cm,0+ cm,iy) o
0

welche, soviel mir bekannt ist, ebenfalls von Cauchy herriihrt.
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Fiir dieselben Annahmen ergibt sich aus (2) die Gleichung:

e av gt p—lde de,. . dz, _
/f ) (00,0+01,0 .11)'1+. + Cm,0 »’Um)n (CO,I+CI,1$1+ .. +Cm,i .Z',,,)ﬁ
o
rEt) A [T vy

') T(e) / (€o,0 + o1 y)P ™ (e1,0 + 1,1 9) % . (€m0 + €1 y)*

Wird co0 = co,1, €1,0==¢€1,15 €2,0=C2,1,- - Cujo= Cn,1 gesetat,
so geht diese Gleichung iiber in:

gty e d, d,. . . d2,
(cﬂ 0 + Ci Uw1 + 02 o2 _l_ + cm,Oxm)ﬁ+

T+
8 o (Bt a) T(a)T(e)- . .T'(an)

+
o0 €1 0230- <Cm0

und dieses BResultat stimmt ebenfalls mit einem bekannten iiberein,
wenn f+a=yalso f4+A=9— (¢, +a,+..Fan)und =1
gesetzt wird. (Moigno, Cale. intégral. p. 260.)

Wie man sieht, sind die meisten der hierher gehirigen Rela-
tionen, welche einzeln auf verschiedenen Wegen gefunden wurden,
in den hier entwickelten Formeln als besondere Fille enthalten.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. IX. Bd. Il. Abth, 26
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