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Die allgemeinen Differenzialquotienten der Functionen
e™. cos (o + Bx), e*. sin (a + Bx),
a2 cos{blg (a + B}, . sinfplg (a + Bx)}, ete.
Von Franz Unferdinger,
Lehrer der Mathemaiik an der dffentlichen Oherrealschule am hohen Markt in Wien.

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. October 1869.)

§. 1.

«
Es sei X irgend eine Function von 2, welche noch den unab-
hiingigen Parameter a enthilt und deren n'** Differenzialquotient nach

a
x X ist, so dal in der Bezeichnung von Cauchy:

DX — X0,

Wird der Parameter imaginér « -+ 67 und gehen hierfiir bei der
a [3
Reduction auf die Normalform die heiden Functionen X, X he-

ziehungsweise in
YAiZ, YOO 4 iZM
iiber, so ist auch
DMY 4 iZ} = Y™ 4 iZ2™,
welche Gleichung in die beiden folgenden zerfillt:
DrY = Y(n), D7 — Z(n)'

Da sich bei dem Durchgang durch das Imaginiire bekanntlich
die Functionen in andere wesentlich verschiedene verwandeln, so
dient das bezeichnete Verfahren zur Ableitung neuer Differenzial-
quotienten mit allgemeiner Ordnungszahl.

Wir werden im Folgenden dieses Verfahren anwenden auf die
Funetionen ¢*®, £, deren Differenzialquotienten bekanntlich am ein-
fachsten sind, denn es ist:

1) Dre® = a" e, 2) Drar—nt|" e, n > 0.
n
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§ 2.

Wenn 4,, B, die durch folgende Gleichungen ausgesprochene
Bedeutung haben:

A,, = q"— [g] an—z b? + (Z) an——4 bk —

B,— (71’]“"_1 bh— [g] a3 6% 4 [Z] a5 b —

so ist (¢ 4 b7)" = A4, + B, und da ferner

3)

()7 — 0% {eos b +- i sin ba},

so gibt die Gleichung (1) nach kurzer Rechnung:

D" {e°". cos b} = (A, c0s br — B, sinbx) e,
W (i )

D" {e°®. sin ba} = (A4n sin b + B, cos bx) e~
Fir £ =0 wird

D {e = cos b} y= A, D" {e*sinba} y= B,
und hiermit nach dem Theorem von Maclaurin:

3
e, cosbm—i-{— + 19 -|-1 A; +.
ear.sinbx_B”+lf +1 32"’3+..

Die zweite Entwickelung folgt auch aus der ersten, durch
Differenziation nach b, denn es ist

dAn dB
(6) 7 S0 wie %——_:nA,._

Durch die Substitution ¢ =pcos, &=psinG wird nach den
Gleichungen des Vieta:

Ay =preosnd, B, = p"sinnb

und da nun p= /4> $* und wenn a positiv vorausgesetzt wird

6 =a1*ctg‘b7, so erlangen die Formeln (4) folgende Gestalt:
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51)" fereosba} = VaP4-b¥". cos fn are. tg % + ba}. e,

(7 a>0

t]_)" {ersinbar} = Va6 sinfnare. tg g + ba}. e,

Fir ¢ << 0 wird 6 =~ 4 are. tg f)—t und die zweiten Theile dieser

Gleichungen sind noch mit (—1)* zu multipliciven.

Will man beide Fille zusammenziehen, so setze man ohne
weitere Reduction

1 «
0 =§n—alc.tgz

und man hat in voller Allgemeinheit:

D*{e=cos b} = Va*4-b*". cos {n (% n — are. tg %J +ba}. e,
() — 1 «
Dr{e= sin b} = V@b sin {n [5 x—are. tg Z) +ba}. e,
Ist in (7) a=0=1, so wird speciell:

D {e* cos x} = 1/2" cos [n{ + m] e
(®) 5 nm
D*{e* sin x} = V2" sin {Z + a,] e*,

aber firea=—1, b =1

D {8—.10 cos (U} —_ (__ VAZ)"COS [7_22 _ .’IZ’) e,
(®) = nr
D" {e—=sin &} = — (—V/2)"sin [Z —.a,] e,

Fiir @« = 0 folgt aus ('7') das bekannte Resultat:

D (cosba) = b cos ;ng + bm% ,

) nm
Dr (sin ba) = b" sin %E— + bm} ,

so wie fiir 6 = 0 die Gleichung (1).
Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. LX. Bd. 1I. Abth. 40
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Allgemeiner werden die Gleichungen (7) durch die Substitution
& =p + ¢z, indem man von der Beziehung Gebrauch macht:

D:=q" Dy
Wird alsdann mit e? ahgekiirzt ag = m, bp = &, bg = P gesetat

und zuletzt wieder @ fiir z geschrieben, so folgt:

D {em=. cos(a-+Bar)} = VmP+4P¥" cos n arc.tgy—i + o 4B},
(10) 8 m>0
D{em=. sin (a+-Ba)} = VP P*. sin fnave. tg:—n + o+ fBa}.

Ist m < 0, so sind die zweiten Theile noch mit (—1)" zu multi-

pliciren.

§ 3.
Bevor wir die Gleichung (2) fiir ecomplexe Werthe des Expo-
nenten s anwenden konnen, ist nothwendig den Binomialcoefficient (7::]

fiir m = a4 b¢ auf die Normalform zu reduciren. Es ist

(a-i—bz) _1 "ﬁ {(a—1) + bi}

n n!
oder wenn gesetzt wird:

(1) a—r=preosl., b=p,sinl,

b 1 »—t -
[a+ &] al’ l;[ pr(cos6, 4 ¢sinf,).

n

Aus den Gleichungen (11) folgt:

(12) o= V=170
und fiir e—7 > 0:

3 6r= re. t N
(13) are ga—r

fiic ¢ —r << 0:

(14)




=

7 und die Substitution dieser Werthe in (2) gibt mit Anwendung der Reduction (16) nach leichter Rechnung:

oder ohne Unterscheidung nach dem Vorzeichen von ¢—7 und ohne weitere Reduction:

6,=; n—arc.tga;r,

wird nun zur Abkiirzung

(13) Po=popipy- -« o1 =V[a*+ 8] [(a —1)* + "] [(e —2)* +8°] ... [(e —n+ 1)* + #*]
eingefiihrt, so erlangt unser Binomialcoefficient folgende Gestalt:

(16) [a+ bz’) =P,..§ €05 (00 + 0+ ..+ e,,_,)}
n + isin (6,4 6, F 6, + - - -+ 6a_s)

§ 4
Fir m = a - b¢ wird

™= x" {cos {blga} + isin{blga} .r"“”:.t"—".{cos {61g 2} + isin {blgw}}

Dr {w"cos {b]gw}} =P,.cos(0y+0,+ 0,4+ . .01+ blgx).

m .
D {x" sin {blgw}} =P,.sin(0,+0,4+0,+ . .40y blga). s

'9)@ uauUOIOUNY J3p uUANOnbperzugroyIq wouPWAS(E o1q

609



Hiermit gelangt man fiir =1 durch Anwendung der folgenden Form des Maclaurin’scher Theorems

FA+2) =)+ (O 4+ AT+

zu den beiden Reihenentwickelungen:

2 3
A+ x)cosplg(1 + )} =1 —I—ai%-'l—a”f.—2+a31—'“2‘—.~3+
(18) 3 —l<r<+41

X

0 z xz?
(1+CL’) sm{b]g(i +.’L')}—61 T"i—b2 m+b3m+. . as
in welchen die Coefficienten durch folgende Gleichungen bestimmt werden:

(19) @y = Po.c0s (0,46, 4 0, 4. . .4 6.41),
bp =P,.sin (0,+ 0, + 6,4 ...+ 6.1).
Diese Reihen convergiren fiir jene Werthe von @, fiir welche die folgende Reihe convergirt:
3

x x? x
1+P1T+Pzr_2+P3'1 2‘.—3 +..

nun ist sicher, wenn rechts ¢ und & auf ihre absoluten Werthe redueirt werden:

Po<(at8) (@+b—1)(a+b—2). .(at+b+n—1)
Pn< [a—l—b].

n! n

019
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Die Reihen (18) convergiren also sicher fiir jene Werthe von x, fiir welche
b 5
e (e (e

convergent bleibt, d. h. fiir — 1 <z <1.

Zu demselben Resultat fiihrt das Kriterium von Cauchy fir die Grenze von Untt,

Un
Setzt man in den Gleichungen (17) a = 0, so tritt zur Bestimmung der Winkel 6, durchaus die Gleichung (14)

in Kraft und man hat:

(20) 6o+ 0, + 6,4+ A Oy=nr— arc.tg%—arc.tg—il—arc.tgg——. . —are. tgzii;
. n—

hiermit erhilt man, wenn zuletzt o statt b geschrieben wird:

Dr {cos {algw}}

— 1) S—
a1y = ( :c") Vaz(a2+12)(a2+ 2%).. . (a*+7n— 12) cos{arc.tgg— + arc.tg% +. .+ ::\re.tg;—i—T —algx}
( ¥/ {sin {algw}}

—1) : — .
= _( ) Vaz(a2+12) (a*422).. .(a”—l—n——i’f) sin {are. tg% ~ are. tg—f——i— .«.4are. tgn—ii —algx}.

$‘IL

Mit dem speciellen Werthe £ =1 erhilt man hieraus dhnlich wie friiher zwei Potenzreihen:

'939 uauerjouUNyg J3p uajusijondjrizuatayiq uautAWAS|R 1§
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4 2 z°
cosfalg (1 + )} =1 +at;+az%+ﬁzm+'-'e
28 —l<r<+1

(22) .
sin{alg(l +.‘Z')} =b1T + b2 1—.2 + b3 m+. ..y

in welchen die Coefficienten folgende Bedeutung haben :

= (—1"Va(a2+1?) (a*+2)...(a2+n—1") cos garc. tg% + are. tg%-{- ...t are.tg nj‘_ 1%,
(23)

47

l\bn =—(=1)" Vaz(a"+ 12) (a2 +2%).. . (a*+n — 17)sin garc. th— ~+ are. tg % +...4arc tg—ni—ié

und die Convergenzgrenzen dieselben sind, wie in (18).
Die Substitution ¢ =0 in dem complexen Binomialcoefficienten (16) fiihrt bei Anwendung der Gleichung (20),
mit der Abkiirzung

(24) Bi= Vb6 +15) (2 +2Y)... (B +n— 1))

zu folgender Transformation, von welcher spiter Gebrauch gemacht wird :

aafuiprajug

b b b b %
cossare. tg — -} are.tg — 4 arec.tg -4 ...4 arc. tg ——
. ) s . tg &+ are. tg 7 are.tg g+ .+ are. tg — |

n n! . . b b b ‘ b g
——1,Sln§alc. tg6+alc.tg1—+arc.tg2—+. . .«|—au3.1tgn__1
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§. 5.

Die Anwendung des im Eingange erliuterten Verfahrens auf
die Function a*t% fiihrte uns zur Kenntni® der allgemeinen Diffe-
renzialquotienten der Functionen m“cos{blgm}. atsinfblga}. Um
die Differenzialquotienten der Functionen a“cosf{dlg(«—+ fx)},
atsin{blg (a4 Ba)} zu erhalten, gehen wir aus von der Function
a%(« + )" und beniitzen die Leibnitz sche Formel fiir die Diffe-
renziation der Producte:

D" (uv) = S (?]B’ w.D* v,
0

worin sieh die Summation auf s bezieht. Dieselbe kann auch in fol-
gender Weise geschrieben werden, welche fiir unsere Zwecke dien-
lich ist:

n—1

(26) D" (uv) = vD"u +S [ZJ Dow. D=,
0
Jetzt setzen wir u =a°, v = (a + )%, so dald nach (2)

szu — .S‘.’ {[t] .z.rt—a’
S

welche Gleichung auch fiir s == 0 gilt, mit 0! =1, (O] 1.

Ferner ist

Do apim )| ) (o wy-emen

und hiermit gibt (26):

— D" vt (a4 &)l =

n!

@7) -

oo S e

Aus der Gleichung (25) folgt, wenn 2—s an die Stelle von
n tritt:



( bi ) _ (;w cos {arc. tg g + apc.tgl;— + ...+ arc. tgn__%__d

— — )/
s (n—s)! —isin%arc.tg%—l—arc.tgi—-l—...+arc.tg;l—_—_ZT1E

auch ist

(et @)i=cos{blg(a+ 2)} +isinfblg (x4 x)}.
Die Substitution dieser Werthe in (25) gibt nach kurzer Rechnung und nach Zerfillung des Reelen und
Imaginiren fiir sich:

l’D" %xﬂcos{blg (« +w)}}

n—1 )n—s Rn—s (s}‘va—s

b b
=( }z‘"““ cos{blg («+ )} + S =) (aFay— . cos {are. tg0—+...-|— arc.tgn—_—s_—1—b]g(a+w)},

(28) !
EDn {ma sin{blg (o +$)}}

B[

= (n] =" sin{blg (a« + @)} + S i (e oy .sin {are. tg % +...4 are. tgn~ —

7—blg(ata)}

In diesen Formeln ist im Sinne der Gleichungen (24):

(29) Buo= Vo0 15 (12 4-2%)...(0*+n—s— 1°)

Y19
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und wenn B statt x gesetzt wird, so erhdlt man folgende allgemeine Resultate:
1
n—!D‘" {x"‘cos {blg («+ 5:):)}}

n—1 a
(_. 1 )n—sR"_‘{ )xa—-s .-
— a A—T Q $ ﬁ ] y " U_b . b —_— . "
__(nJ.z .COS {blg(a+ﬁx)}+u ) \a o cos{alc.tbo-|.....—f—au,.tgn_&__1 big(atp)},

0

(30)
1 .
;1_!1)" {ay" sin{blg (x+ ﬁ“‘)}}

| SR g b
_—_.[::J 2", sin {blg(a‘f‘ﬁdf)} + $ (n — 3)(!8) [a_—f@m) sin {arc.tg%—}-... +arc'tgn_s_1 —'blg(oc-i-@w)} .

Speciell fiir @ = ¢ verschwinden unter dem Summenzeichen alle Glieder bis auf jenes, welches s =0 entspricht

und man erhilt, wenn a fiir b geschrieben wird:

‘299 udUEnIUNY J8p wojuaygonbierzuateylq wsurAWAS L a1

D {eosfa ]g(“'f-ﬁf”)}} = (—D"R, (a—fﬁw]n' cos {are. tg% - are. tg (;——}- ...4are. tg n-‘i1 —alg (a+-B)},

D~ fsin falg (a-+pa)}} = —(—1)"R, [“ B@x]"' sin {are. tg%——]—arc.tg ii+. . . are. tg;—iT-—alg(a—l-ﬁx)}: :_:

(31)




worin jetzt:

(32) B=Va(@+1?) (@* +2%)...(@+n— 1))

Hieraus folgt unmittelbar, wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:

(33) An = are. tg%—i— arc.tg‘f——]—. ..} are. tgn—a—l— —alga,

D gcos falg (a + ﬁ.z-)}}0= (— 1)’»1:,,[2]". ¢oshn,
g]n. sin A, ,

(34) D" {sin {alg(a+ 5$)}}0= —(= UnR"[

was auf folgende Reihenentwickelungen fiihrt fiir o > 0:

cos{alg (a4 fa)}=cos (algx) —@ (ﬁi_x] + 3;21%)"
(35) .

sin {a1g (« + )} = sin(elg«) -|- 1 5in A, [%) — Rzis—l;lz
mit der Convergenzbedingung — 1 < ~ < 1.

Fiir « = 3 = 1 gehen diese Entwickelungen in jene (22) iiber.

(

ﬁw]’ Rjcos),
) 1.2.3
ﬁx]z B, sin 24
)t 123

919
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§. 6.

Fiir « = 0 stimmen die linken Seiten der Gleichungen (28) beziehungsweise mit jenen (17) und man gelangt
durch die Gleichstellung der rechten Seiten nach Kiirzung mit 2°—" zu folgenden Summationen:

%cos(eo—{- ,4+06,4+.. +6._1+blga)
g f)

b
:( }cos(blg.x)—{-S — cos {arc.tg%—}— arc.tg%-}—. .-i—arc.tgm——b]gw},
(36) »
7#sin(@o—l—ei+62—|—. o0 Fblga)

—1 —

(=) Ry
.—_—( ]sm (blgz) — QJ 9! (s] sin {arec. tg%-l—arc. tgl;——|- .. .+arc.tgn—__—s—b___1-b]gw},
\ 0 )

in welchen P, und R,_, die Werthe aus (15) und (29) bezeichnen und 6, entsprechend dem Vorzeichen von a—7
aus (13) oder (14) zu entnehmen ist.
Die Gleichungen (28) gestatten noch eine bemerkenswerthe Transformation fiir & — o statt . Setzt man zuletat

noch — % statt « und multiplicirt mit B¢, so zeigen sich folgende Resultate:

‘279 uauoyjouny Jap uduajonbjuizustayiq ueurewa Sy AL
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% Dr {(a—l—ﬁx)“ cos {b lgm}}»

SRty

' b
=[Z]@"(a+ﬁx)“—"cos {blg +k0) =yl cosfare.tg 5+ +are.tg—— —blgay},
(37)
1 .
o7 D {(a—l-ﬁx)a sin {b]gx}}
(=1 R 7B (et ) b ,
=[Z)@"(a+ﬁx)a—n sin {b1g a} —S - E;.]a-"—‘s sin{are. tg 6+...-|—arc.tgn_2_1_blga¢} ,

welche Formeln ebenfalls giltig sind fiir jeden reellen Werth von a
Zu demselben Resultat gelangt man auch im Sinne der Bemerkung zu Anfang des §. 5 mit der Form («+x)“.a%,

wenn man auf reelle Functionen redueirt.
§ 7.
Eine andere Anwendung unserer Methode gewihrt die bekannte Formel:

. n—1 — 1) b=
(38) Drig (a—{—ba;')=( D(a —Slja;')" )b

fir b = ¢. Die Reduction auf die Normalform gibt:

S1Y
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N @
Ig (a4 xi)= glg (@*+a?) 4 iarve.tg ai'

i " N | ..
;a +m} =(x—at) -—F(cosne-}-zsmnﬁ),

wobei p= Va?* + ¢® und
(39) firxz >0 0=nare. tg%, fir # <0 0=n- are.tg (i,
€

oder ohne Unterscheidung nach x:

>

1 @
(40) 6=§rr—-a1c.tg;.

Hiermit erhilt man unmittelbar:

— 1)y (n—1)!

2(
Drlg(a*+ o) = cos 28,
S g(#*+ 4" Vorp o
(41) ) 1 n—1 1 !
D" are, tg-a3 = = )__(_n:— ): sin 0.
a Vl'z-l- a?

Zur Bestimmung des n'*" Differenzialquotienten von Ig (#*— a*}
= Ig (4 ) 4 1g (x — ) wendet man die Gleichung (38) an, mit
b=1 und — « statt «:

(@+ay+@—ar

(.fl?z—" (LZ)H

(42) Drlg(x*—a?) =(—1)" (n—1)!

Die erste Gleichung in (41) und jene (42) lassen sich ver-
aligemeinern durch Anwendung der Identitiiten:

2 ——\2
(b —]I/—_cx) “+ (W) = a+ 2bx + ca? fir ac—6* >0,
c ¢

2 —ac)
[b + ca-) ~ ( Zé__“j) — a 2ba + ca? fiir B —ac > 0,

Ve Ve



Setzt man nédmlich in den genannten Gleichungen b_ltim statt  und statt « in der ersteren

¢
Vb2 — ac

Ve

letzteren statt « aber , s0 verwandeln sich dieselben in folgende:

n

D"]g(d + 2bx + c:v") 2 (—1)"—1 (n——l) l/m— cos n@, ac — bl > 0,

(43)
n 2y _ 2t 0 +Vb*—ac+ ca} "+ {b—Vo2—ac+ cw}
Drlg (a + 2bx + ca®) = (—1)"~" (n—1)! (a+2bx + cz*)”

dabei ist In der ersteren

Vac — b*

fir b4 cxr >0, O=are. tgm,

(44)
Vac—b*
fiir b+cx<0, 6—ﬂ+alc.tgm,

, In der

—ac>0;

eine Unterscheidung, welche in vielen Fillen iibersehen wird. Will man dieselbe vermeiden, so ist zu setzen, ohne

weitere Reduection:

1 b4 cx
45 6 =_—m—are.tg ——,
(45) 2 gl/ac—b’Z

so dal der Winkel 0 stumpf wird, wenn b -} cx negativ ist.

069
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Ist in der ersten Formel (43) ¢<C0, so mufl auch «<<0 sein
und um imaginire Grofen zu vermeiden, ist alsdann der Bruch rechts
durch den gleichwerthigen

—c
— a—2bx — ca?

zu ersctzen,
Entwickelt man in der zweiten Gleichung (43)

b+ cx + Vi*—ac)"

nach dem binomischen Lehrsatz, so gelangt man leicht zu folgender
Summenform, welche allgemein giltig ist:

(46) Drlg (a+ 2bx + ca?)
_ 2(—1)"—‘ (7?,—1).’ n . S
— (at2ba+ca?) S (23] (6*—ac)’(b+cx)"—2,

das Summenzeichen bezieht sich auf s fiir alle ganzen positiven
Zahlen 0, 1, 2, 3,. .. bis die Reihe von selbst abbricht.

§. 8.

In der bekannten Entwickelung mit » als ganze positive Zahl:

(41 (+VI=)"+(1—Vi=)'= nan(:‘_)s('l—sJ (zz]

n—s s

bezieht sich die Summation auf s=0, 1, 2, 3. bis die Reihe
rechts von selbst abbricht. Fiir

a+2bx 4 ca* b*— ac
————(b—fcx)z ¢, also l—z——-m—m‘)z

erhiilt man hieraus mit Leichtigkeit :
b+Vo—ac+cx}"+ b-—Vi*—ac+ ca}"
— (_1)8[72—8] $ n—23 2)s
= SEEH" 2 @t el (02004 o)

n—

und die zweite Gleichung in (43) verwandelt sich hiermit in folgende :



n 7y _ at (=1)° (n—s)_e{2(b+ cx)}—>
(48) ? ]g(a+2bw+cx )_(—1) ! n—s ( ](a+2b$‘+(3x2)n—,’

welehe Summenformel gleichfalls allgemeine Giltigkeit hat.

§. 9.

Bezeichnen a, a,, a,,...an_1 die simmtlichen reellen oder imaginiren Wurzeln der Gleichung:

{F(x) =dyz"+ A" H A" Az A =0,

(49) F(x)=A)(x — ) (x —a) (@ — ). ..(—&n_1) =0,

so ist mit Anwendung der Formel (38):
) DlgFE) = (e g L
(z—a)  (—a)"  (x—ay)" (@ — am—y)"
Um den Ausdruck rechts unabhéngig von den Wurzeln der Gleichung (49) darzustellen, bedienen wir uns der

von Waring (Meditationes algebraicae 1770) mitgetheilten Formel zur Darstellung der Potenzsummen der Wurzeln
einer Gleichung durch ihre Coefficienten. Bezeichnet [n] die Summe der zt* Potenzen, [—#] die Summe der (—z)*"

Potenzen aller Wurzeln der Gleichung (49), so ist

—)stotdom (o 45,4 .o F s — 1) Ap Az Ay, A

51 —2 Q! : -
(51) (7] ) 5 5! ot As,+s,+ Fom

" B S(_ D)sctsstton (54 s, 4. .. sp— 1)1 An_ An A% o A»
(52) n]=n 5.0 5,0 85! W ) AztatFom ’

669

aadurpaajuy
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in welehen Ausdriicken sich die Summationen auf alle ganzen positiven
Werthe einschlieflich Null von s, s,, s, s, beziehen, die
der Gleichung

(3) 8 +2s,+3s;+ ... tms,=n
Geniige leisten. (S. die Note am Ende.)
Diejenige Gleichung. deren Wurzeln
T— Oy X — Oy, B— 0ty & — otp—y
sind lautet, wenn « die Unbekannte bezeichnet:
Ayfu—(z—ao)} fu—(@—a)} fu—(v—ay)}... fu—(r—an—1)} =0

oder

F(x—u)=0
oder mit Anwendung des Taylor’schen Theorems:

”(x) Fer (z)

M=

F(x)—F'(x)u+

o ) T e (i P

(m
Setzt man also in der Gleichung (52) statt:

Amy Am——i ’ Am.~2’ LI AIJ

der Ordnung nach:

F ”(x)

F(.’L‘) F/( ) . (_1)"1]7’(7’1) (a;)

m/!

so erhilt man die Summe

1 (T 1
(.’L‘ - ao)" + (.’l‘ - ai)ﬂ T(‘”_ “z)” + o + ({U - am—i)"

dargestellt als Function von 2 und der Coefficienten des Polynoms
in (49). Dann gibt die Substitution in (50) das Resultat:
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LX. Bd. II. Abth. 41



—1)ststton—1 (545, 4. .. F sn—1)! F'(2)2F"(2)=F"(2)%. .. FM(z)*"
54 "] ) =n! ( LI .
) DIgF@) =u!S sl 50 8,0 - sml TP 20815 _.m o F(z)tot - +or

worin
F@)y=4d,2"+ 4, a" '+ o™ +. .+ Aoax+ 4n

und s, s,, 83, s alle ganzen positiven Werthe anzunehmen haben, welche der Gleichung (53) geniigen.
Ist m=2, so wird F(2)=4,2*+ 4,2 + 4,, F(2)=24,2+4,, F'(x) =2 4, die Bedingungsgleichung
(53) s, + 25, =mn, ersetzt man iiberdief
4y, A, 4,, 8,5 8
der Reihe nach durch die Zeichen:
¢ 26, a, s, n—2s
und bedenkt, dafs

(n—s—1)! 1 (n—s
(85) s!(n—:es)!=n-s{ s ]'

so erhilt man wieder die specielle Formel (48).

§. 10.

Eine einfache Anwendung der allgemeinen Formel (54) gewihrt die Annahme F(2) =a™ + a™ In diesem
Falle wird:

¥3¢9

aSuipaajupn



=
[

F'(x)=mam1, F'(x)=m(m—1)a"?* F"(x) =m(m —1) (m —2)a"—3,.
FO(@)=m(m—1)(m—2)...3.2.1
und der von den F-Functionen abhiingige Bruch in der Gleichung (54) rechts, erhillt mit Riicksicht auf die Bedingung

(53) den Werth:
[m)% (m)dz [m]% (m]am (st F o) —n
1 2 3 m * (Jf"!‘ + a’")sl+32+.-.+sm'

n! oy (—A)swtortotomt (g gy 4. o, —1) (m)r(m)s (me( am bt
56) Dilg(am k)= N 175 aT J e
(86) Drlg(am £ a") " sl sl .o osu! 1) \? m) \a™ + a®

Fiir @ =0 kann der Differenzialquotient links direct hergestellt werden und man gelangt so nach einigen
Kiirzungen zu folgender bemerkenswerthen Summation, giltig fiir = als ganze positive Zahl:

Hiermit wird unmittelbar:

"7) i)nm . S (_1)al+32+-..+8m (31 + 32 + e + Sm -—-_'1)! (7’)2)"' (”Z]Sz [m]s,n
(" (— —7; o 31 ! 82.’ PR 3m! 1 2 m
in welcher sich das Summenzeichen auf alle ganzen positiven Werthe von s, , s,, s, inclusive Null bezieht, welche

der Bedingung (53) entsprechen.
Ist 2. B. m=2, so ist letztere s, + 25, =n und wenn man s fiir s, schreibt, schlieBilich die Transformation (55)

" anwendet, so erhilt man folgendes aus der algebraischen Analysis bekannte Resultat :

(38) n 2}‘— S (n —11 (’l s_ s)!"“’

worin s die Werthe 0, 1, 2 erhiilt, bis die Reihe von selbst abbricht.
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Note.

Neuer Beweis des Ausdrucks von Waring fiir die Potenzsummen der
Wurzeln einer algebraischen Gleichung,

Die folgende Ableitung der im Titel genannten wichtigen Formel
empfiehlt sich vielleicht durch Kiirze und Klarheit der Deduction und
durch den geringen Aufwand analytischer und combinatorischer
Hilfsmittel, welehe zur Entwickelung nothwendig sind.

Sind ay, o5 ety - -« Gt die m reellen oder imaginiiren Wur-
zeln der Gleichung:

F(.’L‘) =A0$m+A1 mm—i+ Azxm—z_*_ . + Am_‘m + Am —_ 0

und fiihrt man die abkiirzenden Bezeichnungen ein:
« _ 4 [#]l=atta?+oai4...+a"
"'_A’ ] 1 2 ot m—1°
0

so ist erstens

Z=(A—cq)(l—ex)(1—c,2)...(1—an_yx)
=14+aqzrtast+.. . Faan=1+4+2

und zweitens mit m-maliger Anwendung der hekannten Entwickelung :

=[]z+5 [9] $2+ S[312°+
Anderseits ist auch:

1 , Y 1
lg Z ]g1+ z-l——z ——z . =$(—i) P

und es sind immer so kleine Werthe von & respective von z denk-
bar, daff beide Entwickelungen convergiren. Um auch die zweite

. 1. . .
Entwickelung von lg7 in eine Potenzreihe nach 2 zu verwandeln,
4/

beniitzen wir den polynomischen Lehrsatz. Bezeichnen s, , s,, s;. . . 8n
solche ganze positive Zahlen inclusive Null, welehe der Bedingung
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Sit st Fsu=r

entsprechen, so ist bekanntlich:

. !

z" = S .—7____ ahn aaa aa;, L. xsl-i-h_.,-{—:ls_;«f—...—l-n!s,,.
81’8 ’83""'3:)1,’ 1 "

wobei sich die Summation eben auf alle Werthe von §» 855 8y-

bezieht, welche die vorhergehende Bedingungsgleichung erfiillen.

Hiermit wird:

r—1)7
lg 7 = SS (—1y————— . ’s ,s i )! @ ag. . ai gt tne,
2

.o Sn!

Soll diese doppelte Summation nur jene Glieder zusammen-
fassen, welche die Potenz z" enthalten, so kann dieselbe wieder
auf eine einfache Summation reduecirt werden, wenn man 2 durch
8, + s, + 83 4.+ s ersetzt und nur jene Werthe von s, 5,,85 ... Su
gelten 140t, welche der Bedingung:

s+ 28,4+ 38s;4...Fmsu=n
entsprechen.

. . . 1
Der Coefficient von 2* in der zweiten Entwickelung von Igz

ist daher:
oo d s —1)!
S (—1)srtoteton, (it 4 - Fsn—l) ayagap. am

818,05t 8,!

und die Gleichstellung mit dem entsprechenden Coefficienten der
ersten Entwickelung gibt, wenn wieder o, «,, «,, ¢, durch
ihre Werthe ersetzt werden:

. st oboton (sl+sz+ A1) A A3 Ay
(81) [n]=n S§(—1)rtest+ PN TR B

hierin ist die Summation auf alle positiven ganzen Zahlen einschliel-
lich Null fiir s, s,, 4, sa zu erstrecken, welche die Gleichung
erfiillen:

(53 ;284384 Hmsa=n
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Diese Formel wird ohne Beweis mitgetheilt von Waring in
seinen Meditationes algebraicae 1782 und wird die Erfindung der-
selben meist ihm zugeschrieben. Dieselbe kommt schon in der sel-
tenen kleinen Schrift des niederlindischen Mathematikers Albert
Girard vor, Invention nouvelle en 1'Algébre etec. Amsterdam 1629.
Hiermit ist zu vergleichen: Euler Comm. Petrop. novis Vol. XV.
Lagrange Mem. de I'Acad. de Berlin 1768 und Traité de la réso-
lution des équations etc, Note XI. Kliigel Math. Worterbuch 1803,
Bd. I, p. 506. Ettingshausen, Combinatorische Analysis 1826,
p. 326. J. A. Serret Cours d'algébre supérieure IIl. ed. 1866,
§. 196.

Um die Anwendung der Formel (51) zu zeigen, beziehen wir
dieselbe auf die binomische Gleichung:

" + o™ =0.

In diesem Palle ist 4)=1, 4, =4, =4;=...=4,_1=0,
A=+ ¢ und in dem Summenausdruck verschwinden alle Glieder
bis auf eines, welches

Sy =8 =8 =... =8 1= 0, ms, == nach (53)

entspricht. Ist » kein Vielfaches von m, so kaun die letzte Bedingung
nicht erfiillt werden, es ist daher:

[7]=0.

Ist aber 7 = km, so wird s,,— % und hiermit:
[#] = (F 1)Ematm.

Das umgekebrte Problem, die Coefficienten der Gleichung als
Functionen der Potenzsummen ihrer Wurzeln darzustellen, kann durch
ihnliche Betrachtungen einfach auf folgende Art geloset werden.

Wenn die friiheren Bezeichnungen dieselben bleiben und zur
Kiirze

4 1.
. =['|Jw+%[2];v2+ s8]+

gesctzt wird, so ist:
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Z=— iyt 43+ Attt Ay
0

2

=t ——ut g 123+ ’ S( by —“'

Bezeichnen s, , s, S3,. - . solche ganze positive Zahlen inclusive
Null, welche der Bedingung

s;+s,+s4...=r

entsprechen, so ist nach dem polynomischen Lehrsatz:

W —Ss Is, rs 7. 2[1]} { [2]$82 g[?’]}sa port2et3s ..

worin sich die Summation eben auf die Werthe von s, s,, s,
bezieht. Hierdurch wird:

a L™ Lrgql®
L Ly -

Soll diese zweifache Summation nur jene Glieder vereinigen,
welche den Factor 2* enthalten, so kann dieselbe wieder auf eine
einfache Summation gebracht werden, wenn man » durch seinen
Werth 8+ s, + 5,4 ... ersetzt und nur jene Werthe von s,, 8y
S5 s, gelten liBt, welche die Gleichung:

s +2s,+3s;+. . nsu=n

erfiillen.
Der Coefficient von 2" in Z wird danu sein:

wllral g™ )
MY

und die Gleichstellung mit dem entsprechenden Coefficienlen des
ersten Ausdrucks fiir Z gibt das Resultat:

g(,y“.4hmﬂﬂﬂﬂvgwﬂ”-&hﬂ“
!“ o NN .! .
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hierin ist die Summation auf alle positiven Zahlen einschlieBSlich
Null fiir s,, 5, 835 - .. 8n ZU erstrecken, welche die Gleichung er-
fiillen:

$+2s+3s;+...Fns,=n

Das Verdienst, die Coefficienten einer Gleichung durch die
Potenzsummen ihrer Wurzeln zuerst dargestellt zu haben, wird meist
Kramp zugeschrieben. (Hindenburg's erste Sammlung com-
binatorisch-analytischer Abhandlungen 1796, p. 110.) Doch folgt
sein Ausdruck aus einer allgemeineren Formel von Waring. Vergl.
heviiber J. A. Serret a. a. 0. §. 198.



Errata.

Sinnstérende Druckfebler in Unferdinger’s Abhandlungen, Sitzungs-
herichte Bd. LX, 1I. Abth. Octoberheft 1869.
(Die eingeschlossene Seitenzahl bezicht sich auf die Separatabdriicke.)
Seite 618 (28), Zeile 2 u. 4 von oben lies (a+fa) ™ slatt (a4 Ba)".
653 (63), 6 von unten lies a? statt a3,
664 (74), 12 gleiche statt ungleiche.
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