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Die allgemeinen Differenzialquotienten der Functionen

eax. cos (a -f- ßa?)> eax. sin (a 4- ß#), 
x a. cos {Mg (a -f- ß#)}, x a. s in n ig (a  4- ßa;)|, etc.

Von Franz I n f e r d i o g e r ,
L e h r e r  d e r  M a th e m a ti k  an d e r  öffen t l ichen O b c r r e a l s c h u l c  am  h o h e n  M a r k t  in W ie n.  

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. October 1869.)

f  1.
a

Es sei X  irgend eine Function von x ,  welche noch den unab
hängigen Parameter a  enthält und deren nter Differenzialquotient nach

a
x  XW ist, so daß in der Bezeichnung von C a u c h y :

D W X =  XOO.

Wird der Parameter imaginär a -\~ bi und gehen hierfür bei der
a a

Reduction auf die Normalform die beiden Functionen X, X('0 be
ziehungsweise in

F +  i Z , F(") +

über, so ist auch

Dn{ Y +  iZ) =  yw + »ZOO, 
welche Gleichung in die beiden folgenden zerfällt:

DnY =  y(»), DnZ =  Z<&.
Da sich bei dem Durchgang durch das Imaginäre bekanntlich 

die Functionen in andere wesentlich verschiedene verwandeln, so 
dient das bezeichnete Verfahren zur Ableitung neuer Differenzial
quotienten mit allgemeiner Ordnungszahl.

W ir werden im Folgenden dieses Verfahren anwenden auf die 
Functionen eax, x m, deren Differenzialquotienten bekanntlich am ein
fachsten sind, denn es ist:

f
( 1 )  D n eax =  an. eax, ( 2 )  l ) n x m=  n! n \xm~ n, n >  0.
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606 U n f e r d i n g e r .

§• 2 -

Wenn A„, B„ die durch folgende Gleichungen ausgesprochene 
Bedeutung haben:

[a * =  an—  an~ 2 b2 - f  Q  aw~ 4 6 4 —  . . .,

|l?n =  ^  ja ” — 1 b —  j  an ~ 3 6 3 +  ^  j  an-s 6 5 —  

so ist ( a +  b i )n = A n +  B ni  und da ferner

e (a+bi)x _  e ax | c o g  s j n  ^

so gibt die Gleichung ( 1 )  nach kurzer Rechnung:

D n [eax. cos b x } =  ( 4 *cos bx  — B n sin bx)  eax,( 4 )
[D n {eax. sin bx)  =  ( An sin bx  -}- B ncos bx ) eax.

Für x  — Q wird

jyn je«*cosfor}0=  An, D n {eaa:sin 6 ^ }0=  Bn 

und hiermit nach dem Theorem von M a c la u r in :

r - ™ b* = ' + ^ + r k + r h  +  ---

le’”. s.n b x  = T - +  j -j  +  j - 2- 3 +  ■ . .

Die zweite Entwickelung folgt auch aus der ersten, durch 
Differenziation nach b, denn es ist

d An D • dBn i
( 6 )  ~ d b = — n B n - i ,  so wie ~ ^ -  =  nAn- i .

Durch die Substitution a =  p cos 0 , b =  p sin 0 wird nach den 
Gleichungen des V ie ta :

A„ =  pncos ?iQ, Bn =  pn sin nQ

und da nun p — ] / tf*_j_ ^ 2  und wenn a positiv vorausgesetzt wird

0 =  arctg —, so erlangen die Formeln ( 4 )  folgende Gestalt:
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2 )» |e«-*cos bx)  =  V a z-\-bzn. cos [n arc. tg — -f- b x \ . eax,

( 7 )  \  .  __________n  b  a > 0

IDn [eax sin bx)  =  V a z- f  6 2". sin [n arc. t g -----\- b x ) . eax.

Für a <  0 wird 0 =  k arc. tg — und die zweiten Theile dieser

Gleichungen sind noch mit ( — l ) n zu multipliciren.

Will man beide Fälle zusammenziehen, so setze man o h n e  
w e i t e r e  Reduction

f l  1  4  aQ =  -nr — a r c .t g -  

und man hat in voller Allgemeinheit:

1
D n \eax cos bx) =  1 cos \n ^  n — arc. tg -\ - b x }. eux,

___  . ri

B n {eax sin bx)  =  ] /« 2 -{-6 2n- sin [n I — k —  arc. tg — I - \ -bx ) . eax. 

Ist in ( 7 )  «. =  6  =  1, so wird speciell:

iD n [ex cos x)  =  ] /2n• R0S ex,

(^) |  _ rnn \
IDn [ex sin x)  =  V 2 n. sin I — -j- x  I. ex,

aber für a =  — 1 , 6  =  1

\ D n {e~x cos#} =  ( — ] / 2 ) “cos — «pj e~ x,

(8'} \ - . fnx ̂
IDn \e~x sin x)  =  — ( — j /2 ) n sin I —-x  \ e~x.

Für « =  0 folgt aus (7 ')  das bekannte Resultat:

[flTt I
\ D n (cos bx )  =  6 ” cos j—  -|- b x \ ,

(9 )
/D n (sin bx )  =  6 " sin >

so wie für 6  =  0 die Gleichung (1 ).
Sitzb, d. m atheiii.-naturw. CI. LX. Bd. II. Ahtli. 4 0
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Allgemeiner werden die Gleichungen (7 )  durch die Substitution 
x = p - \ - q z ,  indem man von der Beziehung Gebrauch macht:

ß 0  8  U n f e r d i n g e r .

B l = f D P + IJZ-

Wird alsdann m i t ^  abgekürzt aq =  m, bp =  a, bq =  ß gesetzt 
und zuletzt wieder x  für z  geschrieben, so folgt:

!
D n {emx. cos(a-f- ßx~)} =  Vm z-{-ßz cos [n arc.tg — +  a  -f-ß x \ ,

___________  a  m  >  0

D 11 \emx. sin (a -j-ß # )}  =  V m z- j -ßzU. sin [n arc. tg — -J- c/. -J- ß x j .

Ist m  <  0 , so sind die zweiten Theile noch mit ( — 1 )“ zu multi
pliciren.

§ . 3.

Bevor wir die Gleichung ( 2 )  für complexe Werthe des Expo

nenten manwenden können, ist nothwendig den Binomialcoefficient^'j 

für m =  a - \ - b i  auf die Normalform zu reduciren. Es ist

oder wenn gesetzt w ird:

( 1 1 )  a  —  r  =  pr co s 6 r , b =  pr sinÖr

( a - \ - b i \  1  71— 1 | . .
I n j  =  - r n p - ( c»sö - +  *s i‘' 0.)-

Aus den Gleichungen (1 1 )  folgt:

( 1 2 )  pr = V ( a  — r ) 2 +  bz 

und für a —  r  >  0  :

(1 3 )  ör =  arc. t g — - — ,
a —  r

für a  — r  <  0 :

(1 4 )  dr =  ii +  a rc .tg — - —
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oder ohne Unterscheidung nach dem Vorzeichen von a — r  und ohne weitere Reduction:

ß 1  x a — r6r = 2 n- —  arc. tg - — ,

wird nun zur Abkürzung

( 1 5 )  P n =  Po Pt P i - -  pn-i =  V [ > 2 +  6 2]  [ ( a  - 1  ) 2 +  6 2]  [ ( a  —  2 ) 2 +  6 2]  . . . [ ( « _  n - f  ! ) *  +  6 2]  

eingeführt, so erlangt unser Binomialcoefficient folgende Gestalt:

(1 6 )  f a + ^ l  =  P I c o s (Öo+ 0 i +  0 * +  - • - +  Ö«—O l
V n J «sin (0O-f-0J-| -02 -J-0»—i))

§• 4-
Für m =  a -f- bi wird

x m =  x a. jcos {6 lg#} -J- «sin [bIgo?} a?,ft-n =  ä7<l-n.jcos{61g#} +  «sin{6 lg#}j

°■ und die Substitution dieser Werthe in (2 )  gibt mit Anwendung der Reduction (1 6 ) nach leichter Rechnung

(.Dn j#acos {6 lg#} \ =  Pn. cos (0O - f  - f  02 +  • • +  0n—i +  b l g a f ) .
(17 ) / ' ’

\ p n ja?“ sin {ö lg #} | =  Pn. sin (Ö0 - f  +  * • +  Ö»-i +  Ä lg a?). oöâ n'
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Hiermit gelangt man f ü r # = l  durch Anwendung der folgenden F o rm  d e s  M a c la u r in ’scheir T h e  o r e m s  ^
o

f (  i + a o = m + r c  i )  f + r w ^ 2 + •  ■ •

zu den beiden Reihenentwickelungen:

C C
| ( l  +  ar)flc o s { i lg ( l  + a r ) } =  1  +  a x j  +  a% ^  +  H  Y ~ 2~ l  +

(18) < 2 ‘ 3 - 1 < * < + 1  
| ( 1  +  &)a sin {6 lg ( 1  - f  # )} =  bt — +  bz y ~g +  ^ 3  j  'g 3  +  ' ’ ' ’

in welchen die Coefficienten durch folgende Gleichungen bestimmt werden:

[an =  P n. cos (0O +  öt +  02 +  • • • -f- ön_ i ) ,
(19) 

(Ön =  P n - Sin (0 O +  04 +  02 H-  • • * H” ®n—i)-

Diese Reihen convergiren für jene W erthe von x ,  für welche die folgende Reihe convergirt:

/V» /VI £ /V»3

1 4 - ^ T  +  A t -ö + P 31 ^  2 1 . 2  ^  3 1 . 2 . 3  *

nun ist sicher, wenn rechts a und b auf ihre absoluten Werthe reducirt werden:

Pn <  («  4" 6 ) (a  -f- 6 — 1 ) ( « - ( -  6 —  2 ) .  . (a  -|- 6 +  n  ~ ' 1 )

\  fa  +  M 
t/ l  w y

Pn
n!

U 
n 

f c 
r (1 i n 

g 
e 

r.
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i + ( ‘ t V ( ° t V + ( ‘ I V +
convergent bleibt, d. h. für — 1  <  x  <  1 .

Zu demselben Resultat führt das Kriterium von C a u c h y  für die Grenze von
Un

Setzt man in den Gleichungen (1 7 )  a =  0, so tritt zur Bestimmung der Winkel 0r durchaus die Gleichung (1 4 )  
in Kraft und man hat:

b b b b 
( 2 0 )  eo + ei +  ez +  - - +  a rc .tg -- —  a r c . t g -  —  a r c . t g -  — . . — arc. tg — - ;

hiermit erhält man, wenn zuletzt a  statt b geschrieben wird :

D n jcos [a lg#}j

i ( — l ) n .

Die Reihen (1 8 )  convergiren also sicher für jene Werthe von x , für welche

l / « 2( « 2- f  l 2) ( a 2 + 2 2) .  . . ( a % +  n —  l 2)  cos {arc- *g q +  arc. tg j  +  • • +  arc. tg — ~ j  — a )gx]
(21) (

D n |sin {a lg#} j

( - 1)»
t f T -  V a \ a z- \ - 1 2)  ( a 2+ 2 2) . . . ( « * + « — 1 *) sin {arc. tg -  +  arc. tg -  - f  . . . +  arc. tg — — —  a \ g x \  

Mit dem speciellen W erthe x  =  1 erhält man hieraus ähnlich wie früher zwei Potenzreiben:
0 5

.Oie 
allgem

einen 
D

ifl'erenzinlquotientcn 
der 

Functionen 
etc.
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cos \ a l g ( 1  +  .r)} = 1  +  a, ^  +  a2 —  +  a3 +  . . . .

( \  ^  #2 ^ 3  1 <  a? <  +  1

(sin {alg ( 1  +  * )}  =  b 4  +  b* O  +  b3 f X 3 +

in welchen die Coefficienten folgende Bedeutung h aben:

U< =  ( —  ! ) ” 1/ a 2 (a 2 - f  l 2)  (a 2 - f  2 2) . . . ( a 2 +  ^ l 2)  cos jarc. tg ^  +  arc. tg j  - f . . .  -f- arc. t g - ^ ^ j ,

( ^ )  {  _______________________________________  i n  n a )
(!>» =  -  ( -  1 ) M l/fl*(fl*  - f  l 2)  (a 2 +  2 2) . .  . ( a 2 +  n -  l 2)  sin jarc. tg ^  +  arc. tg -  + .  . .  +  arc. t g ^ ^ j  =

und die Convergenzgrenzen dieselben sind, wie in (1 8 ) .  ~

Die Substitution a =  0 in dem complexen Binomialcoefficienten (1 6 )  führt bei Anwendung der Gleichung (2 0 ) ,  
mit der Abkürzung

(2 4 )  R n =  ] / b \ b % +  l 2)  ( 6 2 +  2 2) . . . ( 6 2 +  n —  l 2)

zu folgender Transformation, von welcher später Gebrauch gemacht wird:

( - i ) " A , j  “ * K  'g  « ■ + arc' ,g  T + * ~  ‘4 + ' '  • + are' ‘ ^ 1

” 11' J—  »sin jarc. tg g -+  ave. tg ^-+  arc. tg . . . +  arc.tg b— 1

612
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Die Anwendung des im Eingänge erläuterten Verfahrens auf 
die Function x'a+ bi führte uns zur Kenntniß der allgemeinen Diffe- 
renzialquotienten der Functionen a?®cos {61g#}, a?rtsin{6 ]g # } . Um 
die Dilferenzialquotienten der Functionen # öcos{6 ]g (a - f-  ßxi)},  
.rrts i n { ö l g ( a ßai)} zu erhalten, gehen wir aus von der Function 

+  # ) 6t und benützen die L e i b n i t z ’sche Formel für die Diffe
renziation der Producte:

worin sieh die Summation auf s bezieht. Dieselbe kann auch in fol
gender W eise geschrieben werden, welche für unsere Zwecke dien
lich ist:

Aus der Gleichung (2 5 )  folgt, wenn n — s an die Stelle von 
n tritt:

tl

0

«—1

(2 6 )
0

Jetzt setzen wir u — x a, v -=•• ( a -{-a?)Ät’, so daß nach (2 )

welche Gleichung auch für s =  0  gilt, mit 0 ! =  1 

Ferner ist

—  ( j i— a ) + Ä »

und hiermit gibt ( 2 6 ) :
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r bi ( - 1  y - ' R n -
Ira — s)  (n  —  s)!

n  —  s — 1

( b b
cos jarc. tg -  - f  arc. tg -  +  . .  . - f  arc. tg

i  sin jarc. tg - f  arc. tg ^  - f  . . . - f  arc. t g ------  ----- -f
( U l n — s — 1 J

auch ist
( a  -f- a?)6‘ =  cos {(b lg (a  -f- &)} -|- i sin [b lg  (a  -f- # ) } .

Die Substitution dieser W erthe in (2 5 )  gibt nach kurzer Rechnung und nach Zerfällung des Reelen und 
Imaginären für sich:

nl
— D n |,'rac o s{ö lg (a  +  # ) } |

f a l  1 f g )  a',a“ ' b b
cosJMg(« +  *)} +  S  +  •cosiarc-*8ö ■ + - +  ai'C- ’

—f jDn |;v a s in {6 lg ( a  +  # )} [

| = |  \ xa~ n. cos

(2 8 )

( c f t  o ( ~ 1  Y ~ * ‘ R " - A s \ x a ~ 9  b  b

=  ( “ j . sin {4 lg ( « + « ) } +  ^  -  sin jarc. tg + ... +  a,-c. t g ~ — f -  » lg («+ < r)}
0

In diesen Formeln ist im Sinne der Gleichungen (2 4 ):

( 2 9 )  R n - S =  l / d 2 (ö 2- f  l 2) ( 6 2 +  2 2) .  . . ( b *  +  n — s — l 2)

614 
U 

n 
f e 
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und wenn ß x  statt x  gesetzt wird, so erhält man folgende allgemeine Resultate:

_L ß n  |x a CQS jß ]g _j_ ß ^ |  |

1 f a 1 r a y _ s £ £
| = y ^ - . c ° M % c « + W ! + S --------- ( « — « )/ — { s ^ j  cl)Slai'c-t? ö + - + are-t? ^ i ^ i —w sC“ + W ) >

(3 0 )  (

— Z)n j#a sin {6 lg (a  - f  ßa?)} |

^  ÄjBn-J 8 f a V  ß >-« 5 6
= [ J ^ - » . sinJ4lg(a+ ^ ))+ V 5 ---------— - 1 ------ sin{arc.tg5 + ...+ .P C .tg^ F=T-« g (« + M } -

Speciell für a — 0 verschwinden unter dem Summenzeichen alle Glieder bis auf jenes, welches s =  0 entspricht 
und man erhält, wenn a für b geschrieben w ird:

( 3 1 )

Z),ljcos{« lg (a  +  |3#)}} =  ( — ^)nRn\^ _ ^  . cos {arc. tg  j - f  arc .tg^ --)-. . . 4 - a r c . t g ^ - ^ - —  a lg ( a 4 - ß # ) } ,

D n jsin |a lg ( a - f p # ) } [  =  — ( — l ) ni? „ j^ ^ -~ -J  . s in {arc .tg^  +  a r c .tg ^ -+ . . . +  a r c . t g ^ - | -  — a l g ( a 4 -ß # )} :

Die 
allgem

einen 
D

ift'erenzialquotientcn 
der 

F
unctionen 

etc. 
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worin je tz t :

( 3 2 )  R n =  Va2 (a 2 +  l 2)  (a% +  2 2) . .  . ( « 2 +  n -  l 2). 

Hieraus folgt unmittelbar, wenn zur Abkürzung gesetzt wird:

(3 3 )  l n =  arc. tg ^ - - f  arc.tg  j - \ - . . .-{-arc. tg — « Ig a ,

(/)" jc o s{a lg (a  +  ß#)}J =  ( — l ) ”Än^  . cosA„?

//)" jsin { a l g ( a +  |3a?)}| =  —  ( — l ) nÄ „ ^ J  . s in /n, 

was auf folgende Reihenentwickelungen führt für a > 0 :

(3 5 )

( W  . D M r 1  ̂ Jlt c o s \ f ß a f )  . JL cosLfßa?)*  R 3c o sL  (ßxY|COs{a]g(cc-f- j3a?)} =  c o s (a !g a ) ------ +  . , , ,

. R a sin 1 (ßx) R z s in X ,fß a?y  R 3 sin A3lg («  +  _  5.» («  lg « ) +  - I - j - I  ^  j  _  j  +  J _ _ ä  j  _sin \a

&3/
mit der Convergenzbedingung — 1 <  —  <  - f - 1.

Für oc =  ß =  1 gehen diese Entwickelungen in jene (2 2 )  über.
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Für a = 0  stimmen die linken Seiten der Gleichungen (2 8 )  beziehungsweise mit jenen (1 7 )  und man gelangt 
durch die Gleichstellung der rechten Seiten nach Kürzung mit x a~ n zu folgenden Summationen:

—  c o s ( 0 o - f  +  0 2 - j - . . - j - 0 n_ i - | - ö lg # )

i «—1 ^ l ) « —sB,n J a J
U  Q  cos ( b lg # )  +  jS )------ cos {arc. t g |  +  arc. t g j + .  . +  arc.tg ~ _ ^ — 1 - ö l g * } ,

(3 6 )  {

—  sin (ö 0 +  öj +  ö2 +  • • • +  0 »»_i +  b lg # )

§. 6.

n— 1 ̂ _ \ ) n~ a R n si

=  |^ J s in (6 1 g # )  — ^ -------f w _ _ gv  s in *arc' ^ ö  +  ai>C‘ tg T +  ‘ * • +  arC- tg n —  s - 1  “  Ä lg  ̂  ’

in welchen P n und B n_ s die W erthe aus (1 £>) und (2 9 )  bezeichnen und 0r entsprechend dem Vorzeichen von a  —  r  
aus (1 3 )  oder (1 4 )  zu entnehmen ist.

Die Gleichungen (2 8 )  gestatten noch eine bemerkenswerthe Transformation fü r #  —  a  statt # . Setzt man zuletzt

noch — ^  statt a und multiplicirt mit ß a, so zeigen sich folgende Resultate: S
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j
— D n |(o£-J-/3^?)rt cos lg#} |

u y « « + ^ ) - c° .  {6 ig # } + § — i _ _ —, cos farc.tg-^-} - ...-fa rc .tg ----- - — - — b W x \ ,
( n — s ) ! x n~ s 1 8  0  ' r  bn — s — 1  15 ’

m < i
— D n j ( a + ß&)a sin \b lg.r| |

r « l  \ ß - t « + ß x y -  b b
-------------  S) L « - -------------- s i n { a r c . t g j + . . . + a r c . t g — — j - 4 1 g . r j ,

0

welche Formeln ebenfalls giltig sind für jeden reellen Werth von a
Zu demselben Resultat gelangt man auch im Sinne der Bemerkung zu Anfang des 5 mit der Form (a -f-# )" .# 6*, 

wenn man auf reelle Functionen reducirt.

§•
Eine andere Anwendung unserer Methode gewährt die bekannte Formel:

( _ 1  ) » - ! ( „ _  1 )/Ä “
(3 8 )  D * \ g ( a  +  bx )

für b =  i. Die Reduction auf die Normalform gibt:

( a  +  b x ) n

ß
l 

8 
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©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



lg (a  - f  cci) =  ^-lg ( # 2+ « z)  - f  i arc. tg - .
« CL

= C ^ — «0 - n = ^ r ( co s » 6  +  isin  nd),  

wobei p =  ] /x % +  a 2 und

(3 9 )  für x  >  0 0 =  arc. tg —, für x  <  0 0 =  n 4 -  arc. tg —,
v x  x

oder obne Unterscheidung nach x :

(4 0 )   ̂=  5 7r —  a r c .tg —.
4 (J.

Hiermit erhält man unmittelbar:

( /> 'lg (g » + « » )  =

(4 1 )  l
, x  ( — 1 )«-* (n — I V  . „

D n arc. tg — =  - -;_______ ________ — }— sin ?iQ.
I B a W + a 2”

Zur Bestimmung des nten Differenzialquotienten von lg ( x z— a2)  
=  lg d)  +  lg ( #  —  d)  wendet man die Gleichung (3 8 )  an, mit
6 = 1  und — a  statt a :

(4 2 )  I H g O r * - «*) =  ( - 1 ) -  ( ^ l ) / ^ + g ; _ + g , r M )-

Die erste Gleichung in (4 1 )  und jene (4 2 )  lassen sich ver
allgemeinern durch Anwendung der Identitäten:

f b + - - )  _|_ [ VaC-~  )  =  a - f  2 bx  +  c.r2 für ac —  b* >  0 ,
l  V c  Vc  J

^  y - C~ ~ ^  = a ~\~ 2 bx  +  c x z für bz —  ac >  0 .
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l/^^»__Jyl
Setzt man nämlich in den genannten Gleichungen — statt x  und statt a  in der ersteren------------- , in der

V c  1f c
"j/ ̂

letzteren statt a  aber — — , so verwandeln sich dieselben in folgende:

( i) nlg (a  +  2bx  -j- c x 2)  — 2 ( — 1  ) M_1 (rc— 1 ) /  j /^  C —  ̂ coswö, a c ~ b z >  0 ,
i CL | 4 ÖCO “I CtX/

m  < ,____  ,____
/n n l f  i oa I +  Vb %— «C +  G#}n+  {6 — 1/ b*— a c - \ - c x \ n
P  ' 8 0  +  2 {*  +  « * ’)  =  ( - ! ) ” ' ( « - X) !l--------------------^ + 2 f t g  +  cr»)«---------- ’ 62- « c > 0 ;

dabei ist in der ersteren

(für b +  c x  >  0 , 0  =  arc. tg ,
] o -J- cx

( 4 4 )

für b - \ - c x  <i  0 , ö =  Tr -J- arc. tg  — —,
b - \ - c x

eine Unterscheidung, welche in vielen Fällen übersehen wird. W ill man dieselbe vermeiden, so ist zu setzen, o h n e  
w e i t e r e  R e d u c t i o n :

0  1 . b - \ ~ c x
(4 ä )  e =  i T - arc-tg l r ä r

so daß der Winkel 0 stumpf wird, wenn b +  cx  negativ ist.
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Die allgemeinen DifTerenzialquotienten der Functionen etc. 621

Ist in der ersten Formel (4 3 )  c < 0 ,  so muß auch a < 0 sein 
und um imaginäre Größen zu vermeiden, ist alsdann der Bruch rechts 
durch den gleichwerthigen

■— a  —  2  bx  — cx*

zu ersetzen.

Entwickelt man in der zweiten Gleichung (4 3 )

(b - \ -  cx  +  Vb 2 —  ac) ”

nach dem binomischen Lehrsatz, so gelangt man leicht zu folgender 
Summenform, welche a l l g e m e i n  giltig ist:

(4 6 )  Dn lg ( a  -J- Zbx  -|- c x %)

das Summenzeichen bezieht sieh auf s für alle ganzen positiven 
Zahlen 0, 1, 2, 3 ,. . . bis die Reihe von selbst abbricht.

f  8 .

In der bekannten Entwickelung mit n als ganze positive Zahl:

(4 7 ) (1 +  Vt - *)” +  (1 - 1 / 1  - * ) "  =  n%" Q  f
—̂ Tl 5 l

bezieht sich die Summation a u f s = 0 ,  1, 2, 3.  bis die Reihe 
rechts von selbst abbricht. Für

a  4 -  2 bx  -I- c x 2 , ft2 — ac
■c, also 1 — z

( b -f- c x ) % ’ (b  -|- c x y

erhält man hieraus mit Leichtigkeit :

{6  -J- — ac-\ -  c x ] " +  { 6  — Vb% —  ac  +  cx ) "

=  n Sj  cs {2 ( b -J- cx))  n~ 2a (a, -f- 2 bx  cx*)s

und die zweite Gleichung in (4 3 )  verwandelt sich hiermit in folgende:
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(4 8 )  f l - lg  ( .  +  2 t o  +  « « ) - (  - 1 ( ”  ,  S)  ra  T 2 ^ + S ) - ’ 5

c:

(a  -f- 2  b x  -j- c x %y *~*’ ^

welche Summenformel gleichfalls allgemeine Giltigkeit hat.

%. 9.

Bezeichnen a 0, a t , a?>. . . am_ i  die sämmtlichen reellen oder imaginären Wurzeln der Gleichung: 

F ( x ) =  A0x m-j- Axx™-1 +  A 2x m~ 2 + . . .  +  Am- 1 x - j - A m =  0,
IF (x~) = A 0( x  — a0)  ( x  — a j  ( #  —  a2) . . . ( #  —  am_ i )  =  0 , 

so ist mit Anwendung der Formel (3 8 ):

( « 0 )  ,,M g ^ ) = ( - i ) » - . (re_ i ) / { ^  +  ^ + ^ - L ; ? + . . + ^ ^ - 1

Um den Ausdruck rechts unabhängig von den Wurzeln der Gleichung (4 9 )  darzustellen, bedienen wir uns der 
von W a r i n g  (Meditationes algebraicae 1 7 70 ) mitgetheilten Formel zur Darstellung der Potenzsummen der Wurzeln 
einer Gleichung durch ihre Coefficienten. Bezeichnet [w] die Summe der « ten Potenzen, [ — ri\ die Summe der ( — w)ten 
Potenzen aller Wurzeln der Gleichung (4 9 ) , so ist

r„-, . . C ( — i ) * + *+ -‘-+ M « i  +  »» +  - • ■ +  * » - 1 ) /  .At r
C )  L J O  V W  sm! ' ’

r C  ( ~  l)*«+*»+-+*'». fa +  S2 +  • • • +  S m  —  1)/ A % - l A n l - 2 A m - 3  • • • A o ’‘

 ̂ '  L WJ st ! sz ! s3! sm! ^ + « 2+...+«„.
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Die allgemeinen Diflerenzialquotienten der Functionen etc. 6 2 3

in welchen Ausdrücken sich die Summationen auf alle ganzen positiven 
Werthe einschließlich Null von Sj, .<?2 , s3, s,„ beziehen, die
der Gleichung

(5 3 )  S j - f  2 s2 - f  3 s3- f  . .  . - \ - m s m =  n

Genüge leisten. (S . die Note am Ende.)

Diejenige Gleichung, deren Wurzeln

*Xs CCq f ti' Ö!| 9 OO ’ CCf£ 9 CC P̂7H_1

sind lautet, wenn u die Unbekannte bezeichnet:

Ä ^ u — i x — a ^ )  O —«,)} \u—(.r— a2) | ( x — ccm-i)}  =  0 

oder

F ( x  — u)  =  0  

oder mit Anwendung des T a y l o r ’schen Theorems:

Setzt man also in der Gleichung (5 2 )  statt:

■Am > -Am—1 > A m—2 > • • • A q

der Ordnung nach:

f  ( * ) ,  -  f ' ( * ) ,  ^ , . . .  ( -  

so erhält man die Summe

1  | 1  |  1  | ,  ,  1 _________

(x  —  a 0)" (x  —  a*)" (x  —  a 2) n (x —  «*_ i) n

dargestellt als Function von x  und der Coefficienten des Polynoms 
in (4 9 ). Dann gibt die Substitution in (5 0 )  das Resultat:

S itzb . d. m athem .-naturw . CI. LX. Bd. II. Abth. 41
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(U'S m " F ( r \ -  JJ , Q ( — 1 )*1+Ji+"-+ *,,1~ 1 -(>i+ s 2 +  • • • +  F '(x ' ) t'F "(a>y*F," ( x y i • • . j ^ Q r ) * ”
L '  °  ̂ J ■ O  st ! sz ! s3 / .  . .  8m! ' 1 /** 2 /»* 3 . . . m F  ( # ) ai+ s*+- • ■ + 4-"

worin

F  ( # )  =  A0 x m +  Ax x m~ x +  A2 x m~ 2 +  . . - f  Am- i  x  +  Am

und s15 s%, sz , sm alle ganzen positiven W erthe anzunehmen haben, welche der Gleichung (5 3 )  genügen.

Ist m =  2, so wird F ( x )  =  A q x z -|- A  ̂x  -j- A%, F(x~) = 2 A 0x  - \ -A x, F " (x )  =  2 A0 die Bedingungsgleichung 
(5 3 )  st +  2 s 2 =  n,  ersetzt man überdieß

- ^ 0  ’ "̂ l ’ 9 ®i
der Reihe nach durch die Zeichen:

c, 2 b, a, s, n — 2 s

und bedenkt, daß

( « - » — ! ) /  I f«~»|
(  ’  s ! { n  —  i s ) !  » , - s l  s ) '

so erhält man Avieder die specielle Formel (4 8 ) .

§• io .

Eine einfache Anwendung der allgemeinen Formel ( 5 4 )  gewährt die Annahme F ( x )  =  x m ±  am. In diesem 
Falle wird:

6
2

4
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E'(cc)  =  mccm—1, i ^ f a )  — m ( m  — l)a ,,w—2, F"' (x )  — m (m — 1 )  (m — T ) x m~ 3, .

,FOO(#) =  »2 (m — 1) (wi — 2 ) . .  . 3 . 2 . 1  

und der von den F-Functionen abhängige Bruch in der Gleichung (5 4 )  rechts, erhält mit Rücksicht auf die Bedingung
(5 3 )  den W erth:

f  m V »  f  m V *  (  w V a f  m V m ^ n i ( s i + Ä3 + - " + a» 0 —”

U J  l 2 j  I 3 J { m)  ‘ +  fl»*)*,+»,+...+•-•

Hiermit wird unmittelbar:

Für a =  0 kann der Differenzialquotient links direct hergestellt werden und man gelangt so nach einigen 
Kürzungen zu folgender bemerkenswerthen Summation, giltig für n als ganze positive Zahl:

. . . . .  f  Q  ( — l ) s»+ ^ + -+ ^ (-91 4 - g 2 +  . . . +  s„t —  l \ r ( n iy t ( n i \ ' *  (mV"
n ^  s t ! sz ! . . .  sni! U J  I 2 J \m)

in welcher sich das Summenzeichen auf alle ganzen positiven W erthe von st , sz , s in inclusive Null bezieht, welche 
der Bedingung (5 3 )  entsprechen.

£  Ist z. B. m =  2, so ist letztere 8t 2 s z =  n und wenn man s für sz schreibt, schließlich die Transformation (5 5 )  
anwendet, so erhält man folgendes aus der algebraischen Analysis bekannte R esultat:

<■<* s = - 8 “ C ; ' ) i
worin s die W erthe 0, 1, 2 erhält, bis die Reihe von selbst abbricht.

Die 
allgem

einen 
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der 
F

unctionen 
etc. 

(3
2

b
©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



6 2 0 U n f e r d i n g c r .

N o t e .

Neuer Beweis des Ausdrucks v on W ar in g  für die Potenzsummen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung.

Die folgende Ableitung der im Titel genannten wichtigen Formel 
empfiehlt sich vielleicht durch Kürze und Klarheit der Deduction und 
durch den geringen Aufwand analytischer und combinatorischer 
Hilfsmittel, welche zur Entwickelung nothwendig sind.

Sind aQ, a1, a %, . . . am_ i die m  reellen oder imaginären Wur
zeln der Gleichung:

F ( x )  =  A0x m -1- A t x 1"-* - f  Az x m~ 2 +  . . .  - f  Am_ i  x  +  A m =  0

und führt man die abkürzenden Bezeichnungen e in :

«r =  f .  M  = « ; + « ? + « ;  +  . . . +
o

so ist erstens

Z =  (1 — a0x )  ( 1 —  a x a?) (1 — az x ) . . . (1 — a m_ , x )

— 1 -{- ax x  -f- az x % +  • • • +  am =  1  +  z

und zweitens mit wi-maliger Anwendung der bekannten Entwickelung: 

a x  -f- — a 2 x % -f- — a 3 o?3—|— . .
^ 1 — a x  ' 2  ' 3

Anderseits ist auch:

1

und es sind immer so kleine W erthe von x  respective von z  denk
bar, daß beide Entwickelungen convergiren. Um auch die zweite 

i
Entwickelung von lg — in eine Potenzreihe nach x  zu verwandeln, 

z
benützen wir den polynomischen Lehrsatz. Bezeichnen Sj, sz , ss . . . sm 
solche ganze positive Zahlen inclusive Null, welche der Bedingung
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S 1 +  s 2 H~ S3 +  * • • +  Sm =  r  

entsprechen, so ist bekanntlich:

== ------------------------ d*\ (l3i CLsi . +
ö i j / » , / » , / .  • .«**/ 1 2 3  w

wobei sich die Summation eben auf alle Werthe von s1? s2, s3 . 
bezieht, welche die vorhergehende Bedingungsgleichung erfüllen, 
Hiermit wird:

Die iillj>uiimii)en Dill'creiiziiilijuoliciiteii der iMiiictionen etc. 6 2 7

'4 = 8 S (- ' v  v  J }- • « j  a;‘ -(-Hl S„

Soll diese doppelte Summation nur jene Glieder zusammen
fassen, welche die Potenz x n enthalten, so kann dieselbe wieder 
auf eine einfache Summation reducirt werden, wenn man r  durch 
«i -f- s2 -J- s3 -f* • • • +  s»i ersetzt und nur jene W  erthe von sx, s%, s 3 ... sm 
gelten läßt, welche der Bedingung:

Sj -(- ^ H-  ̂^ 3  ”f" • • • H-  ^  ^

entsprechen.
1

Der Coefficient von x 11 in der zweiten Entwickelung von lg —
Zr

ist daher:

 ̂ '  • S , ' W - 1 2 3  “

und die Gleichstellung mit dem entsprechenden Coefficienten der 
ersten Entwickelung gibt, wenn wieder al t  «2 , «3, am durch 
ihre Wierthe ersetzt werden:

( « o
rx— Öj . ög . dg . . • . ÖDl . JIq

hierin ist die Summation auf alle positiven ganzen Zahlen einschließ
lich Null für sj ,  .s2 , s3, sm zu erstrecken, welche die Gleichung 
erfüllen:

,Sj 2  S2 -(- O . . -(- D l  S m  H .
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G28 U n f e i' il i 11 r.

Diese Formel wird ohne Beweis mitgetheilt von W a r i n g  in 
seinen Meditationes algebraicae 1782 und wird die Erfindung der
selben meist ihm zugeschrieben. Dieselbe kommt schon in der sel
tenen kleinen Schrift des niederländischen Mathematikers Albert 
G i r a r d  vor, Invention nouvelle en l’AIgebre etc. Amsterdam 1629. 
Hiermit ist zu vergleichen: E u l e r  Comm. Petrop. novis Vol. XV. 
L a g r a n g e  Mem. de l’Acad. de Berlin 1768  und Traite de la reso- 
lution des equations etc. Note XI. K l ü g e l  Math. Wörterbuch 1 803 , 
Bd. I, p. 506. E t t i n g s h a u s e n ,  Combinatorische Analysis 1826 , 
P. 326 . J- A. S e r r e t  Cours d’algebre superieure III. ed. 1866 , 

§. 196.
Um die Anwendung der Formel (5 1 )  zu zeigen, beziehen wir 

dieselbe auf die binomische Gleichung:

x m +  am =  0 .

In diesem Falle ist A 0 =  1, A t =  A z =  J 3 = . .  . .  =  J m_ t =  0, 
A IH= ± a m und in dem Summenausdruck verschwinden alle Glieder 
bis auf eines, welches

=  s% =  s3 = . .  . =  =  0, ms,n =  ii nach (5 3 )

entspricht. Ist n kein Vielfaches von in, so kann die letzte Bedingung 
nicht erfüllt werden, es ist daher:

M  =  °-

Ist aber n =  hn,  so wird sm =  k  und hiermit:

[w] =  ( +  1  ) kmakm.

Das umgekehrte Problem, die Coefficienten der Gleichung als 
Functionen der Potenzsummen ihrer Wurzeln darzustellen, kann durch 
ähnliche Betrachtungen einfach auf folgende Art gelöset werden.

Wenn die früheren Bezeichnungen dieselben bleiben und zur 
Kürze

u =  [  1 j x  - f  -  [2 ]  ,v2 - f  - [ 3  j .r3 - f  . 

gesetzt wird, so ist:
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Z =  — [A0 +  Ai x  Az wz Amx 1'1}
o

, « 3  , C i ,  ^ . 1
_ e  * — “ + 1 2  1 . 2 . 3  +  ’ • —

Bezeichnen sx, sz , s3, .  . . solche ganze positive Zahlen inclusive 
Null, welche dei* Bedingung

si +  h  +  ss H" • * • — r

entsprechen, so ist nach dem polynomischen Lehrsatz: 

v • rr. ( 1  ) Ä2 ( 1
w - -

Sl • S2 • S3 • *

worin sich die Summation eben auf die W erthe yon st , sz , s3 
bezieht. Hierdurch wird:

~  ![!]}*■ | [ 2 ] | ' " § [ 3 ] i

— • ^ +!*=+3'+ "

Soll diese zweifache Summation nur jene Glieder vereinigen, 
welche den Factor ocn enthalten, so kann dieselbe wieder auf eine 
einfache Summation gebracht werden, wenn man r  durch seinen 
Werth -J- s2 +  s3 . ersetzt und nur jene W erthe von sx, s2 , 
s3 sn gelten läßt, welche die Gleichung:

Sj -j- 2 s2 -j~ 3 s3 -J- • • n f>n =  u

erfüllen.
Der Coefficient von x n in Z  wird dann se in :

r a - N ’t m r  M ’"
S c - 1)- ■ Sj /  s2 /  s3 /

und die Gleichstellung mit dem entsprechenden Coefficienlen des 
ersten Ausdrucks für Z  gibt das Resultat:
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630 U i i f cril i i i  ge.r. Die allgemeinen DiH'ei eiitialquotieiiten der Functionen ctc.

hierin ist die Summation auf alle positiven Zahlen einschließlich 
Null für st , s2, s3 , . . .  sn zu erstrecken, welche die Gleichung er
füllen:

st -J- 2  sz +  3 s3 - f - . . .  +  n sn =  ji.

Das Verdienst, die Coefficienten einer Gleichung durch die 
Potenzsummen ihrer Wurzeln zuerst dargestelltzu haben, wird meist 
K r a m p  zugeschrieben. ( Hi n  d e n b  u r g ’s erste Sammlung com- 
binatorisch-analytischer Abhandlungen 1796 , p. 110.) Doch folgt 
sein Ausdruck aus einer allgemeineren Formel von W a r i n g .  Vergl. 
herüber J. A. S e r r e t  a. a. 0 . § . 198.
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