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Kubatur der Segmente und Schichtenriume in Flichen der
zweiten Ordnung,

Von Pranz Unferdinger,

Lehrer der Mathematik an der 5fentlichen Oberrealschule am hohen Markt in Wien.

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. October 1869.)

Einleitung,

Da die Ausbildung der Theorie der zwei- und mehrfachen
Integrale erst in der neueren Zeit ihren Anfang genommen hat, so
kommt es, dafd in dem Zeitraume seit der Erfindung der Infinitesimal-
rechnung vornehmlich nur jene Volumsbestimmungen in Angriff
genommen wurden, welche auf einfache Integrale fiihren.

Obgleich der allgemeine Integralausdruck fiir das Volumen,
sei es in rechtwinkeligen oder in Polarcoordinaten, sehr einfach ist,
so gelingt die Ausfiihrung der Integrationen nur in wenigen Fillen,
wenn zwei oder mehrere Grenzen constant sind oder wenn die Schnitte
paralleler Ebenen Functionen nur einer Variabeln, wodurch sich
ihnlich dem Verfahren bei Rotationsflichen, die Inhaltsbestimmung
auf eine Quadratur reducirt.

Sind die geometrischen Grenzen gemischt, theils krumme
Fuichen, theils beliebige nicht parallele Ebenen, so mehren sich die
Schwierigkeiten, da es nicht leicht gelingt, die geometrischen
Grenzen des Yolumens in die entsprechenden Grenzen des mehr-
fachen Integrals umzusetzen.

Seit Euler in seiner Introductio in analysin infinitorum, 1748
die allgemeine Gleichung des zweiten Grades von drei veriinderlichen
Coordinaten @, y, z einer ersten Discussion unterzog, durch welche
uns die von dieser Gleichung dargestellten Flichen néiher bekannt
wurden, bildet auch die Ausmittelung der von solchen Flichen be-
grenzten Korperriitume einen wichtigen Gegenstand, wissenschaft-
licher Forschung.

Aber den hieher gehirigen Untersuchungen fehlt die wiinschens-
werthe Allgemeinheit, denn entweder beziehen sich dic Volums-
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bestimmungen nur auf Rotationskérper und die neue Rechnung fiihrt
zu den schon von Archimedes fiir die Sphiiroide und Conoide ge-
fundenen Resultaten, oder die begrenzenden Ebenen stehen auf einer
Hauptaxe der Fliche senkrecht 1).

In der Absicht, die Theorie der Kubatur in der bezeichneten
Richtung zu férdern, versffentlichten wir im Februar 1857 in Gru-
nert’s Archiv, Thl. 28, p. 52 eine Abhandlung, in welcher die
Volumina der Segmente des allgemeinen dreiaxigen Ellipsoides und des
zweitheiligen Hyperboloides, nach analytisch-geometrischer Methode
unabhingig von jeder einschriinkenden Bedingung iiber die Lage der
schneidenden Ebene bestimmt werden. Hieran haben wir noch in
Thl. 29, p. 209 die Bestimmung der Segmente des elliptischen
Paraboloides angeschlossen.

Im 9. Bande der Sitzungsberichte der kon. siichs. Gesellschaft
der Wissenschaften (Sitzung vom 23, Mai 1857) entwickelt Schli-
mileh bei der Reduction eines vielfachen Integrals, fiir den Inhalt
einer ellipsoidischen Schichte zwisehen den zwei parallelen
Ebenen:

ax+ By + vz =,
ax+ Py + yz=1,
den Ausdruck:

l—p 11—
77(&[)(:5 —_ ,
{ 3 p3

wobei p=Va?a? 4 0*B* 4 ¢*9* und @, b, ¢ die Halbaxen des Ellip-
soides bezeichnen. Liilt man die zweite Ebene zu einer tangirenden

1) Lambert, Uber die Bestimmung des korperlichen Raumes jeder Segmente solcher
Korper, die durch Umdrehung einer konischen Section um ihre Axe enlstehen.
(Leipziger Magazin von J. Bernoulli und Hindenburg 1786.) L. Moss-
brugger, Untersuchung iiber geometrische Orter, welche von Flichen zweiten
Grades abhiingig sind, nebst Vergleichung der Inhalte verschiedener Segmente von
Flichen des zweiten Grades. (Grunert’s Archiv, Thl. 27, p. 66.)

Die Mchrzahl der Abhandlungen iiber Volumsbestimmungen in wissenschaftlichen
Zeilschriften heabsichtiget die Umgehung der Infinitesimalrechnung, durch
mehr oder minder gliickliche Kunstgriffe den Inhalt einfach begrenzter Riume mit
elementaren Mitteln, wie nach der Mecthode der Alten zu bestimmen. (August,
Crelle-Journal, Bd. 43, p. 239, 1853. Matzka, Grunert's Archiv, Thl. 33, p. 121
1859 Bretschueider, Archiv, Thl. 36, p 20. Wittstein, Archiv, Thl. 39, p. 1.)
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werden, wodurch p =1 wird, so gibt die Formel den Inhalt des durch
die erste abgeschnittenen Segmentes gleich %nabc(Z— 3p+pd)
iibereinstimmend mit dem von uns a. a. Q. auf anderem Wege ge-
fundenen Ausdruck, nur steht ]17 fiir p.

Wir haben seit dieser Zeit die Untersuchungen iiber die Vo-
lumsbestimmung der von Flichen der zweiten Ordnung begrenzten
Rilume weiter ausgedehnt und erlauben uns die Resultate derselben
im Folgenden in wesentlich vereinfachter Darstellung mitzutheilen
in der Erwartung, damit eine lingst fiihlbare Liicke im System der
analytischen Geometrie des Raumes auszufiillen.

1. Das Ellipsoid.
§. 1.
Der Rauminhalt S eines Kugelsegmentes von der Hohe h wird
bekanntlich durch die Formel bestimmt :

ah?

S="5 @3r—n),

worin 7 den Radius der Kugel bezeichuet. Setzt man den vierten
Theil des Kugelinhaltes gleich & und g statt k einfiihrend:
by,

>
50 erhiillt dieselbe folgende Gestalt:

ey S=H.(1—9>*Q2+yg

und hier kann ¢ aufgefafit werden als das Verhiltnis der Entfer-
nungen der die Kugel schneidenden und der parallelen tangirenden
Ebene.

Wir werden im Folgenden zeigen, daf dieselbe Formel, bei
derselben Bedeutung von g auch fiir ein Segment des allge-
meinen Ellipsoides oder des zweitheiligen Hyperboloides giltig ist,
die schneidende Ebene mag wie immer gerichtet sein,
nur bezeichnet alsdann X den vierten Theil des ganzen Ellipsoides
ader den Inhalt eines Kegels, dessen elliptische Basis die Halbaxen
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« und b hat und dessen Hohe gleich ¢ ist, wenn @, b, ¢ die Halb-
axen des Hyperboloides sind.

§. 2.

Punktweise Construction des Ellipsoides.

Man beschreibe aus dem Mittelpunkt O des Ellipsoides als
Anfangspunkt eines rechtwinkeligen Coordinatensystems der x, y, 2
drei concentrische Kugeln mit den Radien @, &, ¢ als die Halbaxen
des Ellipsoides, ziehe aus O einen beliebigen Strahl, welcher die
drei Kugeln in 4, B, C schneidet und mit den Coordinatenaxen die
drei 180° nicht ibersteigenden Winkel «, B, 7 einschlielit. Legt
man nun durch 4 eine Ebene parallel zur Ebene (yz), durch B eine
Ebene parallel zur Ebene (2z), durch C eine Ebene parallel zur (ay),
so sind die Gleichungen derselben:

(2) x=uacosa, y=>bcos B, z=ccos,

ihr Durchschnittspunkt liegt auf der Oberfliche des Ellipsoides,
dessen Gleichung:

a.z 2 zz
©) St h+ 5=t

Bezeichnet P die Entfernung dieses Punktes vom Mittelpunkt 0,
80 ist:

4) P— Vdtcos®a -+ b%cos?B + cPeos’y

und sind o/, ', ' die 180° nicht {ibersteigenden Winkel, welche
der Strahl P mit den positiven Halbaxen der Coordinaten einschliefdt,
so ist:

cos & beosf ccosy

I_a r___ r__
®) cos &’ = —75—, cos B’ = o sy =—F%"

Diese Construction fiir Punkte eines Ellipsoides ist einer be-
kannten Construction der Ellipse aus ihren Halbaxen analog und wir
beniitzen dieselbe zur Ableitung einiger geometrischen Folgerungen,
von denen spiter Gebrauch gemacht wird.
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§. 3.

Leiten wir aus dem Strahle P, welcher mit den Axen die
Winkel o, (', ' einschliefbt und die drei concentrischen Kugeln
etwa in den Punkten 4’, B’, C' schneidet, einen zweiten Punkt des
Ellipsoides ab, so sind die Coordinaten desselben, im Sinne der
Gleichungen (2) und (b) offenbar:

/o, . a*cosa
x =acosa = ,
b% cos
2
c* cos
Z'=CCOS‘)'/= 7.
P

Die das Ellipsoid in diesem Punkt (2'y 2') beriihrende Ebene
hat die Gleichung:
o’ 'y
(7) = W bz Y +
wenn z, y, z die verinderlichen Coordinaten der Ebene bezeichnen.
Ersetzt man hierin 27, ¥/, #' durch die Werthe aus (6). so verwan-
delt sich dieselbe in folgende:

cos «

(8) p— w__cosﬁ 4

cos Yy Cos ')Iy Cos Yy

und hieraus ist ersichtlich, dafl diese Beriihrungsebene des
zweiten abgeleiteten Punktes auf dem ersten Strahl
(«By) senkrecht steht und die Entfernung derselben
vom Ursprung O ist gleich P dem Leitstrahl des ersten
abgeleiteten Punktes. Die Normale des zweiten abgeleiteten
Punktes ist zum Strahl (« <) parallel?). Der letztere Satz gilt un-
verindert auch von der Ellipse im Sinne der am Schlusse des vori-
gen §. erwihnten Construction.

1) Construirt man auf dem Ellipsoid eine Reihe von Punkten
(.‘L‘yz), (x y P ) (xll s I/) (.',['”, 1" ’//)

welche in derselben Weise aus einander abgeleitet werden, wie der Punkt(x'y’ ’)
aus jenem (2y2), so sind die Coordinaten derselben, wenn P, P.r, P,

ihre Entfernungen vom Ursprung Fezeichnen:
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Bezeichnet nun

(9) r=Av+4By+4C
eine das Kllipsoid (3) schneidende und auf dem Strahl («fy) senk-
rechte Ebene im Abstand p vom Ursprung, so dald

(10) qo_ osa  p ﬂ o _P

~ eosy’ T cosy " cosy’
so wird das Volumen des ellipsoidischen Segments zwischen dieser
Ebene und der parallelen tangirenden Ebene (7) durch die Formel
(1) bestimmt, wenn:

_ p p
1 g="5=
(11) I= P~ Viteosa + b2 cos B 4 cPeosty

Ist.

, a%cosa

r=acosct, z =
P
b2cos 3
y=bcosﬁ, y'= P‘—,
¢? cos
r==ccos; 2= - 1,
P
, aBcosa  ,  atcosa
2 = ~ —
PP’ pPP"’
v b3cosB bheosfd
V=" T

2" =»"3 005‘1 PR [ cheos 7.
PP’ J4

amd es ist:

— 4V a2 cos 2 + b2 e o
P =Va%cos?u+ b cos?f3 4 c2eos 29,

» _1/1/* cos 2z + b4 cos 23 + ck cos 2y
= - !

., Va8 cos 2 + b6 cos 2B+ c6cos 29
P= PP, )

Pll— VaBcos 2a + b8 cos 2B + eBeos 2y
PPIP// *

Die tangirenden Ebenen aller dieser Punkte stehen mit einander in Zusammen-
hang der Art, dal} die Entfernung des Ursprungs von einer derselben gleich ist
dem vorhergehenden Strahl Pund dal der zweitvorhergehende Strahl darauf senk-
recht steht.
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$ 4

In den beiden concentrischen und ahnlichen Ellipsoiden, deren
Gleichungen:

at oyt 2P
€)) _2+}%+_2=

2 zZ

(12) a" + = g%,

verhalten sich die gleichliegenden Halbaxen wie 1:g und wenn wir
g <1 voraussetzen, so wird das zweite Ellipsoid vom ersten um-
schlossen. Sind 2', 9/, ' die Coordinaten eines Punktes des Ellip-
soides (3), so dal}:

wlz y/z zlz
(13) ZtEpta=1

so leisten die Werthe + g2, + gy', + g2’ statt @, y, z offenbar
auch der Gleichung (12) Geniige und wenn wir

(14) =g, Yy =gy %, =g%

setzen, so bezeichnet (x,y,%,) einen Punkt des Ellipsoides (12)
welcher auf dem vom Ursprung aus nach dem Punkt (2'y'2’) gezo-
genen Strahl auf derselben Seite des Ursprungs liegt. Solche Punkte
der beiden concentrischen, gleichliegenden und #hnlichen Ellipsoide
heillen correspondirende Punkte. Die Gleichungen der tangi-
renden Ebenen in diesen zwei Punkten sind beziehungsweise:

cca cty c?

™ e A A M
_ cx, ¢y, c’g*
(15) 7= azzim bzziy+ z;’

statt der zweiten Gleichung kann aber vermige der Beziehungen
(14) auch gesetzt werden:

(16) LA i A

atz %4

hieraus folgt im Vergleich mit (7): Die Beriihrungsebenen
correspondirender Punkte sind parallel.
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Sind P und p die Abstiinde des Ursprungs von den parallelen
Ebenen (7) und (16), so ist nach den Lehren der analytischen
Geometrie :

P _¢& » _

17 =, =
an cosy 7 cosy z

wenn 7y den Winkel der Senkrechten mit der Axe der z bezeichnet;
mithin ist

(18) %:g oder p=gP, p< P

und die Entfernung der heiden Ebenen:
(19) 0=(1—g)P.

Diese zwei Ebenen liegen beziiglich des Ursprungs auf derselben
Seite und enthalten zwischen sich ein Segment des Ellipsoides (3),
dessen Volumen im Allgemeinen als eine von a,3,2’ abhingige
Grofle zu betrachten ist und dessen Bestimmung der Zweck der
nachfoigenden Rechnungen ist.

§ 5.
In dieser Absicht bestimmen wir zundchst die Durchschnittslinie
der zweiten tangirenden Ebene (16) mit dem dufleren Ellipsoid (3).
Wird aus den Gleichungen (3) und (16) 2 eliminirt, so folgt:

e {a’lbzg—bzw’w- azy’y} 2 __ azbzz’z{az b — bt —atyY.

Diese Gleichung bezeichnet die Projection der Durchschnitts-
linie der Ebene (16) mit dem &ufleren Ellipsoid (3) auf die Ebene
der zy.

Wird diese Gleichung entwickelt, nach abfallenden Potenzen
von 2 und y geordnet, mit Hilfe der Gleichung (13)2' aus den Coef-
ficienten von * und y* eliminirt, endlich dureh «?b*c* abgekiirat,
so erlangt dieselbe die Form:

20)
2
By D) 2*+(a*—2* )y’ 2"y wy—20%gx . v—2aPgy  y + a*b? [g Z—Z—z] =0.
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§. 6.

Um die Gestalt und Abmessungen dieses Kegelschnittes mit
Leichtigkeit ohne weitere Coordinatenverwandlung zu erkennen,
bedienen wir uns der von Grunert gegebenen ,Discussion
der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwi-
schen zwei veridnderlichen Grioflen« (Archiv, Thl. XXV,
p. 146), aus welcher Abhandlung wir Folgendes entlehnen: Wenn
die Gleichung der Curve lautet:

ax* 4 by* 4 2exy 4 2dx - 2ey4-f=10
und es ist gleichzeitig:
ab—e? >0
ae? 4 bd? 4 fe? —abf—2ede > 0,
so bezeichnet dieselbe eine Ellipse und wenn A, B die Halbaxen der-
selben sind, so ist:
_ ae* +bd® 4 fe*— abf—2ede

AB
Vab — ¢2

§. 7.

In unserem Falle ist nach (20) im Sinne der allgemeinen
Gleichung des zweiten Grades:

a=bt—y*,
b=a*—a?,
c=a"y,
(21) d=—b*ga’,
e=—algy,

)
f = a?b? (gz — %],
hiermit wird:

b2} *
p) et MP%
(22) ab—e { c }

und nach einiger Rechnung:

4
(23)  ae®- bd® 4 fo? — abf—2cde — {‘”’Tzs (1—g»).

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LX. Bd. Il, Abth. 42
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Da nun die in §. 6 aufgestellten Bedingungen erfiillt sind, so
bezeichnet die Gleichung (20) eine Ellipse und es ist das Product
ihrer Halbaxen:

(29) AB= a_cb (1—g¢)7.
Bezeichnet f die Fliche der Projectionsellipse, so ist demnach:
abr
f=—(1—¢)7
und die Fliche F der Durchschnittsellipse in der Ebene (16):
__f _abr n_ %
F= cosy ¢ a g)cosy ’

wenn 7y den Neigungswinkel der Beriihrungsebene (16) zur Pro-
jectionsebene & y bezeichnet. 7 ist aber auch der Winkel, welchen
das aus dem Ursprunge auf die tangirende Ebene (16) gefillte Per-
pendikel mit der Axe der z einschliefit, folglich nach (17):

2 c?

cosy P
Es ist also auch:

1_ 2
(25) F=aber. _Pl.

§. 8.

Wenn man in der Gleichung (20) der Projectionsellipse
mittelst der Beziehungen (14) die Coordinaten x,, y,, 2, einfiihrt,
so kann dieselbe auch in folgender Form dargestellt werden:

(26)
2
(2y,—y)*+0'g*e (2@, — o)+ dg"y(2y,—y) + a?lﬁ[g‘*— Z’;)=O'

Denken wir uns irgend einen Punkt (@ y) dieser Curve mit
dem Punkt (2, y,) durch eine Gerade verbunden und die Verbin-
dungslinie iiber (2, y,) so weit verlingert, bis die Verlingerung
gleich dem Abstand (2 y) (@, y,) wird. Sind u, v die Coordinaten
des Endpunktes der Verlingerung, so ist, da (=, y,) der Mittelpunkt
der Strecke ( y) (u v):
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1 1
z=gz@+uw)., y=5@y+0)
oder
r=2x—u y=2y—ov;

werden diese Werthe statt 2 und y in die Gleichung (26) substi-
toirt, so daB nun die verdinderlichen Coordinaten % und v sind, so
erhillt man die Gleichung des Ortes der Punkte (u v), welche durch
die angegebene Construction mit den Punkten (2 y) zusammen-
hingen. Nun gibt aber die Substitution :

@)
2
(g — )+ g (2, ) g0 2y )+ g — 2 | =0

eine Gleichung, welche sich von jener der Projectionsellipse nur
dadureh unterscheidet, dald # an der Stelle von 2, » an der Stelle
von y steht. Folglich ist auch der Punkt (u ») ein Punkt der Pro-
jectionsellipse. Jede durch den Punkt (2, y,) gezogene Sehne wird
durch diesen Punkt halbirt, also ist (2, y,) der Mittelpunkt
der Projectionsellipse und der Punkt (2, y, z,) der Mittelpunkt der
Durchschnittsellipse in der Ebene (16).

§. 9.

Wird um den Anfangspunkt der Coordinaten als Mittelpunkt
ein drittes gleichliegendes Ellipsoid beschrieben mit den Halbaxen
ak, bk, ck, welches zwischen den Ellipsoiden (3) und (12) liegt,
so ist die Gleichung desselben:

a* oyt 2P "
(28) Etpta=*F

und der Werth von k liegt zwischen 1 und g. Sind z|, v/, 2, die
Coordinaten des correspondirenden Punktes zu jenem (a' ¥ 2'),
so ist:

(29) r,=hkr', yy=ky, z =k,

die tangirende Ebene desselben ist zu jener (16) parallel und
schneidet das Ellipsoid (3) in einer Ellipse, deren Fliche F aus der
Formel (25) folgt, weun man £ fiir g setzt:

o



642 Unferdinger

. 1—F
(30) F=abern.- 7

Ebensé ist der Abstand ¢ dieser Ebene von der Ebene (7) aus
(19) abzuleiten, so daf®
31 g={A—k)P.

§. 10.

Betrachten wir nun % als eine unabhiingig verinderliche Grifle,
welche nach und nach alle Werthe von ¢ bis 1 annimmt, so werden
die stetig auf einander folgenden tangirenden Ebenen der Ellipsoide
(28) das zwischen den Ebenen (7) und (16) enthaltene Segment
in eine unendliche Anzahl von Schichten zerlegen von der Dicke
dg, wobei nach (31):

dg= —P.dk.

Der Inhalt einer solchen Schichte ist das Differenzial dS des

Inhaltes § des Segments
dS=TFdg= —aber.(1—I*) dk

und wenn man zwischen den Grenzen 1 und g integrirt:

(32) S§S= —13—abcn'(2 —3g9+4%.

Bezeichinet & den vierten Theil des ganzen Ellipsoides, also

(33) K= ;—abc T,

so kann man auch schreiben:

(34) S=K.(1—g)*2+g)")

1) Denkt man sich den Raumn eines solchen Segmentes gleichférmig mit Masse erfiillt
und sind X, Y, Z die Coordinaten des Sehwerpunktes, so ist nach den Lehren der
analytischen Mechanik:

A’.S:fx; ds, 1’.s=fy; ds, z S={[zds,
da ay, y;, %, die Coordinaten des Sehwerpunkles des Differenzials dS sind. Hier-
nach findet man:

y=3ut9®

= ',
4 2+yg

p_ 349
£ o24yg 77
3 (1 2

Z=._(_+Lz/_

i 24y
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und die geometrische Bedeutung von ¢ ist durch die Gleichung (18)

bestimmt.
Der Rauminhalt § ist also unabhigig von den Coordinaten
@y, Yp» % folglich fiir alle Punkte des Ellipsoides (12) constant.

Die Resultate dieser Untersuchung geben folgenden

1. Lehrsatz.

In concentrischen gleichliegenden und dhnlichen
Ellipsoiden schneidet jede dasinnere Ellipsoid beriih-
rende Ebene vondem dulleren Ellipsoid Segmente von
constantem Inhalt ab und der Berihrungspunkt liegt
stetsim Mittelpunkt der Durchschnittsellipse.

Die tangirende Ebene (16) theilt das ganze Ellipsoid in zwei
Segmente § und S, von welchen das erstere den Mittelpunkt des
Ellipsoides nicht enthiilt. Setzt man in (34) —g¢ statt g im Sinne
des §. 4, so folgt:

(3%) S=K(1+9)(2—g).
in der That ist:
S+ S=4K,

gleich dem ganzen Ellipsoide.

§. 1.

Bezeichnet Ky den Rauminhalt des elliptischen Kegels, welcher
die Durchschnittsellipse F zur Basis und den Scheitel im Ursprung
hat, so ist offenbar:

1
Kg= 3 F.p
oder wenn man fiir # und p die Werthe aus (25) und (18) sub-
stituirt:
(36) Kg=K(9—g°)

und weun Sc¢ den Inhalt des ellipsoidischen Sectors bezcichnet,
welcher von dem Mantel dieses Kegels und der ellipsoidischen Schale
des Segmentes S begrenzt wird, so ist:

Se= 84 Ky
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oder durch Anwendung der Gleichungen (34) und (36):
37 Sc=2K(1—9).

Die Rauminhalte des Schnittkegels und des ellipsoidischen
Sectors sind unabhingig von den Coordinaten x,, y, , 2, des Beriih-
rungspunktes auf dem Ellipsoid (12), folglich auch fiir alle
Punkte desselben constant.

§. 12.

Mit Hilfe der vorhergehenden Untersuchungen sind wir auch im
Stande die Volumen des Segments, des Schuittkegels und des Sectors
zu bestimmen, welche irgend eine schneidende Ebene, deren
Gleichung :

9 t=Ax+By+ €
auf dem Ellipsoid :

. wz y2 22
3) Lt =1
erzeugt.

Denkt man sich um den Ursprung, als Mittelpunkt ein Ellipsoid
beschrieben, welches die gleichliegenden Halbaxen ag, bg, cg hat
und die Ebene (9) in dem Punkt (2, y, #,) beriihrt, so daf} auch

(38) %, = Az, + By, + C,

so kommt es jetzt nur darauf an, die der Ebene (9) entsprechende
Verhiltnifzahl g zu bestimmen.

Wenn die Ebene (9) das Ellipsoid (12) in dem Punkt (2, 3, 2,)
beriihrt, so muld sie mit jener (15) identisch sein, d. h. es mufy
¢z, ey, g

) ’ 2 ’
a*z, b*z, 2

A=

sein und wenn man aus diesen Gleichungen und jener (38) die Co-
ordinaten x,, y,, #, eliminirt, endlich die Eliminationsgleichung
nach ¢ auflést, so folgt:

= 4 _C—,
Va2A2+szz+cz

wobei das Vorzeichen so zu wihlen ist, dal ¢ positiv wird.

(39) g
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Mit diesem Werth von g geben nun die Gleichungen (34), (36)
und (37) die gesuchten Rauminhalte §, Kg und Se.
Der Natur der Sache nach mufl g <1 sein, d. h,

C* < a? 4+ B*B? - ¢*

und diese Relation ist bekanntlich das analytische Kennzeichen, daf}
die Ebene (9) das Ellipsoid (3) schneidet.

§. 13.

Eine das Ellipsoid (3) beriihrende Ebene, welche zu jener (9)
parallel ist, hat die Gleichung :

(40) = Az + By + VA4 0*B* + ¢

und wenn das Yorzeichen der Wurzel iibereinstimmend mit jenem
von € genommen wird, so liegen entsprechend den correspondirenden
Punkten in §. 4 beide Ebenen auf derselben Seite des Ursprungs.

Wenn «, B, 7 die 180° nicht iibersteigenden Winkel be-
zeichnen, welche die aus dem Ursprung auf dieselben gefillte Senk-
rechte mit den positiven Halbaxen der Coordinaten einschlieBt, so ist
bekanntlich:

cos « cosB . p yrEw s
cosy’ B= cosy’ C—cos-y’ VLBt =

2
cosy

wenn p und P die Entfernungen des Ursprungs von diesen Ebenen

(9) und (40) sind. Es ist daher auch:

Va® cos*a + b*cos *B + ¢ cosy ;

welches Ergebnifs mit der Formel (11) in §. 3 und mit der Gleichung
(18) in §.4 iibereinstimmt.

Um die Gleichungen (34), (36) und (37) zur Volumsbestim-
mung fiir eine beliebige schneidende Ebene anzuwenden, ist nur
nothwendig das Verhiiltni g der Entfernungen des Ur-
sprungs von dieser Ebene und der parallelen Beriih-
rungsehene zu ermitteln.
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§. 14,

Um den Inhalt der ellipsoidischen Schichte zu bestimmen,
welche zwischen zwei gegebenen Ebenen:

E)] 2= Ax + By + C,
(41 e=Ax+4By+C

enthalten ist, berechne man im Sinne der Gleichung (39) die posi-
tiven VerhiiltniBzahlen g, g, welche diesen Ebenen entsprechen:

‘ C
@9 9= * Ver T e
(42) g = £

+
VazA/z + b2B? +.cz
und es sei g>>¢ Alsdann giebt die Formel (34):

S=K2—-3g+ 4%,
S=KQR2—3949%),

wobei S und S’ diejenigen Segmente bezeichnen, welche den Mit-
telpunkt des Ellipsoides nicht enthalten und es ist S<C§’.

Haben nun € und €’ gleiche Vorzeichen, so schneiden die
Ebenen (9) und (41) die Axe der z auf derselben Seite des
Ursprungs, der Inhalt der Schichte ist gleich dem Unterschied der
Segmente und zwar ist unter der gemachten Voraussetzung

Sch=8—8§

wenn Sch den Inhalt der Schichte bezeichnet,

(43) Seh = K3 (9 —9)— (9 —9°)}-

Haben C und €’ ungleiche Vorzeichen, so schneiden die Ebenen
(9) und (41) die Axe der z auf entgegengesetzten Seiten des
Ursprungs, die Schichte enthilt den Mittelpunkt des Ellipsoides und
es ist:
Sch=4K—S—S§
oder

(49) Sch = K3 (g4 ¢) — (5 + !/'3)2 ,
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welches Resultat auch aus jenem (43) folgt, wenn man — g’ statt ¢’
setzt, was mit der Bemerkung am Schlusse des §. 10 ibereinstimmt,
denn es ist in diesem Falle auch :

Sch = (4K — §") — 8.

IL. Das zweitheilige Hyperboloid.
§. 15.

In den beiden concentrischen und #hnlichen zweitheiligen
Hyperboloiden, deren Gleichungen :

oy 2

5 e pte=tb
.’13'2 ?/2 zz

(46) it it

verhalten sich die gleichliegenden Axen wie 1 ¢, die reellen Axen
liegen in der Axe der z und wenn wir' voraussetzen, dafy g>1, s0
liegt das zweite Hyperboloid ganz innerhalb des ersten. Sind a*, ¥/,
%' die Coordinaten eines bestimmten Punktes des Hyperboloides (45),
so dald

R oy 2
(4D —eTEta st
so sind offenbar + ga’, £ gy, + g2’ Coordinaten von Punkten des
Hyperboloides (46), und wenn wir

(14) ¥y = gs Yy =gy 5 =g%

setzen, so bezeichnet (2, y, z,) denjenigen Punkt des Hyperboloides
(46), welcher auf der Verlingerung des vom Ursprung nach dem
Punkt (2’ y <2') gezogenen Strahles auf derselben Seite des
Ursprungs liegt. Die Gleichungen der diesen correspondirenden
Punkten (2’ y' 2'), (@, y, #,) entsprechenden Beriihrungsebenen sind
beziehungsweise:

it Sy c?
(43) z————z—,-t—l-my‘l‘;u

¢t c*q*
(49) z=——w+ﬁ§y+—l

2
az, z

~1
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oder wenn man in der zweiten Gleichung mittelst der Beziehungen
(14) auch die Coordinaten o', y', 2’ einfiihrt:

i

i Sty o
(50) z=a—z;$+m,2/+ ’y’

2

wodurch ersichtlich wird, dald die tangirenden Ebenen der
correspondirenden Punkte parallel sind.

Sind P und p die Entfernungen des Ursprungs von diesen
Ebenen (48) und (80) und ist y der Winkel der Senkrechten mit
der Axe der 2, so ist bekanntlich:

P & p ]

(17 cosy 2’ cosy 2’
mithin
(18) %:g oder p=gP, p > P;

die Entfernung der beiden Ebenen aber ist :
(81) 0=(g—1DP.

Diese zwei Ebenen enthalten zwischen sich ein Segment des
Hyperboloides (45), dessen Volumen im Allgemeinen als Function
von x,, y,, #,, oder respective von &', y’, # zu betrachten ist und
dessen Gréfe wir nun bestimmen wollen,

§. 16.

Wir bestimmen zuniichst die Durchschnittslinie der zweiten
tangirenden Ebene (50) mit dem #ufleren Hyperboloid (45). Wird
z aus der Gleichung (45) und (50) eliminirt, so folgt:

Harbtg + B @ + aty g} = at b2 {a? b 4 bat 4 aty,

diese Gleichung bezeichnet die Projection der besagten Durch-
schnittslinie auf die Ebene der xy.

Wenn man entwickelt, nach abfallenden Potenzen von @ und
y ordnet, aus den Coefficienten von z* und y* mittelst (47) 2’ elimi-
nirt und endlich durch a? b* ¢* abkiirzt, so lautet dieselbe so :

(52)

'3
(02 4y'?)a*+ (a2+a'?)y2—22'y'. xy—22g’. x—2a2gy’. y—ab? (92-— %) =0.
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§ 17.

Zur Bestimmung der Form und Dimensionen des durch diese
Gleichung reprisentirten Kegelschnittes bedienen wir uns wieder der
Formeln des §. 6 und haben im Sinne der allgemeinen Gleichung
des zweiten Grades:

/a —b* + y’z,
b =a*+ 2%,
e=—uzx'y.
(53) d=—b*gz,
e=—a’gy,

) 4
t _ — azb’l[gz— ?J’

hiermit wird :

N2
(22) b—et= )
uand nach einiger Rechnung:
A
(84)  ae? 4 bd? 4 fe? — abf — 2cde — ;%f (P —1).

Die in §. 6 aufgestellten Bedingungen sind erfiillt, die Gleichung
(52) bezieht sich auf eine Ellipse und das Product ihrer Halbaxen ist:

(55) AB— ‘%” (*—1)7.

Bezeichnet f die Fliche dieser Projectionsellipse, so ist
demnach :

abr

f=T(92—1)z’

und die Fliche K der Durchschnittsellipse in der Ebene (50) wird
durch die Formel bestimmt :

!

f _abm z

=——(¢9"—1)

" cosy c

cosy’

worin  dieselbe geometrische Bedeutung hat, wie in der Gleichung
(17). Aus dieser folgt aber
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z _c2
cosy P’
mithin
Lp— |
56 F—=abend —_.
( ) uben P
§. 18.

Wenn man in der Gleichung (52) der Projectionsellipse
mittelst der Beziehungen (14) statt ', 3, # die Coordinaten a,,
¥y #, einfiihrt, so kann man dieselbe leicht in folgende transformiren:

(57)
2
(2y,— 2 y)— BP9 (2e,— ) — d*¢*y (2y,— y)— a*b* [g" —_ %;] =0.

Denken wir uns irgend einen Punkt (2y) dieser Curve mit dem
Punkt (@, y,) durch eine Gerade verbunden und die Verbindungs-
linie iiber (@, y,) hinaus so weit verlingert, bis die Verlingerung
gleich (xy) (@, y,) wird. Sind u, v die Coordinaten des Endpunktes
der Verlingerung, so ist offenbar:

1 1
vy=g@+u) y=5H+v)

oder
=2z —u y=2y —v;

setzt man nun diese Werthe statt 2> und y in die Gleichung (87),
s0 dad nun die verinderlichen Coordinaten « und », so bezeichnet
die entstehende Gleichung:

2
(uy, — 2,v)—b*g%u (22, —u)— a*g*v(2y,— v)—azbz(g'*—z_;J =0,

den Ort der Punkte (uv), welche durch die angegebene Construction
mit den Punkten (xy) der Projectionsellipse verbunden sind. Diese
Gleichung unterscheidet sich von jener (57) nur darin, dal} u statt
2 und v statt y steht, folglich ist auch (uv) ein Punkt der Projec-
tionsellipse und (&, y,) ist der Mittelpunkt der letzteren. Der
Punkt (a, y, #,) in der Ebene (50) ist der Mittelpunkt der Durch~
schaiftsellipse.
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§. 19.
Wird um den Ursprung der Coordinaten als Mittelpunkt ein

drittes zweitheiliges gleichliegendes und #hnliches Hyperboloid be-
sehrieben mit den Halbaxen «k, bk, ck, so ist die Gleichung desselben:

P R \
(58) T etk

und wenn der Werth von % zwischen 1 und g liegt, so liegt das
neue Hyperboloid zwischen den beiden andern. Unter dieser Voraus-
setzung sind die Coordinaten des mit (2’ 4’ 2') correspondirenden
Punktes:

20) v = ki, y =k, # =k

die Beriihrungsebene dieses Punktes ist zu jenen (48) und (50)
parallel und schneidet das erste Hyperboloid (45) in einer Ellipse,
deren Flicheninhalt F offenbar aus der Gleichung (56) abgeleitet
werden kann, wenn man £ statt g setzt:

2 __
(59) F = abern k 1.

Der Abstand ¢ dieser Ebene von der dulleren Beriihrungsehene
(48) folgt ebenso aus der Gleichung (51), so dal man hat:

(60) g=k—1)P

§. 20.

Betrachten wir nun wieder £ als unabhiingige Variabele, welche
nach und nach alle Werthe von 1 bis g durchschreitet, so ent-
sprechen den stetig aufeinander folgenden Hyperboloiden (58) eine
Reihe von parallelen tangirenden Ebenen, welche das zwischen den
Ebenen (48) und (50) enthaltene hyperboloidische Segment in eine
unendliche Anzahl von Schichten zerlegen von der Dicke dg; wobei
nach (60):

dg = P.dk.

Der Inhalt einer solchen Schichte ist das Differenzial des Inhaltes

des Segmentes. Bezeichnen wir das letztere mit S, so ist

dS, = Fdy = aber (F* — 1) dk
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oder wenn man zwischen den Grenzen 1 und g integrirt :
1
(61) S2=3—abc7r(2—3g+ga).

Es ist von Interesse zu bemerken, daf} diese Formel vollkommen
mit derjenigen Gbereinstimmt, welche wir obenin §. 10 unter (32)
fiir das ellipsoidische Segment gefunden haben. Aber damals war die
Giltigkeit der Formel an die Bedingung gekniipft, dafl g zwischen 0
und 1 liegt und jetzt sind die Grenzen fiir g, 1 und ooc.

Die beiden Hyperboloide (45) und (46) haben zur gemein-
schaftlichen Asymptotenfliche einen elliptischen Kegel, dessen
Scheitel im Ursprung liegt und dessen Gleichung

20

g2

(62) —_?——ﬁ+¢7=0'
Legt man durch einen Scheitel des Hyperboloides (48) eine
tangirende Ebene, so schneidet diese von der Asymptotenfliche einen

Kegel ab, welchen wir den Axenkegel nennen wollen und dessen
Inhalt durch die Formel bestimmt wird:

(33) K= % aber.

Durch Einfilhrung dieses Volumens in die Formel (61) er-
hilt man:

(63) S=H(g—1*2+9).

Der Rauminhalt S, ist unabhiingig von den Coordinaten z,, y,,
#, des Beriihrungspunktes des Hyperboloides (46), folglich fiir alle
Punkte desselben constant.

1) Ist der Raum des Segmentes gleichformig mit Masse erfiillt, so sind die Coordinaten
des Schwerpunktes:
3 1)2
=3 th o,
4 g+2
y_3G@FD
i gt2 Y
_3G@+n?
4 g+2

Z ¥
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Die Resultate dieser Untersuchung geben folgenden

2. Lehrsatz.

Inconcentrischen, gleichliegenden und dhnlichen
zweitheiligenHyperboloiden schneidetjede dasinnere
Hyperboloid beriihrendeEbene von dem #uBlerenHyper-
boloid Segmente von constantem Inhalt ab und der Be-
riihrungspunkt liegt stets im Mittelpunkt der Dureh-
schnittsellipse.

§. 21.

Bezeichnen wir die Axen des inneren Hyperboloides (46) durch
a, b, ¢, so dal®

a=uag, b=1Ulg, c=uc¢yg,

und fiihren dieselben in die drei zusammengehérigen Gleichungen
(48), (46) und (61) ein, so erhélt man:

F T Y S |

a2 b2 ¢ 2 .q!
.7/'2 y2 z2 1
2 mprta="

_ 3
S, = %abcn.z-— —é‘q?‘j:g-u

Betrachtet man a, b, ¢, als unverénderliche Griflen und setzt
hierin g =00, so verwandeln sich dieselben in folgende:

.1/'3 yz zZ
e pte="
xz y2 z?
(&4) —@ ptae="
1
S, = 3 abe .

Die erste Gleichung bezeichnet die Asymptotenfliche des
durch die zweite dargestellten zweitheiligen Hyperboloides und die
dritte Gleichung bezeichnet das Volumen desjenigen Kegels, welchen
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irgend eine Beriihrungsebene des Hyperboloides von ihrer Assymp-
tenfliche abschneidet.

Man hat daher auch folgenden:

3. Lehrsatz.

Jede ein zweitheiliges Hyperboloid beriihrende
Ebene schneidet von derenAssymtotenflicheKegel von
constantem Inhalt ab und der Beriihrungspunkt ist der
Mittelpunkt der Durchschnittsellipse.

§. 22.

Kehren wir wieder zum allgemeinen Fall der beiden Hyper-
boloide (48) und (46) zuriick und bezeichnen durch Ky, den Raum-
inhalt des elliptischen Kegels, welcher die Durchschnittsellipse F
(56) zur Basis und seinen Scheitel im Ursprung hat, so ist:

1
g, = 3 E.p
oder durch Substitution der Werthe fiir ' und p aus (56) und (18):
(63) Ky, = K (g’ — 9)

und wenn Se, den Inhalt des hyperboloidischen Sectors bezeichnet,
welcher von dem Mantel dieses Kegels und der hyperboloidischen
Schale des Segmentes S, begrenzt wird, so ist:

Sec, = Kg, — S,
oder durch Anwendung der Gleichungen (65) und (63):
(66) Se,=2K(g — 1).

Diese Rauminhalte des Schnittkegels und des hyperboloidischen
Sectors sind auch von den Coordinaten x,, y,, %, unabhingig,
folglich fiir alle Punkte des Hyperboloides (46) con-
stant.

§. 23.

Um das Volumen des Segmentes zu bestimmen, welches irgend
eine Ebhene, deren Gleichung:

)] z=dxz + By + C
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von dem Hyperboloid (45) abschneidet, ist nur nothwendig, an diese
Fliiche eine parallele tangirende Ebene zu legen und im Sinne der
Gleichung (18) das Verhéltnill g der Entfernungen p und P des Ur-
sprungs von diesen parallelen Ebenen zu bestimmen.

Die Gleichung der letzteren Ebene ist:

67 z=Ax 4+ By + Vet — a24> — B* B,
Y

worin das Vorzeichen entsprechend den correspondirenden Punkten
in §. 15 ibereinstimmend mit jenem von C zu wihlen ist.
Hiernach ist:
c
T Vet — A4 B

(68) 9=

i

und mit diesem Werth von g giebt (63) den Inhalt des Segments.
Die Gleichungen (65) und (66) geben nun ebenso die Inhalte
des Schnittskegels und des Sectors.
Damit der Werth von ¢ reell wird, mufy
(69) E—a?AA— B >0

sein und dief} ist auch bekanntlich das analytische Kennzeichen, daly
die Ebene (9) das Hyperboloid (45) in einer Ellipse schneidet.
Auflerdem mufd noch

(70) C* > ¢t — a*A*— B* B?

sein, was der Bedingung ¢>>1 entspricht.

§. 24.

Der Inhalt Sch, einer hyperboloidischen Schichte, welche
zwischen zwei gegebenen Ebenen:

9 z = Az 4+ By + C,

(41) v =Axc+By+C

enthalten ist, kann nun auf folgende Art gefunden werden: Damit die
Ebenen diejenige Richtung haben, welche elliptische Schnitte er-
zeugen, mu} gleichzeitig:

(69) —a?A4— 0B > 0,

@Y t—atd*—0"B*>0

Sitzh. d. malhem.-paturw, Cl. LX. Bd. 1. Abhth. 43
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sein, Damit die Ebenen das Hyperboloid schneiden, mufl noch:
(70) C* > ¢*— a* A*— B* B,

(72) C?*>c*—a* 4*— b*B*

sein. Sind diese Bedingungen erfiillt, so berechnet man die Verhilt-
nifizahlen g und ¢’ nach den Formeln:

C
68 (g —= ’
( ) 9 - ch—azAz——szz
(73) g== ¢

Ve —a?A*— b2 B
wobei die Vorzeichen so zu wihlen sind, daf} beide positiv werden.
Hiermit gibt die Gleichung (63):

S, =H2—3g+4")

S, = K(2 — 39 +¢%

die Inhalte der entsprechenden Segmente, deren Grenzebenen auf
derselben oder auf entgegengesetzten Seiten die Axe der z durch-
schneiden, je nachdem C und €’ gleiche oder ungleiche Vorzeichen
haben. Indem wir nur den ersteren Fall betrachten, wollen wir noch
voraussetzen, es sei g > ¢', dann ist auch S, > S und:

Sch, = S, — S,
oder

(74) Schy = K{(g*— 9°) — 3(9 — ¢')}-

§. 25.

Wird der elliptische Kegel, dessen Scheitel im Ursprung und
dessen Axe mit der Axe der z zusammentfillt, dureh die Gleichung:

z* oyt
(75) z2 = a—z + 7B

dargestellt, so bezeichnen « und $ die Verhiiltnilzahlen der Axen
eines zur Ebene der @y parallelen elliptischen Schnittes und der
Rauminhalt desjenigen Theiles dieses Kegels, welcher zwischen zwei
gegebenen Ebenen, deren Gleichungen
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) z=Ar+ By 4+ C

(41) v=Az+By+ C’'

enthalten ist, kann durch Anwendung des 3. Lehrsatzes §. 21 leicht
auf folgende Art bestimmt werden:

Sind a, b, ¢ die Halbaxen eines solchen zweitheiligen Hyper-
boloides, welches den Kegel (75) zur Assymptotenfliiche hat und die
Ebene (9) beriihrt, so muld

a=uw«c, b=pfec, C*=c*— a®4*—Db*B

sein, wodurch a, b, ¢ bestimmt werden; so wird:

c

76 c= + ’
(76) VI— Ll PR

wobei das Vorzeichen so zu nehmen ist, dal} ¢ positiv wird.

Der Inhalt K des Kegels, welchen die Ebene (9) von der Fliche
(75) abschneidet, wird nun nach (64) durch die Formel bestimmt:

1

(77 K = 5 afedn;

ebenso findet man, wenn

C/
78 ¢ = + ,
( ) Vi_azA/z__ﬁzsz

fir den Inhalt des Kegels, welcher der Ebene (41) entspricht:

1

afe3n.

Haben C, C' ungleiche Vorzeichen, so schneiden die Grenz-
ebenen (9) und (41) die Axe der z auf entgegengesetzten Seiten
des Ursprungs und das zwischen ihnen enthaltene Volumen ist
K4 K'. Haben C und C’ gleiche Vorzeichen und ist etwa ¢ > ¢/, so
ist das zwischen den gegebenen Ebenen enthaltene Volumen des
elliptischen Kegels:

(80) K—K = %aﬁr:(ca — ).

43*
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Damit ¢ und ¢’ reell werden, miissen gleichzcitig die Bedin-

gungen erfiillt sein:
(81) 11— A4*—p*B?> 0,
1 —a?A?—p*B*>0

und. diese sind auch die analytischen Kennzeichen, dafy die benen
(9) und (41) die Kegelfliche (75) in Ellipsen schneiden.

IIL. Das eintheilige Hyperboloid.

§. 26.
Das durch die Gleichung:

z’l

2
(82) T

dargestellte eintheilige Hyperboloid hat seine imagindre Axe in der
Axe der 2z, die Kehlellipse mit den Halbaxen a und & liegt in der.
Ebene der 2y und die Assymptotenfliche desselben:

2 P 2
(62) pr + B A= 0

c*

entspricht auch dem zweitheiligen Hyperboloid, mit den Halbaxen
ag, by, cg:

at

Yy
(46) - P b2 =+ c?

dessen reelle Axe in der Axe der z liegt, 0 < g << o0.

Sind #,, ¥, #, die Coordinaten eines bestimmten Punktes des
zweitheiligen Hyperboloides (46), welches von dem eintheiligen
umschlossen wird, so ist:

.T2 yil z2
(83) —wptaed

und die Gleichung der tangirenden Ebene lautet:

9 c* g?
(49) v = la 4 b;” +27

%
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Wird aus dieser Gleichung und jener (82) z eliminirt, so folgt:
Al gt + Vo x4 oty g}t = a? 8222 (022 + @ty — a*b?)

als Gleichung der Projection der Durchschnittslinie der Beriihrungs-
ebene (49) mit dem eintheiligen Hyperboloid (82). Wird dieselbe
entwickelt nach « und y geordnet und aus den Coefficienten von z*
und y* mit Hilfe der Gleichung (83) z, eliminirt, endlich durch
a*b*c* abgekiirat, so erhiilt sie die Form:

(84)

5292+ yD)a2 4 (a2g?+ai)y2—2ayy, . oy —2b%92%0, 2 —2a%g2%y Y — ?? (g“-{— z_'z) =0,
¢

§. 21.

Die Gestalt und Abmessungen dieses Kegelschnittes ermitteln
wir wieder nach den in §. 6 mitgetheilten Gleichungen, indem
wir die Coefficienten in (84) kurz durch a, b, 2¢, 2d, 2e, f bezeichnen.

Nach einiger Rechnung findet man:

ab — ¢? = ;%}2
c

4 2
ue? + bd? 4 fe? — abf — 2ede = %“b_‘-‘f"‘} bl
g
und da diese beiden Ausdriicke stets positiv sind, so bezeichuet die
Gleichung (84) eine Ellipse; das Product ihrer Halbaxen ist:

2
(83) AB = “_”.1—“;9 2.

c
Bezeichnet f die Fliche der Projectionsellipse, so folgt hiernach:
. abn 14¢
="
9
und die Fliche F der Durchschuittsellipse in der Ebene (49):
g 1y =
¢ g cosy’
wobei ¢ den Winkel bezeichnet, welchen das aus dem Ursprung auf
die Beriihrungsebene (49) gefillte Perpendikel p mit der Axe der z
einschliefdt.
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Nach (49) ist aber auch:

2,2 P
L:Eiodep ﬁ._:c g ,
cosy 2 cosYy P
mithin :
3
(86) F = aber? -; g

Durch eine dhnliche Betrachtung wie in §. 8 und §. 18 iiber-
zeugt man sich auch, dal der Beriihrungspunkt (2, y, z,) der
Mittelpunkt der Durchschnittsellipse ist.

§. 28.

Diejenige Ebene, welche das durch die Gleichung:

2 2 2
S
a b ¢

(87)

dargestellte zweitheilige Hyperboloid in dem mit (@, y, %) cor-
respondirenden Punkte beriihrt, ist zu jener (49) parallel und die
Fliche F der Durchschnittsellipse mit dem eintheiligen Hyperboloid
(82) wird offenbar durch die Formel (86) bestimmt, wenn man £
an die Stelle von ¢ setzt und gleichzeitig fiir p die Entfernung ¢
des Ursprungs von der neuen Beriihrungsebene substituirt. Da die
beiden tangirenden Ebenen zu correspondirenden Punkten gehiren,
so verhalten sich die Perpendikel p und ¢ wie die Halbaxen oder
es ist:

P_yg ,_k

¢ & 1Ty
mithin :

i3 14 &2

— = aber
q P

(88) F = aber k g.

§. 29.

Durch den Ursprung der Coordinaten legen wir eine zur (49)
parallele Ebene und suchen den Rauminhalt derjenigen Schichte
des eintheiligen Hyperboloides (82) zu bestimmen, welche zwischen
diesen zwei Ebenen vom Abstande p enthalten ist,
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Zu dem Ende betrachten wir £ als verinderliche Grofle, welche
nach und nach alle Werthe von 0 bis'g annimmt; die den stetig
aufeinander folgenden Hyperboloiden (87) entsprechenden Beriih-
rungsebenen, welche alle parallel sind zu (49), theilen das bezeich-
nete Volumen in eine unendliche Anzahl von Schichten von der Dicke
dq und zwar ist:

P
dg = = dk.
1 g9

Bezeichnen wir das zu bestimmende Volumen mit ¥, so ist also:
dV="F.dy = aber.(1 + k*) dk

und wenn man zwischen den Grenzen 0 und g integrirt:

1
JE— 3
(89) V= 3 abern (39 + ¢°)
oder wenn man wieder den Axenkegel (33) einfiihrt:

(90) V=1[K.g(3+ ¢

Dieser Ausdruck fiir V ist unabhingig von den Coordinaten
&5 Yy» 7y, also ist das Volumen V fiir alle Punkte des
Hyperboloides (82) von gleicher Grifie.

Die durch den Ursprung gehende, zur (49) parallele Grenzebene,
die Ebene der Keblellipse und das eintheilige Hyperboloid (82)
schlieen zwei keillormige Kirperriume ein, welche einander gleich
sind, so dal} das Volumen V unveridndert bleibt, wenn an die Stelle
der gedachten Grenzebene, die Ebene der Kehlellipse oder
irgend eine andere durch den Ursprung gehende das Hyperboloid
(82) in einer Ellipse schneidende Ebene tritt.

Die Ergebnisse dieser Untersuchung vereinigen wir in folgenden

4. Lichrsatz.

Hahen ein eintheiliges und ein zweitheiligesHyper-
boloid eine gemeinschaftliche Assymptotenfliche,
sind alle begrenzten Schichten des ersten zwischen
tangirenden Ebenen des zweiten Hyperboloides und
einer beliebigen durch den Mittelpunkt der Flichen
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gehendenEbene von constantem Inhalt und der Beriih-
rungspunkt der ersteren Ebene ist der Mittelpunkt der
Durchschnittsellipse.

Ist g=1, so bezieht sich :die Formel (90) auf das zu (82)
conjugirte zweitheilige Hyperboloid, dessen Gleichung ist:

i 2° Yt 2 B
(45) —@ pta!
und es wird:

4
(91 V=4K=§a[)cn;

der Inhalt der Schichte ist dann immer gleich dem Inhalt des Ellip-
soides von denselben Halbaxen.
§. 30.

Der Inhalt Kg, des Kegels, welcher die Durchschnittsellipse
(86) zur Basis und den Ursprung zum Scheitel hat, wird durch die
Gleichung bestimmt :

F.p

| =~

Kg, =

oder wenn man fiir ' den Werth aus (86) substituirt:
(92) Kg, = K (g9 + ¢°)-

Bezeichnet Ky, den Inhalt des durch die Ebene (49) von der
Assymptotenfliiche abgeschnittenen Kegels, so hat man nach (64)
im Sinne des dritten Lehrsatzes, da jetat ag, bg, cg die albaxen
des zweitheiligen Hyperboloides sind:

(93) Kg, = Kg?,

also ist der ringformige Raum R, zwischen dem eintheiligen Hyper-
boloid, der Assymptotenfliche und den beiden Grenzebenen:

(94) R =3K.g,

hingegen der ringformige Raum R, zwischen dem eintheiligen Hyper-
boloid, dem Schnittkegel und den beiden Grenzebenen :

(95) R =2K.g.
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Alle diese Volumen sind von der Lage des Punktes (w; ¥, z,)
auf dem Hyperboloid (46) unabhingig, also fiiralle Beriihrungs-
punkte constant.

§ 31
Um den Rauminhalt Vder Schichte zu bestimmen, welche von

ciner beliebigen Mittelpunktsebene und einer gegebenen Ebene,
deren Gleichung:

) 2=Av+ By 4 C

begrenzt wird, ist die Groflde ¢ so zu bestimmen, dafl das zweithei-
lige Hyperboloid (46) die Ebene (9) beriihrt. Dieses ist der Fall,
wenn:

C
Ver — @42 — B2 BE

(68) g= =+

wobei das Vorzeichen so zu wihlen ist, dafl ¢ positiv wird. Die
Realitiit von g stellt die Bedingung

(69) —a* 42— 0B > 0,

deren geometrischen Sinn wir bereits in §. 23 kennen gelernt haben.
Die zweite der dort aufgestellten Bedingungen ist hier nicht noth-
wendig da, wie aus den obigen Entwickelungen hervorgeht, fiir die
Schichten am eintheiligen Hyperboloid ¢ grifder oder kleiner als die
Einheit sein kann.

Mit diesem Werth von ¢ gibt (90) den gesuchten Inhalt der
Schichte und auch die dbrigen Korperriume Kg,, Kg,, R, R,
welche dieser Ebene (9) entsprechen, kinnen nun nach den Formein
in §. 30 berechnet werden.

§ 32
Der Inhalt Sck, einer Schichte des einlheiligen Hyperholoides,
welehe zwischen zwei gegebenen Ebenen

) z=dx + By + C,
€3} r=Adw+ By+C’
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enthalten ist, kann nach dem Vorhergehenden auf folgende Art
berechnet werden : Wenn die beiden Bedingungen :

(69) ¢ — a4 — BB > 0,
(1) *— a* A —BB* >0

erfiillt sind, so schneiden beide Ebenen das eintheilige Hyperboloid
in Ellipsen. Werden nuu in:

68 = + Z s
(68) 9 VP Oy
Cl
73 g =+t ’
(79) g Vet —a?4 — b*B?

die Vorzeichen so gewiihlt, dall ¢ und ¢’ positiv werden, so geben
die beiden Gleichungen:

(90) V="K(3g+g)
(96) V'=K(3g'+97)

die [nhalte der diesen Werthen entsprechenden Schichten, welche
sich beide auf dieselbe willkiirliche Mittelpunktsebene beziehen.

Haben € und €’ ungleiche Vorzeichen, so liegen beide Ebenen
nach der Axe der z genommen auf derselben Seite des Ursprungs
und es ist, wenn g > ¢’

Schy=V—V'
oder

(97) Schy =K{3(9—9g) + (9"—9°)}-

Haben € und €’ ungleiche Vorzeichen, so schueiden die beiden
Ebenen die z-Axe auf entgegengesetzten Seiten des Ursprungs
und es ist:

Schy=V+4+V

oder

(98) Schy = K3 (9+9) + (9°+9°)-
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IV. Das elliptische Paraboloid.

§. 33.

Ist der Ursprung der Coordinaten der Scheitel des elliptischen
Paraboloides, liegt dic eine Hauptaxe der Fliche in der positiven
Halbaxe der z und hat der zur Ebene der ay parallele elliptische
Schnitt im Abstand ¢ die Halbaxen « und &, so ist die Gleichung
desselben:

‘,L.Z 2

=5+

a

(99)

ole
SRS
N-.

Wird diese Fliiche im Sinne der positiven z so verschoben, dald
alle Punkte derselben Parallele zur Axe der z beschreiben, bis der
Scheitel den Abstand ¢ = ¢g vom Ursprung hat, wobei also g eine
positive Zahl bezeichnet, so ist die Gleichung dieses zweiten Para-
boloides, welches von dem ersten umschlossen wird :

z a2t ¢t
(100) T

Durch eine den vorhergehenden ihnliche Untersuchung gelangt
man in Bezug auf diese zwei Flichen za folgendem

3. Lehrsatz,

Haben zweigleichliegende elliptische Paraboloide
dieselben Parameter, so schneidet jede das innere
Paraboloid beriihrende Ebene von dem dufleren Para-
boloid Segmente von constantem Inhalt ab und der
Berihrungspunkt liegt im Mittelpunkt der Durch-
schnittsellipse.

Bezeichnet S, den Rauminhalt cines solchen Segmentes, so
findet man:

. 1 .
(101) SI,=§abcn'.g"
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oder wenn K die Bedeutung (33) hat:

(102) S, = ;K. gt ).

§. 34.

Durch dieselbe Formel wird derInhalt eines Segmenles bestimmt,
welches eine durch die Gleichung:

(9) v=Az+ By+C

gegebene Ebene von der Fliche (99) abschneidet, wenn:
(103) g = _41—(:"((‘2‘42_‘_ b*B* + 4¢C);
hierbei ist wegen g > 0 nur die Bedingung nothwendig:

(1049 a*4* + b*B* 4 4¢C >0,

welche Relation zugleich das analytische Kennzeichen ist, daf} die
Ebene (9) das Paraboloid (99) elliptisch schneidet.

Eine das Paraboloid (99) beriihrende Ebene, welche zu jener
(9) parallel ist, hat die Gleichung :
a*4* + *B*
ke
bezeichnet nun ¢ die Entfernung der Durchschnitte der Ebenen (9)
und (105) mit der Axe der z, so ist offenbar: '

a2A2+ bﬂB!
=%, t+6

(105) 2z = Av + By —

mithin ist auch:

(106) 9=

ole

womit die geometrische Bedeutung von ¢ auch fiir diesen Fall ge-
geben ist und mit der friiheren iibereinstimmt.

1) sind &', ¢/, 2’ die Coordinaten des Beriihrungspunktes einer das dulere Paraboloid
tangirenden Ebene, welche parallel zur sehneidenden Ebene ist, so sind die Coordi-
naten des Schwerpunktes dieses Segmentes:

, 2
X=2a, Y=y, 2=17 -} T
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§. 35.

Sind die beiden Bedingungen zugleich ertiillt:
(104) a?A* + 0*B* 4 4¢C > 0,
107) a*4*+ *B*+ 4cC' > 0,
so schneiden die beiden Ebenen, deren Gleichungen
(9) # = Az + By +C,
(41) r=Az+By+C
sind, zugleich das Paraboloid (99) elliptisch und wenn gesetzt wird:
(103) g= 4—1,—2 (a*4* + *B* + 4.cC),
(108) '= 4—102 (a*4* 4 b*B* 4 4cC),

so sind die Rauminhalte der diesen Ebenen entsprechenden para-
boloidischen Segmente beziehungsweise :

(102) 8, = g Kg*,
(109) S = g Ky

und der Inhalt der zwischen diesen Ebenen enthaltenen Schichte,
wenn g > g’ wird durch die Formel bestimmt:

(110) Schy, = g K(¢*— g%
oder durch jene:
(111) Schy, = %abcn(g”—-g’”)

wenn sich die Ebenen (9) und (41) aullerhalb des Paraboloides
durchschneiden.



Errata.

Sinnstérende Druckfebler in Unferdinger’s Abhandlungen, Sitzungs-
herichte Bd. LX, 1I. Abth. Octoberheft 1869.
(Die eingeschlossene Seitenzahl bezicht sich auf die Separatabdriicke.)
Seite 618 (28), Zeile 2 u. 4 von oben lies (a+fa) ™ slatt (a4 Ba)".
653 (63), 6 von unten lies a? statt a3,
664 (74), 12 gleiche statt ungleiche.
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