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Kubatur der Segmente und Schichtenräuine in Flächen der 
zweiten Ordnung.

Von Franz U n f e r d i n g e r ,
L e h r e r  d e r  M a th e m a ti k  an d e r  öff ent l ic hen  O h e rr e a l s c l i u le  am h o h e n  M a r k t  in W ie n ,

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. October 1869.)

Einleitung.

Da die Ausbildung der Theorie der zwei- und mehrfachen 
Integrale erst in der neueren Zeit ihren Anfang genommen hat, so 
kommt es, daß in dem Zeiträume seit der Erfindung der Infinitesimal
rechnung vornehmlich nur jene Volumsbestimmungen in Angriff 
genommen wurden, welche auf e i n f a c h e  Integrale führen.

Obgleich der allgemeine Integralausdruck für das Volumen, 
sei es in rechtwinkeligen oder in Polarcoordinaten, sehr einfach ist, 
so gelingt die Ausführung der Integrationen nur in wenigen Fällen, 
wenn zwei oder mehrere Grenzen constant sind oder wenn die Schnitte 
paralleler Ebenen Functionen nur e i n e r  Variabeln, wodurch sich 
ähnlich dem Verfahren bei Rotationsflächen, die Inhaltsbestimmung 
auf eine Quadratur reducirt.

Sind die geometrischen Grenzen gem ischt, theils krumme 
Flächen, theils beliebige nicht parallele Ebenen, so mehren sich die 
Schwierigkeiten, da es nicht leicht gelingt, die geometrischen 
Grenzen des Volumens in die entsprechenden Grenzen des mehr
fachen Integrals umzusetzen.

Seit E u l e r  in seiner Introductio in analysin infinitorum, 1748  
die allgemeine Gleichung des zweiten Grades von drei veränderlichen 
Coordinaten x ,  y ,  z  einer ersten Discussion unterzog, durch welche 
uns die von dieser Gleichung dargestellten Flächen näher bekannt 
wurden, bildet auch die Ausmittelung der von solchen Flächen be
grenzten Körperräume einen wichtigen Gegenstand, wissenschaft
licher Forschung.

Aber den hieher gehörigen Untersuchungen fehlt die wünschens- 
werthe Allgemeinheit, denn entweder beziehen sich die Volums
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bestimmungen nur auf Rotationskörper und die neue Rechnung führt 
zu den schon von A r c h i m e d e s  für die Sphäroide und Conoide ge
fundenen Resultaten, oder die begrenzenden Ebenen stehen auf einer 
Hauptaxe der Fläche senkrecht !)•

In der Absicht, die Theorie der Kubatur in der bezeichneten 
Richtung zu fördern, veröffentlichten wir im Februar 1857 in Gr u-  
n e r t ' s  Archiv, Tbl. 28, p. S2 eine Abhandlung, in welcher die 
Volumina der Segmente des allgemeinen dreiaxigenEllipsoides und des 
zweitheiligen Hyperboloides, nach analytisch-geometrischer Methode 
unabhängig von jeder einschränkenden Bedingung über die Lage der 
schneidenden Ebene bestimmt werden. Hieran haben wir noch in 
Thl. 29, p. 209 die Bestimmung der Segmente des elliptischen 
Paraboloides angeschlossen.

Im 9. Bande der Sitzungsberichte der kön. sächs. Gesellschaft 
der W issenschaften (Sitzung vom 23. Mai 1 8 5 7 ) entwickelt S c h l ö -  
m i l c h  bei der Reduction eines vielfachen Integrals, für den Inhalt 
einer ellipsoidischen Schichte zwischen den zwei p a r a l l e l e n  
Ebenen:

wobei p ■= V a z a z -\- 62 j32 -J-c2 y 2 und a, b, c die Halbaxen des Ellip- 
soides bezeichnen. Läßt man die zweite Ebene zu einer tangirenden

*) L a m b e r t ,  Über die Bestim m ung des körperlichen Raumes je d e r  Segm ente solcher  

Körper, die durch Um drehung e iner konisch en  S ection  um ihre Axe entstehen. 

(L e ip z ig er  M agazin von J. ß e r n o u l l i  und H i n d e n b u r g  1 786 .) L. M o s s -  

b r u g g e r ,  U ntersuchung über geom etr isch e O rter, w e lch e  von Flächen zw eiten  

Grades abhängig sind, nebst V ergleich u n g der Inhalte versch iedener Segm en te von 

Flächen des zw eiten  Grades. ( G r ü n e r  t ’s Archiv, T hl. 2 7 , p. 66 .)

D ie Mehrzahl der Abhandlungen über V olum sbestim m ungen in w issenschaftlichen  

Z eitschriften  b eab sich tiget die U m gehung der Infin itesim alrech n un g, durch 

mehr oder m inder g lü ck lich e Kunstgriffe den Inhalt einfach b egrenzter Räume mit 

elem entaren M itteln , w ie nach der M ethode der A lten zu bestim m en. ( A u g u s t ,  

C relle-Journal, Bd. 4 5 , p. 2 3 9 , 1853 . M a t z k a ,  Grunert's Archiv, Thl. 33, p. 121’ 

18Ü9 B re  t s  c h n e i d e r, Archiv, Thl. 36 , p 20. W i 11 s t e i n , A rchiv, Thl. 39 , p. 1 )

cuv +  ß y  - f  yz =  fx, 

« # +  ß y  +  y z  =  l ,

den Ausdruck:
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werden, wodurch p =  1 wird, so gibt die Formel den Inhalt des durch
1

die erste abgeschnittenen Segmentes gleich —n a b e (2  — 3 /jt. j^-3)
O

übereinstimmend mit dem von uns a. a. 0 .  auf anderem W ege ge-
1

iündenen Ausdruck, nur steht — für u.
Ii

W ir haben seit dieser Zeit die Untersuchungen über die Vo
lumsbestimmung der von Flächen der zweiten Ordnung begrenzten 
Räume weiter ausgedehnt und erlauben uns die Resultate derselben 
im Folgenden in wesentlich vereinfachter Darstellung mitzutheilen 
in der Erwartung, damit eine längst fühlbare Lücke im System der 
analytischen Geometrie des Raumes auszufüllen.

I. Das Ellipsoid. 

1 .

Der Rauminhalt S  eines Kugelsegmentes von der Höhe h wird 
bekanntlich durch die Formel bestimmt:

worin r  den Radius der Kugel bezeichnet. Setzt man den vierten 
Theil des Kugelinhaltes gleich K  und g  statt h einführend :

so erhält dieselbe folgende Gestalt:

(1 )  S = K . { \ - g f ( 2  +  g )

Und hier kann g  aufgefaßt werden als das Verhältniß der Entfer
nungen der die Kugel schneidenden und der parallelen tangirenden 
Ebene.

Wir werden im Folgenden zeigen, daß dieselbe Formel, b e i  
d e r s e l b e n  B e d e u t u n g  von g  auch für ein Segment des allge
meinen Ellipsoides oder des zweitheiligen Hyperboloides gütig ist, 
d ie  s c h n e i d e n d e  E b e n e  m a g  w i e  i m m e r  g e r i c h t e t  s e i n ,  
nur bezeichnet alsdann K  den vierten Theil des ganzen Ellipsoides 
oder den Inhalt eines Kegels, dessen elliptische Basis die Halbaxen
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a  und b hat und dessen Höhe gleich c ist, wenn a , b, c die Halb- 
axen des Hyperboloides sind.

P u n k t w e i s e  C o n s t r u c t i o n  d e s  E l l i p s o i d e s .

Man beschreibe aus dem Mittelpunkt 0  des Ellipsoides als 
Anfangspunkt eines rechtwinkeligen Coordinatensystems der x ,  y ,  z  
drei concentrische Kugeln mit den Radien a, b, c als die Halbaxen 
des Ellipsoides, ziehe aus 0  einen beliebigen Strahl, welcher die 
drei Kugeln in A, B, C schneidet und mit den Coordinatenaxen die 
drei 180° nicht, übersteigenden Winkel a, ß, y  einschließt. Legt 
man nun durch A  eine Ebene parallel zur Ebene ('yz) ,  durch B  eine 
Ebene parallel zur Ebene ( x z ) ,  durch C eine Ebene parallel zur (x y ) , 
so sind die Gleichungen derselben:

( 2 )  x — a c o s a, y  =  b c o sß , z  =  c co sy,

ihr Durchschnittspunkt liegt auf der Oberfläche des Ellipsoides, 
dessen Gleichung:

Bezeichnet P  die Entfernung dieses Punktes vom Mittelpunkt 0,  
so ist:

und sind a!, ß', y' die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche 
der Strahl P  mit den positiven Halbaxen der Coordinaten einschließt, 
so ist:

Diese Construction für Punkte eines Ellipsoides ist einer be
kannten Construction der Ellipse aus ihren Halbaxen analog und wir 
benützen dieselbe zur Ableitung einiger geometrischen Folgerungen, 
von denen später Gebrauch gemacht wird.

(3)

P =  V a 2 cos 2a - f■ b% cos zß  -f- c2 cos zy
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§• 3.

Leiten wir aus dem Strahle P,  welcher mit den Axen die 
Winkel a', ß' , 7 ' einschließt und die drei concentrischen Kugeln 
etwa in den Punkten Ä ,  B', C' schneidet, einen zweiten Punkt des 
Ellipsoides ab, so sind die Coordinaten desselben, im Sinne der 
Gleichungen (2 )  und (5 )  offenbar:

! , , ar co sa
I x  — a cos ct =

P  ’
1 bz cos ß

(6) )y' =  b C 0 s ß = ----

I , c2 cos 7
1z =  c cos 7 '  = ----

Die das Ellipsoid in diesem Punkt ( x  y ’ »') berührende Ebene 
hat die Gleichung:

c2# ' cz y' c2
( 7 )  *  = ------- 2— / 00 —  T I >  V ~r>v J ct* % b*z z

wenn x ,  y ,  z  die veränderlichen Coordinaten der Ebene bezeichnen. 
Ersetzt man h ierin#', y', z' durch die Werthe aus ( 6 ) ,  so verwan
delt sich dieselbe in folgende:

cos a  cos ß P
( 8 ) z  = -----------x ----------- - y
^  J  r*r\ c  t\i n  n a  r\i **cos 7  cos 7  cos 7

und hieraus ist ersichtlich, d a ß  d i e s e  B e r ü h r u n g s e b e n e  d e s  
z w e i t e n  a b g e l e i t e t e n  P u n k t e s  a u f  d e m  e r s t e n  S t r a h l  
( « /B7 )  s e n k r e c h t  s t e h t  u n d  d i e  E n t f e r n u n g  d e r s e l b e n  
v o m  U r s p r u n g  0  i s t  g l e i c h P d e m L e i t s t r ' a h l d e s  e r s t e n  
a b g e l e i t e t e n  P u n k t e s .  Die Normale des zweiten abgeleiteten  
Punktes ist zum Strahl ( a ß y )  paralleli). Der letztere Satz gilt un
verändert auch von der Ellipse im Sinne der am Schlüsse des vori
gen erwähnten Construction.

*) C onstruirt man auf dem Ellipsoid  eine R eihe von Punkten
f  \  /  t r f\  /  n  tt u \  r  /// /// J / f \(,xyz ) ,  [x y z ) , {x y z  ) ,  (x y z

w elch e  in derselben W eise  aus einander a b g e le ite t  w erd en , w ie  der Punkt^ a?'?/ z )  

aus jenem  { x y z ) ,  so  sind d ie C oordinaten derselben , w enn P, P ,  P\ P' " . . 

ihre E ntfernungen vom U rsprung bezeichnen  :
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Bezeichnet nun
(9 )  z =  A.X -J- B y  - j-  C

eine das Kllipsoid (3 )  schneidende und auf dem Strahl ( a ß y )  senk
rechte Ebene im Abstand p  vom Ursprung, so daß

( 1 0 )  ^  =  C r -  V^ S n n c  r>i p n c  <\icos 7  cos 7  cos 7

so wird das Volumen des ellipsoidischen Segments zwischen dieser 
Ebene und der parallelen tangirenden Ebene (7 )  durch die Formel
( 1 )  bestimmt, wenn:

( i o  < i = l =  -  v
P  Va 2 cos 'la -f- A2 cos zß  -J- cos zy

ist.

x  =  a  cos a , x  =
a 2 cos a  

P

y  =  b cos ß  , y  =
b z co s  ß  

P  ’

z  =  c cos 7 ; z  =
(,‘Z cos cj

P

,, a 3 c o s a /// a^ co s  a

1 PP'  ’ PP 'P"  ’

n b 3 c o s ß
v  = --------1— »P P

m
y  =

b* cos ß

PP' P"  1

„  e 3 c o s 7 m e 4 co s 7
p p !  ’ P P 'P "

«md es i s t :

P  =  Y « 2 cos 2a  -j- 6a cos  -}- e 2 cos ,

, Y cos 3a  -(- ö 4 cos aß  -j- cos *7 

_  P ‘

n Y a G cos 2a  -j- b 6 cos 3ß -f- c ß cos 27

P =  pF  ’
p / " = =  r e ® c o s  2a  -j- 68 cos sß  -f- c 8 cos 27 

P P 'P "  ’

D ie tangirenden Ebenen aller d ieser Punkte stehen  m it einander in Zusammen

hang der Art, daß die E ntfernung des U rsprungs von e in er  derselben g le ich  ist 

dem vorhergelienden  Strahl P u n d  daß der zw eitvorh ergeh en d e S trah l darauf senk

rech t steh t.
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§• 4-

In den beiden concentrischen und ähnlichen Ellipsoiden, deren 
Gleichungen:

.r2 y % z z
(3) 72 +  i i  +  ?  =  1'

^
( 12)  +  +

verhalten sich die gleichliegenden Halbaxen wie 1 :g  und wenn wir 
g  <c 1 voraussetzen, so wird das zweite Ellipsoid vom ersten um
schlossen. Sind x' ,  y', z' die Coordinaten eines Punktes des Ellip- 
soides ( 3 ) ,  so daß :

r ' z i / z * /2

( 13> 7F +  F  +  ? “ 1 ’

so leisten die Werthe +gcc' ,  +  g y ' , +  gz' statt x ,  y,  z  offenbar 
auch der Gleichung (1 2 )  Genüge und wenn wir

(1 4 )  x x = g x \  y x =  gy' ,  z t =  g z

setzen, so bezeichnet ( x ^ y ^ z ^ )  einen Punkt des Ellipsoides (1 2 )  
welcher auf dem vom Ursprung aus nach dem Punkt ( x ’y ' z ' )  gezo
genen Strahl auf derselben Seite des Ursprungs liegt. Solche Punkte 
der beiden concentrischen, gleichliegenden und ähnlichen Ellipsoide 
heißen c o r r e s p o n  di r  e n d e  Punkte. Die Gleichungen der tangi-
renden Ebenen in diesen zwei Punkten sind beziehungsweise:

c%x'  cz y' c2 

v '  a r z  b z

f lsi *___

statt der zweiten Gleichung kann aber vermöge der Beziehungen 
(1 4 ) auch gesetzt werden:

(16)
J  a r z  b c z  z

hieraus folgt im Vergleich mit ( 7 ) :  D ie  B e r i i h r u n g s e b e n e n  
c o r r e s p o n d i r e n d e r  P u n k t e  s i n d  p a r a l l e l .
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Sind P  und p  die Abstände des Ursprungs von den parallelen 
Ebenen (7 )  und (1 6 ) , so ist nach den Lehren der analytischen 
Geometrie:

(IT ) - ^  =  e-„  J -  =  eX
cos 7  z  cos 7  z

wenn 7  den Winkel der Senkrechten mit der Axe der z  bezeichnet; 
mithin ist

(1 8 )  =-■ g  oder p =  gP,  p < P

und die Entfernung der beiden Ebenen:

(19) 0 =  ( ! _ , , )  P.

Diese zwei Ebenen liegen bezüglich des Ursprungs auf derselben 
Seite und enthalten zwischen sich ein Segment des Ellipsoides (3 ) ,  
dessen Volumen im Allgemeinen als eine von x ' , y ' , z '  abhängige 
Größe zu betrachten ist und dessen Bestimmung der Zweck der 
nachfolgenden Rechnungen ist.

§• 5.

In dieser Absicht bestimmen wir zunächst die Durchschnittslinie 
der zweiten tangirenden Ebene (1 6 )  mit dem äußeren Ellipsoid (3 ). 
Wird aus den Gleichungen (3 )  und (1 6 )  z  eliminirt, so folgt:

c2\a2b2g  —  b2 x ' x  —  a2 y ' y \ 2 =  a 2 b2 z'2 [a2 b2 —  b2 x 2 —  a2 y 2\ .

Diese Gleichung bezeichnet die Projection der Durchschnitts
linie der Ebene (1 6 )  mit dem äußeren Ellipsoid (3 )  auf die Ebene 
der x y .

Wird diese Gleichung entwickelt, nach abfallenden Potenzen 
von x  und y  geordnet, mit Hilfe der Gleichung (1 3 ) 2/  aus den Coef
ficienten von x 2 und y 2 eliminirt, endlich durch a2b2c2 abgekürzt, 
so erlangt dieselbe die Form:

(20)

(b2—y /2) x 2jr(ci2—x '2) y 2-{-2x'y'. x y — 2  b2g x .  x —2ci2gy'. y + a2b21g 2— = ‘̂
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§• 6 .

Um die Gestalt und Abmessungen dieses Kegelschnittes mit 
Leichtigkeit ohne weitere Coordinatenverwandlung zu erkennen, 
bedienen wir uns der von G r u n e r t  gegebenen „ D i s c u s s i o n  
d e r  a l l g e m e i n e n  G l e i c h u n g  d e s  z w e i t e n  G r a d e s  z w i 
s c h e n  z w e i  v e r ä n d e r l i c h e n  G r ö ß e n “ (Archiv, Thl. XXV, 
p. 1 4 6 ), aus welcher Abhandlung wir Folgendes entlehnen: W enn  
die Gleichung der Curve lautet:

so bezeichnet dieselbe eine Ellipse und wenn A, B die Halbaxen der
selben sind, so i s t :

In unserem Falle ist nach (2 0 )  im Sinne der allgemeinen 
Gleichung des zweiten Grades:

ax2 - f  by2 +  2  cxy -(- 2  dx -f- 2  ey -{- f  =  0

und es ist gleichzeitig:

ab —  c? >  0  

ae2 -f- bd2 +  fc2 —  abf— 2 cde >  0 ,

AB =
ae2 ~Kbd2 -J- fc2 —  abf—  2 cde

]/ab — c23

/a == b2 — y'2,
l b =  a 2 — x '%, 
je =  x'  y ,

(21) d =  — b2 gx' ,  
|e =  — a2gy',
d =  — b2qx',

hiermit w ird:

und nach einiger Rechnung:

(2 3 )  a e 2 - f - l ) d 2 - f - f c 2  —  abf— 2cde =

Sitzb. d. m athem .-naturw . CI. LX. Bd. II. Abth.
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Da nun die in § . 6  aufgestellten Bedingungen erfüllt sind, so 
bezeichnet die Gleichung (2 0 )  eine Ellipse und es ist das Product 
ihrer Halbaxen:

(2 4 )  AB =  7 ( 1  - / ) * ' •

Bezeichnet f  die Fläche der Projectionsellipse, so ist demnach: 

abn

und die Fläche F  der Durchschnittsellipse in der Ebene ( 1 6 ) :  

f  abn <z!
F = - L ~  =  - \ x~ 9 )

6 4 0  U n f e r tl i n g  e r.

cos 7  c cos 7

wenn 7  den Neigungswinkel der Berührungsebene (1 6 )  zur Pro- 
jectionsebene x y  bezeichnet. 7  ist aber auch der Winkel, welchen 
das aus dem Ursprünge auf die tangirende Ebene (1 6 )  gefällte Per
pendikel mit der Axe der * einschließt, folglich nach (1 7 ):

cos 7  P

Es ist also auch:

(2 5 )  F = a b c n . ]—5 £ .

§• 8.

Wenn man in der Gleichung (2 0 )  der Projectionsellipse 
mittelst der Beziehungen (1 4 )  die Coordinaten x r  y x, %x einführt, 
so kann dieselbe auch in folgender Form dargestellt werden:

(2 6 )

( x y x- x xy f - \ - b Y x { 2 x x- x ) - \ - a Y y { ^ y x— y )  +  ^ ] = 0 -

Denken wir uns irgend einen Punkt (x  y )  dieser Curve mit 
dem Punkt ( x x y^) durch eine Gerade verbunden und die Verbin
dungslinie über ( x x y x)  so weit verlängert, bis die Verlängerung 
gleich dem Abstand ( x  y )  ( x x y^) wird. Sind u, v  die Coordinaten 
des Endpunktes der Verlängerung, so ist, da ( x x y x)  der Mittelpunkt 
der Strecke ( x  y )  (u v ):
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1 1

*̂i =  2 ^  +  m) ’ 2/1 =  2 ^  +  ^)

oder
x  =  2 x t— u, y  — 2 y {— v;

werden diese W erthe statt x  und y  in die Gleichung (2 6 )  substi- 
tuirt, so daß nun die veränderlichen Coordinaten u und v sind, so 
erhält man die Gleichung des Ortes der Punkte (u v) ,  welche durch 
die angegebene Construetion mit den Punkten ( x  y )  Zusam m en

hängen. Nun gibt aber die Substitution:

(2 7 )

( u y t — x xv f + b 2g h i ( 2 x t — u) + atg'tv ( 2 y i— v ) - f « 2 6 2(# 4— ^  J = 0

eine Gleichung, welche sich von jener der Projectionsellipse nur 
dadureh unterscheidet, daß u  an der Stelle von x ,  v  an der Stelle 
von y  steht. Folglich ist auch der Punkt (u v )  ein Punkt der Pro
jectionsellipse. Jede durch den Punkt ( x x y t )  gezogene Sehne wird 
durch diesen Punkt halbirt, also ist ( x t y t)  d er  M i t t e l p u n k t  
der Projectionsellipse und der Punkt ( x t y x der Mittelpunkt der 
Durchschnittsellipse in der Ebene (1 6 ) .

§■ »■

Wird um den Anfangspunkt der Coordinaten als Mittelpunkt 
ein drittes gleichliegendes Ellipsoid beschrieben mit den Halbaxen 
ak, bk, ck, welches zwischen den Ellipsoiden ( 3 )  und ( 1 2 )  liegt, 
so ist die Gleichung desselben:

x 2 ii2 z 2 
<28> ? + £  +  ? = * *
und der Werth von k liegt zwischen 1 und g.  Sind x \ , y \ , z\  die 
Coordinaten des correspondirenden Punktes zu jenem (.£•' y' z'), 
so ist:

(2 9 )  x \  =  kx',  y \  =  ky', z\  =  k z \

die tangirende Ebene desselben ist zu jener ( 1 6 )  parallel und 
schneidet däs Ellipsoid ( 3 )  in einer Ellipse, deren Fläche F aus der 
Formel (2 5 ) folgt, wenn man k f ü r s e t z t :

42*
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Ebenso ist der Abstand q dieser Ebene von der Ebene ( 7 )  aus
(1 9 )  abzuleiten, so daß

(3 1 ) q =  ( i - k ) P .

§• !»•

Betrachten wir nun k als eine unabhängig veränderliche Größe, 
welche nach und nach alle W erthe von g  bis 1 annimmt, so werden 
die stetig auf einander folgenden tangirenden Ebenen der Ellipsoide
(2 8 )  das zwischen den Ebenen (7 ) und (1 6 )  enthaltene Segment 
in eine unendliche Anzahl von Schichten zerlegen von der Dicke 
dq,  wobei nach (3 1 ):

d q =  — P . dk.

Der Inhalt einer solchen Schichte ist das Differenzial dS  des 
Inhaltes S  des Segments

d S  =  F dq =  —  abc n . (1 — kz)  dk 

und wenn man zwischen den Grenzen 1 und g  integrirt:

( 3 2 )  S = ^ a b c n ( 2 —- 3g - \ - g* ) .

Bezeichnet K  den vierten Theil des ganzen Ellipsoides, also

(3 3 )  I ( = ^ a b c 7 r ,
O

so kann man auch schreiben:

(3 4 )  S = K . ( \ - g y ( 2  +  g ) i )

*) D enkt man sich  den Raum eines so lchen  S egm en tes g le ich förm ig  mit Masse erfü llt 

und sind X ,  Y, Z  d ie  C oordinaten des Schw erpunktes, so is t  nach den Lehren der 

an alytisch en  M echanik:

X . S = j x [  dS, Y . S = ß j [  dS, Z S = J z \  dS,  

da a7t, ?/,, Zi d ie Coordinaten des Schw erpnnktes des D ifferenzials d S  sind. Hier

nach findet m an :

„ 3(1 + ff) 8 ,
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und die geometrische Bedeutung von g  ist durch die Gleichung (1 8 )  
bestimmt.

Der Rauminhalt S  ist also unabhägig von den Coordinaten 
x v  y v, zv  folglich für alle Punkte des Ellipsoides (1 2 )  constant.

Die Resultate dieser Untersuchung geben folgenden

1 . Lehrsatz.

In c o n c e n t  r i s c h e n  g l e i c h  l i e g e n  den  und ä h n l i c h e n  
E l l i p s o i d e n  s c h n e i d e t  j e d e  d a s  i n n e r e  E l l i p s o i d  b e r ü h 
r e n d e  E b e n e  v on  de m ä u ß e r e n  E l l i p s o i d  S e g m e n t e  v o n  
co ns t  an t em I n h a l t  ab u n d  d e r  B er üh r u n g s p  u nkt  l i e g t  
s t e t s  i m M i t t e l p u n k t  d e r  D u r c h s c h n i t t s  e l l i p s e .

Die tangirende Ebene (1 6 )  theilt das ganze Ellipsoid in zwei 
Segmente S  und S, von welchen das erstere den Mittelpunkt des 
Ellipsoides nicht enthält. Setzt man in (3 4 )  — g  statt g  im Sinne 
des §. 4, so folgt:

(3 5 )  S =  A T ( l + i , ) » ( 2 - s ,),

in der That ist:

s + s = 4 / r ,  

gleich dem ganzen Ellipsoide.

§• H -

Bezeichnet Kg  den Rauminhalt des elliptischen Kegels, welcher 
die Durchschnittsellipse F  zur Basis und den Scheitel im Ursprung 
hat, so ist offenbar:

s 9 = \ f . v

oder wenn man für F  und p  die W erthe aus (2 5 )  und (1 8 )  sub- 
stituirt:

(3 6 )  Kg  == K ( g  g 3)

und wenn Sc  den Inhalt des ellipsoidischen Sectors bezeichnet, 
welcher von dem Mantel dieses Kegels und der ellipsoidischen Schale 
des Segmentes S  begrenzt wird, so ist :

Sc =  S +  Kg
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(3 7 )  S c =  2 / f ( l  <jr).

Die Rauminhalte des Schnittkegels und des ellipsoidischen 
Sectors sind unabhängig von den Coordinaten x x, y x , z x des Berüh
rungspunktes auf dem Ellipsoid ( 1 2 ) ,  f o l g l i c h  a u c h  f ür  a l l e  
P u n k t e  d e s s e l b e n  c o n s t a n t .

f  1 2 .

Mit Hilfe der vorhergehenden Untersuchungen sind wir auch im 
Stande die Volumen des Segm ents, des Schnittkegels und des Sectors 
zu bestimmen, welche i r g e n d  e i n e  s c h n e i d e n d e  E b e n e ,  deren 
Gleichung:

( 9 )  « —  A x  -f- B y  -f- C

auf dem Ellipsoid:
/j-2

<*> ?  +  !* +  ?  = 1
erzeugt.

Denkt man sich um den Ursprung, als Mittelpunkt ein Ellipsoid 
beschrieben, welches die gleichliegenden Halbaxen ag , bg, cg hat 
und die Ebene ( 9 )  in dem Punkt ( x x y x ^ )  berührt, so daß auch

( 3 8 )  zx =  A x x -f- B y x C,

«o kommt es jetzt nur darauf an, die der Ebene ( 9 )  entsprechende 
Verhältnißzahl g  zu bestimmen.

W enn die Ebene (9 )  das Ellipsoid (1 2 )  in dem Punkt ( x x y x zf)  
berührt, so muß sie mit jener (1 5 )  identisch sein, d. h. es muß

oder durch Anwendung der Gleichungen (3 4 )  und ( 3 6 ) :

A  —  ± p ,  B  —  g i .  c = c- l
a i z i bAz x z x

sein und wenn man aus diesen Gleichungen und jener (3 8 )  die Co
ordinaten x x, y x , z x eliminirt, endlich die Eliminationsgleichung 
nach g  auflöst, so folgt:

9 ~~ ±  1/ ^ J 2+ W + c 2’

wobei das Vorzeichen so zu wählen ist, daß g  positiv wird.
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Mit diesem Werth von g geben nun die Gleichungen (3 4 ), (3 6 )  
und (3 7 ) die gesuchten Rauminhalte S, Kg und Sc.

Der Natur der Sache nach muß g  <  1 sein, d. h.

Cz < a zAz +  bzBz + c z

und diese Relation ist bekanntlich das analytische Kennzeichen, daß 
die Ebene (9 ) das Ellipsoid (3 ) schneidet.

§• 13.

Eine das Ellipsoid (3 ) berührende Eben^, welche zu jener (9 )  
parallel ist, hat die Gleichung:

(4 0 ) * =  Ax  +  By +  VcizAz +  bzBz -}- cz

und wenn das Vorzeichen der Wurzel übereinstimmend mit jenem 
von C genommen wird, so liegen entsprechend den correspondirenden 
Punkten in §. 4 beide Ebenen auf derselben Seite des Ursprungs.

Wenn <x, ß, 7  die 180° nicht übersteigenden Winkel be
zeichnen, welche die aus dem Ursprung auf dieselben gefällte Senk
rechte mit den positiven Halbaxen der Coordinaten einschließt, so ist 
bekanntlich:

^ = _cos« ß==_cosp c  =  _ p _ '
cos 7  cos 7  cos 7  cos 7

wenn p  und P  die Entfernungen des Ursprungs von diesen Ebenen 
(9 )  und (4 0 ) sind. Es ist daher auch:

( 1 1 )  g =  ■■■■■ P, ____ =
V az cos 2a -j- bz cos zß cos zy l

welches Ergebniß mit der Formel (11 ) in §. 3 und mit der Gleichung 
(18) in § .4  übereinstimmt.

Um die Gleichungen (3 4 ), (3 6 ) und (3 7 ) zur Volumsbestim
mung für eine b e l i e b i g e  schneidende Ebene anzuwenden, ist nur 
nothwendig das V e r h ä l t n i ß  g der E n t f e r n u n g e n  des  Ur
s p r u n g s  von d i e s e r  E b e n e  und der p a r a l l e l e n  B e r ü h 
r u n g s e b e n e  zu e r mi t t e l n .
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§• 14.

Um den Inhalt der ellipsoidischen Schichte zu bestimmen, 
welche zwischen zwei gegebenen Ebenen :

enthalten ist, berechne man im Sinne der Gleichung (3 9 )  die posi
tiven Verhältnißzahlen g . g', welche diesen Ebenen entsprechen:

telpunkt des Ellipsoides nicht enthalten und es ist S < i S ' .
Haben nun C und C'  gleiche Vorzeichen, so schneiden die 

Ebenen ( 9 )  und (4 1 )  die Axe der * auf derselben Seite des 
Ursprungs, der Inhalt der Schichte ist gleich dem Unterschied der 
Segmente und zwar ist unter der gemachten Voraussetzung

Haben C und C  ungleiche Vorzeichen, so schneiden die Ebenen 
( 9 )  und (4 1 )  die Axe der * auf entgegengesetzten Seiten des 
Ürsprungs, die Schichte enthält den Mittelpunkt des Ellipsoides und 
es ist:

(9)

( 4 1 )

z  =  A x  -J- B y  -j- C, 

z  =  A'x  -f- B'y  -f- C'

(3 9 )
C

(4 2 )

9 VazAz -\- bzB z-\- cz 
C'

9 +  VazA'z +  bzB'z +  cz

Sch =  S ' — S

wenn Sch den Inhalt der Schichte bezeichnet,

(4 3 ) Sch  =  K { 3 (g  -  g')  —  (,g3 - g '*)}.

Sch =  4 K — S  — S'
oder

(4 4 ) Sch =  K \3 (g  +  </) — ( g 3 +  (/■’) } ,
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welches Resultat auch aus jenem (4 3 )  folgt, wenn man —  g' statt g' 
setzt, was mit der Remerkung am Schlüsse des § . 1 0  übereinstimmt, 
denn es ist in diesem Falle auch :

Sch =  (4  K — S ' )  — S.

Kubatur d. Segm ente  u. Sehiehtenräuine in Flächen der zw ei ten  Ordnung'. 647

II. Das zweitheilige Hyperboloid.

§. 15.

In den beiden concentrischen und ähnlichen zweitheiligen 
Hyperboloiden, deren Gleichungen:

SY&
( « )  +er b* cA 

( 4 6 > - ? - £ + ? - * *

verhalten sich die gleichliegenden Axen wie 1 g,  die reellen Axen 
liegen in der Axe der * und wenn wir voraussetzen, daß g > \ ,  so 
liegt das zweite Hyperboloid ganz innerhalb des ersten. Sind x',  y', 
z' die Coordinaten eines bestimmten Punktes des Hyperboloides (4 5 ) ,  
so daß

( « )  - £ - £ + £ - * ■
so sind offenbar +  gx' ,  +  g y \  +  gz'  Coordinaten von Punkten des 
Hyperboloides (4 6 ) , und wenn wir

(1 4 )  x x =  gx',  y x =  gy',  z x =  gz'

setzen, so bezeichnet (# j y x z x)  denjenigen Punkt des Hyperboloides 
(4 6 ) , welcher auf der Verlängerung des vom Ursprung nach dem 
Punkt (x'  y ’ «') gezogenen Strahles auf derselben Seite des 
Ursprungs liegt. Die Gleichungen der diesen c o r r e s p o n d i r e n d e n  
Punkten ( x ' y ’ z '), ( x x y x z j) entsprechenden Rerührungsebenen sind 
beziehungsweise:

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



648 U n f e r d i n g e r .

oder wenn man in der zweiten Gleichung mittelst der Beziehungen 
(<44) auch die Coordinaten x ' , y', %' einführt:

(5 0 )  * =
v y aAz  erz *

wodurch ersichtlich wird, d a ß  d ie  t a n g i r e n d e n  E b e n e n  d e r  
c o r r e s p o n d i r e n d e n  P u n k t e  p a r a l l e l  s i nd .

Sind P  und p  die Entfernungen des Ursprungs von diesen 
Ebenen (4 8 ) und (5 0 )  und ist 7  der W inkel der Senkrechten mit 
der Axe der z, so ist bekanntlich:

P  cz p  czq
( 1 7 )  ------ =  - r—  =  ~ ,v J cos 7  z  cos 7  %
mithin

(1 8 )  =  g  oder p  =  gP,  p  >  P;

die Entfernung der beiden Ebenen aber ist :

( 5 1 )  ß - G r - l ) P .

Diese zwei Ebenen enthalten zwischen sich ein Segment des 
Hyperboloides (4 5 ) ,  dessen Volumen im Allgemeinen als Function 
von x t , y v  z v  oder respective von x r, y', z' zu betrachten ist und 
dessen Größe wir nun bestimmen wollen.

§. 16.

Wir bestimmen zunächst die Durchschnittslinie der zweiten 
tangirenden Ebene (5 0 )  mit dem äußeren Hyperboloid (4 5 ). Wird 
z  aus der Gleichung (4 5 )  und (5 0 )  eliminirt, so folgt:

cz \az b2g  bzx'  x  - f  iti y , y } i  =  a z bzz'z {az bz - f  bzx z -f- azy z},

diese Gleichung bezeichnet die Projection der besagten Durch
schnittslinie auf die Ebene der xy .

Wenn man entwickelt, nach abfallenden Potenzen von x  und 
y  ordnet, aus den Coefficienten von x z und y z mittelst (47) zl elimi
nirt und endlich durch a z bz cz abkürzt, so lautet dieselbe so :

(52)
(6 a -|-y/3)a ;3- j- ( a a -(-a;'3) y 3— ‘i x ' y \  x y — 2 b 2g x ' .  x — 2 a 2gy' .  y — a 3^ ! ^ 3— J = 0 .
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§• 17.

Zur Bestimmung der Form und Dimensionen des durch diese 
Gleichung repräsentirten Kegelschnittes bedienen wir uns wieder der 
Formeln des § . 6  und haben im Sinne der allgemeinen Gleichung 
des zweiten Grades:

/a =  bz -f- y'z, 
lb =  « 2 -j- x ' z,
Je =  —  x'  y'.

(^ 3 ) / d =  — bzgx',

Kubatur d. S egm ente  ti. Schiclitenriiume in Flächen der zw ei ten  Ordnung. 6 4 9

je =  — azgy',  

f =  — az bz ^gz— %—t j  ,

hiermit wird :

(22) ab —  c2=  j ^ j 2

und nach einiger Rechnung:

(5 4 )  ae2 +  bdz - f  fc 2 —  abf — 2cd e =  j ^ j 4. ( g z — 1).

Die in § . 6  aufgestellten Bedingungen sind erfüllt, die Gleichung
(5 2 )  bezieht sich auf eine Ellipse und das Product ihrer Halbaxen ist:

( 5 5 )  AB =  ^  (g-‘ - i ) z - .

Bezeichnet f  die Fläche dieser Projectionsellipse, so ist 
demnach:

( / - ! ) * '

und die Fläche F  der Durchschnittsellipse in der Ebene (5 0 )  wird 
durch die Formel bestim mt:

F - J — ± I t f - t y *n n c  f.i s» Vt/ J .cos y c cos y

worin y dieselbe geometrische Bedeutung hat, wie in der Gleichung 
(1 7 ). Aus dieser folgt aber
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%' Cl
cos 7  P  ’

mithin
—  1

(5 6 )  F =  a b cK J— j ~ .

§• 18.

Wenn man in der Gleichung (5 2 )  der Projectionsellipse 
mittelst der Beziehungen (1 4 )  s ta tt# ', y ' , %' die Coordinaten x x, 
y x, %x einführt, so kann man dieselbe leicht in folgende transformiren:

(5 7 )

( x y { -  x xy f -  b Y x ( 2 x x- x ) - a Y y ( 2 y x- 7 j ) — azbz — ^ | j =  0 .

Denken wir uns irgend einen Punkt ( x y )  dieser Curve mit dem 
Punkt ( x x y x)  durch eine Gerade verbunden und die Verbindungs
linie über ( x x y x)  hinaus so weit verlängert, bis die Verlängerung
gleich ( x y )  ( x x y x)  wird. Sind u, v  die Coordinaten des Endpunktes 
der Verlängerung, so ist offenbar:

1  1

=  2  &  +  Hi =  2  ( y  +

oder
x  — 2 x x —  u, y  =  2 y x — v;

setzt inan nun diese W erthe statt x  und y  in die Gleichung (5 7 ),
so daß nun die veränderlichen Coordinaten u und v,  so bezeichnet 
die entstehende Gleichung:

( u y x— x xv ) z— bzg %u ( 2 x x— u ) — azg zv ( 2 y x— v ) — azbz^gk— =

den Ort der Punkte (uv),  welche durch die angegebene Construction 
mit den Punkten ( x y )  der Projectionsellipse verbunden sind. Diese 
Gleichung unterscheidet sich von jener (5 7 )  nur darin, daß u statt 
x  und v  statt y  steht, folglich ist auch (nv )  ein Punkt der Projec
tionsellipse und ( x x i/j) ist d er M i t t e l p  u nkt  der letzteren. Der 
Punkt ( x x y x «t)  in der Ebene (5 0 )  ist der Mittelpunkt der Durcln 
schniltsellipse.
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§• 19.

Wird um den Ursprung der Coordinaten als Mittelpunkt ein 
drittes zweitheiliges gleichliegendes und ähnliches Hyperboloid be
schrieben mit den Halbaxen ak, bk, ck, so ist die Gleichung desselben:

x % z z
0 >8)  —  —% —  ^ 2  +  =  k%

und wenn der Werth von k zwischen 1 und g  liegt, so liegt das 
neue Hyperboloid zwischen den beiden ändern. Unter dieser Voraus
setzung sind die Coordinaten des mit ( x ' y' z')  correspondirenden 
Punktes:

( 2 0 )  x \  — k x ,  y \  =  k y , z\ =  kz'

die Berührungsebene dieses Punktes ist zu jenen (4 8 )  und (5 0 )  
parallel und schneidet das erste Hyperboloid (4 5 )  in einer Ellipse, 
deren Flächeninhalt F offenbar aus der Gleichung (5 6 )  abgeleitet 
werden kann, wenn man k  statt g  setzt:

kz — 1
(5 9 )  F =  nbcn  — - — .

Der Abstand q dieser Ebene von der äußeren Berührungsebene 
(4 8 )  folgt ebenso aus der Gleichung (5 1 ) , so daß man hat:

(6 0 )  q =  ( k ~  \ ) P .

§• 2 0 -

Betrachten wir nun wieder k als unabhängige Varjabele, welche 
nach und nach alle W erthe von 1 bis g  durchschreitet, so entr 
sprechen den stetig aufeinander folgenden Hyperboloiden (5 8 )  eine 
Reihe von parallelen tangirenden Ebenen, welche das zwischen den 
Ebenen (4 8 )  und (5 0 )  enthaltene hyperboloidische Segment in eine 
unendliche Anzahl von Schichten zerlegen von der Dicke d q ; wobei 
nach (6 0 ):

dq  — P.  dk.

Der Inhalt einer solchen Schichte ist das Differenzial des Inhaltes 
des Segmentes. Bezeichnen wir das letztere mit S v  so ist

dS 2 =  F dq =  abc ~ (/c2 —  1 ) dk
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oder wenn man zwischen den Grenzen 1 und g  integrirt:

(6 1 ) & >= i  abcn  ( 2  — Zg  +  g z).

Es ist von Interesse zu bemerken, daß diese Formel vollkommen 
mit derjenigen übereinstimmt, welche wir oben in § . 1 0  unter (3 2 )  
für das ellipsoidische Segment gefunden haben. Aber damals war die 
Giltigkeit der Formel an die Bedingung geknüpft, daß g  zwischen 0 
und 1  liegt und jetzt sind die Grenzen für g,  1  und oo .

Die beiden Hyperboloide (4 5 )  und (4 6 )  haben zur gemein
schaftlichen Asymptotenfläche einen elliptischen Kegel, dessen 
Scheitel im Ursprung liegt und dessen Gleichung

Legt man durch einen Scheitel des Hyperboloides (4 5 )  eine 
tangirende Ebene, so schneidet diese von der Asymptotenfläche einen 
Kegel ab, welchen wir den A x e n k e g e l  nennen wollen und dessen 
Inhalt durch die Formel bestimmt wird:

Durch Einführung dieses Volumens in die Formel (6 1 )  er
hält m an:

Der Rauminhalt S2 ist unabhängig von den Coordinaten x v  y if 
des Berührungspunktes des Hyperboloides (4 6 ) ,  folglich für alle 

Punkte desselben constant.

*) Ist der Raum des Segm en tes g le ich fö rm ig  m it M asse erfü llt, so  sind die Coordinaten  

d es S ch w erp u n k tes:

(6 2 )

(3 3 ) I(  =  — abc tc. 
Ö

( 6 3 ) Si  =  K ( g - i y ( 2  +  g ) i y
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Die Resultate dieser Untersuchung geben folgenden

2. Lehrsatz.

In c o n c e n t r i s c h e n ,  g l e i c h l i e g e n d e n  und  ä h n l i c h e n  
z w e i t h e i l i g e n H y p e r b o l o i d e n  s c h n e i d e t  j e d e  das  i n n e r e  
H y p e r b o l o i d  b e r ü h r e n d e E b e n e  v o n  d e m ä u ß e r e n H y p e r -  
b o l o i d  S e g m e n t e  v o n  c o n s t a n t e m  I n h a l t  ab u n d  d e r B e -  
r ü h r u n g s p u n k t  l i e g t  s t e t s  i m M i t t e l p u n k t  d e r  D u r c h 
s c h n i t t s e l l i p s e .

§. 21.
Bezeichnen wir die Axen des inneren Hyperboloides (4 6 )  durch 

a, b, c, so daß

a =  ag,  b =  bg, c =  cg,

und führen dieselben in die drei zusammengehörigen Gleichungen 
(4 5 ) ,  ( 4 6 )  und (6 1 )  ein, so erhält m an:

a? y z z z 1

a 2 Jj2 c 2 g%

x% y z , **
I T 2  b 2  =

3 g 3

Betrachtet man a, b, c, als unveränderliche Größen und setzt 
hierin g  =  oo , so verwandeln sich dieselben in folgende:

—  n
a 2 b2 t c2 ~  '

( M )

S 2 =  — abc k .
o

Die erste Gleichung bezeichnet die Asymptotenfläche des 
durch die zweite dargestellten zweitheiligen Hyperboloides und die 
dritte Gleichung bezeichnet das Volumen desjenigen Kegels, welchen
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irgend eine Berührungsebene des Hyperboloides von ihrer Assymp- 
tenfläche abschneidet.

Man hat daher auch folgenden:

3. Lehrsatz

J e d e  e i n  z w e i t h e i l i g e s  H y p e r b o l o i d  b e r ü h r e n d e  
E b e n e  s c h n e i d e t  v on  d e r e n A s s y m t o t e n f l ä c h e K e g e l  von  
c o n s t a  n t e m  I n h a l t  ab u n d  der  B e r ü h r u n g s p u n k t  i s t  d e r  
M i t t e l p u n k t  d e r  D u r c h s c h n i t t s e l l i p s e .

§. 22 .

Kehren wir wieder zum allgemeinen Fall der beiden Hyper
boloide (4 5 ) und (4 6 )  zurück und bezeichnen durch Kgz den Raum
inhalt des elliptischen K egels, welcher die Durchschnittsellipse F  
( 5 6 )  zur Basis und seinen Scheitel im Ursprung hat, so ist:

1

%  = 3  F ' P

oder durch Substitution der Werthe für F  und p  aus (5 6 )  und (1 8 ):

( 6 5 )  Kg,  =  K ( f - g )

und wenn Scz den Inhalt des hyperboloidischen Sectors bezeichnet, 
welcher von dem Mantel dieses Kegels und der hyperboloidischen 
Schale des Segmentes Sz begrenzt wird, so ist:

Scz =  I(g% S z

oder durch Anwendung der Gleichungen (6 5 )  und (6 3 ):

( 6 6 )  Scz =  2 K ( g - l ) .

Diese Rauminhalte des Schnittkegels und des hyperboloidischen 
Sectors sind auch von den Coordinaten x x, y t , unabhängig, 
f o l g l i c h  f ü r  a l l e  P u n k t e  d e s  H y p e r b o l o i d e s  (4 6 )  c o n 
s t a  n t.

§. 23.

Um das Volumen des Segmentes zu bestimmen, welches irgend 
eine Ebene, deren Gleichung:

( 9 )  z  =  A x  -|-  B y  C
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von dem Hyperboloid (4 5 )  abschneidet, ist nur nothwendig, an diese 
Fläche eine parallele tangirende Ebene zu legen und im Sinne der 
Gleichung (1 8 )  das Verhältniß g  der Entfernungen p  und P  des Ur
sprungs von diesen parallelen Ebenen zu bestimmen.

Die Gleichung der letzteren Ebene ist:

(6 7 )  2  =  A x  +  B y  ±  V c 2 — a %A z —  b * B \

worin das Vorzeichen entsprechend den correspondirenden Punkten 
in §. 15 übereinstimmend mit jenem von C  zu wählen ist.

Hiernach ist:

V ^
( 6 8 )  <7 =  i = ±

P  V c %-  a%A*— b%B %

und mit diesem Werth von g  giebt (6 3 )  den Inhalt des Segments.
Die Gleichungen (6 5 )  und ( 6 6 )  geben nun ebenso die Inhalte 

des Schnittskegels und des Sectors.
Damit der Werth von g  reell wird, muß

(6 9 )  c2—  a%A %—  b%B % >  0

sein und dieß ist auch bekanntlich das analytische Kennzeichen, daß 
die Ebene ( 9 )  das Hyperboloid (4 5 )  in einer Ellipse schneidet. 
Außerdem muß noch

(7 0 )  C%>  c%-  a%A*—  b%B % 

sein, was der Bedingung </> 1 entspricht.

§ . 24.

Der Inhalt Sch% einer hyperboloidischen Schichte, welche 
zwischen zwei gegebenen Ebenen:

(9 )  * =  A x  -f- By  - f  C,

(4 1 )  z  =  Ä x  +  B'y +  C

enthalten ist, kann nun auf folgende Art gefunden werden: Damit die 
Ebenen diejenige Richtung haben, welche elliptische Schnitte er
zeugen, muß gleichzeitig:

(6 9 )  c ' — t f A t — F B *  >  0 ,

(7 1 )  ct - a i A % —  b%B ,'l >  0
Sitzb . tl. iiiitllitMii.-itiiliii'W. CI. LX. Bd. II. Ahtl». 4 3
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sein. Damit die Ebenen das Hyperboloid schneiden, muß noch:

(7 0 )  Cz >  c2 — a2/ -  bzB \

(7 2 )  C'z > c 2 - f l 2 l 2-  6 2£ z

sein. Sind diese Bedingungen erfüllt, so berechnet man die Verhiilt- 
nißzahlen g  und g' nach den Formeln:

(68) g =  ±

(7 3 )  g ' = ±

1/  cl — az A z — bz B z

______ C'

Vc* — cPÄ'—PR~z’

wobei die Vorzeiclien so zu wählen sind, daß beide positiv werden. 
Hiermit gibt die Gleichung (6 3 ):

St = K ( 2 - 3 g  +  g*).

S'z =  K ( 2 - 3 g '  +  g'3)

die Inhalte der entsprechenden Segmente, deren Grenzebenen auf 
derselben oder auf entgegengesetzten Seiten die Axe der % durch- 
schneiden, je nachdem C  und C' gleiche oder ungleiche Vorzeichen 
haben. Indem wir nur den ersteren Fall betrachten, wollen wir noch 
voraussetzen, es sei g  >  g ’, dann ist auch S% >  Sz und:

Sch% =  iS2 — iSg

oder

( 7 4 )  Scht  =  K{ (g 3 —  g '3)  - 3  (g  -  g ’) ) .

§. 25.

Wird der elliptische Kegel, dessen Scheitel im Ursprung und 
dessen Axe mit der Axe der % zusammenfällt, durch die Gleichung:

nffc

(TB) +  ̂

dargestellt, so bezeichnen a und ß  die Verhältnißzahlen der Axen 
eines zur Ebene der x y  parallelen elliptischen Schnittes und der 
Rauminhalt desjenigen Theiles dieses Kegels, welcher zwischen zwei 
gegebenen Ebenen, deren Gleichungen
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(9)

(41)

* =  A x  By  -f- C 

% =  A'x  -f- B'y  -f- C'

enthalten ist, kann durch Anwendung des 3. Lehrsatzes §. 21 leicht 
auf folgende Art bestimmt werden:

Sind a, b, c die Halbaxen eines solchen zweitheiligen Hyper
boloides, welches den Kegel (7 5 )  zur Assymptotenfläche hat und die 
Ebene (9 )  berührt, so muß

wobei das Vorzeichen so zu nehmen ist, daß c positiv wird.

Der Inhalt K des Kegels, welchen die Ebene (9 )  von der Fläche
(7 5 )  abschneidet, wird nun nach (6 4 )  durch die Formel bestimmt:

für den Inhalt des Kegels, welcher der Ebene (4 1 )  entspricht:

Haben C, C'  ungleiche Vorzeichen, so schneiden die Grenz
ebenen ( 9 )  und (4 1 )  die Axe der % auf entgegengesetzten Seiten 
des Ursprungs und das zwischen ihnen enthaltene Volumen ist 
K-j-K'. Haben C und C' gleiche Vorzeichen und ist etwa c >  c', so 
ist das zwischen den gegebenen Ebenen enthaltene Volumen des 
elliptischen Kegels:

a =  a c ,  b =  /3c, Cz =  c2 — a ZAZ— h*B

sein, wodurch a, b, c bestimmt werden; so wird:

(7 6 )

(7 7 ) K =  ^<xßc3n;
O

ebenso findet man, wenn

(7 8 ) c' =

(7 9 ) K7 =  aßc'37t. 
Ö

(80) K — K' =  ^  ccßn ( c 3 —  c'3).
O

43*

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Damit c und c' reell werden, müssen gleichzeitig die Bedin
gungen erfüllt sein:

1 1  — A *—  0 ,

’  j l  — o f A * —  (3! 5 '2 > f l

und diese sind auch die analytischen Kennzeichen, daß die Ebenen 
(9 )  und (4 1 )  die Kegelfläche (7 5 )  in Ellipsen schneiden.

III. Das eintheilige Hyperboloid.

§• 26.

Das durch die Gleichung:

1

dargestellte eintheilige Hyperboloid hat seine imaginäre Axe in der 
Axe der z,  die Kehlellipse mit den Halbaxen a  und b liegt in der 
Ebene der x y  und die Assymptotenfläche desselben:

x 1 y z z*
( 6 2 )  ^  +  p  —  =  0

entspricht auch dem zweitheiligen Hyperboloid, mit den Halbaxen 
ag, bg, c g :

dessen reelle Axe in der Axe der z  liegt, 0 <  g  <  oo .
Sind x v  y v  die Coordinaten eines bestimmten Punktes des 

zweitheiligen Hyperboloides ( 4 6 ) ,  welches von dem eintheiligen 
umschlossen wird, so i s t :

(8 3 )

und die Gleichung der tangirenden Ebene lautet:
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Wird aus dieser Gleichung und jener (8 2 )  % eliminirt, so fo lg t:

c%\cP, b%g % +  b% x xx  +  a i y i y } i — a%b%z \ ( b i x % a*yz —  «2 6 2)

als Gleichung der Projection der Durchschnittslinie der Berührungs
ebene (4 9 )  mit dem ein zeiligen  Hyperboloid (8 2 ) . Wird dieselbe 
entwickelt nach x  und y  geordnet und aus den Coefficienten von x z 
und y % mit Hilfe der Gleichung (8 3 )  z t eliminirt, endlich durch 
a 26 2c2 abgekürzt, so erhält sie die Form:

(8 4 )

( i 2ff2+ r / ; ) x ä -\ ( a 2<Z2+ x d ? / ä— 2a'i?/i . x y — 2 b 2g i x i x — tl a 2-g2y xy - = 0 .

§. 27.

Die Gestalt und Abmessungen dieses Kegelschnittes ermitteln 
wir wieder nach den in § . 6  mitgetheilten Gleichungen, indem 
wir die Coefficienten in (8 4 )  kurz durch a, b, 2c, 2d, 2e, f bezeichnen.

Nach einiger Rechnung findet man:

ab _  c* =.

Kubatur tl. Segm ente  u. Schichtenräume in Flächen der zw ei ten  Ordnung. 6 5 9

ac* +  bd! +  fc* — abf — 2  cde =
< c > 9

und da diese beiden Ausdrücke stets positiv sind, so bezeichnet die 
Gleichung (8 4 )  eine Ellipse; das Product ihrer Halbaxen ist:

(8 3 )  AB = 2 - U ± » V
c g

Bezeichnet f  die Fläche der Projectionsellipse, so folgt hiernach;

« b t 1 + /
c g

und die Fläche F d e r  Durchscbnittsellipse in der Ebene (4 9 ) :

ahn 1 -|- z.
r  --------. --------------- — ,

c g  cos 7

wobei 7  den Winkel bezeichnet, welchen das aus dem Ursprung auf 
die Berührungsebene (4 9 )  gefällte Perpendikel p  mit der Axe der z 

einschließt.
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Nach (4 9 )  ist aber auch: 

V _
cos 7  z tz t cos 7  p

m ithin:

(86)

Durch eine ähnliche Betrachtung wie in § . 8  und § . 18 über
zeugt man sich auch, daß der Berührungspunkt (# ,  y { « ,)  der 
Mittelpunkt der Durchschnittsellipse ist.

dargestellte zweitheilige Hyperboloid in dem mit y i *j) cor- 
respondirenden Punkte berührt, ist zu jener (4 9 )  parallel und die 
Fläche F der Durchschnittsellipse mit dem eintheiligen Hyperboloid 
(8 2 )  Avird offenbar durch die Formel ( 8 6 )  bestimmt, wenn man k 
an die Stelle von g  setzt und gleichzeitig für p  die Entfernung q 
des Ursprungs von der neuen Berührungsebene substituirt. Da die 
beiden tangirenden Ebenen zu correspondirenden Punkten gehören, 
so verhalten sich die Perpendikel p  und q wie die Halbaxen oder 
es ist:

Durch den Ursprung der Coordinaten legen wir eine zur (4 9 )  
parallele Ebene und suchen den Rauminhalt derjenigen Schichte 
des eintheiligen Hyperboloides (8 2 )  zu bestimmen, welche zwischen 
diesen zwei Ebenen vom Abstande p  enthalten ist.

§. 28.

Diejenige Ebene, welche das durch die Gleichung:

(8 7 )

mithin:

(88)

§■ 2 9 -
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Zu dein Ende betrachten wir k als veränderliche Größe, welche 
nach und nach alle Werthe von 0 bis g  annimmt; die den stetig 
aufeinander folgenden Hyperboloiden (8 7 )  entsprechenden Berüh- 
rungsebenen, welche alle parallel sind zu ( 4 9 ) , theilen das bezeich- 
nete Volumen in eine unendliche Anzahl von Schichten von der Dicke 
dq  und zwar ist:

dq  =  — dk.
9

Bezeichnen wir das zu bestimmende Volumen mit V, so ist also: 

d  V =  F . dq — a b c n . ( 1  -f- Icz)  dk 

und wenn man zwischen den Grenzen 0 und g  integrirt:

(8 9 )  V =  ^  abcn (3 g  - f  g s)

oder wenn man wieder den Axenkegel (3 3 )  einführt:

(9 0 )  V =  K . g ( S  +  </2).

Dieser Ausdruck für V  ist unabhängig von den Coordinaten
d?,, y l , z { , a l s o  i s t  das  V o l u m e n  V  f ü r  a l l e  P u n k t e  d e s
H y p e r b o l o i d e s  (8 2 )  von  g l e i c h e r  Gr ö ß e .

Die durch den Ursprung gehende, zur (4 9 )  parallele Grenzebene, 
die Ebene der Kehlellipse und das eintheilige Hyperboloid (8 2 )  
schließen zwei keilförmige Körperräume ein, welche einander gleich 
sind, so daß das Volumen V unverändert bleibt, wenn an die Stelle 
der gedachten Grenzebene, d ie  E b e n e  d e r  K e h l e l l i p s e  oder 
irgend eine andere durch den Ursprung gehende das Hyperboloid 
(8 2 )  in einer Ellipse schneidende Ebene tritt.

Die Ergebnisse dieser Untersuchung vereinigen w'ir in folgendem

4. Lehrsatz.

H a h e n e i n e i n t h e i 1 i g  e s und e in  z w e i t h e i 1 i g e s H y p e r- 
b o 1 o i d e i n e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  A s s y m p t o t e n f I ä c h e , 
s i n d  a l l e  b e g r e n z t e n  S c h i c h t e n  d e s  e r s t e n  z w i s c h e n  
t a n g i r e n d e n  E b e n e n  d e s  z w e i t e n  H y p e r b o l o i d e s  und  
e i n e r  b e l i e b i g e n  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  d e r  F l ä c h e n
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g e h e n d e n E b e n e  von  c o n s t a n t e m  I n h a l t  und d e r  B e r ü h 
r u n g s p u n k t  d e r  e r s t e r e n  E b e n e  i s t  d e r  M i t t e l p u n k t  d e r  
D u r c h s c h n i t t s e l l i p s e .

Ist g  =  1, so bezieht sich die Formel (9 0 )  auf das zu (8 2 )  
c o n j u g i r t e  zweitheilige Hyperboloid, dessen Gleichung ist:

W  « 2 ö8 + c*

und es wird:

( 9 1 )  V = k K  =  \ a b c K \
O

der Inhalt der Schichte ist dann immer gleich dem Inhalt des Ellip
soides von denselben Halbaxen.

§ . 30.

Der Inhalt Kgx des Kegels, welcher die Durchschnittsellipse 
( 8 6 )  zur Basis und den Ursprung zum Scheitel hat, wird durch die 
Gleichung bestim mt:

« 9 , - 1  P - P

oder wenn man für F  den Werth aus ( 8 6 )  substituirt:

( 9 2 )  K<j, = K ( g  +  , f ) .

Bezeichnet Kg„ den Inhalt des durch die Ebene (4 9 )  von der 
Assymptotenfliiche abgeschnittenen Kegels, so hat man nach (6 4 )  
im Sinne des dritten Lehrsatzes, da jetzt ag, bg, cg die Halbaxen 
des zweitheiligen Hyperboloides sind:

(9 3 )  Kg, =  t<u\

also ist der ringförmige Raum R x zwischen dem eintheiligen Hyper
boloid, der Assymptotenfliiche und den beiden Grenzebenen:

( 9 4 )  R x =  Z I ( .g ,

hingegen der ringförmige Raum Rj zwischen dem eintheiligen Hyper
boloid, dem Schnittkegel und den beiden Grenzebenen :

(9 5 )  R v =  2  K . g .
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Alle diese Volumen sind von der Lage des Punktes (.fj y t * ,)  
auf dem Hyperboloid (4 6 )  unabhängig, a l s o  f ür a l l e  B e r ü h r u n g s -  
p u n k t e  c o n s t a n t .

§• 31.

Um den Rauminhalt Fder Schichte zu bestimmen, welche von 
einer beliebigen Mittelpunktsebene und einer gegebenen Ebene, 
deren Gleichung:

(9 )  * =  A.v By  C

begrenzt wird, ist die Größe g  so zu bestimmen, daß das zweithei
lige Hyperboloid (4 6 )  die Ebene (9 )  berührt. Dieses ist der Fall, 
wenn:

(68) g =  ±
Vc 2 -  a2A 2 — b2B2’

wobei das Vorzeichen so zu wählen ist, daß g  positiv wird. Die 
Realität von g  stellt die Bedingung

(6 9 )  c2 —  a2A 2—  b2B 2 >  0,

deren geometrischen Sinn wir bereits in §. 23 keimen gelernt haben. 
Die zweite der dort aufgestellten Bedingungen ist hier nicht noth- 
wendig da, wie aus den obigen Entwickelungen hervorgeht, für die 
Schichten am eintheiligen Hyperboloid g  größer oder kleiner als die 
Einheit sein kann.

Mit diesem Werth von g  gibt (9 0 )  den gesuchten Inhalt der 
Schichte und auch die übrigen Körperräume K g lt  Kgs , R l t  Rr  
welche dieser Ebene (9 )  entsprechen, können nun nach den Formeln 
in §. 30 berechnet werden.

§. 32.

Der Inhalt Scli{ einer Schichte des eintheiligen Hyperboloides, 
welche zwischen zwei gegebenen Ebenen

(9 )  z  =  A x  -J-  B y  C,

(4 1 )  z  =  A ' x + B ' y + C
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enthalten ist, kann nach dem Vorhergehenden auf folgende Art 
berechnet werden : Wenn die beiden Bedingungen:

(6 9 )  c2— a2Az — bzB % >  0,

(7 1 )  c2—  a*A'% —  b*B/ i > 0

erfüllt sind, so schneiden beide Ebenen das eintheilige Hyperboloid 
in Ellipsen. Werden nuu in:

( 6 8 )  g = ±  °
V c ' — a W  —  P B * ’

(7 3 )  g ’ = ± - — =  C
K J J V c z —  azA'z - b zB'z

die Vorzeichen so gewählt, daß g  und g' positiv werden, so geben 
die beiden Gleichungen:

(9 0 )  V - = K ( S g  +  g s) ,

(9 6 )  V  =  K W  +  gf*)

die Inhalte der diesen Werthen entsprechenden Schichten, welche 
sich beide auf dieselbe willkürliche Mittelpunktsebene beziehen.

Haben C und C'  ungleiche Vorzeichen, so liegen beide Ebenen 
nach der Axe der * genommen auf derselben Seite des Ursprungs 
und es ist, wenn </ >  g'

Sch,  =  V -  V'

oder

( 9 7 )  S c k , = K { 3 ( g - t f )  +  ( g * - g « ) } .

Haben C und C'  ungleiche Vorzeichen, so schneiden die beiden 
Ebenen die «-Axe auf entgegengesetzten Seiten des Ursprungs 
und es ist:

Schx =  F +  V'

oder

(9 8 )  Sch,  =  * {3  ( g  +  flO +  ( f  +  ff'*)} •
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IV. Das elliptische Paraboloid.

§• 33.

Ist der Ursprung der Coordinaten der Scheitel des elliptischen 
Paraboloides, liegt die eine Hauptaxe der Fläche in der positiven 
Halbaxe der % und hat der zur Ebene der ccy parallele elliptische 
Schnitt im Abstand c die Halbaxen a und b, so ist die Gleichung 
desselben:

W ird  diese Fläche im Sinne der positiven * so verschoben, daß 
alle Punkte derselben Parallele zur Axe der * beschreiben, bis der 
Scheitel den Abstand e =  cg vom Ursprung hat, wobei also g eine 
positive Zahl bezeichnet, so ist die Gleichung dieses zweiten Para
boloides, welches von dem ersten umschlossen wird :

Durch eine den vorhergehenden ähnliche Untersuchung gelangt 
man in Bezug auf diese zwei Flächen zu folgendem

H a b e n  z w e i  g l e i c h l i e g e n d e  e l l i p t i s c h e  P a r a b o  1 o i d e  
d i e s e l b e n  P a r a m e t e r ,  so  s c h n e i d e t  j e d e  d a s  i n n e r e  
P a r a b o l o i d  b e r ü h r e n d e  E b e n e  v o n  d e m  ä u ß e r e n  P a r a 
b o l o i d  S e g m e n t e  v o n  c o n s t a n t e m  I n h a l t  a b  u n d  d e r  
B e r ü h r u n g s p u n k t  l i e g t  i m M i t t e l p u n k t  d e r  D u r c h 
s c h n i t t  s e 1 1 i p s e .

Bezeichnet Sp den Rauminhalt eines solchen Segmentes , so 
findet m a n :

(100)

5. Lehrsatz.

( 101) Sp =  — abc k . g l
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oder wenn K die Bedeutung ( 3 3 )  hat:

(102) S , = | äV 0 .

( ) ( ) ( )  U n  f  e r d  i II g  e r .

§• 34.

Durch dieselbeFormel wird der Inh alt eines Segmentes bestimmt, 
welches eine durch die Gleichung:

( 9 )  * =  A x  +  B y  +  C

gegebene Ebene von der Fläche (9 9 )  abschneidet,  wenn:

( 1 0 3 )  g  =  J - 2 (« 24 * + 6 2ß 2- f  4cC);
T  C

hierbei ist wegen <7 >  0 nur die Bedingung nothwendig:

(1 0 4 )  «2̂ 12 +  6 2i ?2 +  4 cC >  0,

welche Relation zugleich das analytische Kennzeichen ist, daß die 
Ebene ( 9 )  das Paraboloid (9 9 )  elliptisch schneidet.

Eine das Paraboloid (9 9 )  berührende Ebene, welche zu jener
( 9 )  parallel ist, hat die Gleichung :

(t*A2 - f  bzB2
( 1 0 5 )  % =  A x  By  —

4 c

bezeichnet nun e die Entfernung der Durchschnitte der Ebenen (9 )  
und ( 1 0 5 )  mit der Axe d e r* ,  so ist offenbar:

a%A %-\-b%B t , „
« - - - - - To—  +  c ’

mithin ist a u c h :

( 1 0 6 )  g =

womit die geometrische Bedeutung von g  auch für diesen Fall ge
geben ist und mit der früheren übereinstimmt.

Sind x ,  y \  ^  die C oordinaten des Berührung-spunktes einer das äußere Paraboloid  

tangirenden  Ebene, w elche parallel zur sch neid en d en  Ebene is t , so  sind d icC oord i-  

nnten des S ch w erpunktes d ieses S egm en tes:

X  =  x ' , Y  =  y  , Z =  z  «/•
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Sind die beiden Bedingungen zugleich erfüllt:

( 1 0 4 )  « 2J 2 +  W  +  4 c C >  0,

( 1 0 7 )  a W - j -  b*B'* +  4 c C '>  0,

so schneiden die beiden Ebenen, deren Gleichungen

( 9 )  % =  A x  +  By  +  C,
( 4 1 )  z =  Ä x  +  B’y  +  C

sind, zugleich das Paraboloid (9 9 )  elliptisch und wenn gesetzt w ird: 

(1 0 3 )  g =  ~  (uW +  +  4  eC),

( l# 8 > 9’=  4 72  (.a'A’l +  btB'% +  icCl),

so sind die Rauminhalte der diesen Ebenen entsprechenden para- 
boloidischen Segmente bez iehungsweise:

(1 0 2 )  Sp =  |  Kg',

(1 0 9 )  s ;  =  |

und der Inhalt der zwischen diesen Ebenen enthaltenen Schichte, 
wenn g >  g' wird durch die Formel bestimmt:

( 1 1 0 )  Selh = 3-I{(f/>-g'*)

oder durch j e n e :

( 1 1 1 )  Schp =  ^a b cn  (gz — g'*)

wenn sich die Ebenen ( 9 )  und ( 4 1 )  außerhalb des Paraboloides 
durchschneiden.

Kulmtur  d.  S e g m e n t e  u.  S e l i i c h te n r i iu m e  in  F l ä c h e n  d e r  z w e i t e n  O r d n u n g .  6 6 7©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



E r r a t a .

S in n stö ren d e  D ruckfeh ler in U n fe  r d i n g  e r ’s A bhandlungen. S itzungs
berich te  Bd. LX, II. A bth. O ctoberheft 1869.

(D ie e ingesch lossene  S eitenzah l bez ieh t sich auf die S ep a ra tab d riick e .)  

S eite  618 (2 8 ) ,  Zeile 2 u. 4 von oben lies ( « + / 3 s t a t t  ( a  +  j3rt.,) ,‘“ '.
653 (6 3 ) , 6 von unten lies x* s ta tt  x s.
664 (7 4 ) , 12  g le iche  s ta tt  ungleiche.
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