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Uber einige zur Theorie der bestimméen Integrale gehorige
Formeln und Methoden.

Von dem w. M. Dr. Anton Winckler.

Die Gegenstinde, womit die nachstehenden Betrachtungen sich
beschiftigen, gehoren zumeist der Theorie der bestimmten Integrale
an und lassen sich in Kiirze wie folgt bezeichnen.

Zuerst werden auf elementare Art allgemeine Relationen her-
geleitet, vermittelst welcher die Werthe einer groflen Anzahl be-
stimmter Integrale mit Leichtigkeit gefunden werden kénnen und
welche sich jenen anschliefben, die ich in einem 1856 erschienenen
Aufsatz: ,Neue Theoreme zur Lehre von den bestimmten Integralen«
(Sitzungsherichte Bd. XXI, S. 389) angegeben habe.

Hierauf folgt die strenge Begriindung des bekannten, in manchen
Fillen niitzlichen Satzes, wonach das bestimmte Integral des Pro-
ductes einer beliebigen und einer zwischen den Grenzen der Inte-
gration entweder nur wachsenden oder nur abnehmenden Function
aut das Integral der erstern zuriickgefiihrt werden kann, dessen eine
Grenze ein nicht niher bekannter Mittelwerth der beiden gegebenen
Grenzen ist. Wie dieser Werth unter gewissen Voraussetzungen
schiirfer bestimmt werden konne, ist der Gegenstand einer weitern
Auseinandersetzung. Hndlich werden mit Hilfe des Satzes iiber die
Umkehrung der Integrationsfolge doppelter Integrale mit constanten
Grenzen, dann unter Anwendung des sogenannten discontinuirlichen
Factors, sowie auch aus einer Formel, welche den Rest der » ersten
Glieder der Maclaurin’schen Reihe durch ein nfaches Integral
darstellt, mehrere, zum Theil unstetige Quadraturen dem Werthe
nach ermittelt.

Die meines Wissens bereits bekannten Resultate werde ich in
jedem einzelnen Falle als solche hezeichnen, wo immer von ihnen die
Rede sein wird.
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1.

Zu allgemeinen Relationen zwischen bestimmten Integralen
fiihren in manchen Fillen Gleichungen zwischen Functionen mehrerer
Veréinderlichen und ihren Differentialquotienten, wenn diese Func-
tionen durch gewisse Eigenschaften definirt und jene Gleichungen
von der Beschaffenheit sind, dal} ihve einzelnen Glieder nach einer
oder mehreren der unabhingigen Verdnderlichen unbestimmt integrirt
werden konnen. Die zwischen constanten Grenzen auf alle Variabeln
sich erstreckende Integration der Gleichung liefert dann eine solche
Relation.

Um zuniichst einen sehr einfachen Fall dieser Art zu betrachten,
denke man sich, es sei F(u) eine fiir alle hier in Betracht kommen-
den Werthe von « endlich und stetig bleibende Function, aueh nehme
man an, es sei u eine gegebene Function zweier von einander
unabhéngiger Veridnderlichen # und y. Man hat dann die beiden
Gleichungen :

ditwy ., du dF(w) ., du
de F'(w da’ dy Fw . dy

aus welchen durch Elimination von F'(x) sich ergibt:

dF (u) du dF () @ I
dy ‘dv dv dy Q)

und von dieser Gleichung wird zunichst ausgegangen werden. Offen-
bar lafdt sich auf beiden Seiten Eine Integration und zwar jedesmal
beim ersten Factor unmittelbar vollziehen, wenn « so beschaffen ist,
dald der zweite Factor linker Hand nur & und rechter Hand nur y
enthilt.

Wird
X Y
x, Y

gesetzl, wobei 2, y,. im Allgemeinen beliebige Constanten, so
beschaffen sein miissen, daf} in gegebenen Fillen die Integrale end-
liche Werthe darstellen, so gelangt man zu der Gleichung:
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a‘lar Yao Py Cdr | (Cay
Lords 3L
_ ;y {F(fﬁdm fydy p f“dx fydy
- a7 '7"07( T 3/07)_ (“’OY_F yo—Y)§.

Ebenso allgemeine Gleichungen ergeben sich, wenn fiir « nach

einander die Ausdriicke,

@X y xd:v "/dy
do [ dy gy px g/ Frh?
Y- Y, ’

& Yo

0

gesetzt werden.
Wenn specieller fiir « einer der Ausdriicke:

z+9y, xy, av
angenommen wird, so folgt aus der Gleichung (I):

dFz+y) _ dF@+y)

dy dx
1 dF(wy) _ 1 dF(zy)
x dy y dx
1 dF (z¥) 1 dF (x¥)
zloge” dy  y dx

Diese Gleichungen nun gehen, nach y zwischen den Grenzen
a und b, und nach x zwischen « und 3 integrirt, iiber in die fol-

genden:
B b
j‘;dm[F(:v-l—b)—F(m—l-a)]=de[F(.z‘+ﬁ)—F(m—l—oc)] (1)
B b
d.
I8 bw) — Faw)] = / Llrpn—ren] (@)
a *

o



860 Wineller

B [
{:
/,loor[m’>“r“">' / “ipEy - Fe] ()
a

wobei rechter Hand die Verdnderliche y mit 2 vertauseht worden ist.

Wenn in der zweiten dieser Gleichungen F(Bx) und F(«a)
fir =00, a =0 und in der dritten F(3%) und F(«*) fir f=1,
«=0 endliche und von & unabhingige Werthe erhalten, auch
« und b positiv und von Null verschieden sind, so lassen sich jene
Gleichungen durch die folgenden:

/ dx [F(ba) —- Flax)] = [F(+ o0) — F(O)]lng%
1
b
[ X ll)g,), LF(%b) —F <L'L)] = I_F(+ H—Fr (O)J l()g el

er'setzen.

2.

Um einige Anwendungen zu zeigen, sei in der Gleichung (1)
des vorigen Art.:

F(uy=logl' (w)

und « =0, B =1. Man findet dann:

P+ b) f Patb
lo I |
f Tt w ™ =) W

oder, da I'(a + 1) = 1" (@) und

b
f log wdx = blogb — aloga—(b— a)
a
so ergibt sich das Resultat:

[l ;E i )) dr = blogh — aloga— (b—a)
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welches, weniger einfach, auch auf anderm Wege gefunden werden

kann. Gelegentlich sei bemerkt, daf man mittelst desselben sehr
1

leicht zu anderen bekannten Resultaten gelangt. Fiir ¢ = 5 b=0

folgt nimlich:

1
I'(x) 1 1
log —————de = _log2 4+~
foogl‘(cv-l—%) vyt

Da aber, wie bekannt:

M) 22 Iy
P@+d Vo TQCw

so erhiilt die vorige Gleichung die Form:

! T (2) 1
fo og r e T 4( + log2n)

oder auch

1 1
1
flog[‘(:v)dm '—1flogl‘(2w)(lw=-(1+log2n)
0 2./, 4

Nun ist

1 2
1
f logl'2x) dov = 3f log T () da
0 “0

1 [ 1
=-flog[‘(;v)d;::-{——flogl‘(:v-}-'l)da;
2 0 2 0

daher, wie bekannt:

1
1 oo
f log T (@) do = o log? «
/a 2
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Auch ergibt sich:

1

jlog I'2a)dae = ~—% + %IogZ T

Wenn man in der frihern Gleichung ¢ =0 setzt. so findet
man sofort auch noch die folgende, ebenfalls bekannte Formel:

1

1
flogI‘(:c—i—b)d;v=§log27r+blogb—b, b>0
0

Diese Herleitung ist von der iiblichen in so fern verschieden,
als bei ihr weder Reihenentwickelungen noeh ein Ubergang vom
Endlichen in’s Unendliche vorkommt.

Aus der Gleichung (2) des vorigen Art. ergibt sich, wenn
Fu)=e"o@) und a=0, =00 gesetzt wird, und wenn ¢ (v)
von % =0 bis w=oc stets endlich bleibt, auch « und d positiv
sind, die Formel:

/ ‘fv—x. [e—b-l‘ (P (b-'v) —e (P ((td;‘)] B ao (0) log %
(1]

woraus fiir ¢ (x) = 1 das bekannte von Euler gefundene Resultat
erhalten wird.

Fiir F(u) = f(e*) folgt:

e b
=FEen—fe] = [floo) —f(D)]log -

0

also z. B.

[l - (e e~ (2o

und daraus

de| 1 11 1 « |
k[;; [ebx+1_e((;u+ 1J=§log}; (1)
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Mit Hilfe dieser letztern Gleichung lilt sich der Werth des

Integrals
de [ 1 1
A—[;[ﬂ—;—x_g—mj

wovon spiiter wieder die Rede sein wird und welehes in der citirten
Abhandlung auf zwei verschiedenen Wegen abgeleitet wurde, auch
wie folgt finden.

Zuniichst hat man, wenn 2z fiir x gesetat wird, die Gleichung :

x| 1 )
2A=[; [ﬂ'— ega’—e—l“]

folglich durch Subtraction:

dx [ 1 2 ] dx (g%-l‘ — e—%-*‘)z
A= - y — T Taa x|l T T T o v
A r et — e elr _ g2 A x (!2"' g%

wofiir offenbar auch:

A= / iz it e
A (€T 4 e—7%) (e* + e—%)

und nach weiterer Reduction:

A — @ (e*—1)e"
YA GE I

geschrieben werden kann. Durch Zerlegung des Bruches unter dem
Zeichen erhilt diese Gleichung die Form:

([t ]
- o;[e”-l—l e 11
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Der Werth dieses Integrals ergibt sich fiir ¢ =2, b =1 sofort
aus der Gleichung (1); man hat daher:

4= %logZ

wie auch a. a. 0. gefunden wurde.

Flu)— “SD(Z)_?" =0, B=oc findet man aus der

Gleichung (2) des vorigen Art. unter der Annahme, dafy wieder ¢ (x)
von u =0 bis oo endliche Werthe behalte, die Gleichung:

oo be (bx) ag (ax) ] M a
[dx [eb.l‘___ e——ba.‘ e __ g—ax - § ‘P (O) lOg‘ 5

und daraus z. B.

oo
beosbhx acosax 1
dx 7 —— = —log
A X __ g e4T — g—ux 2

Es sei k eine positive, von Null verschiedene Constante und es
9 (u)

(1 + Ice")"

gesetzt. Man erhilt hierfiir aus (2) die Formel:

@[_sq_gbw)___ ¢ (az) ]_ o0 |«
| o [ ke — A key| — A4 0 85

wofiir beziiglich ¢ (u) die obige Bedingung gilt.

Aus der Annahme F(u)=logT' (k4 ¢ (u)), ¢w)>0, k>0,
=0, B = oo erhilt man, wenn die Werthe von ¢ () fiir u=0
mit 4 und fiir ¥ = oo mit B bezeichnet werden, die Gleichung:

SHE

werde: F(u)= und wie hisher «=0, pf=o0

de, Tt p@a)_, TE+B)
/ ot ) STE 4 o
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Es sei ferner F(u) =%§Z—i%, n>m, a=0, B=o00.

Da F(u) verschwindet, wenn « in’s Unendliche wiichst’), so ergibt
sich unmittelbar die Formel:

d T [F (b +m) T(ax+ m)] __T(m) |
T T %8 b

Fe+n) T (ax+n)

welche auch in der friiher erwihnten Abhandlung, auf anderm Wege
abgeleitet, sich findet.

Wird in der Gleichung (3) des vorigen Artikels einmal
Fw=1log(d 4+ ku), k>0, dann F(u)=arcsinu, F(u)=sinku
und F(u) = e, jedesmal aber «=0, =1 gesetzt, so gelangt
man zu den Gleichungen:

1
ar log 1 14+ /n
xvlogx BT+ + ka

= log(1 4+ k). 1001i

A
b
— [aresin (@?) — avesin ()] = —I0g~—
A 1'|0 a
1
b
: tw’) — sin (k)] =sink. locr—
A .@log a
1
b
I-t" kve] k1)) .
xlogrl— — ] (e ) Oga

1) Es ist beinahe iiberfliissig zu bemerken, dad das Verhiltnifd zweier Functionswerthe
f(x + m) und f(u -+ n), worin m und n von einander verschieden sind, nicht
allen Fillen sich dev Einheit als Grenze nihert, wenn % in’s Unendliche wichst.
Obgleich es niimlich den Anschein hat, daf es hierbei fir ©==00 werdend auf die
endlichen Grofen m und n nicht ankomme, so ist dies doch der Fall, wenn z. B,
f@)==T (u) ist; denn wire n nur um die Einheit von m verschieden, so wiirde
man :

f@+m)y=C@+m), flw+n)=@+m)I @+ n)
haben und sich iiberzeugen, dab f(u 4+ m): f(u + =) fiir u==0cc in Null iibergeht
was offenbar um so mehr der Fall ist, wenn » mehr als die Einheit iiber

m liegt.
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Die Anwendung der Gleichungen des vorigen Artikels ist, wie
man sieht, sehr einfach und um so leichter, als fiir die Werthe
a=0, =1 und B=o0c immer nur die Anfangs- und Endwerthe
der Function F(u) in die Resultate eingehen.

Da iibrigens von den beiden Integrationen, welchen die Gleichung:

dF(w) du  dF(u) du

dv "dy dy dez
unterzogen wird, auf der rechten und linken Seite je eine, unabhingig
von der ndhern Beschaffenheit von F, sich unmittelbar ausfiihren
labt, wenn % die Summe zweier Functionen X und Y ist, wovon die
erstere nur x, die letztere nur y enthilt, so lassen sich, wie leicht

einzusehen ist, alle vorhin betrachteten Fille aus der Annahme

u= X Y erhalten.

3.

Die Gleichung, von welcher im Art. 1 ausgegangen wurde, lafdt
sich in eine andere, bekannte Form bringen. Addirt man nimlich

2
zu beiden Seiten den Ausdruck F(u)——dl, so geht sie iiber in die
dxdy
folgende :

du du
d [d—y F (u)] B d [Ex F (u)] |
dzx o dy )

welche, wenn beide Seiten nach x und y zwischen constanten
Grenzen integrirt werden, sofort eine Relation zwischen Quad-
raturen liefert.

Wird beispielsweise w=uwxy gesetzt und dann nach 2 von
a bis B, nach y von a bis b integrirt, und schlieBlich x fiir y ge-
schrieben, so folgt:

B b
f dx [bF (bx) — aF (ax)] = | de[BF(Bx) — oF (ax)]
o a

Erhalten fxF(fx) und axF(ax) lir f=o00 und « =0 end-
liche, von 2 unabhiingige Werthe, so ergibt sich hieraus:
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fdx [6F (bx) — aF (azx)] = [tF(t)]:"log—z (2)
0

eine Gleichung, welche auf anderm Wege auch in der citirten Ab-
handlung hergeleitet ist und zu zahlreichen Resultaten fiihrt.

1—7 1—F

Fir F@) = -3 tF(t)=T, h<<1 ergibt sich,

e’
wie leicht zu sehen, die Gleichung:

dx 1 b
— b | bk — kbl = bl Z ., _

und wenn £ > 1 ist:

/%ff[a_b+bk—um__ak—b-"]=ab10g]t-lOg%
A

‘aretgt
t ’

Fir  Fe)=(1+ ’%) th@t)=(1+ ]%)‘arctg ¢

erhéilt man in gleicher Weise:

e(;:v kb k= T b
[ — [(1 +bTv) aretg b — (1 +ﬁ-) arctg aa:] = (—2-8"— 1) log-

Fir F() = 1?1‘ (H—Z) findet man:

Y R ) B ()

u. 8. w.

Alle diese Resultate, insbesondere die Gleichung (2) entsprechen
dem Falle, daf} in (1) die Annahme » = xy gemacht werde. Fiir
dieselbe Annahme aber lifit sich noch eine andere, von (2) ver-

schiedene Gleichung erhalten. Da sich néimlich:
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LX. Bd. Il. Abth. 87
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d[yF(xy)| _ dlaF(y)]
dy dx

aus (1) ergibt, so kann man, wenn auf beiden Seiten mit %_d:vdy

multiplicirt und rechts w fiir #y geschrieben wird, diese Gleichung
in die Form:

da;' d[yF(wy)] dy — 1 d[uF(u)] dody = i d [ul’(u)] du

3 dy dw du - dwdy

bringen und u als eine neue Veriinderliche betrachten, welche an
die Stelle von a tritt. Unter dieser Voraussetzung ist also:

de d[yF(xzy)] , _ d[uF(u)]
= ay dy = ” .dy

und ergibt sich, wenn man nach y von « bis b, nach # von « bis 3
integrirt, auf der rechten Seite aber die Integration nach u zwischen
den entsprechenden Grenzen «y und By zur ersten macht, die fol-
gende Gleichung:

Py
/ [6F (bx) — aF(a2)] = / / d [ui @]

aus welcher sich fiir ¢ =0, 8 = o0 und wenn ¢ und / positv sind,
ergibt:

if[bF(bx) — aF(a2)] = (b——a)‘/M(?L)] (3

u

Angenommen, es erhalte uF(«) fiir u=0 einen endlichen von
Null verschiedenen Werth U, es werde also F(x) unendlich grof3
fiir w = 0, dagegen Null fiir « =00, so ist:

d[uF( F) — U° du

und wenn das erste Glied der rechten Seite verschwindet:
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oo

d—;[bF(bx) — aF (@) = (b — a) Zl;[mu) —U].. (&)

[}

Die Gleichungen (3) und (4) enthillt, auf anderm Wege
hergeleitet, auch die in der Einleitung bezeichnete Abhandlung.
Um einige besondere Fille zu betrachten, nehme man an, es sei:

F (w) =:7e—"", ulF (u) = =",

Dann ist:

dluF (u)] - nf&;n_z e~"du= —T (1 — 1)
A u 0 n

und erhilt man die Gleichung:

/\‘ﬁ[f;—”*T — e ]=(a—b)I(1—;)
0

woraus z. B. fir n =2 folgt:

0

oder, was dasselbe ist

/ B e ] =2 (Va—VE)VE

rvVvex

Setzt man ferner:

1
Fuy=(1+ 2) e,

;[uF(u)] — __fo;—udu = —1
0 “ ’

so ist
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folglich:

da 1 1
.o/?w[(”+;>"""”—(“+5>“‘”]=“_b

Der Annahme:

et 4 e
- —, l
Fu=——0= 1<
entsprechend erhilt man
U,=1

und ist F(u) =0 fiir u =00. Es ist also:
dc; 616.1: + e——1b;r evex + e—ax
—1b- bx —bx a. ax —azx
& e —ée e —e
0
) \
Y —u
- (b_@f@[%__
o (3 et —¢e€ u

Zu dem Werthe des letztern Integrals, welcher meines Wissens
nicht bekannt ist, kann man auf zwei verschiedene Arten gelangen.
Aus der bekannten Gleichung:

o0

e~ 1— e CG—Da=
folgt ndmlich, wenn man 1 — £ fiir £ setzt:
patt 1 —othe

0

und wenn man diese beiden Gleichungen addirt, nach einem be-
kannten Satze :

T J.;: 2 e—x | g—/f-"v]
—_— —_— - —r__
logsiﬂkn’ [@1 [ € e*—1 + 1—¢= (5)
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Da aber fiir k=;— aus der ersten Gleichung

do 2 2
l = — | —e—% —
ogrw \/D‘x [ e e"——1+ = _12_:]

et—e

folgt, und, wie im Art. 2 nachgewiesen wurde:

o= =
X | ot —
0 82 2

—e

ist, so ergibt sich

dz[2 9
1032ﬂ=[?[5—8—x_ex_1J (6)

und durch Subtraction der Gleichungen (5) und (6):

. de[ 2 | etbe e—"-”]
_]0g2smkn’ —\/; [—‘;‘ +—1-+—e—_x— .

1+y
2

Daraus nun erhilt man, wenn k=

und @ ==2u gesetzt

wird, das in Frage stehende Integral
du [t + e 1] am
e T "= _—log(2cos -
[u [e“———e““ u og( c0s 2)' 7<1
Zu demselben Resultate gelangt man auf folgende Art. In der

Gleichung:
coskBdxr  m cos kf
AL T2k

setze man nach einander k=1, 2, 3,..., nehme die Ergebnisse mit
abwechselnden Zeichen und addire sie dann, so daf} die Gleichung:
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= cos 3 cos 23 cos 383
[dx[12+x2 _22+x2+32+x2_' J

m[cosB cos2B | cosdP
=§[1 ——3 T3 _"]

erhalten wird. Die Summen der beiden hierin vorkommenden Reihen
sind bekannt, setzt man sie ein, so erfolgt:

de;f 1 il gﬁi‘_*_e—ﬁm] 1 ‘
[;[Z—w——ﬁ'm =55 1082+ 2cosf)

Durch die Substitutionen rz = u, = yn verwandelt sich diese
Gleichung in die folgende:

j; ert + e 1} yr
[;[m—; = —log(2e0s )

die mit der frither gefundenen iibereinstimmt.
Aus ihr erhilt man noch die heiden folgenden Formeln:

e —e 1 Fid Y
[ e T gy
oo ] . 9
du|et* — et ) VL
\/‘l7 [m_ 'y] = _[log (2cos 7)017
[

welche gelten, wenn y zwischen 0 und 1 liegt.
Auch ergibt sich die Gleichung:

de,; (e””— e—lm)z
[7 —m— = — lOg(COS bn')

Dies vorausgeselzt hat man nun das Resultat:
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oo
@ b 87b"”+8_7bm —u (,’T“‘T—l- e—1ee
T ¢ ebr e—b:l: * %% — p—6%
0

=(a—b)]0g(2cos%}, a>0, >0, y<i

4.

Die Relation, von welcher im vorigen Artikel ausgegangen
wurde, lifit sich noch in einer andern Form betrachten. So geht
die daselbst hergeleitete Gleichung:

dr d[yF (zy)]
@ dy

dfuF (u)
dy = L " ] dy

nachdem dieselbe beiderseits mit 2¢(2) multiplicirt, auf der rechten
Seite aber — fiir geschrieben worden ist, und wenn a und b
y

als positiv vorausgesetzt werden, durch Integration iiber in die
folgende:

b
f :oo(x) [6F (bx) — aF (ax)] dz = f | [uF (1‘)M%y ¢ (3) (1
0 0 a

aus welcher sich u. a. die folgenden Resultate finden lassen.

Es sei
)= F) =~ n<?
¢ (x = i (u —;e s <l
dann folgt:
dx ar—1 — pr—1

o [et*— e = TR—n)

n—1
0

eine Gleichung, welche (soviel mir bekannt, zuerst von Cauchy
gefunden) anch aus einer Formel des vorigen Art. erhalten werden
kann,
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Setzt man

1

1
(P(w)=x"_—1’ F(u)=m,

so ergibt sich, wenn n < 2:

‘[ d?f [(1 +1 b d +1a.z')"']

a1 —b1' TR —n)Ttn+n—1)
n—1 rd+m

=Mm.
1.
oder auch, wenn man ~ fir # und m+-n—2=r, also n=r—m-42
@

[ aw [as T ix)]

— —1 r—m r—m r (1 +7) L'(m—r7)
— ol . .

setzt:

Diese Gleichung stimmt fir 6=0, ¢=1 mit einer von Le-
gendre (Exerc. T. II, p. 107) gefundenen iiberein.

Fir r=m —; folgt:

:;x x ™ T \" 1 1 Tm—1Y
[xv;{%w)—(aﬂ) 7 [y =] st

Fiir die Annahme ¢ (z) =logz, F(u) =:—tarctgu ergibt sich

/ ]O%” [arctg bz — aretgax] do =

0

N R 2]
[W [Iog;logu iy (log b)* 4 3 (log a)

die Gleichung:
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oder, da

ist, das Resultat:
/ IO%' [arctgbx — arctg ax] do = % [(log a)* — (log b)*].
0

Es sei wieder ¢ (x) =loga, dagegen F(u) =117e—“. Dann
erhilt man fiir die rechte Seite der Gleichung (1) den Ausdruck:

> 1 1
—‘[e—" [log%logu— 5 (log b)* + 5 (log a)"] du

worin sich der erste Theil durch die Constante des Integrallogarithmus
ausdriicken laft. Es ist daher:

l!:;g"v —bx —ax "
[7 [e ad 7

— 0,57721566. logZ— + :— [(og b)t — (log @)*].

Wenn ¢ (zx)=logz, F(u)= gesetzt wird, so

1
u(l 4w
geht die rechte Seite der Gleichung (1) iber in:

~ mdu b 1
/(1 —7{—nu)"‘+‘ [log ~logu — - (log b + 5 (log a)z]

A 1
= —mlog — /(l _:g;an du+35 [(log 8)* — (log «)*]
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Da nun:

oc'u"—‘ du  T@)T(im—n41
, (At wrt! o '+ 1) ’

so folgt, wenn nach » differentiirt wird:

"—‘logu dit = el n—n+1)—T @)Y (m—-n—|—1)
AT “= Tm+1)

daher fiir n =1

~ logu g DT m) —I'm)
SRR =TT Tt )

oder, da I'(1) wieder die Constante des Integrallogarithmus, negativ
genommen, und (o + 1) = mI () ist, so ist wie bekannt:

logu 1 [ dlogl (m)]
56
/(1 Y 0,57721566 + ——>-

Man erhilt daher die Gleichung:

lc:ga: ) 1 1 ] _
f x [(‘l + bx)” - d + ax)™ dv =

dlogT'(m b 1 :
_%T()J og;—{— E[(logb)"— (log «)?].

[0 57721566 4

In dem Falle, wenn m eine positive ganze Zahl bezeichnet,
lilbt sich bekanntlich der Factor in der Klammer vor logg durch
a

die harmonische Reihe ausdriicken und erhilt man also:

lffgx[ 1 1 ] 3
[ v \TFbar A Faar]

1 1
[1+§+TJ+' +m

b i
— 1] log piaay [(log b)* — (log «)?}.
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Fiir m =1 ergibt sich insbesondere:

]Ecg.’lf 1 l ] _ 1
[ x [1 + b 1 + ax dw = 2 [(log 6)* — (log a)2]

oder, was offenbar dasselbe ist:

+oe
o1 1 1 1
: — — (2 2
/(deh Fe T T el‘+“]_2(b a?)

o0

5.

Den allgemeinen Formeln, von welchen im Vorhergehenden
Gebrauch gemacht wurde, lassen sich andere zwischen doppelten
Integralen mit verdnderlichen Grenzen bestehende Relationen an die
Seite stellen, welche sich einfach auf die Vertauschung der Ver-
dnderlichen beziehen und verschiedener Anwendungen fihig sind.
Zu denselben gehirt, vermége ihrer grofen Einfachheit, zunichst
die folgende von Dirichlet (Journal von Crelle Bd. 4) durch geo-
metrische Betrachtung abgeleitete Gleichung:

a px « pra
f de | fl@,y)dy = f dy | f(x,y)dz
0 9 0 Yy

welche ein besonderer Fall einer Formel ist, die ich auf analytischem
Wege (Denkschriften, Bd. 20, S. 141) bewiesen habe. Vielleicht ist
es vou einigem Interesse, die etwas aligemeinere Gleichung:

b rx b rb
[ da | f(x,y)dy = / dy | fz.y) (de )
a a a y

direct und ebenfalls rein analytisch zu begriinden,

Nimmt man, der Allgemeinheit unbeschadet « < b an, so sind
die Grenzen des linker Hand stehenden Integrals offenbar durch die
beiden Ungleichheiten:

a<<a<hb, a<<y<w
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bestimmt, die sich, wie man sieht, durch die folgende:
a<y<ax<b

ersetzen lassen. Letztere, von der Linken zur Rechten gelesen, gibt
sofort die Grenzen des doppelten Integrals, wenn zuerst nach y und
dann nach z integrirt wird. FalSt man dagegen zuerst die drei letzten
Glieder jener Ungleichheit und dann das erste, zweite und vierte
derselben zusammen, so ergeben sich die Grenzen des in genau dem-
selben Umfang genommenen Doppelintegrals, in welchem jetzt um-
gekehrt, zuerst nach & und dann nach y integrirt wird. Hieraus aber
erkennt man unmittelbar die Richtigkeit der Gleichung (1).

Dieser Beweis erfordert, was bemerkt zu werden verdient,
weder eine Differentiation, noch eine Integration, sondern besteht
einfach in der Umstellung der Grenzen.

Ubrigens kann man zu der Gleichung (1) auch auf ganz
anderm Wege gelangen. Das Integral

t f
f dy | f(x, y)dx,
a “b

worin ¢ eine von & und y unabhiingige Veriinderliche bezeichnet,
fiihrt, nach ¢ differentiirt, zu der Gleichung:

t t t ot
/f(a:,t)dw —{—ff(t, Y) dy:D,fdy f(z.y)dx
b a a vb

welche, wieder nach ¢ zwischen den Grenzen ¢ und & integrirt, die
Relation:

b At b nt
fdt f(x,t)da:—}-fdt fty)dy=0
a vb ava

liefert. Schreibt man im erstern Integral y und im letzten x fiir die
Verdnderliche ¢, so ergibt sich:
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b ry b o
fdy/vf(a:, ydzx +fdar [,y dy=0,
a b a Ya

was mit (1) ibereinstimmt.

Nicht minder bemerkenswerth als (1) ist die Relation, welche
sich aus der nihern Betrachtung des Integrals:

b rat+b—a
f da | f(@.y)dy
a Ya
ergibt. Die Grenzen desselben sind durch die Ungleichheiten
a<ax<b, a<ly<atb—uax
bestimmt, die sich bei umgekehrter Folge der Veréinderlichen durch:
a<<y<b, e<r<<a+tb—y

von genau demselben Umfange ersetzen lassen.

Man hat daher die Gleichung:
b ratb—ax b ratb—y
f de | f(x,y)dy = | dy f f(@ y) da. (2)
a Ya a Ya

Diese ergibt sich auch dadurch, daf man das Integral
¢ a—+b—¢
f dz | f(z,y)dy
a “a

nach ¢ differentiirt, wodurch:
a~+b—t¢ ¢ ¥ a-+b—t
[y dy —ff(w,(t+b—t)dx=l)‘t/‘dm [(@, ) dy
a a a “a

erhalten wird, und daf® man nun diese Gleichung nach ¢ zwischen
den Grenzen « und ¥ integrirt. Wie leicht zu sehen findet man:
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b ra+-b--¢ b rt
f datf| fi,ydy —f dt| flx,a+b—0)de=0
aJa a Ja

oder, wenn im ersten Integral @ fiir ¢, im zweiten dagegen y fiir
a + b — ¢ gesetzt wird:

a+b—x a+b—y
fdtf (x,y) dy —f(Q//’(z y)de

was mit (2) iibereinstimmt.

Die Gleichungen (1) und (2) fihren in manchen Fillen zu
Relationen zwischen einfachen bestimmten Integralen, wie einige
Beispiele zeigen werden.

Man kann zu dem Ende jene Gleichungen in der Form:

b rx b b
f dz | [f(x,y) + [ x)]dy = f da | f(,y) dy
a« Ja a Ja
und
a+b—ax _
fd’c [f@,y)—fy.x)]|dy=10
schreiben, von deren Richtigkeit man sich leicht iiberzeugt.
Setzt man in der erstern ¢ =00, 6 = 0 und einmal:
f(@,y) = e *EtN—bwcosay, dann f(z,y) = e+~ sinzy,

so ergeben sich, wenn «, [ positiv sind, die beiden folgenden
Formeln:

(ﬁw + a) cos (z*) — x sin (2? ) —Bat—202
/ z* 4 (B + )

(@x + e de
F+ Bt o
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(ﬁq, + «)sin (%) 4 x cos (wz) B —2ar gy
L S ety

_ 1 xre—** d
“3) FrETa

Fiir f(z, y)=e= ¥, a=0, b=00 erhilt man die Gleichung:

oo a2 1 oo oo
f e—dx f e Vidy=_ f e dx f eV dy,
0 ] 2 0 0

woraus, wie leicht zu sehen, sich ergibt:

el -

o 3 b 2n-41 ]
2/‘_12 [‘ x x . e x J
) e le— gt e T TErn T

Da nun. wenn 2* =2 gesetzt wird:

!
f it g—2% p — / z“e—‘(lz_i

folgt, so geht die rechte Seite der vorigen Gleichung iiber in:

und ergibt sich hieraus die Formel:

co_rz 1 -
[ e dy = 5 Vr

welche, wie man sieht, in sehr einfacher Weise durch Entwickelung
des Integrals in eine unendliche Reile erhalten werden kann.
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6.

Die Gleichung (1) des vorigen Art.

b rx b rb
f de | f(e,y)dy= f dy | f(w,y)dx
a Ja a Jy

welche durch blofle Umstellung der Grenzbedingungen erhalten
wurde, liBt sich zur Herleitung einer andern bemerkenswerthen
Formel beniitzen. Wird darin ¢ (x)f(y) fiir f(x.y) gesetzt, so er-
hilt man:

b T b b
f p@dz [ fydy= f [f@). f ¢ (@) dz] dy €))
a a a y

Bedeutet nun f(y) eine endlich bleibende Function, welche fiir
keinen zwischen den Grenzen ¢ und b liegenden Werth von y ihr
Zeichen éndert, so ist

x
fa [y dy =1 (@)

eine stetige Function von @, welche fiir # = ¢ verschwindet und
welche, wenn o die Werthe von a bis & durchliuft, nicht vom
Wachsen in's Abnehmen, oder umgekehrt, ibergeht. Ist aber dies
der Fall, so kann man nach einem bekannten Satz einen mittlern

b
Werth des Factors f 9(x)da  vor das Integral rechter Hand in
Yy

(1) heraus treten lassen, folglich, wenn £ einen zwischen a und &
liegenden, sonst nicht niiher bekannten Werth bezeichnet:

b b b b b
f [f'@/)/so @) dx]dy = f ¢ (@) dx. [ fydy=1 (b)fso (v)dz
a y 3 « 3

setzen. Die Gleichung (1) geht hiernach iiber in die folgende:
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b [/
fa sv(m)tP(:v)dm=tP(b)f€ ¢ (@) do @)

Setzt man {(x) —¢(a) an die Stelle von (), so wird die
Bedingung, dal die Function fiir x —a verschwinde, von selhst
erfiillt. Es ergibt sich dann die Gleichung:

b b b
j(; ?(w)¢(w)dw=4¢(a)faso(w)dm+[xp ®) — (@) f€ ¢ (@) dz...(3)

worin nun {(x) wieder eine stetige Function sein muld, welche
nicht vom Wachsen in's Abnehmen, oder umgekehrt, ibergeht, wenn
& die Werthe a bis & durchliuft, und wobei £ einen zwischen ¢ und &
liegenden Werth bezeichnet. Dall ¢(x) zwischen diesen beiden
Grenzen von & durchaus endliche Werthe behalten miisse, braucht
kaum bemerkt zu werden.

Nach einer im 69. Bande des Journals von Crelle (S. 82) vor-
kommenden Bemerkung ist der durch die Gleichung (3) ausgedriickte
Satz zuerst von Herrn Weierstrald gefunden und benutzt wor-
den. — Zu jener Gleichung kann man auch mittelst geometrischer
Betrachtungen gelangen.

1.

Die vorige Herleitung des Satzes gilt auch dann, wenn die darin
vorkommenden Functionen keine analytisch bestimmten sind, denn
es kommen in ibhr nur solche Operationen zur Anwendung, welche
bei Functionen jeder Art ihren Sinn behalten, Aber der Satz lildt
den Werth von £ innerhalb des ganzen Intervalles von « bis b un-
bestimmt, wiihrend doch in manchen Fillen eine nihere Eingrenzung
desselben wiinschenswerth sein mag. Um nun fir £ engere Greuzen
zu erhalten, wird auller einer nihern Charakterisirung von ¢ ()
auch noch die Betrachtung des Differentialquotienten dieser Funetion
und jener {(x) erforderlich und treten insoferne allerdings gewisse
Beschrinkungen ein.

Geht man wieder von der Gleichung (1) des vorigen Art. aus

setzt darin:
Sitzh, d. mathem.-naturw. Cl, LX. Bd. [f. Abth. 58
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b
fgo(a:)da::F(y)
y

und wendet die Entwickelung:

)

F)=FUy+@g—nF &+ L= Pt cy— )

an, worin 0 < ¢ < 1 ist, so ergibt sich:

b
/(p(ar) dz =
Yy

b
fq:(a,)(l.z—(J—lL)(p(lL)—( L o h+ ¢ (y—I)

Diese Gleichung multiplicire man mit f(y)dy und integrire sie
dann zwischen den Grenzen ¢ und b; hierdurch geht die linke Seite
iber in das Integral, welches die rechte Seite der Gleichung (1)

des vorigen Art. bildet. Man hat daher:

b @ b b
f ¢ (@) d-?ff ) dy= / fal f ¢ @) de—y—eh)]dy
a a a h

b
1
g W@t —dy
a

Die Grifde A ist hierin willkiirlich und kann also in der Weise

bestimmt werden, dal der erste Theil

b b
H=faso(y)[ [st(x)dx—(y—h)so(hﬂdy

eniweder ein Maximum oder ein Minimum wird. Nun ist:

d
—— = (ll)f(y——/t)/’(?/)(h
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., dH
und es wird T 0, wenn, abgesehen von dem Falle, daf} auch

¢’ (k) Null werden konne, die Grofle & durch die Gleichung:

b
f yfydy
f fydy

bestimmt wird, wofiir man:

b b
H= f(y>dyfa°(w)dw
o h

erhillt. Dies vorausgesetzt, sei nun wieder:

X
ff(y)dy:#(w)
a

woraus:
@) =1 (@), P(@)=0
und
LA
f./ o) dy, H= i1»(6)fso<1r)dw
folgt.

Die Gleichung (1) geht dann iiber in:

b
fgo(:v)l,b(a:)dw=
a

b b
Y (bJ o (x)de — 1] @ —h?*Y @) ¢ (h+ e (@ — h))de
h 2/a

(2)

wobei unter dem letztern Integral a fiir y geschrieben wurde. Durch
theilweise Integration ergibt sich fiir A der Ausdruck:

h8*
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b
_ P,
h=b— / o~ (3)

Was nun zuniichst diesen Werth von A betrifft, so ist klar, daf}
er stets zwischen a und b liegt, wenn die fiir ==« verschwindende
Function { () von & = a bis & = b entweder nur wiichst oder nur
abnimmt, weil in beiden Fillen der Ausdruck unter dem Integral-
zeichen ein positiver echter Bruch ist.

Unter der die Allgemeinheit nicht beeintriichtigenden Annahme,
dald a < b sel, ist daher a < h < .

Ferner ergibt sich, dafl wenn, wie angenommen wurde, | (z)
von x=a bis b entweder nur wichst, oder nur abnimmt, und
Y@ =0 ist, Y(@) und §'(x) innerhalb jenes Intervalles immer
gleiches Zeichen haben und daB es daher bei Betrachtung der
Gleichung (2) hinreicht, dieses Zeichen als positiv vorauszusetzen.

In Hinsicht der andern Function ¢ (x), welche in dem Satze
des vorigen Art. beziiglich ihres Wachsens und Abnehmens keiner
Besehriinkung unterliegt, miissen in der vorliegenden Frage die beiden
Fille unterschieden werden, ob ¢ (x) innerhalb der Grenzen der
Integration bestiindig wiichst oder bestindig abnimmt.

Wird zuniichst vorausgesetzt, es sei ¢(2) von =g bis b
eine stets wachsende Function, also ¢'(x) positiv, so enthiilt
das zweile Integral rechter Hand in (2) nur positive Elemente, folg-

b b
f @)Y @) de < (bJ ¢ (&) dev.
a h

Um nun zu bestimmen, weleher Werth an die Stelle der untern
Grenze h zu setzen sei, damit diese Ungleichheit in eine Gleichung
iibergehe, mufl man beachten, dafl dem vorhergehenden Art. gemif,
selbst wenn ¢ (@) irgend eine continuirliche Function vorstellt, die

lich ist

Gleichung:

b 7
f o @)Y (@) de = lp(b%? (v)de, a<<E<b
a
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stattfindet, welehe unmitteibar zu dem Schlusse fiihrt, dall jene
untere Grenze grofier als & zu nehmen ist, wenn der Aufangswerth
¢ (k) positiv oder Null, dagegen kleiner als 2, wenn ¢ (k) negaliv
ist, weil dann in beiden Fillen das rechts stehende Integral der Un-
gleichheit verkleinert wird.

Nimmt man nun ferner an, es sei ¢'(x) von &= ¢ bis b eine
stets abnehmende Function, also ¢’ (#) negativ, so enthilt das
zweite Integral auf der rechten Seite in (2) nur negative Elemente
und ist selbst negativ, daher:

c b
f p@) (@) de > (ng (@) dx.
« h

Um diese Ungleichheit in eine Gleichheit zu verwandeln, muf}
ebenfalls mit Riicksicht auf die angefiihrte Gleichung des vorigen
Art., wenn der Anfangswerth ¢ (h) positiv, cin kleinerer, und wenn
Y (h) negativ oder Null ist, ein groBerer Werth an die Stelle der
untern Grenze h gesetzt werden, wodurch in beiden Fillen das rechts
stehende Integral einen groflern Werth erhilt.

Daf in allen hier unterschiedenen Fillen der an die Stelie der
untern Grenze & tretende Werth nicht unter ¢ und nicht iiber b liegen
kann, geht, wie kaum bemerkt zu werden braucht, daraus hervor,
dabh £ immer zwischen « und b liegt.

Man kann diese Ergebnisse in den folgenden Satz zusammen-
tfassen. Bezeichnet () eine vonw=¢ bisw =0 entweder
nur wachsende oder nur abnehmende Funetion, welche
fira=a verschwindet, und wird

b
@
=b— dx
h [w» :

gesetzt, so hat man:

L Wenn ¢(@) von w=a bis =104 stets wichst und
@(h) positiv oder Null, oder, wenn ¢(x) stets abnimmt
und ¢(h) negativoder Nullist:
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b

b
f 0@ @) dw— ) [ p@)do
a bt c(h—b)

II. Wenn ¢(x) vonow=a bis x =05 stets wichst und
¢(h) negativ, oder, wenn ¢(z) stets abnimmt und ¢ (&)
positiv ist:

b b
fgo @Y @de=1 (b)/‘go (@) dz,
a a+cth—a)

wobei ¢ nur durch die Bedingung 0<<e<<1 gegeben ist.

Wird ¢ () —¢(a) fiir ¢ (x) gesetzt, so wird die Bedingung,
daB Y (x) fiir & =a verschwinde, von selbst erfiillt, und ist blos
noch erforderlich, daf {¢(x) innerhalb der Grenzen der
Integration entweder bestindig wachse oder bestin-
dig abnehme. Dann ist:

b

W) —v@
h=b— L.
=’ [¢(b)~¢(a)dm

und man hat im Fall (I) die Gleichung:

b b b
f o(@) W) da = b(a) [ o(@)dz + [96) — ¥@)] [ o(2) dw
« « b—l— E(]L — l))

dagegen im Fall (II):
b b b
[ e = o g+ 10— 4] [ syds
a Ja ateth—a)
Wird beispielsweise: ¢ (x)=a gesetzt, so ergibt sich

a

b
2

und es ist daher, wenn die Voraussetzung (I) stattfindet:
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b b b
f zo@dr=a| ¢ @) dx+ b— a\)/}a (@) dwx
a Ja b

ety

und wenn den Voraussetzungen (I[) entsprochen wird:

b b b
f ry(@)de= [f/ ¢ (@) de + b — a%ga (@) dx
a a at-e b;a

Die nihere Pricisirung, welche in der Formel:

b b
f?(m)ab<m)clx=sb<b> F@dr, a<i<t
a

die Grifde £ wenigstens in einigen Fillen durch den vorigen Satz
erhilt, ist jener analog, welche in der ebenfalls bekannten Formel:

b b
‘fgo(x')gb(w)(lw:go(i)ftp(w)dw, a<€<b
@ a

die Grife & in gewissen Fillen zuldlt, und welehe ich im 28. Bande
der Denkschriften (S. 274) nachgewiesen habe.

8.

Zu dem Thema dieses Aufsatzes zuriickkelrend. werde ich im
Folgenden einige weitere Relationen zwischen bestimmten Integralen
entwickeln.

Der Ausdruck

ma—l e—b.v yn—l

A+ g+

welcher zundchst betrachtet werden mag, fiihrl, wenn er zwischen
den Grenzen 0 und oo zuerst nach y integrivt wird, zu dem Euler-
sehen Integral erster Gattung, und wenn man ihn zwischen denselben
Grenzen zuerst nach ' integrirt, zur Gammafunction. Wie leicht
einzusehen, erhiilt man daraus die folgende Gleichung:
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N R T Y it
F(?l%‘v e INCE D) X (@) A (1+y)0[b+log(1 +,"/)]“(1)

welche immer besteht, wenn «, b, ¢, » positiv sind und ¢>n ist.

Bedeutet darin % eine positive ganze Zahl, so ist:

Mo+ o)=@+c—1) (@+e—2)...(@+c—n)(@+c—n)

und ldsst sich die Gleichung wie folgt schreiben:

= et dg
A @t+c—ND@+ec—2)...(x—c—n)

T = o dx
ERNO) A A4 2)°[b+4log(1 + )]

Fiir n=1 ergibt sich hinaus:

T 1 ;”r“dw
A A+ 2)[6+log(1+ )] T(a) ) x+c—1

Fiir 6 =0 findet man:

= 2" ldx _
| A orlogd + o))"

I'(n) = r*dz
INC)! (@ + c—D@x+c—2)...(x+c—n)

Das Integral der zweiten Seite dieser Gleichung lisst sich
unter der Voraussetzung dal} ¢ ein positiver echter Bruch sei, niiher
ausfithren. Man kann ndmlich den Ausdruck unter dem Integralzeichen
in » Briiche zerlegen und erhilt fiir das Integral des v. dieser Briiche
den Ausdruck:

(_ 1)1)—\; o-:.\v“_‘ [l.’L‘ . (__ 1)11—\) ((,‘ — v)a—l T
v —1)!(n-—v)! | ot T w—ND'm—v)! sinan
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woraus sich, wenn man nach einander v=1, 2,...n selzt und die
Resultate addirt, nach einigen einfachen Reductionen die folgende
Gleichung ergibt:

= o de .
A (1 a2)¢[logd +a)]«

n—

{(0 — 1){:,—1 _ 1 1 (C— 2)(1—1

(_ 1)11—1 ps
I'(e) “sinen

+ @_11)__(72;;2)(0 =3t — (e — )

welche gilt, wenn n eine positive ganze Zahl und ¢ > n, sodann
0 <a<<t ist

1 . .. . .
Fiir a=g, n=1, ¢>1 findet man Dbeispielsweise die

= dz T
[(1+:v)” Viog (T + a:)”l/c—l

welche sich leicht verificiren lift,

Formel:

Es sei noch bemerkt, dalt die Gleichung (1) wenn man
rechter Hand 14y =¢", dy =¢*da und durchgehend n=c—1
setzt, in die Form:

: oo L@+l T(a) (0;0—— 1ye—t—tda
j:;;‘ 1e 'I‘(w—*— 0 dzx = 1_‘(0 — l) A (ﬂ?+ b)a ele—1)x

gebracht werden kann, worin nun ¢>>7 sein muf.

In analoger Weise werde nunmehr der Ausdruck:

aty
(@*+ 2aycosa+y*) (y* 4 2ycosa 4 1)

unter der Voraussetzung, dall & zwischen — 1 und 41, und «
zwischen — 7z und - r liege, der Integration nach 2 und y
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zwischen den Grenzen 0 und oo unterzogen. Betrachtet man das hier-
durch entstehende doppelte Integral zunéchst in der Anordnung:

 ydy 2t dx
A y*+2ycosa+1 A x*+ 2xycosa + y*

und setzt man darin ¥ =yz , do=ydz, so verwandelt es sich in

das folgende:

ydy T 2
A y*+2ycosa+ 1 A 2"+ 2zcosa-1

worin die Verdnderlichen getrennt sind. Nun fand Legendre (Exere.
T. IL, p. 101) die Formel:

oo
2t dz n  sinba
A 1+42zcosz42* sinbda’ sina

und man erhilt daher, wenn das Doppelintegral auch in der umge-
kehrten Anordnung geschrieben wird, die Gleichung:

bl ydy ( n sinba]”
vay (y2+2ycosa+1)(z/ —|—2a,~ycosa+a;-2) sinbn” sina

Der Bruch unter dem Zeichen liisst sich in die Form:

{ @+1Dy+42cosa
(@—1)[#*—2xcos2a+ 1]ly*+ 2ycosa+1
@+ 1)y~ 22%cosa
T P4 2zycosat at

bringen und dann leicht integriren. Das unbestimmte Integral des
Klammerausdrucks ist:
x+1 o y*42ycosa+1
2 gy’l-l-zxycosoz—i—ccz

y—l—- y+ xcosa
+a1ctg osina +C

+ (1 — @) cotg a {aretg
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und dieses zwischen den Grenzen 0 und oo genommen:
(z+ Dlogae +2(1 — ) acotge.

Man hat daher die Gleichung:

/;l?[(m_i_ 1)logw 421 — 2) « cotg «| /
(1}

(@—1)[a*—2xcos2a 4 1] i

[ n sin bcc)2

" \sinbrn  sina

worin nun —1 <b< 41, —rn<a<+n sein muld.
Fiir « =0 folgt daraus wie leicht zu sehen:

"o d
[(wlms[(i-l—aj)logx-i-z(i_a’)] (smb“)

Das Integral éndert sich nicht, wenn man — b fiir b setzt, was
nicht nur aus seinem rechts stehenden Werthe, sondern auch direct

(2)

1
aus der linken Seite folgt, wenn - fir # geschrieben wird.

Fiir b =0 ergibt sich aus (2) ferner noch die Gleichung:

dzx (w+1)logw—|—2(1—m)acotga_(_)
x—1" x* —2xcos2a — 1 T sina

0

und wenn gleichzeitig o = 0 und b =0 gesetzt wird:

wa’
/ﬁ[(1+$)]0gx+2(1_w)]=1

9.

Wie bekannt haben Poisson (Journ. de I'école polytechn. T. X,
p- 612) uud spiter Delaunay u. A. auf verschiedenen Wegen ge-
zeigt, dald das Integral

n
/(la:log(a2 + 2acosa+ 1)
/0
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eine Function von « ist, welche entweder 0 oder wlog(e®) zum
Werthe hat, je nachdem « innerhalb oder aufferhalb des Intervalls
von —1 bis 41 liegt. Alle mir bekannten Herleitungen dieses
Resultates beruhen entweder auf der Beniitzung unendlicher Reilien
oder dem Ubergang vom Endlichen ins Unendliche; das folgende
Verfahren nimmt blos die einfachsten Hilfsmittel der Integralrech-
nung in Anspruch.

Der Ausdruck

2y -+ 2cosx
y¥+2ycosa+1

nach 2 zwischen den Grenzen 0 und m, nach y zwischen den Grenzen
0 und @, zuerst nach y und dann nach @, sowie auch in umgekehrter
Ordnung integrirt, fihrt zu der Gleichung:

2y 4 2cosg
/(Im log(@®*+ 2a cose + 1) —flJ 24:/9—!*/_04):3,5:-1 dx

Das Doppelintegral kann in der Form:

ty [ 1y

dy (i y

/y[d$[1 yz—]—zyCOS.’L‘—i—i]
0

geschrieben werden, und da

da 92 ' 1—y @
fy2+ 2ycosw+ 1 —1_yzalctg (-1—|-y t(mg,,g) +C

so hat man:

a
T
dy 1—y T
dzxlog (a*+ 2acosx 1) = _J[n'—~23rctgl = ta 7]
n/o‘ Y (l—{—y 2.)

Wird nun zuniehst angenommen, es sei —1<a <-4 1, so ist
stets sowohl 1 —y als 1 4y positiv, daher der Ausdruck in der
eckigen Klammer = 0. In diesem Falle versehwindet also das in
Frage stehende Integral.
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Nimmt man dagegen an, es sei @ > -} 1, so zerlege man das
Integral rechter Hand in zwei Integrale, wovon das eine 0 und 41,
das andere -+ 1 und @ zu seinen Grenzen hat. Man erhélt dann:

+1 n

d?/[ —y ] dy
n—2arctg t'mg

[ Yy (1 2) Y

Das erste Integral ist, wie vorhin gezeigt wurde, gleich Null;
in dem zweiten aber bleibt fiir alle zwischen 1 und a liegenden
Werthe von y der Zihler 1 — y stets negativ, der Nenner 1 4 y stets
positiv, folglich ist in diesem Falle der Ausdruck in der eckigen
Klammer = — 2aretg (— o0) =2, also der Gesammtwerth der
beiden Integrale

“
=/d—‘y.2n = 2nloga = wlog (a¥.
Y
1

Derselbe Werth wird erhalten, wenn @ < — 1 ist; denn zerlegt
man in diesem Falle das Integral in zwei andere, deren Greunzen
0 und —1, sodann — 1 und ¢ sind, so verschwindet wieder, dem
Vorhergehenden gemifd, das erste dieser Integrale und ist 1 —y
positiv, dagegen 1 -y negativ und rveducivt sich somit das zweite
Integral auf:

n—‘)altcg(—‘/tangz)]

—u

/ly 27r—2/d =2 log(—a)

wofiir wieder mlog («®) geschriehen werden kann,

Hieraus folgt nun das vorhin erwihnte Resultat, daf}

n
fdxlog(a2+2a cosz+1) =0 wenn —1<a<-+I
0
= wlog (@* wenn @ < —1 odera > 4 1.

Dieses Integral ist, wie man sieht, eine Funetion vor @, welche,
ohne discontinuirlich zu werden, fiir ecin endliches [ntervall der
Werthe von ¢ unverinderlich bleibt und erst aulerbalb dieses Inter-
valls mit ¢ sich findert. Offenbar lassen sich Fuunctionen dieser Art
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durch doppelte Integrale darstellen, wovon das auf die eine Ver-
iinderliche bezogene Integral fiir ein Intervall von Werthen der
andern bestéindig Null bleibt und wovon das andere Integral sich auf
eine endlich bleibende Function seiner Verinderlichen bezieht.

Um dies an einem hesondern Falle niher zu zeigen, will ich
von dem Integral

oo
dx .
cosbwsinpy =
0

I
S i ¥A
S
I
e

, b>+4y oderb<—y

ausgehen, welches, gewdhnlich als Function von & betrachtet, beniitzt
und auf bekannte Art geometrisch dargestellt wird. Aber nichts hin-
dert, umgekehrt das Integral als Function von y zu betrachten, denn
es ergibt sich dann leicht, daB das Integral

=-|-;i so lange b< y <400, =_% so lange —oo<y<—b
=+ firy=b ——7 firy=—5

I

0 solange —b<<y<<+b

ist und dafl dasselbe geometrisch, wenn y zwischen — & und 4 b
liegt, ein Stiick der Abscissenaxe, und fiir alle iiber 4 & liegenden

positiven Werthe von y in der Entfernung —|—g, dagegen fiir alle

unter — & liegenden g in der Entfernung — ;i eine parallele Gerade

zu jener Axe liefert.

Gelegentlich sei bemerkt, dald wenn man sowohl y als b sich
unabhiingig @ndern lift und als Abscissen auf zwei rechtwinklichte
Axen trigt, den Integralwerth dagegen als die entsprechende
Ordinate einer Fliche betrachtet, fir diese letztere zwei ebene

. . P
Flichenstiicke erhalten werden, welche, resp. in der Entfernung -|—§
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und gvon der by Ebene, dieser parallel sind und welche von

zwei, durch die dritte Axe gehenden Ebenen begrenzt werden, die
mit den beiden anderen Axen einen halben rechten Winkel bilden,
daf} daher jedes dieser Flachenstiicke in dem unbegrenzten Raume
eines rechten Winkels besteht und heide von entgegengesetzter
Richtung sind.

Dies vorausgesetzt, hat man also, wenn f(y) eine zwischen
y="0 bis a endliche Function hezeichnet, die Gleichung:

oo @
f‘i—x cos bai/‘f(y) sinzydy =0 wenn @< b
T o

. ra (D
:Z/,;f(y)czf;y wenn «>h

woraus hervorgeht, dafd das Integral linker Hand in der That fiir
alle unter b liegenden Werthe von a Null wird und erst von ¢ = b an,
ohne unstetig zu werden, einen von Null verschiedenen Werth erhiilt,
wie dies bei dem im Eingange dieses Art. betrachteten Integral der
Fall ist.

Es sei, um cin Beispiel zu betrachten f(y) == e¥. wofiir

a ak 1
. &+ e“* (ksin ax —x cos ax)
f@sinzydy =
\/; J k2+ m2
erhalten wird. Hiernach ist also:
/;}((;;bxdm [x+e®(ksiv g — a cos ax)|=0 a<b
=ﬂ (e*—e"), a>bh

Fiir £ = 0 ergibt sich inshesondere noch:

fd—f cos b (1 — eosaa’) =0 a<b
@
[}

=g(a——- b), a>"0



898 Winckler.

was mit cinem zuerst von Herrn Bierens de Haan (Nouv. Tables
d'intégrales définies, T. 157, Nr. 8) gefundencn Resultate iiber-
cinstimmt,

Wird ferner f(y) = sinyy gesetzt, so erhélt man:

dxcosbm.[ ha(y—a) sma('y—l—m)]=0 a<h
, Z y—x v+

—_—-;-(cos by —cosay), a>b.

Ein analoges Resultat ergibt sich fiir f(y) = cosyy.

Der Gleichung (1) kann man diejenige an die Seite stellen,
welche aus dem vorhin angefiihrten Integral:

/—smb'c cosfvy——% —b<y<4b
=0,

y>+0b oder y<—»b

erhalten wird. Sie ist, wic leicht zu sehen, wenn « und & positiv
sind, die folgende:

o «
/d f(y) cos xy dy =3 f(y) dy wenn a4 << b
o
..(2)
- b
= —f/'(y) dy wenh a > b
2 0

Das Integral linker Hand ist also im ersten Falle von & und
im zweiten Falle von « unabhiingig.

Fiir f(y)=¢" crgibt sich

O;i“ [).’17 . ({.’L' . ak . R T ak
[R/&}—Et) [—F+ e (keos aw + wsinaw)] =52 (e*—1), a<<b

bk___
2k(e 1), >0
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Ferner folgt fiir f(y) = cos yy

dx . [sina('y—w) sina(-y—{-m)] T
— sin ba. + = —sinay, < b
[x o e ‘ysnay a

T
= —sinby, a>b.
5 b

Ein analoges Resultat findet man, wenn f(y) = sinyy gesetat
wird.

10.

Die Gleichungen (1) und (2) gehen fiir a = oo iiber in die
folgenden:

do o o
f =cosba [ f(y) smxydy=§fb f)dy (1)
0 0

=) oo b
/d_r sinba | f(y) cos rydy= zr—~]‘f(y)dy 2)
@ 0 2./,

wenn darin b als positiv betrachtet wird. Wodurch sich diese
Gleichungen von jenen der Fourier'schen Doppelintegrale unter-
scheiden ist klar; letztere ergeben sich, wenigstens fiir den Fall daf
f(y) stetig bleibt, aus (1) und (2) durch Differentiation nach .
Auch umgekehrt kann man (2) aus einer der Fourier’schen
Gleichungen erhalten, die Gleichung (1) dagegen nicht.

Zu einigen bemerkenswerthen, theils bekannten, theils neuen
Resultaten fithrt die Annahme f(y) = ¢—*y*—'. Dieselben aber setzen
die Werthe zweier vielfach erirterten Integrale voraus, iiber welche,
des Zusammenhanges wegen, das Folgende angefiihrt werden mag.
Diese Integrale sind :

o0 [= =]
A= fe““’”x““cos Brx.dx, B-:fe—“ z*1sinfr.dx
<0 0

die man, wie zuerst Euler gethan hat, aus der Formel:
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LX, Bd. 1I. Abth. 59
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/‘ e‘—‘(¢+BV:‘)‘Ta}“_‘d.’L‘ =——F(a)—_—, a > 0 ., > 0
0 («+p V—1y

durch Trennung des Reellen vom Imaginiren, oder aber nach dem
Vorgange von Poisson direct durch Integration zweier simultanen
Differentialgleichungen ermitteln kann.

Die Begriindung dieser letztern Formel hat, wie bekannt, zu
weitliufigen Betrachtungen Anlafl gegeben, die jedoch spiiter durch
ein sehr einfaches Verfahren von Herrn Minding umgangen worden
sind. Bezeichnet man némlich das in Frage stehende Integral mit «,
so folgt einmal

du — =
= VY= 1f e—(@+8Y—)w g g
dp 0

und dann, wenn u theilweise integrirt wird:

e o ek pV— 1]3—(“+91/3)x xtdw
a 0

Es ist daher

du aV—1 Const

BT axpy—1 T arpV=1y

Da u=-Fa(Ta) fir =0, so folgt Const=TI'(a), womit die
oben bemerkte Formel gefunden ist.

Die directe Bestimmung von 4 und B, welche Poisson (Journ.
de I'école polytechn. T. IX, p. 215) gezeigt hat, wird nicht selten
fiir sehr umstiindlich gehalten; die folgende Darstellung derselben
ist betrichtlich kiirzer.

Da
d4 g . dB ol
—=— ] e gx’sinfBr.dv, =] e *x*cosPxr.dx
dp j; P ap /{; P

oder, wenn man auf jedes dieser Integrale die theilweise Integration
anwendet :
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dd _ ‘Z[e_axwa_‘ ) ﬁCOSﬁx-l—asmﬁxdm
(1]

dﬁ at _|_ pz

@ —_ — w—a.‘v a—1 ﬁ_ﬁin ﬁ.’L‘ — aCos ﬁ.’l‘

3= e P
so0 ergeben sich die Gleichungen:

(@ + ﬁ")%=—aﬁfl—aa3

(a"—|—ﬁ’)% = —aBB+ aad

oder, was dasselbe ist:

(a4 Y d';g"i ——ap—ax
@+ B d';EB ——aftaaly

Zieht man diese Gleichungen von einander ab und setzt der

Kiirze wegen %:z, so ergibt sich:

dz adf

_d — ot P
Tt = "2 z_tang(C—a.alctgz)

Fiir =0 wird B—0, =00, also C= ., folglich ist:
5> folg

4
7= °0t8 (a.arctg é)

und wenn man diesen Werth in die Gleichung fiir dldogA einsetzt

und integrirt:

B
tang (& .arctg =)
logd=—a pap aozf——a

at+ P at+

Daraus findet man nun:

ap

logd= -—; log (e* + 3% +log cos (a.arctgé) —+ log Const
59*
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oder also:

cos (a.aretg g)
A=————— Const.

(e 4 B
Fir =0 geht 4 iiber in:

f:;—a.ra}a_ldw= r ((L) _ COnst
[

at a’
Es ist daher:
Const =T («)

und man hat sofort die Gleichungen:

fe‘“"'w"“‘ cos . dv = ._I_‘_@_a cos (a.arctgs)
‘ (a*+ BY°

/ e~ x*—sin fx. do = -——M—& sin ((t .arctg g)
’ (o4 B
Diese gelegentlichen Bemerkungen vorausgeschickt, kehre ich

zuriick.zu den Gleichungen (1) und (2) um dieselben, wie erwihnt,
auf den Fall

F) = e—oryt

anzuwenden, wofiir man aus ihnen erhilt:

“eosba . dw x m >
T st et —) = —— —ay yo—1 e i
[ _sin (a.alctg a) 3 [‘(a)ﬁe ytdy 3)

x (a® 4 a;"’)E

oo b
sinbx . dv x0T oot
‘0/———ucos(a.alctg Z> = gmle vys~tdy ...(4)

x (a4 :;r;”)5

Die Gleichungen (1) und (2) diirfen, wie gezeigt wurde, nach
b differentiirt werden, weil sie, wenn b als positiv vorausgesetzt
wird, in die Fourier'schen Gleichungen iibergehen; man kann also
beifiigen, dafd:
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Snbe.de '

Mlsm (a.arctgﬁ) S (%)
/ : - P 21 (w)

(a* + @*)?

o0
cosbx.dx
/ __f_f COS((l .aretg Z) = QT?aj e—b po—t (6)
0 (az+w2)2

Aus (3) ergibt sich nun fiir =0, «=1 und wenn man « fiir
arctga setzt, die Gleichung:

T
® sinaw
dr . —

A sinz

wobei die letztere Bestimmung aus dem Integral selbst hervorgeht.

T
cos““w=§, a>0

= 00, a=0

Aus (6) folgt unter denselben Voraussetzungen

T
2

f cosaxr.cos“xdr =0 a>1
0
=g , a=1

=00, a<l.

(Uber die beiden letzteren Formeln siehe Bierens de Haan,
Nouv. Tables. T. 45 und 41.)

Aus (8) erhilt man, wenn nach der Division mit & letzteres
=0 und dann =1, & fiir arctg & gesetzt wird, die Gleichung:

2
fdw.sinx.sinawcos“—“x =0, a>2
0

=00, a<2

Die drei letzteren Integrale stellen, wie man sieht, unstetige
Functionen dar, worauf besonders aufmerksam zu machen, der Zweck
. N
dieser Auseinandersetzungen war.
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Aus (3) und (4) ergeben sich mit Leichtigkeit fir a=1,
2, 3, die Werthe einiger bestimmten Integrale.
Fiir ¢ = 2 erhiilt man z. B.:

/i;‘f(v‘i‘; s (@b D=t

L inbazd. .
Y
[1]

und hieraus:

dx 2 az cos b 4 (a*— ¥ sinbax T

x (e 4 2)? 2at

1]

Da die Integrale rechter Hand in (3) und (4) sich immer
angeben, und sin (a.alctg;), cos (a. axctg;) sich immer alge-

braisch ausdriicken lassen, wenn & eine positive ganze Zahl he-
zeichnet, so sieht man wie sich aus jenen Gleichungen weitere Re-

sultate ziehen lassen.
Es sei noch bemerkt, dal wenn man in der aus (1) und (2)
sich ergebenden Gleichung:

/?fﬁy)sinw(b+y>dy=g—fﬁy)dy
0 (1} 0

fir f(y) die Ausdricke: e~¥y~'sinfy wund e~y —tcosPy
setzt, die Formeln:

c?_.;:_ cos(be — a.arctg P : :v) ~ cos(ba 4 a.aretg P j a:)
X 2 e
’ [«*+ B— )] [«*+ (B+ )]

sin (@.aretg E)
—_a— %

(aﬁ + ﬁ!)i
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/‘z{[sin (bx + a.aretg ﬁj‘_—‘”) | sin (be — a.avetg P ; w)
o T [ @t [+ (B — 2T

cos (a.arctg g)

=T. P
(o + B
erhalten werden.

Fiir =0 folgt aus der letztern, sowie auch durch Addition
der Gleichungen (3) und (4) die Formel:

. @
o, sin (bx 4 a.aretg ;)_ -
| w T 2q0

(az + .1‘2)5

oder, wenn x fiir tang:g und b fiir ab gesetzt wird:

K

2
/ dw .sin(ax 4 btangx)cos* e =, a>0,b6>0.
0

sin &

a

Der Fall 5 = 0 wurde vorhin schon besprochen.

11.

Mehrere der Integrale, von welchen bisher die Rede war, lassen
insofern eine allgemeinere Gestaltung zu, als an die Stelle der un-
endlichen Reihen, in welehe die unter dem Integralzeichen vorkom-
mende Function sich entwickeln 1ift, deren, die Summe der »
ersten Glieder erginzender Rest tritt. Nun kann der Rest der Mac-
laurin’schen Reihe allerdings in Form eines einfachen bestimmten
Integrals dargestellt werden, aber diese ist fur den vorliegenden
Zweck nicht wohl geeignet; dienlicher ist jene eines vielfachen In-
tegrals, zu welcher man auf dem folgenden Wege gelangt.

Bezeichnen x, x,, @,,...x, von einander unabhiingige Ver-
inderliche, so finden offenbar die Gleichungen statt:
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1

&)=+ | of (va,)dz,

1

f(@x)=f'O0)4 | wx, ' (xzx2,)d,
0

1
1 (we,@,)=f"(0)+ f vy, [ (ww xy0,)de,
0

1

oD @e, 2y nt) =D (0) + [ w2y 00 _1 [N @2, @) 00)d0,
0

aus welchen man alle Integrale, mit Ausnahme des letzten, nach ein-
ander eliminiren kann, so daf} sich die Gleichung ergibt:

f(@)—[f(0)+&f(0)+2,f”(0)+ +

)] =

1 1 i i b
w’:[ wi"—‘de 2"z, f Tn_1dXn_y [ [N @@y . . 22)de,
0 [ 0 0

aus der sich zwei andere ableiten lassen. — Es ist niimlich, wenn X
eine endlich bleibende Function von & bezeichnet, offenbar auch

(1)

n—i

(n—1)!

f dz f mn_,dxn_J x:_sdx,_s. f x" f 2" X[ (xw,2y...2,) d

Wenn man dagegen in (1) fiir die linke Seite den Rest:

f X[flw)— O+ =f" (0)+2,f "0+ .-+ fO=D(0)} Jdw=

(2)

V@O + T e ) +5 2),/"("“) O+ .

(n +1)'

setzt, dann mit 2" beiderseits dividirt und mit Xdz multiplicirt, f(2)
fir f( (x) ferner n—1 fiir » schreibt und wie vorhin nach
von ¢ bis & integrirt:
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3
o O e "'(°)+"']dw=<3)

! 1 1 t 5
(n——i){/:v;'*zdwlfm;'—ade s bdx,.. f dx,,_J Xflwz,zy...201)dz
[1) 0 [1) 1) a

In (2) kann die Reihe linker Hand auch durch das bekannte
Restintegral ausgedriickt werden.

fX[ﬂ0)+ ~f'(0)+———= " (0)+

12.

Um einige Anwendungen dieser Formeln zu zeigen werde in(3):

@)= e — b2, X=1;, (—0. b—oo

gesetzt, wofiir man

[0 (@) = (— 1" [ar e — pre=P]

b =~
f Xfex, 2, . .@u_y) de = / d_;' [e—= — 857 ]
a (I

erhilt, wenn der Kiirze wegen {=uwx, @, x;:..2,_1 gesetzt wird.

und

Der Werth des letztern Integrals ist logé; setzt man der Kiirze
a

wegen :
ax o? 2* ol a®
pan=1—t T e ety
L Ba Bt z? B33
¢(Ba) _1_7 + nn+1) aze+1)@n-+2 +--

so ist also

/d‘—:[go(am)—go(@x)]=log§, a>0, >0
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Diese Gleichung zeigt den bemerkenswerthen Umstand, daf}
der Werth des Integrals von » ganz unabhingig ist; sie kann zu-
gleich auch als die Verallgemeinerung der Euler'schen Formel

d'L B
—ar __ p—f7] — —
[e ]=log .

0
betrachtet werden, in welche sie fiir » =1 iibergeht.

Dem hier betrachteten Beispiele der Gleichung (3) corres-
pondirt in der Gleichung (2) die Annahme:

f(@)=p" e —gre—Br, X— ﬁ
wofiir
£ @) = (— D[ fre=ee — B ene=]
und

oQ

b dz - R
" X[ (zz, 2,)do = (—1)" " " - [e—* — =]
o :

0

wenn

E=m2y. .. .20

ist, erhalten wird. Es ergibt sich die Formel:

o®
/‘;“i‘f_‘gﬁne—ur ate—Br_ ﬁn n)+ ﬁ.il/ ﬁn—l oah— l) ﬁw(ﬁn—z an—?
0

u—l ﬁr.— .'L'"_
—(p

oo (=

I L
= 1)'1.2.3..iz]0ga'

Es sei ferner
[le)=sinaz, X=%, a=0, b=o0,

wofiir
() = ™ sin (am + ﬂ

und
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o0

Xf@xz,. . .xny)de = %sin atx
[

gefunden wird. Der Werth des letztern Integrals ISt 3 wenn a«>03
setzt man daher:

ax a3 a2’ o 2d

)= T g2 T D e e D s

so ergibt sich uns (3) die Gleichung

f—go(x)——— « >0,

worin das Integral ebenfalls unabhiingig von = ist und woraus fiir
n=1 die Formel

als specieller Fall wieder erhalten wird.

Ich fiige die entsprechende Anwendung der Gleichung (2) hinzu.
Es sei

f@)=sin (az + "_z") sz"%’ a>0
also
) (x) = a™sin (a:v “+ (m-l—n)rr)
und

0

b =~
/m"X/'(") (@, ... wn)dz =a" % sin (abx + nr)
a

wofiir, wenn « positiv ist, (—1)”&”% gesetzt werden kann.
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Es findet daher die Gleichung statt:

7 2.2
./‘;‘—‘ii %sin (o:x-l—%) —sin n_27r — axsin (A Dm — %7 sin (4 2)n 2
0

2 1.2 2
o1 g1 . (271—1)7:1
T2 =1 s 2 )
ot T
=ty *>0
Nimmt man an, es sei
[ (@) =cosax, X-—-%, a=0, b=o00
s0 ist
fm (w)=a”‘cos(am+7%)
und
b P
fo(w:vl. L) dr = ;cosaé_x.sin B
a K

/0

Da nun £ stets zwischen 0 und 1 liegt, so bleibt «f immer in-
nerhalb der Grenzen — 3 und - 3, wenn vorausgesetzt wird, es sei
—P<a<+p

Dann ist (Art. 9) das Integral = —|-g. Wird also der Kiirze
wegen

ata? ot

TrhaA D T i Det e+

gesetzt, so ergibt sich aus (3) die Gleichung:

p@)=1

/‘(Z:go(x)sinﬁm=—g, —B<a<+B, B>0
0

welche fiir =1 mit dem bekannten Resultat iibereinstimmt.
Um auch hierbei die entsprechende Anwendung der Gleichung
(2) zu machen, setze man:
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f@)=cos(ew+ 1), X="0FL g
so ist
[ () = a™cos (am, + (m + ) n)
und

oo

b dz

f 2" Xf (v, ... w0)de = a" ?a, cos («€x + nn) sin Ba
a 0

Der Werth dieses Integrals ist unter der Voraussetzung, dafy
wieder o zwischen —— 3 und - 3 liege, (—i)”% Man findet daher

aus (2) die Gleichung:

in ot (n+2
/;mﬁnﬁh %cos( :v—i— )— 0s —;E— ) AR 5 )”—ﬂcos(n ki
0

2 1.2 2

o artgrt . 2n—1)r
T2 1) T 2

n'gv —ﬁ<a<ﬁ’ ﬁ>0

n

(1 1

In der Gleichung (3) werde f(x)=e—*

, X=af1 gesetst,
wofiir

—1 g—atz F(ﬁ)
Xf(.z'ml S yt) di = Owﬂ = @

ist. Die rechte Seite jener Gleichung ist somit:

1 i
l)’ (ﬁ) d," B—2 o fx;‘_ﬁ_3 da;'z - /‘.Z';‘_(_il ({wn—i
v 0

wofiir, wenn {3 ein positiver echter Bruch ist, ein endlicher Werth
erhalten wird. Unter dieser Voraussetzung und wenn

2 .2 3 .3
(.’1/)—"1 .Z'+ a~r o

n  nm41) n(n—|—1)(n+2)+'
gesetzt wird, folgt aus (3) die Gleichung:
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° 1.2 L =) TP
fo‘”p H = A pe—p .. u—1—B) o

Fiir » =1 erhiilt man eine bekannte Gleichung.

In (2) sei entsprechend dem vorigen:

1

f(a,) =%, X= a>0.

Dann ist
f(m) (.’l?) — (_I)m o™ e—%%
und

b Lo n—3
f w“X/'(”)(a:x,...a:,,)d:v———(——1)"a'fxf’—‘e—“il‘dw= (—1)y. agﬂ T'(B)
a 0

Man findet daher die Gleichung:

o:{z' . e 0(2.',‘(,‘2 a3x3 i a1 g1
/;—:ar{e et e Tt Y T
1 . 2 ... @w—1

=V a—pe—p..a—1—p

.a"—ﬁ.F(ﬁ), a>09 O<ﬁ<1'

deren Zusammenhang mit der vorhergehenden leicht zu ersehen ist.

Fir n=1, 2, 3 ergeben sich daraus die Formeln, welche Herr
Liouville in der Abhandlung ,sur le calcul des différentielles a in-
dices quelconques® entwickelt hat.

In der Gleichung (3) des Art. 11 sei

1
A e

X=a*!

wnd wie bisher ¢ =0, § = co. Es ist dann

b = 1 |
. x*'de 1 T(a)T(B)
fa"f @2y Gut) o ‘[GW =& Tt P

und man erhilt die Gleichung:
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f;_1;1 atpf,  @tPletB1),

” n(n+1)
_e+BPEt+ Bt p—2
TIESITES R A
1 .2 ... @m—1) T@IE O<a<

=(1—0!)(2——0() .(n—i_a)'[‘(a_*_ﬁ),
Dieser entspricht eine andere, welche uns (2) folgt, wenn man
darin
f(-’l/') = (1 + CU)”_B N X = go—n—1

setzt, wofiir

b o0
—BY(n—p—
f,, " Xf(wx, . . @) de= f} @t L ("(1 -ﬁi-&v)B = da'
oder also
T@lE—a)

(1_ﬁ)(2—ﬁ)"'(n—ﬁ)' Eal’\(ﬁ)

erhalten wird.

Man findet, wie leicht zu sehen ist, die folgende Gleichung:

i — B —p—1
[,,n_f+,{<i+v)"—f*—1~<n pa— 2P f )t

_(n—ﬁ)(n—ﬁ—i) —pB) ,._%
1 2 3 (n—i)

— —B)(2—p).. -(n—ﬁ)_ (@) I'(E—a)
Ad—a)2—a)...n—a) rg) -

0<a<t, pB>a

Fiir 2 =1 ergibt sich hieraus:

1—8 T'()I'B—a)
-6 . .
[ [t )P — 1] = — @

Diese Gleichung wurde, in etwas anderer Form (Art. 4) zuerst
von Legendre gefunden. (Exere. T. I, p. 107.)
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13.

Die Gleichung (2) des Art. 11 fiihrt, auch in anderer Weise
als vorhin angewendet, zur Kenntnill des Werthes einer Anzahl
neuer Integrale. Aus (2) folgt ndmlich die Gleichung:

b 1 b
[ X[f(x)—f(0)]dx = f dz, f z Xf' (wax,) dz

die sich in besonderen Fiillen wie folgt benutzen laft.

Es sei
1
f(a:):]og(‘l—}—w), X=1+x’ a=0

Man findet:

1
1 dx 1
g [log 1 4 B))* =-0/;1_‘1 [IOg(i +0)— alOg(i + baa)]

oder, was dasselbe ist:

1
1
\/;d—iT) [zlog (1 4 &) —log(1 + ba)] =3 [log(1 4 8)]*

z (v
Es sei
) 1
f@y=lg(l+a), X=i——s, a=0
Dann ist

b
dx 1 b rdx
v0/1_*_3,.210g(1”*'37)=A/0‘da;'1 0(1+m’)(1+xx1)

1
/ dv [_- log (14 b)) + ;—log (14 0% + @ arctg b]

- 1+t

Man erhilt daher nach einigen Reductionen die Gleichung:

b
/(b+“’2)l°g“+‘”)d@— ! [g log(1+b”)+arctgb.]og2]
0

G4 A+ T 2(d4b)
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woraus fiir =1 das von Bertrand gefundene Integral

1
log(1 4+ ) T
/ T1far @ghe?
sich ergibt,

Es sei ferner

fl) =log (1 + o). =1T:—‘m’ a—0.

Hier ergibt sich die Gleichung:

z*dz
/1+ togd + 9= f‘”id“"f(1+x)<1+xzx

=f”1d”1[ (1+b)—|— log(l—i—bz 2)——alctgba,]
0

Auch hier gelangt man nach einigen Reductionen zu dem Re-
sultate

b 1
O*—a®log(14-2% '
[ (o) P+ dw——log(l+b).log2+2/;+ ; arctg b

woraus fiir & =1 sich ergibt

1
(d—a®Hlog(1+2% T2
/x(l T2 A+ 29 dw = (z) — (log 2)*
[1)

Man kann itbrigens fiir 6 =1 noch ein anderes Integral finden.
Da némlich die zuerst erhaltene Gleichung in der Form:

U de
[ i e+ =tog2i— (D) +fm+ 55 0g (1 + o

geschriehen und das integral rechter Hand durch

f—log(l—|—@2) f @ dv log(i—l—xz)

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl. LX. Bd. II. Abth. 60
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n?
ausgedriickt werden kann, wobei der erste Theil ——, der letste

24
%(log 2)* zum Werthe hat, so ergibt sich

1 2
f i log (1 4+ 2% = (Iog2)2—2—8

Man erhilt daraus durch partielle Integration noch die
Gleichung

d
f 1‘1“”, log (14 @) = o (Iog2)”

Einem weitern hierher gehorigen Falle entsprechen die An-

nahmen

1
f(z) =arctga X=1+_ar’ a=—b, 0<b<1,

tiir welche man die Gleichung erhilt:

arctg.z- vdx
/ @ f‘jl”’fb(1+ac><1+r’z 2

Die rechte Seite niher entwickelt gibt

1
il |
[_1+w’ 1+b+ aretg b,

g
n, 1—b b*arctga
Zlog 146 +f x(b”—i—w’)d

Es ist daher :

b
+ (b*—a®) arctgx dx——log 145
bw(l+w)(b’+a;'2) 4 °1—0b

oder
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Auch mag bemerkt werden, dal die Gleichung stattfindet:

+b
arctg bz _r 146 arctga
/@(1+v2)d 8]g1—-b+/1+ dw

Wird endlich
. , o
f@) =log 1+ ), X_:z:(l-l-a:")’ a=0, >0

gesetzt, so ergibt sich zunichst die Gleichung

b
bg(t+a), (4 (Y de
[ PR fod"’i , @F AT+ a2)

.deren rechte Seite

t d 1 b b2
f +$12 s [ arctg_ _% log a4+ ?) + 2 logd + bxi)]

ist. Nach einigen Umformungen gelangt man zu dem Resultat

b
O —2Hlog(l 4+ ) i
m(a’—|—:v’) 62 4 a*z?) v
1

=3 [arctg o. arctg L ——log A+ «¥.log (1 + 2)]

Fiir o = 6=1 folgt hieraus:

1
A—ahlog+2) , w2 1 2
[ oty 2@ =(g) —gs?"

60*



