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Transformation und Bestimmung des dreifachen Integrals

lﬂf@+%+§,m+%+wﬁm@&

Von Frauz Unferdinger,

Lehrer der Mathematik an der $ffentlichen Oberrealschule am hohen Markt in Wien.

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Jinner 1870.)

§. 1.

Betrachtet man x, y, z als rechtwinkelige Coordinaten eines
Punktes M im Raume vom Ursprunge O, so bezeichnen die drei fol-
genden Gleichungen, in welchen ¢, 3, 7 constante Zahlen sind

x_ap rsinf)e? — o?

P 14
B «p .
) y=?—|—mgycosﬁ+?sm6%,
VP r ay
z=?——?—a2{ﬁcosﬁ—-?sm0},
mit
)] p=Ver+ B+

die Einfiilhrung eines neuen Coordinatensystems, dessen Elemente
ps r, 0 sind.

Multiplicirt man dieselben der Ordnung nach mit «, B, ¢ und
addirt, so zeigt sich nach kurzer Rechnung:

®) aw+ Py -+ vz = pop,

diese Gleichung bezeichnet eine Ebene im Abstand p vom Ursprung,
deren Richtung durch die Constanten «, p, ¥ bestimmt wird. Fiir
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alle Punkte in dieser Ebene hat p denselben Werth und der Ful3-
punkt P dieser Senkrechten hat im System der xy# die Coordinaten:

o
(%) ‘v0=_p’ Jozﬁ_’ z0=?l’“

P e

Werden die Gleichungen (1) quadrirt und dann addirt, so
erhdlt man mit Anwendung der Gleichung (2) nach gehiriger Re-
duction

®) Pyt =g,

diese Gleichung zeigt, dald das Dreieck OPM rechtwinkelig ist bei P
und es ist PM =r; der Leitstrahl + liegt also in der Ebene (3) und
bezeichnet die Entfernung des Punktes M vom Fullpunkt P der
Senkrechten p. Wir wollen die letztere die Pollinie und P den
Pol nennen. Werden » und p aus den Gleichungen (1) eliminirt,
so folgt:

(6)
(p*— a*) cosf.x+ (yp sinf—af cost) .y — (Pp sinf+ay cosb) .2=0,

diese Gleichung bezeichnet nach @, y, z eine durch den Ursprung O
gehende Ebene, welche auf jener (3) senkrecht steht, dieselbe geht
also durch die Pollinie p und 7 liegt im Durchschnitt der Ebenen (3)
und (6). Fiir alle Punkte (2yz), welche in dieser Ebene liegen, hat
6 denselben Werth.

Bezeichnen 2, p, v die 180 nicht iibersteigenden Winkel, welche
eine in O auf die Ebene (6) errichtete Senkrechte mit den positiven
Halbaxen der @, y, z einschlieft, so ist nach den Lehren der analyti-
schen Geometrie:

Vp*— a*cos 6
P ’
ypsin —apBcosf

7 cosp = ,

@ e

Bpsin 6+ ayecosh
Pl/Pz_az )

cosd =

COSYy = —
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Setzt man in der Gleichung (6) 6 =0, so wird

®) (P —a) @ — By — oy =0

und hierdurch ist diejenige Ebene bezeichnet, fiir deren simmtliche
Punkte im neuen Coordinatensystem 6 = 0 ist.

Sind %y, gy, v, die dieser Ebene (8) entsprechenden Werthe
von A, &, v, so ist nach (7):

PR

cos)o=—’;—a—t—,

I3

«p
9 COS py=—————,
( ) p'O p]/p"-—az
cosv0=-——L
eVer—a?

und eine kurze Rechnung lehrt, daf}
€0s Ac0s A, -} €os . cos g1, + cosv cos v, =cos 0;

die beiden Ebenen (6) und (8), welche beide durch die Pollinie
gehen, also auf jener (3) senkrecht stehen, schlieffen unter sich
den Winkel 6 ein. Dieser Winkel ist gebildet von dem Leitstrahl »
und der Durchschnittslinie der Ebenen (3) und (8). Wir wollen
diese letztere Gerade die Polaxe nennen. Die Gleichungen der-
selben im System der xyz sind:

By+ vz =pp — ax,

10 2_ 2
B By+ye=—""

X

und man erkennt leicht, dal} sie parallel ist zur Durchschnittslinie
der Ebene (3) mit der Ebene der yz; denn die Gleichung der
letzteren ist:

By +yz=pp

und die gedachte Durchschnittslinie liegt in der Ebene (3).
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Fig. 1.

z

Alles Vorhergehende zusammengefaldt gibt nun folgende Con-
struction der neuen Coordinaten p, r, §: Bezeichnet M (Fig. 1)
irgend einen Punkt des Raumes, welcher auf das neue Coordinaten-
system bezogen werden soll, so lege man durch denselben die
Ebene (3) ABC, deren Richtung durch die Constanten «, 8, y be-
stimmt ist und fille vom Ursprung O darauf eine Senkrechte OP, die
Linge derselben ist p und der Fuflpunkt P ist der Pol, PM =7 ist
der Leitstrahl. Zieht man nun durch P in der Ebene ABC eine
Parallele P zum Durchschnitt derselben mit der Ebene der yz, so
ist der Winkel MPQ=0. Der quantitative Zusammenhang der
Coordinaten p, r, 6 mit den rechtwinkeligen x, y,  wird durch die
Gleichungen (1) dargestellt.

Aus den Gleichungen (1) folgt auch:

ap—px=rsinVp*—a?, yy—Pr=rcosbVp?—o?,

mithin durch Division und Anwendung der Gleichung (3):

) tgo = PLy—PD) +v(az—y2)

p(vy—P»)
womit 0 als Function der urspriinglichen Coordinaten dargestelit
wird. Diese Gleichung in Verbindung mit den beiden folgenden:
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_ e+ Py + vz
p———‘y
(12) f

2
1"‘=xz+y2+z2—(ax+ﬁ:z+7z) ,

p

geben iiberhaupt die Auflésung der Gleichungen (1) nach p,r, 0.
Aus (11) erhilt man nach kurzer Rechnung:

 Blay—pe) (e — ) ,
V(*—a®) {(ay — B)*+ (ex— )"+ (vy — B2)7}
€080 = plyy — Pr) '

V(e*—a*) {(ay — Ba)*+ (o2 — y2)* + (9 — )"}

sinf =

(13)

Der Werth von tg6 folgt auch aus der Gleichung (6) nach
Division mit cos 0, so dal also diese von jener (11) nicht wesentlich
verschieden ist,

§. 2.

Wir schreiten nach dieser Vorbereitung zur Transformation des
folgenden dreifachen Integrals, in welchem F eine beliebige Funetion
bezeichnet und die Grenzen noch offen gelassen werden:

(14) « =/I/F(x2+y2+z2, ax + By + 7)) dx dy dx.

Fiihrt man statt a, y, z drei neue Verénderliche p, r, 8 ein, im
Sinne der Gleichungen (1), so ist bekanntlich do dydz zu ersetzen
durch Qdpdr d, wobei nach Lagrange:

(15)
ol e dyd) dyinds o)  deflody_doi)
" dp\drdd dbodr) ' dp dp "

drdd dbdr drdé didr

nun geben die Gleichungen (1) nach einiger Rechnung:

dx

2

(16)

& S
I
o | R
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dz __ v,

dp ¢

de _ sinfVp?P—a?

dr 2 ’

dy  ax—vjo da 'd

d Br—yy dr  Pr—1qy
(16) /i‘=_@‘”—“?/,di’ Br

I Br—yy dr * Pz—qy’

dv __ yy—pPe

do e

dy ar—yx

db o

de  Pr—ay

] P

und hiermit wird:
dydz_dydz _or
drdd dodr  p’
dede dzdx  PBr
(1 ardd ddr g’

(18) Q=r.

Das dreifache Integrale (14) verwandelt sich durch die Ein-
fiihrung der neuen Variabelen p, 7, 6 in folgendes:

(19) 1L=MF(p2+1'2, ep), dprdrds,

§. 3.

Damit « einen bestimmten Werth erhilt, setzen wir fest, dal
die drei Integrationen in (14) auf alle positiven und negativen
Werthe von 2, y, z erstreckt werden sollen, welche gleichzeitig die
drei Bedingungen erfiillen:
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E<al Lyt <
(20) + gop <ox+ Byt 9z <gp
t0<:ﬁ(ay——@w)—kv(az——7m)
p(ry—B2)
dann sind vermdge der Gleichungen (3), (5), (11) die Integrationen

in (19) auf alle Werthe von p, », 6 zu erstrecken, welche zugleich
den Bedingungen entsprechen:

<t,

f<ptt<t,
(21) TG <P <Yy

o< b<by,
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird :

(22) 6, = are. tgt,, 6, = are. tg#,.

In geometrischer Auffassung heil’t dieses, die Integrationen in
(14) sind auf alle Punkte (xyz) auszudehnen, welche zwischen den
beiden concentrischen Kugelflichen :

Pyt tat=1,
ELIRY B J

zwischen den beiden parallelen Ebenen:

(23)

(24) {WL‘—]— ﬁy+7z=g1f)’
ax + By +yz=* gop

und zwischen den beiden durch die Pollinie gehenden Ebenen:

(25) gﬁ—ﬂﬂx+(wa~ﬂ@y—(wa+aﬂ1=0’
(6" — o) &+ (vpty—aB) y — (Bety + ar) 2 =0
enthalten sind.
Dabei bezeichnen g, , ¢, die Entfernungen der Parallelebenen (24)

vom Ursprung O, welcher der Mittelpunkt der Kugeln (23) ist und
da wir voraussetzen

(26) 0<e<t,

so liegt die zweite Grenzkugel im Innern der evsten.
Fiir das untere Vorzeichen in (24) liegen die Parallelebenen
auf entgegengesetzter Seite des Mittelpunktes O.
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Um entsprechend diesen Bedingungen die Integrationsgrenzen
fir das Integrale (19) zu bestimmen, unterscheiden wir drei Fille,
je nachdem:

9 <1, g, <1, {90<1s .91<1’{.‘]o<1’ g, <1,

@)
9o <& 91 <& (§p<<& §1>¢ (o8& g1 >¢

Im ersten Fall schneiden die Parallelebenen (24) beide Kugel-
flichen, die Werthe von p in (21) sind in ihrem ganzen Intervall
kleiner als ¢ und die erste Bedingung in (21), welche auch so
geschrieben werden kann:

(28) Veé—pP<r< Vi—p?

ist immer nach » reel erfiillbar; man hat daher, da die Integration
nach 6 unmittelbar ausfiihrbar ist:

91 V‘TP2
(29) u=(6; —0;) f F (p* 7% ep) dprdr.
0 Vet

Im zweiten Falle schneidet die zweite Parallelebene (24) beide
Kugelflichen, die erste aber schneidet nur die #uflere Kugel. Dem
entsprechend theilen wir das Intervall fiir p in (21) in:

FgHp<p<e und e<p<g,,

im ersten Intervall ist die allgemeine Grenzbedingung (28) fiir »
durchaus reel erfiillbar, man hat daher wieder

Ve —p*<r< V1—p%

im zweiten Intervall hingegen ist /¥ — p? bestéindig imaginér, daher
sind die reelen Grenzen fiir 7:

0<r<Vi—p4

welche auch die allgemeine Grenzbedingung (21) erfiillen, denn
hieraus folgt:

p2<P2+7'2<1, um so mehr 52<p2+r2<1'

Hiernach wird mit Integration nach 6:
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(30)
Vi—p? 9, pVIi—p?
w= (0, — 6°)ffF 2412, pp)dprdr -I—f fF(p’—}—r", pp)dprdr},

+9 Ve—p?

worin das untere Zeichen zu nehmen ist, wenn die Parallelebenen (24)
den Kugelmittelpunkt zwischen sich enthalten.

Im dritten Fall schneiden die Parallelebenen nur die #uBere
Kugel, denn es ist gleichzeitig:

9o=>6 G1>6

p ist in seinem Intervall bestindig grifler als e, daher Ve —p?
durchaus imaginir und die Grenzen fiir » sind:

0<r<V1—p?

wie im zweiten Integrale der vorigen Discussion. Wird wieder nach
6 integrirt, so folgt:

(31) u=(0, _6°)fyF&:’ + 2, pp) dprdr,

£9 0

welcher Ausdruck unabhéngig ist von ¢, da die beziigliche Kugel-
fliche von keiner der Parallelebenen geschnitten wird.

§ 4

Wiren wir unter {ibrigens gleichen Umstéinden von folgendem
allgemeineren Integrale ausgegangen:

(32)

U= /I/F(m +Y2 422, a4 By + 9% Play p?;;_wgz)z 'M))(lx-dydz.

so ‘erhielten wir als Transformation:

(33) U=MF(p2+7'2, pp.tg ) dp rdrdo,

die Integration nach 6 kann nun nicht vollzogen werden und an die
Stelle der Gleichungen (29), (30), (31) treten die folgenden,
welche wieder auf die in (27) unterschiedenen drei Fille zu be-
ziehen sind:

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXL Bd. II. Abth. 8
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g8

Vipe
(34) —ff /F(p + 12, pp, te@)dprdr db,

+90 —-p

(35)

e Vi—pt 18, g PVI—PE 18
U=ff ﬁ(p2 +72, pp, tge) dprdrde +ff ﬁ(P2 +12, Pp’tge)dp,-drdo,
e 0 6y

+9 Ve_p %

Vi
(36) _ff P(p + 2, pp, tg6) dprdrdb.

+9 0

Diese Resultate lassen sich noch wesentlich verallgemeinern,
wenn man erstens in dem Integrale (32) neue Variabele einfiihrend
z, %, Z statt =, y, %z setzt, unter «, b, ¢ positive Constante ver-

c
standen und zweitens in den Gleichungen (32),(34), (35),(36) «, 3,7
durch aa, bB, cy ersetzt. Hierdurch verwandelt sich U nach Multi-
plication mit abe in:

(37)

x? Y2 2 be {B(aay— b2fx) + 9 (aaz— c2yx)}
sz/‘ﬁ" [a‘z tpts et By +% Py 6 )da:dydz

und hierin sind die Bedingungen der Integrationen:

x)! y2 zZ
d<atpta<t
(38) {tgpp <ax+Py+yr<g,p

be P (aPay —b*Ba) 4y (aPuz — Fya)}
ap (*yy — b*Bz)

t, < <t
mit

39) p= Va*a® 4+ 0*B* + ¢y~

Im geometrischen Sinne heilt dieses, die Integrationen sind
auf alle Punkte (2yz) des Raumes auszudehnen, welche enthalten
sind zwischen den concentrischen, dhnlichen und gleichliegenden
Ellipsoiden:
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.’6'2 y2 ZZ
FtpEta=?t
(40) 2 g 2,
atpta=
zwischen den parallelen Ebenen:
ax + By +y2= % g,p

und zwischen den beiden durch den Ursprung gehenden Ebenen:

42) be(*BP+-c*y*) o+ ac(cypt,—abaf)y—ab(bBet, + acay)z=0,
( be(D*B*+c*y®)x+-ac(cypty—abaf)y—ab(bPoety+acay)z=0.

Die Gleichung einer das erste Ellipsoid (40) berihrenden
Ebene, welche parallel zu den Grenzebenen (41) ist, lautet be-
kanntlich:

(43) aw+ By +yr =% p
und die Coordinaten des Beriithrungspunktes sind:
ata 0B 2y
44 =+ —, =+ —, z, =+ —,
(44) 1 o Y P 1 P

wobei sich die oberen und unteren Zeichen aufeinander beziehen.
Diese Werthe statt &, y, # in die Gleichungen (42) gesetzt, leisten
denselben Geniige, daher geht die Durchschnittsgerade der Ebenen
(42) durch die Mittelpunkte aller elliptischen Schnitte, welche
parallel zu den Grenzebenen (41) sind.

Auf das Integrale ¥ sind nun die Formeln (34), (35), (36)
unmittelbar anzuwenden und zwar ist mit p aus (39):

(45) V=abe.U,

die drei in U unterschiedenen Fille entsprechen auch hier den Be-
dingungen (27). Durch die auch hier geltende Voraussetzung (26)
liegt das zweite Ellipsoid im Inneren des ersten. Im ersten Falle
schneiden die Parallelebenen (41) beide Ellipsoide; im zweiten Falle
schneidet nur die zweite dieser Ebenen beide Ellipsoide und im

dritten Falle schneiden beide Ebenen (41) nur das erste Ellipsoid.
8&



116 Unferdinger.

§. 5.

LaBt man in dem Integrale V den dritten unter dem Functions-
zeichen F stehenden Ausdruck weg, so kann in der auf p, r, 6
beziiglichen Transformation nach § integrirt werden und man erhilt
nach dem Vorhergehenden leicht, wenn

2 2 2 :
(46) W=MF(%+%,+2—2, aa:-}-ﬁy—l—'yz] dz dydz

gesetzt wird ;

W%
(47) W= abe (6, —0,) / F(p*+ % pp)dprdr,
Lo Va—p

(48)

Vi—p" —p
W=abe(6,—0,) | fF(p’-i—r”,pp)dprdv + f fF(pz-H ,op) dprdr},

£ Vo
 Vi—p?
49)  W=abe(t,—6)] | F(@ 41 cp)dprar,

+90 0

wobei die Integrationsbedingungen (38) unveriindert giltig bleiben,
p den Werth aus (39) hat und die drei Voraussetzungen (27) der
Ordnung nach den drei Werthen von W entsprechen.

Setzt man in (46) speciell die Function F=1, so geht W
iber in das Volumen eines Korpers, welcher begrenzt wird von den
beiden concentrischen, #dhnlichen und gleichliegenden Ellipsoiden
(40), von den Parallelebenen (41) und von den beiden durch den
Mittelpunkt der Ellipsoide gehenden Ebenen (42), von welchen wir
oben nachgewiesen haben, daf® ihre Durchschnittslinie durch den
Beriihrungspunkt einer das erste Ellipsoid tangirenden Ebene geht,
welche parallel zu den Grenzebenen (41) ist.

In diesem Falle sind die Integrationen in (47), (48), (49) nach
und nach ausfiihrbar und wenn § das gedachte Volumen bezeichnet,
so wird entsprechend den drei Voraussetzungen (27):
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1 . _
(50) §= D) abe (6, —09) (1 —€*) (9, F 90)»
1 _ 1
(31) §,= —z«abc (6;—6p) {(1 —) (e F 90)+(9,— 5)‘—§ (83—,

(52) 8y = %—abc(ﬁl—— 6,) {91 %g F (90— 3 gu)}

Fig. 2, 3, 4 zeigen die verschiedenen Begrenzungen der durch
diese drei Formeln bestimmten Riume.

Fig. 2. Fig. 3.

Fiir 6, = 2r, 6, =10 gibt die letzte
derselben den Inhalt einer Schichte
des ersten Ellipsoides, zwischen den
parallelen Ebenen (41).

Wird noch g, =1, g,= g gesetat
g <1, so geht die erste der Ebenen
(41) in eine beriihrende Ebene iiber
und man erhilt:

(83) §= 3 abe(2 F 3¢ + ¢°).

als Inhalt des Segmentes, welches die Ebene:

(549) ax + By + 72 = =+ gp.
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von dem Ellipsoid :
2t 2
(40) sty ta=t

abschneidet. Dabei gelten die unteren Zeichen, wenn § jenes Segment
bezeichnet, welches den Mittelpunkt des Ellipsoides enthilt.

Die Grife ¢ in der Gleichung (54), durch welche S bestimmt
wird, kann offenbar auch aufgefalt werden als Verhéltnis der Ent-
fernungen der schneidenden Ebene und einer parallelen tangirenden
Ebene (43) vom Mittelpunkt der Fliche.

Die Bedingung g < 1 ist zugleich das analytische Kennzeichen,
dal die Ebene das Ellipsoid schneidet.

Die Ebene (54) ist offenbar eine tangirende Ebene des
Ellipsoides :

2y 2P
(55) ?-'_b_z'l_?:gz

und da der Ausdruck fiir S nur von ¢ abhingt, von «, 3, v aber un-
abhiingig ist, so hat das Segment S fiir alle solche Beriih-
rungsebenen denselben Inhalt.

Dieses letzte Resultat stimmt mit den Ergebnissen iiberein,
welche wir 1857 in Grunert’s Archiv (Thl. 28, p. 52) iiber die
Segmente des Ellipsoides und des zweitheiligen Hyperboloides auf
ganz anderem Wege entwickelt haben 1).

Die durch die Gleichungen (1) bewirkte Transformation des
Integrales (14) leistet, wie die Gleichung (18) zeigt, fiir drei Ver-
dnderliche 2, y, # denselben Dienst, wie jene bekannte von Euler
herriithrende mit # =rcosf, y =rsinb fir zwei und hiermit ist
zugleich der Weg angedeutet fiir die einer gréfleren Anzahl von
Variabelen entsprechenden Substitutionen.

Die vorhergehende Untersuchung zeigt, dall zur vollstindigen
Bestimmung des dreifachen Integrals auch drei sich nicht génzlich
widersprechende Bedingungen nothwendig sind und es ist leicht
zu erweisen, dal zur Auswerthung eines mehrfachen Integrales iiber-

1) 8. a. Sitzungsberichte, Bd. LX, 1. Ahth. p. 631.
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haupt so viele sich nicht vollstindig widersprechende Bedingungen
einzufiihren sind, als Variabele in demselben vorkommen.

Werden weniger Bedingungen eingefiibrt, so kann das mehr-
fache Integrale zuweilen einen bestimmten Werth erlangen, welcher
aber ebenso einem speciellen Falle zu vergleichen ist, wie die Ober-
fliche des ganzen Ellipsoides gegeniiber der Begrenzung der in
Fig. 2, 3, 4 dargestellten Riume.

Hiermit sind zu vergleichen die Arbeiten von E. Catalan,
A. Cayley (Journal de Liouville, 1843, T. VIII, p. 239, 1848,
T. XIIL, p. 245), 0. Schldmilch (Sitzungsberichte der kin. séichs.
Gesellschaft der Wissenschaften 1857, Compendium der h. Analysis
1866, Bd. I, p. 469, 30), 33), 35)) und A. Genocchi (Annali
di scienze mat. 1857, T. VIII, p. 284).
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