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Transformation und Bestimmung des dreifachen Integrals

A TR
ff F(a_z_?b/_e_?’ ax+ﬁy+7z]dxdg/dz.

VYon Franz Unferdinger,

Lehrer der Mathematik an der §ffentlichen Oberrealschule am hohen Markt in Wien.

(Mit 11 Holzschnitten.)

Einleitung.

Im LXI. Band der Sitzungsberichte pag. 105 haben wir durch
Einfiihrung neuer Variabeln das dreifache Integrale

fff +1,2+ '““+ﬁy+w}da:dydz,

in welchem F eine beliebige Funetion, «, 3, ¥ Constante bezeichnen,
mit drei Grenzbedingungen auf ein bestimmtes Doppelintegrale
reducirt.

Wir betrachten @, y, z als rechtwinkelige Coordinaten eines
Punktes und in dieser geometrischen Auffassung wurden die Inte-
grationen erstreckt auf alle Punkte des Raumes zwischen zwei con-
centrischen Ellipsoiden, zwei durch ihren Mittelpunkt gehenden und
zwei parallelen Ebenen.

Im Folgenden geben wir die Reduction und Bestimmung des
dhnlichen im Titel genannten, bisher nicht untersuchten dreifachen
Integrals, wenn der Integrationsraum von ein- oder zweithei-
ligen Hyperboloiden begrenzt wird, wihrend die vier Ebenen
dieselben bleiben,

Durch die specielle Annahme F=1 gelangen wir zu denInhalts-
bestimmungen des Integrationsraumes und die in diesem Falle er-
haltenen Ausdriicke stimmen iiberein mit den von uns im Jahre 1887
in Grunert's Archiv mitgetheilten, auf anderem Wege gefundenen
Resultaten.
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§ 1.

Sind @, y, z die rechtwinkeligen Coordinaten eines Punktes 7
im Raume vom Ursprunge O, so bezeichnen die drei folgenden
Gleichungen (2), in welchen «, 3, y constante Zahlen sind mit

1) o= VP

die Einfiihrung eines neuen Coordinatensystems, dessen Elemente
ps 7, 0 sind.

z__ 2
a’:=a—p+ Va—PH—rsinB,
Pp Ty “f g %
2 =—t — —— Jveos 4 —=sinb},
2 y p Va,_p,,;v +-
TP r g &y }
g=—"=4 —J)BcosH— —Lsinb.
e l/oc"—p"{3 P

Werden diese Gleichungen der Ordnung nach mit ¢, £, y multi-
plicirt und die entstehenden Producte addirt, so folgt mit Riicksicht
auf (1):

3) ax + By + vz = pp.

Diese Gleichung bedeutet eine Ebene und der Punkt P, dessen
Coordinaten im alten System sind:

%) w0y =", ym— PP P

liegt in dieser Ebene. Bezeichnet ¢ die Entfernung derselben vom
Ursprung 0, so ist mit

() d=Var+ Fto”
ihre Gleichung;

ow + By + yz=dg,
mithin

() p=-

e
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ist also ein bestimmtes Vielfaches des Abstandes ¢ und fiir alle
Punkte (wy#) der Ebene (3) hat p denselben Werth.

Werden die Gleichungen (2) quadrirt und die zwei letzten
derselben von der ersten subtrahirt, so zeigt sich nach einiger
Rechnung:

(7) w!_yz_zz =p2_1.2

und in dhnlicher Weise wird:

() — (@ =)+ (1 —4) + (= —=) =1

7 bezeichnet also den Halbmesser desKehlkreises eines gleichseitigen
eintheiligen Hyperboloides, welches durch den Punkt (xyz2) geht
und dessen Mittelpunkt P ist.

Bezeichnen @;, ¥, z; dieCoordinaten des Beriihrungspunktes
einer das gleichseitige zweitheilige Hyperboloid:

(9 at—yt—2t=1

tangirenden Ebene, welche zu jener (3) parallel ist, so ist deren
Gleichung:

(10 ax+Py+ 2 =p,
mit der Bedeutung von g aus (1) und
i P 7
11 Xy = —), = — g = —
( ) 1 ) Y p 1 p

Der Punkt (2, y,%,) liegt also offenbar auf dem Strahl OP und
letzterer ist der Ort der Mittelpunkte aller elliptischen Schnitte des
zweitheiligen Hyperboloides (9) parallel zur Ebene (3); von welcher
Bemerkung spéter Gebrauch gemacht wird.

§. 2.

Durch die Elimination von p aus der ersten und zweiten
‘Gleichung in (2) und ebenso ans der ersten und dritten, au$ der
zweiten und dritten folgt:

Sitzb. d. mathem,-naturw. Cl. LXl Bd. Il. Abth. 28
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aryeos 6+ BpsinOr,

Pr tay=— oy

(12) ¢ apcosf - ypsinf
x+ oz = — 1 .
72+ Vol =gt ?

Br— qy=Va*—p* rcosh.

Eliminirt man cos0 aus den zwei ersten der so entstandenen
Gleichungen, so ergibt sich:

(13)  BBz+oy)+y(yx+a2)=—pVa*F— g rsinb

und durch Division mit der dritten Gleichung in (12):

_B(frtay)+y(yetaz)

(14) 8¢ e (yy—B2)

Werden die Gleichungen (12) quadrirt und von der Summe
der zwei ersten die letzte subtrahirt, so zeigt sich:

(18)  pr=V(Br+ 2y)*+ (yx + x2)*— (Be—7y)*

und mit Anwendung des hieraus folgenden Werthes von # gibt die
Gleichung (13) und die letzte in (12) beziehungsweise:

sinf=— B(Bx+ ay) + v (32 + «2)
(16) V(*—e) {(Br + cy)*+ (v + az)*— (Bz—7y)3}
c0sf = p(Bz—vy) '

V(?—e) (B + «y)*+ (v + 2)* + (Bz— 7y)?

Bezeichnet man der Kiirze wegen tg6 mit # so kann die
Gleichung (14) auch in folgender Form geschrieben werden:

a7 (=) +(ef—e)y+ (a7 +Lpt)z=0

und diese bezeichnet eine durch den Ursprung O gehende Ebene.
Fiir alle Punkte (xyz) in dieser Ebene hat 6 denselben Werth.
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Da die Werthe von x,, y,, 2, aus (4) die Gleichung (17) iden-
tisch erfiillen, so liegt der Punkt P in dieser Ebene, dieselbe geht
also durch den Strahl OP.

Setzt man 6 =0, also auch ¢#=0, so verwandelt sich die
Gleichung (17) in folgende:

(18) (a*—p) @+ afy+ayz=0,

fir alle Punkte (#yz) in der hiermit bezeichneten Ebene ist 6=0.
Der Durchschnitt derselben mit der Ebene der yz ist zu jenem der
Ebene (3) parallel.

§ 3.

Bezeichnen A, p, v die 1809 nicht iibersteigenden Winkel, welche
eine in O auf die Ebene (17) errichtete Senkrechte mit den positiven
Halbaxen der @, y, # einschliefSt, so findet man nach den Lehren der
analytischen Geometrie des Raumes nach kurzer Rechnung:

0(2— P2
CoS A =
V(e —p*)(6*+p%2)
af—ypt
(1 9) cos p l/(az_Pz)(gz_'_Pztz)
cosy — oy + Pt

V(e —p*)(8+p*%)

und fiir {=0 folgen hieraus die Werthe der analogen Winkel
Ap Mg Vo fiir die Ebene (18):

o?—
o5k G
«p
20 COS Phg= —F——,
( ) [J'O 6Va"’—p’
a9
COSY = ——=—x.
Yo 51/“2__{,2

Bezeichnet » den Winkel zwischen den Ebenen (17) und (18),
80 ist:
28*
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)
€0 ) = €0S A €0S Ay}~ COS 1 €0s 1) 4 COS vV cosv,= VB"‘—{- i
P

und man findet hieraus:
0

durch diese Gleichung wird die Beziehung festgestellt, in welcher
der neue Coordinatenwinkel 6 zum Neigungswinkel der Ebenen (17)
und (18) steht1).

§. 4

Nach diesen Vorbereitungen schreiten wir zur Transformation
des folgenden dreifachen Integrals, in welchem F eine beliebige
Function bezeichnet, «, 3, 7 constante Zahlen sind und die Grenzen
noch offen gelassen werden:

(22) u=MF(mg—y’—z’, ax + By + y2) dz dy dz.

Fiihrt man statt @, y, z drei neue Verinderliche p, », 6 ein, im
Sinne der Gleichungen (2), so ist nach Lagrange dzdydz zu
ersetzen durch Q dp dr df, wobei:

(23)

dofdy ds _dy de) | dy(dade_ dede) | defdody _ dody

*@(dT do~ db d7)+ dp [dr dd db dr]+dp(d1 do~ db d1)

nun geben die Gleichungen (2) unmittelbar:

1) Bezeichnet & den Winkel am Punkt P in der Ebene (3), welchen die Durch-
schnitte derselben mit den Ebenen (17) und (18) unter sich einschliefen, so besteht
auch die Relation:

t 6=£t
g 5 14

und nennt man « den Winkel bei O in der Ebene yz, welche die Durchschnitte der
letzteren mit den Ebenen (17) und (18) einschlieBen, so ist:
L ]

tgh =2 tgw.
p
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(24)

423

und die Differenziation der Gleichungen (3) und (7) nach r fiihrt
auf die Beziehungen:

aus welchen folgt:

(25)

dzx dy
aﬂ+ﬁﬁ+7d1

dx

e

s _

=0,

Die Differenziation der Gleichungen (2) nach 6 gibt wieder

unmittelbar :

dz

do
dy

5=

dz

=

Va7

o

P
—F

r

Va—p

7y cos 6,

{psine+‘%cose}.

oder mit Anwendung der Gleichungen (12):

(26)

de _ Pr—yy
do p ’
dy ___yrtoy
i p ’
e _ fPrtay
s )

. af
——2——2{'ysm6 — cosf},
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Durch Substitution der Werthe aus (25) und (26) erhilt man
nach einfacher Rechnung:

(27) ardd " dodr g

hiermit wird mit Beniitzung der Gleichungen (24) und mit Riicksicht
auf (1):

(28) Q=1

Das dreifache Integrale (22) verwandelt sich durch die Ein-
fihrung der neuen Variabelen p, r, 6 hiermit in folgendes:

(29) u= M F(p*—1* pp) dp.rdrds.

§. 5.

Damit » einen bestimmten Werth erlangt, setzen wir fest, dal
die drei Integrationen in (22) auf alle positiven und negativen
Werthe von 2, g, z erstreckt werden sollen, welche zugleich die
Bedingungen erfiillen :

e <at—yt—2* <l
(30) gop <ax+ Pyt oz <gip-
¢, < BBt ay) +9(w + ox)
p(yy—B2)
in welchen ¢, ¢, g,, g, positive Constante, £, ¢, beliebige Constaute
bezeichnen sollen.
Geometrisch heildt dieses, die Integrationen sind auf alle Punkte

(2yz) des Raumes auszudehnen, welche enthalten sind zwischen den
beiden zweitheiligen gleichseitigen Hyperboloiden:

31 —yt—P=ct,
(32) P—yP—t=ep

<t1,
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gzwischen den beiden parallelen Ebenen:

(33) ax+ Py +y2=g,p,
(39 ax + By + 2 =gy¢

und zwischen den beiden durch den Ursprung gehenden Ebenen:

(*—p*) @+ (af—pt) y + (ay + Bpt )2 =0,
(e — M) @+ («f —9pty) y + (a7 + Ppty) 2 =0.

Da ) <¢, so liegt das zweite Hyperboloid im Innern des ersten.
Da g,, g, positiv vorausgesetzt werden, so liegen beide Parallelebenen
auf derselben Seite des Ursprungs und da g, << g,, so liegt die Ebene
(34) niher am Ursprung als jene (33).

Damit p einen reelen Werth erhilt, miissen die Constanten
o, B, 7 in den Gleichungen (33), (34) der parallelen Grenzebenen
nach (1) die Bedingung erfiillen:

(36) ot — 92> 0

N

4. h. geometrisch diese Grenzebenen miissen eine solche Richtung
haben, welche an den Hyperboloiden (31), (32) elliptische Schnitte
erzeugt.

Die Gleichungen der Grenzebenen (35) folgen aus jener (17)
fir ¢ =t¢,, t =1¢,, folglich gehen diese Ebenen durch den Strahl OP,
auf welchem nach §. 1 der Beriihrungspunkt (2 y, z,) der Ebene
(10) mit dem Hyperboloid (9) liegt.

Diese Durchschnittslinie der Keilebenen (35) geht durch die
Beriihrungspunkte der die Hyperboloide (31), (32) tangirenden
Ebenen, welche parallel zu den Grenzebenen (33), (34) sind, weil
die Hyperboloide (31), (32) mit jenem (9) concentrisch, gleich-
liegend und éhnlich sind.

§. 6.
Die Gleichungen (7), (3), (14) geben nun nach (30) als
Grenzbedingungen fiir die neuen Variabeln p, r, 0:
<Pt < et
(38) Jo<P <91
b, << 0<H,,
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wenn zur Abkiirzung gesetzt wird :
(39) 0, = arc.tgt), b, = ave. tg¥,.

Um die Grenzbedingungen fiir das transformirte Integrale (29)
in Integrationsgrenzen zu {ibersetzen, ist die Unterscheidung dreier
Fille nothwendig, je nachdem :

(40) {91 > €5 Go = o {91 = &g Go = oo {.‘/1 > €95 Jo = o
91> € Jo = & (G1 > 8p Go < &5 (91 <615 o < &-

Die Bedingungen der ersten Horizontalzeile sind durchaus die-
selben und sind nothwendig, damit heide Parallelebenen (33), (34
das dullere Hyperboloid (31) schneiden. Die Unterscheidung dreier
Fille in (40) liegt in der zweiten Horizontalzeile; im ersten Fall
schneiden beide Ebenen (33), (34) beide Hyperboloide, im zweiten
Fall schneidet nur die erste Ebene (33) beide Hyperboloide und im
dritten Fall schneiden beide Ebenen nur das #uflere Hyperbo-
loid (31).

Aus der ersten Grenzbedingung in (38) folgt:

(41) VoP—e k> > Vpi— 2

und da immer g, <p < g¢,,» so sind im ersten Fall die Grenzen fiir
r durchaus reel erfiillbar, mithin ist nach Integration in Bezug auf 6

0 VP—e?
@2) um(6,—0) [ [ F =% op) dprdr g, > e 9>,
o Vi

Im zweiten Fall, welcher g, > ¢,, g, <¢, entspricht, theilen wir
das Intervall nach p im Sinne der Relationen:

&§ <P <G> Jo<<P <%

im ersten Theil sind die Grenzbedingungen (41) fiir » durchaus reel
erfiillbar, im zweiten Theil ist Vp’—sl” bestéindig imaginiir und die
reelen Grenzen fiir » sind also:

0<r< Vp”—soz.
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Hiernach wird mit Integration nach 6:

(43)
o ViR o VIR
w= =)l [Pt epyiprint | [EG %, ppyipran
90 0

& Vpi—e®
g1 > Go <%

Im dritten Fall ist Vp"—sf durchaus imaginir, daher sind die
reelen Grenzen fiir »:

0<r< Vpi—e}

und man erhilt, wenn wieder nach 6 integrirt wird:
91 P Vor—eg
) u=0- 6°)f f F(p*—1,pp) dp-rdr, g, < &, 9o < &y
g0 0

Durch die Gleichungen (42), (43), (44) wird das dreifache
Integrale (22) mit den Veriinderlichen x, y, z und den Grenzbedin-
gungen (30) immer auf ein bestimmtes Doppelintegrale nach p und
7 reducirt.

Da in dieser Integration der Leitstrahl + durchaus positiv ge-
nommen wird, so beziehen sich die schlieBlich erhaltenen Werthe
des Integrals «# nur auf einen der verschiedenen Keilriume,
welche die beiden Grenzebenen (35) formiren. Bei der perio-
dischen Eigenschaft der Function tg 0 gestatten die Gleichungen
tg 6=t , tg06,=t, verschiedene Auflésungen und die obigen
Formeln beziehen sich auf jenen Keilraum, welcher dem fiir 6,, 0,
acceptirten Werthpaar entspricht. Ist 2, y, # ein Werthsystem,
welches der letzten Bedingung in (30) entspricht, so leistet auch
—x, —1Yy, —=z Geniige, aber letzteres Werthsystem entspricht
der Integration nach 6 von

Gp=n-are. tgt, bis 0,=n+4are. tg 0,

deren Intervall dem ohigen gleich ist. Soll also die Integration alle
reelen Werthe von «, y, » umfassen, welche die Bedingungen (30)
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erfiillen, so sind die fiir das Integrale « erhaltenen Ausdriicke noch
mit 2 zu multipliciren.

§.1.

Um diese Resultate auf das allgemeinere Integrale, in welchem
a, b, ¢ positive Constante bezeichnen:

a.,.2 2 z2

F{? — %2 — @ ax -+ ﬁy—[—'yz) dzx dydx

in Anwendung zu bringen, ersetzen wir in (22) und (30) =, y, 2
durch neue Variabele .r,;z — und setzen gleichzeitig iiberall ac,
bB, ¢y statt «, B, y. Die Integr atlonsbedmgungen sind dann folgende :

2 Yy oz
S*<?—F—?<*

(46) lgp<ax+ByHyz<gp,
;< belB(B*Brt alay) + (Pyo+ dad)}
0= ap (¢Pyy — b7B2) g
mit
(47) p=Vata® 5Bt — c*y?
und es wird:
(48) W=abc.u.

Der Integrationsraum wird begrenzt von den beiden concen-
trischen, dhnlichen und gleichliegenden zweitheiligen Hyperboloiden:

xﬂ y2 z2

(49) FTE TR
wz 2 22

(50) G A

von welchen, wegen ¢y <C ¢, das zweite im Innern der ersten liegt;
— von den beiden parallelen Ebenen:

(33) ax+Py+yz=49,p,
(34) ax+ Py +yz=g,¢
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und von den beiden dureh den Ursprung gehenden Ebenen:

51) be(a*o— p*)w+ac(aabf—cypt )y + ab(accy+bPpt,)2z=0,
( be(ato*—p*)x+-ac(aabB—-cypt,)y+ab(aacy+-bBpt,)z=0.

Eine das zweitheilige Hyperboloid:
2 zﬂ
(52) 5 — y _ % _ 1

beriihrende Ebene, welche parallel zu den Grenzebenen (33),
(34) ist, hat die Gleichung:

(10) ar+ By +yz=p,

mit der Bedeutung von p aus (47). Die Coordinaten des Beriihrungs-
punktes sind:

0P cty
53 xr, = « = —, g, = — —
(83) Y 0 1 )
dieseWerthe erfiillen die beiden Gleichungen (81) identisch. Die Durch-
schnittsgerade der durch dieselben dargestellten Ebenen ist also der
Strahl vom Ursprung zu dem gedachten Berihrungspunkt, iiberein-
stimmend mit der am Schlul} des §. 1 gemachten Bemerkung.

Der Winkel 6 wird von einer Ebene aus gezihlt, deren
Gleichung:

(54) (o — ) @+ a?ay + dtoryr =0
aus jenen (81) entsteht fiir ¢=0.
Die Gleichungen (42), (43), (44) geben nun mit Anwendung

der Beziehung (48) fiir die den Relationen (40) entsprechenden
drei Falle:

(87)
71 Vl‘T—E—oi
W=abe(6,-6,). f ﬁ (p*—2, pp)dp.rdr,

Jo VI‘2—512
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Vor—e? Vi_ep
W=abe(0,—0,). E/ F(p*—r*,pp)dp.rdr -l://F(p —rZpp)dp.rdr},

& Vpie?
91 Vried
W=abe (6,-6,). [ fF(p”—ﬂ ep) dp .vdr.

Fiir den Integrationsraum, welcher der ersten Gleichung ent-
spricht, schneiden beide Parallelebenen (33), (34) beide Hyper-
boloide (49), (80). Fiir den Integrationsraum der zweiten Gleichung
schneidet nur die Ebene (33) beide Hyperboloide. Die dritte
Gleichung gehort zu jenem Integrationsraum, dessen Parallel-
ebenen (33), (34) nur das duflere Hyperboloid (49) schneiden
und dem entsprechend ist der Ausdruck fiir W in diesem Fall
unabhiingig von «,.

§. 8.

Fiir F=1 in (45) geben die drei Gleichungen (57) den Inhalt
des Integrationsraumes. Bezeichnet man denselben entsprechend den
drei Fillen (40) mit T, T,, T,, so wird nach Ausfiihrung der Inte-
grationen:

(88)
T 1=—12—abc(61— 00) (e4*— ") (91—90)

1 )
T2=§abc(61—60) 3(e* 5" (91— ) T (5*—96°) —35,"(5—90)}»

1
Ty=gabe(8,—6) {(9:°—90) — 3" (91— 90}

Fig. 1. Fig. 2.
KA ) 2173

£i€o
A
Zo

o 0

Die schematischen Figuren 1, 2, 3 zeigen die verschiedenen
Begrenzungen der durch diese Formeln bestimmten Réume.
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Mit ¢,=0, ¢, =¢ geben die Gleichungen (58) den Raum ¢
zwischen dem zweitheiligen Hyperboloid:

(89) Pt A ey

(60) = = =0

und den vier Ebenen (33), (34), (51). Man erhilt entsprechend
den drei Fallen (40):

1
b= 9 abe (8, — 0,) (9, — 90) ™

e

(61) t2 == bc (61 - 60) {3 8291 - 253'_g03} ’

-

ty= 5 abe (8, —6,) (9,°— 95°)-

Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6.

o0& 9 0§ % N
% (A
9, %'
0 0 0

Die schematischen Figuren 4, 5, 6 zeigen die Gestalt der hier-
mit bestimmten Riume.

§. 9.

Setzt man in der letzten Gleichung in (58) 6, =2x, 6,=0,
gp=1, so erhilt man den Inhalt Sch, einer Schichte des zweithei-
ligen Hyperboloides :

2
(52) =1,
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zwischen den parallelen Ebenen (33), (34) und zwar wird:
T
(62) Sch, = gabc {(9:° =99 —3(g:—9)}- D

Fiir g,=1 wird die Ebene (34) zu einer Beriihrungsebene des
Hyperboloides (52) und die Schichte Sch, geht iiber in das Segment
S;, welches die Ebene:

(63) ax+ By + 72 =gp.

von dem Hyperboloid (52) abschneidet und zwar ist, da g fiir g,
geschrieben wird:

64 8o= = abe(gP— 3¢ + 2).
(64) :

Hierbei ist zu erinnern, daf zur Reelitit von p nach (47) die
Bedingung gehiort:

(65) ato — PP —cty? >0

d. h. daf} die schneidende Ebene diejenige Richtung hat, welche
elliptischen Schnitten entspricht. Die Bedingung g >1 ist noch
erforderlich, damit die Ebene das Hyperboloid schneidet.

Die Gleichung einer das Hyperboloid (52) beriihrenden Ebene,
welche parallel zu jener (63) ist, lautet:

ar~+PBy+y2=p,
sind ¢, Q die Entfernungen derselben vom Ursprung, so ist also nach
der Theorie der Ebene:
g =

>

/
diese Gleichung gibt die geometrische Bedeutung von g in der

Formel (64).

QO

1) Dieses Resultat stimmt mit demjenigen iiberein, welches wir im LX, Band der
Sitzungsherichte, 1. Abth. p. 656, auf anderem Wege gefunden haben.
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Die Ebene (63) ist eine Beriihrungsebene des mit (52) con-
centrischen éhnlichen und gleichliegenden Hyperboloides:

(66) g g9

und da der Ausdruck fiir S, nur von g abhiingig ist, nicht aber von
a PBs 7. soschneidet jede das Hyperboloid (66) beriih-
rende Ebene vonjenem (51) ein Segment von gleichem
Inhalt ab, welcher letztere durch die Gleichung (64) bestimmt
wird 1).

Aus demselben Grunde folgt allgemein, dafl die durch die For-
meln (88), (61) bestimmten Kérperrdume fiir solche Parallelebenen
(83), (34), welche beziehungsweise die Hyperboloide

beriihren, je dieselbe Grifle haben.

Setzt man in der zweiten Gleichung (58) 6, =2r, 0,=0,
Jo=¢=¢>9;=¢, ¢, =1, so erhilt man den Inhalt einer Schale
zwischen den beiden Hyperboloiden:

a2 ]
P vk

(67) s
r_¥_* _4

und der Ebene:
a4 By + vz =gp

und zwar wird:

(68) Schale =% abe {3 (1 —e*)g —2 (1 —&)}.

1) S. Grunert’s Archiv Thl. 28, p. 52. Sitzungsberichte, Bd. LX, II. Abth.
p. 654.



434 Unferdinger.
§. 10.
Wenn das Integrale % in (22) den Bedingungen:
< -2+ y+22<,
£90p <ox+ By + 92 < gy

ﬁ (Bx+ay)+v (vw+az)
p(yy — B2) f

unterliegt, mit der Bedeutung von p nach (1), so ist der Integra-
tionsraum begrenzt von den beiden eintheiligen Hyperboloiden:

(—2 4yt 2t =e?,
—.z'2+y”—|—z”=1,

von den beiden parallelen Ebenen:

) {

(69)

(70)

ar+ By+ 12 =90
av+ Py + 2= =% gop>
wobei das unterere Zeichen gilt, wenn die Ebenen auf den entgegen-
gesetzten Seiten des Ursprungs liegen — und von den beiden durch
den Ursprung gehenden Ebenen (35).

Das auf die Variabeln p, r, 6 transformirte Integrale (29) hat
nun die Grenzbedingungen:

< rt—pt<d,
(72) +g,<p <9
0, << 6 <6,

wenn wieder die Abkiirzung (39) angewendet wird; die erste der-
selben kann durch folgende ersetzt werden:

VPPt <r<Vpr+41,

und diese Bedingung ist durchaus reel nach # erfiillbar, daher wird
mit Integration nach 6:

91 Vot
{73) w= (9, —Oo)j F(p — 2, pp) dp.rdr,

+9
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womit auch in diesem Falle das dreifache Integrale « auf ein be-
stimmtes Doppelintegrale reducirt ist.

§ 11.

Auch dieses Resultat 1if3t sich auf die Form:

mit den Integrationsbedingungen :

.,3.2 ,‘/2 zz
2 -_ T Y %
£ az—l-bz—{_cz< ’

(74) igoP<“W+ﬁy+7z<‘hP’
p bc{ﬁ(bzﬁa«+a2ay)+'/(c’7w+a az)} .y
0 < ap (¢ yy—b*pz) v

in der bhekannten Weise verallgemeinern, wobei p die Bedeutung
(47) hat und es wird mit Anwendung der abkiirzenden Bezeich-
nung (39):

Vot
(15) W=abe (6, —60)ff (p — 1%, pp,) dp.rdr.

+9 Vet

Der Integrationsraum ist nun begrenzt von den beiden einthei-
ligen Hyperboloiden:

_ 2y 2

(‘6) _;2+P+-c—2=52
x? y2 zz

n —atEpta=t

von den beiden parallelen Ebenen (71) und von den durch den Ur-
sprung gehenden Keilebenen (51).
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LX1. Bd. II. Abth. 29
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§. 12.

Die specielle Annahme F—1 in (45), (78) gibt den Inhalt S
des Integrationsraumes (Fig. 7); werden die Integrationen wirklich
ausgefiihrt, so erhilt man:

(18) S = abo(6,— b)) (1— &) (g, T 90)

Fig. 7. wobei das obere oder untere Zeichen zu neh-
men ist, je nachdem die Parallelebenen (71)
auf derselben oder auf entgegengesetzter Seite
des Ursprungs liegen.

Fiir das obere Zeichen ist S= T} in (58)
mit e =1, ¢g=¢, d. h. die durch die Paral-
lelebenen (33), (34) und durch die Keil-
ebenen (51) aus den eintheiligen
Hyperboloiden (76), (77) ausgeschnittenen Kdrper-
riume sind den entsprechenden der zweitheiligen
Hyperboloide:

x? y?— 22 2
(59) ;l,i —_— 6_2 -_ 6—2 =&,
mz yZ z?.
(52) ETE T FT

gleich.

Fiir e=0 wird das erste eintheilige Hyperboloid (76) zum
Asymptotenkegel des zweiten (77); bezeichnet s das dieser Be-
grenzung entsprechende Volumen, so folgt aus (78), wenn wieder
nur das obere Zeichen genommen wird :

1
() § =§(6i_60) (91— 90)-

Wird dieser Ausdruck zu jenen fiir £, 7,, £; in (61) addirt, so
erhilt man die Summen:
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— 2
Ty = 5 abe (0 —6) (1 + <) (9, — 90)-

(80) T,=

S| =~ |-

abe (6, —0y) {3 (9,—g,)+3 9,—2e—g,%,

1
Ty= B abe (6;—60) {(9,> - 9°) + 3 (9:— o)}

Die hiermit bestimmten Rdume sind begrenzt von dem zweithei-
ligen Hyperboloid:

(59) v _¥_ T _e
von dem eintheiligen Hyperboloid:
2 z2

z* oy
M —E§+b_2+c_2=1

und von den vier Ebenen (33), (34), (51); die drei Formeln fiir
T,, T,, T, entsprechen den drei Voraussetzungen (40).

Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10.

1 €

A

0
Die Figuren 8, 9, 10 zeigen die Schema der hiermit bestimmten
Kérperrdume.
§. 13.

Setzt man in der letzten Formel in (80) 0, =2=, 6,=0,
9o="0, g, =g so erhilt man den Inhalt v einer Schichte des ein-
theiligen Hyperboloides:

wz y2 z2
(77 — 4G+ 5 =1,

zwischen den parallelen Ebenen:
29°
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{aw+ﬁy+7z=99,
aw+Py+y2=0,

deren letztere durch den Ursprung geht und zwar wird :

(81)

(82) v= %abc(g’*—l— 39).

Die erste der Parallelebenen ist offenbar eine Beriihrungsebene
des zweitheiligen Hyperboloides:

(66) S g =9

weil p= Va*oa? —b*B*—c*9* und da v nur von g abhiingt, nicht
von o, B, 9, so hat das gedachte Volumen fiir alle soleche
Beriihrungsebenen dieselbe Grifle?). Uberhaupt kann man
schliefen, dal die durch die Ausdriicke (78), (80) bestimmten
Volumina fiir alle solche Grenzebenen (33), (34) dieselbe Grife
haben, welche beziehungsweise die zweitheiligen Hyperboloide:

mz y2 z,".
FTRE T
.,L.Z y2 z2
TR ET
beriihren.
§. 14

Die Giltigkeit der Formeln (80) ist bedingt durch die Voraus-
setzung, dal g, positiv; doch ist es leicht, sich hiervon zu be-
freien.

So gibt z. B. die Formel fiir T, mit g, = 0:

(83) ty— % abe (6, —6,) 3(1 4 ?) gy — 263,

den Inhalt des Raumes zwischen den Hyperboloiden (59), (77)
zwischen den Parallelebenen:

1) 8. Sitzungsberichte, Bd. LX, II. Abth. p. 661,
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o+ Py +92=9g,p>

ox+ By + 92=0

und den Keilebenen (51). Anderseits gibt die dritte Gleichung in
(80) mit g, =0, g, =g,

1
(85) ty = 3 abe (6;,—0,) (95° + 3 9,)»

(84)

einen Raum zwischen dem eintheiligen Hyperboloide (77) und den
parallelen Ebenen:

(86) {aw+ﬁy+7z=0,

oz + By + 9p=g,p oder —gyp

und die Addition von t,, t,:
1
(87) t= 3 abe (8, —6,) . {3 (g, + 90) + 39, — 22+ g%,

welche Formel sich auf den Rauminhalt eines Kérpers (Fig. 11)
bezieht, zwischen dem eintheiligen Hyperboloid (77) und der posi-
tiven Hohlung des zweitheiligen Hyperboloides (59); zwischen den
parallelen Ebenen:

(88) ox + ﬁy +y2=g9,p

oz + Py + 17 =—9gp

und den Keilebenen (51).
Der Ausdruck (87) folgt auch aus jenem fiir T, in (80), wenn
man — ¢, an die Stelle von g, setzt.

§. 15.

Wie schon aus dem analytischen Sinn eines mehrfachen Inte-
grals hervorgeht, so zeigt auch die vorstehende Untersuchung, daf®
zur vollstindigen Auswerthung desselben, Fig. 11.
so viele sich nieht vollig widersprechende
Bedingungen einzufiihren sind, als Verin-
derliche in demselben vorkommen; wird
eine Bestimmung mit weniger Bedingungen
erreicht, so gehért dieselbe, wie obige Bei-
spiele zeigen, in das Gebiet der speciellen
Fille.
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Der Werth der durch die Gleichungen (2) bewirkten Trans-
formation liegt vornehmlich darin, dafl sich hierfiir nach (28) die
Functionsdeterminante @ auf r reducirt. Diese Substitutionen leisten
also fiir drei Variabele @, y, 2 denselben Dienst, wie jene mit
x=rcosl, y=rsinl fir zwei.

Denkt man sich den Raum derart mit Materie erfiillt, daf} die
Dichte derselben an der Stelle (#y#z) durch den Werth der Function
F gemessen wird, so bezeichnet das Integrale W (45) die Masse
des Integrationsraumes.

Durch Anwendung derselben simultanen Substitutionen (2) ist
man nun auch im Stande, die Schwerpunkte der im Vorher-
gehenden behandelten Integrationsrdume zu bestimmen, und
zwar sowohl fiir homogene Massen, fiir weleche F =1 ist, als auch
bei ungleicher Vertheilung der Dichtigkeit.

Fiir beliebige Stellungen der Grenzebenen zu den Hauptaxen
der Flichen sind unseres Wissens solche Bestimmungen noch nicht
versucht worden und in Anbetracht des Nutzens derselben fiir viele
Fragen der mathematischen Physik, sei erlaubt, hieriiber spiter
genauer zu berichten.
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