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Zur Vervollständigung der Involutionen höherer Ordnung,.
V o n  D r . Emil Wcyr in  P r a g .

(Mit 2 Holzschnitten.)

1 . A lle  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g , w e l c h e  d u r c h  a c h t  f e s t e  P u n k te  
g e h e n ,  s c h n e id e n  s i c h  a u c h  n o c h  in  e in e m  n e u n t e n  f e s t e n  P u n k te , ,  
u n d  b i ld e n  e in  C u r v e n b ü s c h e l  d r it te r  O r d n u n g . D a s  T a n g e n t e n ­
b ü s c h e l  d e r  C u r v e n  in  e in e m  d e r  n e u n  G r u n d p u n k te  i s t  p r o j e c t iv is c h  
z u  d e m  C u r v e n b ü s c h e l  s e lb s t .

E b e n s o  b i ld e t  e in  S y s t e m  v o n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g , w e l c h e  
d u r c h  f ü n f  f e s t e  P u n k te  g e h e n  u n d  in  e in e m  s e c h s t e n  f e s t e n  P u n k te  
e in e n  D o p p e lp u n k t  b e s i t z e n ,  e in  C u r v e n b ü s c h e l .  D o c h  h a b e n  z w e i  
C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s  a u ß e r  d e n  a u f g e z ä h l t e n  P u n k te n  k e in e n  w e i t e ­
r e n  g e m e in s a m , d a  d e r  D o p p e lp u n k t  fü r  v i e r  S c h n it t p u n k t e  g i l t .

S e i  o  d e r  D o p p e lp u n k t  d e r  C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s  u n d  z u g le i c h  
d e r  A n fa n g s p u n k t  e in e s  C o o r d in a t e n s y s t e m s ,  d a n n  s t e l l t  s i c h  d ie  
G le ic h u n g  e in e r  C u rv e  d e s  B ü s c h e l s  d a r  d u r c h

^ 3  +  ^ 2  =  0

w o b e i  U3 u n d  IJ1 g a n z e  h o m o g e n e  F u n c t io n e n  d e r  C o o r d in a te n ,  
r e s p e c t iv e  v o m  d r it te n  u n d  z w e i t e n  G r a d e  s in d . W e n n  in  d e r s e lb e n .  
W e i s e

V3 + V z =  o

d ie  G le ic h u n g  e in e r  z w e i t e n  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s  i s t ,  so  s t e l l t

(CTg-h X F3)  +  (Z7Ä +  X =  o

ir g e n d  e in e  C u rv e  d e s  B ü s c h e l s  v o r ,  w o b e i  \ e in  v e r ä n d e r l ic h e r  
P a r a m e t e r  i s t ,  w e l c h e r  a l le  W e r t h e  v o n  — o o  b is  +  o o  a n n e h m e n  
k a n n .

D ie  G le ic h u n g
=  °
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s t e l l t  d a s  T a n g e n t e n p a a r  d e r  C u r v e  im  D o p p e lp u n k t e  o  v o r ,  u n d  a u s  
d e r  F o r m  d e r  G le ic h u n g  e r k e n n t  m a n  s o f o r t ,  d a ß  d ie  T a n g e n t e n ­
p a a r e  d e r  s ä m m t l ic h e n  C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s  im  D o p p e lp u n k t e  e in e  
q u a d r a t is c h e  S tr a h le n in v o lu t io n  b i ld e n .

„ D i e  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n p a a r e  a l l e r  C u r v e n  
d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  e i n e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
D o p p e l p u n k t  b e s i t z e n  u n d  d u r c h  f ü n f  f e s t e  P u n k t e  
g e h e n ,  b i l d e n  e i n e  q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n “ .

E in e n  r e in  s y n t h e t i s c h e n  B e w e is  d i e s e s  S a t z e s  f in d e t  m a n  im  
4 2 .  A r t ik e l  d e s  II. T h e i l e s  d e r  „ T h e o r ie  m e h r d e u t ig e r  g e o m e t r i s c h e r  
E le m e n t a r g e b i ld e  e t c “ .

2 .  D ie  D o p p e ls t r a h le n  d e r  e r w ä h n t e n  I n v o lu t io n  w e r d e n  z w e i  
s o lc h e n  C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s  a n g e h ö r e n ,  fü r  w e l c h e  d e r  D o p p e lp u n k t  
o  e in  R ü c k k e h r p u n k t  w ir d .  E s  e x is t ir e n  s o m it  u n te r  d e n  C u r v e n  e in e s  
B ü s c h e l s  d r it t e r  O r d n u n g  m it  g e m e in s c h a f t l i c h e m  D o p p e lp u n k t  z w e i ,  
fü r  w e l c h e  d e r  l e t z t e r e  e in e  S p i t z e  w ir d .

3 .  D e r  a u s g e s p r o c h e n e  S a t z  ü b e r  d ie  I n v o lu t io n  d e r  D o p p e l ­
p u n k t s t a n g e n t e n  l ä ß t  e in e  s p e c i e l l e  F a s s u n g  z u , a u f  w e l c h e  a u fm e r k ­
s a m  z u  m a c h e n  d e r  Z w e c k  d i e s e s  A r t ik e ls  i s t .

B e t r a c h t e t  m a n  n ä m lic h  d ie  C u r v e n  d r it t e r  O r d n u n g , w e l c h e  in  
e in e m  f e s t e n  P u n k te  o  e in e n  D o p p e lp u n k t  b e s i t z e n  u n d  d u r c h  w e i t e r e  
f ü n f  P u n k te  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5  h in d u r c h g e h e n ,  s o  b i ld e n  s i e  s o  e in  C u r v e n ­
b ü s c h e l  , a u f  w e l c h e s  s i c h  d e r  a u s g e s p r o c h e n e  S a t z  b e z ie h t .  U n t e r  
d e n  C u r v e n  d i e s e s  B ü s c h e l s  b e f in d e n  s ic h  f ü n f  G r e n z f ä l le ,  a u f  w e l c h e  
w ir  b e s o n d e r s  u n s e r  A u g e n m e r k  r ic h t e n  w o l le n .

L e g t  m a n  n ä m lic h  d u r c h  o  u n d  d u r c h  v ie r  v o n  d e n  ü b r ig e n  
P u n k te n , e t w a  d u r c h  2 ,  3 ,  4 ,  5  e in e n  K e g e l s c h n i t t  S t u n d  z ie h t  ü b e r -  
d ie ß  v o n  o  n a c h  d e m  f ü n f te n  P u n k te  1 d ie  G e r a d e  G x, s o  s t e l le n  d ie  
b e id e n  L in ie n  S t u n d  G x z u s a m m e n  e in e  C u r v e  d r it te r  O r d n u n g  d a r ,  
w e l c h e  in  o  e in e n  D o p p e lp u n k t  b e s i t z t .  D ie  b e id e n  T a n g e n t e n  d e s  
D o p p e lp u n k t e s  s in d :  e r s t l i c h  d ie  G e r a d e  G x u n d  z w e i t e n s  d ie  T a n ­
g e n t e  T x d e s  K e g e l s c h n i t t e s  S x im  P u n k te  o .

In  d e r s e lb e n  W e i s e  e r h ä lt  m a n  v ie r  w e i t e r e  G e r a d e  G v  G 3, 
G v  G b u n d  v ie r  w e i t e r e  d ie s e n  e n t s p r e c h e n d e  K e g e l s c h n i t t e  S v  S 3, 

S 4, S 5, w e l c h e  in  0  v o n  v ie r  G e r a d e n  T v  T 3, T v  T 5 r e s p e c t iv e  t a n -  
g ir t  w e r d e n .

N a c h  d e m  S a t z e  d e s  e r s t e n  A r t ik e ls  m ü s s e n  n u n  d ie  f ü n f  S t r a h ­
l e n p a a r e :  G x T t ; G ä T z ;  C 3 T z ; T k ; G b T b in  I n v o lu t io n  s e in .
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D a s  E r g e b n iß  l ä ß t  s i c h  f o lg e n d e r m a ß e n  a u s d r ü c k e n :
„ L e g t  m a n  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  u n d  j e  v i e r  

E c k e n  e i n e s  F ü n f e c k e s  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  u n d  a n  d i e ­
s e n  i n  d e m  f e s t e n  P u n k t e  d i e  T a n g e n t e ,  w ä h r e n d  m a n  
d i e s e n  f e s t e n  P u n k t  a u c h  m i t  d e r  f ü n f t e n  E c k e  d u r c h  
e i n e  G e r a d e  v e r b i n d e t ,  s o  e r h ä l t  m a n  f ü n f  S t r a h l e n ­
p a a r e  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  I n v o l u t i o n . “

4 .  D ie  C u r v e n  e in e s  B ü s c h e l s  b e s t im m e n  a u f  e in e r  T r a n s v e r ­
s a l e n  e in e  I n v o lu t io n  v o n  P u n k t e n ,  d e r e n  O r d n u n g  g l e i c h  i s t  j e n e r  
d e r  C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s .  B e h ä l t  m a n  in  d e m  v o n  u n s  b e t r a c h t e t e n  
C u r v e n b ü s c h e l  n u r  d ie  f ü n f  G r e n z fä lle  b e i ,  s o  w e r d e n  d ie s e  a u f  e in e r  
b e l ie b ig e n  T r a n s v e r s a le n  e in e  k u b is c h e  I n v o lu t io n  v o n  f ü n f  P u n k te ­
t r ip e ln  b e s t im m e n .

„ D i e  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  n a c h  d e n  f ü n f  
E c k e n  e i n e s  F ü n f e c k e s  g e h e n d e n  f ü n f  S t r a h l e n ,  u n d  
d i e  d u r c h  d e n  f e s t e n  P u n k t  u n d  j e  v i e r  E c k e n  d e s  
F ü n f e c k e s  g e h e n d e n  f ü n f  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m m e n  
a u f  j e d e r  T r a n s v e r s a l e n  f ü n f  P u n k t e t r i p e l  i n  k u b i ­
s c h e r  I n v o l u t i o n . “

B e i  d ie s e m  s o  w ie  b e i  d e m  v o r h e r g e h e n d e n  S a t z e  w ir d  s t i l l ­
s c h w e i g e n d  v o r a u s g e s e t z t ,  d a ß  d a s  F ü n f e c k  m it  d e m  f e s t e n  P u n k te  
n ic h t  e in  P a s k a l ’s c h e s  S e c h s e c k  b i ld e .

D u r c h  s p e c i e l l e  A n n a h m e  d e r  f ü n f  E c k e n  d e s  F ü n f e c k e s  o d e r  
d e s  P u n k t e s  o  k a n n  m a n  t h e i l s  z u  b e k a n n t e n  S ä t z e n  ü b e r  q u a d r a ­
t i s c h e  I n v o lu t io n e n , t h e i l s  a u c h  z u  n e u e n  S ä t z e n  g e la n g e n .  W i r  w o l ­
l e n  n u r  e in e r  d e r a r t ig e n  S o n d e r a n n a h m e  E r w ä h n u n g  th u n , a u s  w e l ­
c h e r  s i c h  e in e  b e m e r k e n s w e r t h e  V e r v o l l s t ä n d ig u n g s m e t h o d e  d e r  
k u b is c h e n  I n v o lu t io n e n  a b le it e n  lä ß t .

W i r  w o l l e n  n ä m lic h  f e s t s e t z e n ,  d a ß  d i e  f ü n f  E c k e n  d e s  in  d e m  
S a t z e  b e s p r o c h e n e n  F ü n f e c k e s  e in e m  v o l l s t ä n d ig e n  V ie r s e i t  a n g e ­
h ö r e n .  S e i e n  a ls o  ( F i g .  1 )  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5  d ie  f ü n f  f e s t e n  P u n k t e ,  
w e l c h e  s o  g e l e g e n  s in d , d a ß  s i c h  d ie  G e r a d e n  1 2  u n d  3 4  im  P u n k te
5  s c h n e id e n ;  fe r n e r  s e i  o  d e r  w i l lk ü r l i c h  in  d e r  E b e n e  a n g e n o m m e n e  
f e s t e  P u n k t ,  w e l c h e r  a ls  D o p p e lp u n k t  d e r  C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s  a u f ­
t r a t .

D a n n  r e p r ä s e n t ir t  d a s  Yon o  n a c h  d e m  P u n k te p a a r  1 ,  2  g e h e n d e  
S t r a h le n p a a r  0 1 ,  0 2  in  V e r b in d u n g  m it  d e r  G e r a d e n  3 4 S  e in e  C u rv e
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d e s  B ü s c h e l s ,  d e r e n  S c h n it t p u n k t e  m it  e in e r  b e l i e b ig e n  T r a n s v e r s a le n  
T a ,  a ,  a  h e i ß e n  m ö g e n .  E b e n s o  s t e l l t  d a s  G e r a d e n p a a r  0 3 ,  0 4  in

/  - - - - -L-̂ Z------------------- \

\
V e r b in d u n g  m it  d e r  G e r a d e n  1 2 5  \
e in e  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s  v o r ,  \ \
w e l c h e  T  in  d e m  P u n k t e t r ip e l  
b b b  s c h n e id e n  m ö g e .  D u r c h  d ie  
b e id e n  P u n k te tr ip e l  a a a ,  b b b

i s t  d ie ,  d u r c h  d a s  C u r v e n b ü s c h e l  \  „\  t ra u f  d e r  T r a n s v e r s a le n  ^ e r z e u g t e  X
k u b is c h e  I n v o lu t io n  b e s t im m t . E in e  d r it t e  C u r v e  d e s  X .
B ü s c h e l s  w ir d  d a r g e s t e l l t  d u r c h  d e n  S tr a h l  0 5  i n V e r -  
b in d u n g  m it  d e m  K e g e l s c h n i t t  ( 0 1 2 3 4 ) ,  u n d  s c h n e id e t  
T  in  e in e m  n e u e n  P u n k te tr ip e l  c c c  d e r  I n v o lu t io n . \
F o lg l i c h  tr if f t  d e r  K e g e l s c h n i t t  ( 0 1 2 3 4 )  d ie  G e r a d e  
T  in  j e n e m  P u n k t e p a a r e ,  w e l c h e s  m it  d e m  S c h n it t ­
p u n k t  v o n  T  u n d  0 5  e in  P u n k t e t r ip e l  d e r  I n v o lu t io n  
b i ld e t .  Im  V o r ig e n  h a b e n  w ir  g l e i c h z e i t i g  d ie  L ö s u n g  f o lg e n d e r  w ic h ­
t ig e n  A u fg a b e  g e f u n d e n :

„ E i n e  k u b i s c h e  I n v o l  u t i o n  i s t  d u r c h  z w e i  E l e m e n -  
t e n t r i p e l  g e g e b e n ,  m a n  s o l l  s i e  v e r v o l l s t ä n d i g e n “ , 
d . h . m a n  s o l l  z u  i r g e n d  e in e m  E le m e n t e  d a s  m it  ih m  z u r  s e l b e n  
G r u p p e  g e h ö r ig e  E le m e n t e n p a a r  c o n s t r u ir e n .

E s  g e n ü g t ,  s i c h  a u f  P u n k t in v o lu t io n e n  z u  b e s c h r ä n k e n .
S e i e n  a ls o  ( i n  d e r s e lb e n  F i g u r )  a u f  d e r  G e r a d e n  2 1 z w e i  P u n k t ­

g r u p p e n  a a a ,  b b b  w i l lk ü r l i c h ,  a ls  e in e r  k u b is c h e n  I n v o lu t io n  a n g e ­
h ö r ig  g e g e b e n .
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H i e d u r c h  i s t  b e k a n n t l i c h  d i e  I n v o l u t i o n  b e s t i m m t .  U m  n u n  z u  
e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  c  d a s  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e p a a r  c c  zu  e r ­
h a l t e n ,  g e h e  m a n  f o l g e n d e r m a ß e n  z u  W e r k e .

E i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  o  v e r b i n d e  m a n  m i t  z w e i  P u n k t e n  d e r  
G r u p p e  ( a )  u n d  m i t  z w e i  P u n k t e n  d e r  G r u p p e  ( b )  u n d  s c h l i e ß l i c h  
a u c h  m i t  d e m  a n g e n o m m e n e n  P u n k t e  d e r  G r u p p e  ( c ) .

D u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  s  d e r  l e t z t e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  z i e h e  
m a n  j e  e i n e  G e r a d e  n a c h  d e m  m i t  o  n i c h t  v e r b u n d e n e n  P u n k t e  d e r  
G r u p p e  ( a )  u n d  j e n e m  d e r  G r u p p e  ( b) .  D i e  e r s t e  d i e s e r  b e i d e n  
V e r b i n d u n g s g e r a d e n  tr if f t  d i e  b e i d e n  G e r a d e n  ( o b )  in  e i n e m  P u n k t e ­
p a a r  3 ,  4  u n d  d i e  l e t z t e r e  tr i f f t  d i e  b e i d e n  G e r a d e n  ( o a )  i n  e i n e m  
P u n k t e p a a r e  1 ,  2 ;  d a n n  s c h n e i d e t  d e r  K e g e l s c h n i t t  ( o  1 2  3  4 )  d e n  
T r ä g e r  T  i n  d e m  P u n k t e p a a r e  d e r  G r u p p e  ( c ) ,  n a c h  w e l c h e m  w i r  
g e f r a g t  h a b e n .

D i e s e s  S c h n i t t p u n k t e p a a r  k a n n  m a n  fü r  a l l e  m ö g l i c h e n  L a g e n  
d e s  a n g e n o m m e n e n  P u n k t e s  d e r  G r u p p e  ( c)  m i t t e l s t  e i n e s  e in  f ü r  
a l l e m a l  g e z e i c h n e t e n ,  d u r c h  o  g e h e n d e n  K r e i s e s  i n  b e k a n n t e r  W e i s e  
c o n s t r u i r e n ,  w o d u r c h  d i e  g e s t e l l t e  A u f g a b e  g e l ö s t  e r s c h e i n t .

M a n  k a n n  s i c h  d i e  C o n s t r u c t i o n  d a d u r c h  n o c h  v e r e i n f a c h e n ,  
d a ß  m a n  d e n  P u n k t  5  a u f  e i n e r  d e r  b e i d e n  G e r a d e n  6 1 2  o d e r  « 3 4  
f o r t r ü c k e n  l ä ß t .

5 .  M a n  k a n n  d e n  f ü r  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  b e w i e s e n e n  S a t z  
l e i c h t  a u f  C u r v e n  b e l i e b i g e r  O r d n u n g  a u s d e h n e n  u n d  d a n n  a u f  e i n e  
ä h n l i c h e  W e i s e  z u r  V e r v o l l s t ä n d i g u n g  d e r  I n v o l u t i o n e n  h ö h e r e r  G r a d e  
a n w e n d e n .

E i n e  C u r v e  w te r  O r d n u n g  m i t  e i n e m  ( i i — l ) f a c h e n  P u n k t e  o  i s t  
b e s t i m m t ,  s o b a l d  m a n  d i e s e n  u n d  w e i t e r e  2 r a - P u n k t e  d e r  C u r v e  k e n n t .  
E s  b i l d e n  s o m i t  a l l e  C u r v e n  w te r  O r d n u n g ,  w e l c h e  in  e i n e m  f e s t e n  
P u n k t e  o  e i n e n  ( t i — l ) f a c h e n  P u n k t  b e s i t z e n  u n d  ü b e r d i e ß  d u r c h  
w e i t e r e  ( 2 n — 1 )  f e s t e  P u n k t e  g e h e n ,  e in  C u r v e n b ü s c h e l  n t e r  

O r d n u n g .
W e n n  m a n  a l s o  d e n  P u n k t  o  z u m  A n f a n g s p u n k t  e i n e s  C o o r d i -  

n a t e n s y s t e m s  n i m m t ,  s o  s t e l l t  s i c h ,  u n t e r  X e i n e n  v e r ä n d e r l i c h e n  
P a r a m e t e r  v e r s t a n d e n ,  d i e  G l e i c h u n g  i r g e n d  e i n e r  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s  
d u r c h

C Un +  X Vn) +  (Un -y  +  X F „ _ , )  =  0  

d a r .  H i e r b e i  s i n d  U„ u n d  Vn z w e i  g a n z e  h o m o g e n e  F u n c t i o n e n  d e r
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C o o r d i n a t e n  v o m  w te n  G r a d e  u n d  Un_ v  Vn- X z w e i  e b e n  s o l c h e  F u n c ­
t i o n e n  v o m  ( n — l ) t e n  G r a d e .

D i e  ( n — 1 )  T a n g e n t e n  d e r  C u r v e  im  P u n k t e  o  w e r d e n  d a r g e ­
s t e l l t  d u r c h

Un—j X Fn—j =  0,

w o r a u s  s o f o r t  d e r  S a t z  f l i e ß t :
„ D i e  T a n g e n t e n g r u p p e n  d e r  C u r v e n  e i n e s  B ü s c h e l s  

w t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  e i n e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  ( n — 1 )  
f a c h e n  P u n k t  b e s i t z e n ,  b i l d e n  i n  d i e s e  m e i n e  S t r a h l e  n -  
i n v o l u t i o n  ( n — l ) t e r  O r d n u n g . “

6 . D i e  C u r v e n  e i n e s  s o l c h e n  B ü s c h e l s  b e s t i m m e n  a u f  i r g e n d  
e i n e r  T r a n s v e r s a l e n  T  i h r e r  E b e n e  e i n e  P u n k t i n v o l u t i o n  rater  
O r d n u n g .

W i r  w o l l e n  d i e  ( 2 t i  —  l ) f a c h e n  P u n k t e ,  d u r c h  w e l c h e  d i e  
C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s  g e h e n ,  s o  a n n e h m e n ,  d a ß  a u f  z w e i  d u r c h  e i n e n  
v o n  i h n e n  g e h e n d e n  G e r a d e n  j e  ( i i — 1 )  d e r s e l b e n  l i e g e n .

S e i  o  ( F i g .  2 )  d e r  ( i i — l ) f a c h e  P u n k t  d e s  B ü s c h e l s ,  f e r n e r  y  

e in  e i n f a c h e r  P u n k t ,  d u r c h  w e l c h e n  z w e i  G e r a d e  A , B  h i n d u r c h ­
g e h e n ;  a u f  d e r  e r s t e n  m ö g e n  ( n — 1 ) - P u n k t e  a  u n d  a u f  d e r  z w e i t e n

( n — 1 ) - P u n k t e  ß  l i e g e n ,  u n d  e s  s e i e n  d i e  P u n k t e  ( a ) ,  ( ß )  u n d  y  d i e  
( 2 n — 1 ) - S c h e i t e l  d e s  B ü s c h e l s .  D i e  ( n — 1 )  v o n  o  n a c h  d e n  P u n k t e n  
( cc)  g e h e n d e n  S t r a h l e n  s t e l l e n  i n  V e r b i n d u n g  m i t  d e r  G e r a d e n  B  e i n e  
C u r v e  d e s  B ü s c h e l s  v o r ,  w e l c h e  e i n e  b e l i e b i g e  T r a n s v e r s a l e  T  i n  
e i n e r  « - p u n k t i g e n  G r u p p e  ( a )  s c h n e i d e t .  E b e n s o  r e p r ä s e n t i r e n  d i e
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( ra— 1 )  y o u  o  n a c h  d e n  (ra— 1 )  P u n k t e n  ( ß )  g e h e n d e n  S t r a h l e n  m i t  
d e r  G e r a d e n  A  e i n e  z w e i t e  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s ,  w e l c h e  T  in  d e r  
? z - p u n k t i g e n  G r u p p e  ( b)  s c h n e i d e n  m ö g e .  S c h l i e ß l i c h  w i r d  d u r c h  
d i e  G e r a d e  07 in  G e m e i n s c h a f t  m i t  d e r  d u r c h  d i e  2  (ra— 1 ) - P u n k t e  
( a ) ,  ( ß )  g e h e n d e n  C u r v e  (ra— l ) t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  in  0 e in e n  
(ra— 2 ) f a c h e n  P u n k t  b e s i t z t ,  e i n e  d r i t t e  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s  d a r g e ­
s te l l t .  D i e  e r w ä h n t e  C u r v e  (ra— l ) t e r  O r d n u n g  w i r d  d a n n  d i e  T r a n s ­
v e r s a l e  T  in  (ra— 1 )  P u n k t e n  s c h n e i d e n ,  w e l c h e  m i t  d e m  S c h n i t t e  c  

v o n  T  u n d  07 e i n e  d r i t t e  G r u p p e  v o n  P u n k t e n  d e r  I n v o lu t io n  rater  
O r d n u n g  b i l d e n ,  in  w e l c h e r  d a s  C u r v e n b ü s c h e l  d i e  T r a n s v e r s a l e  T  

s c h n e i d e t .
U m g e k e h r t  b i e t e t  u n s  d i e s e  B e t r a c h t u n g  e in  M it te l  z u r  L ö s u n g  

■der f o l g e n d e n  A u f g a b e :
„ V o n  e i n e r  P u n k t i n v o l u t i o n  r a t e n  G r a d e s  a u f  e i n e r  

T r a n s v e r s a l e  s i n d  z w e i  P u n k t g r u p p e n  g e g e b e n ,  m a n  
s o l l  d i e  I n v o l u t i o n  v e r v o l l s t ä n d i g e n " ,  d. h .  z u  i r g e n d  e i n e m  
P u n k t e  j e n e  (ra— 1 ) - P u n k t e  c o n s t r u i r e n ,  w e l c h e  m i t  i h m  e i n e  G r u p p e  
d e r  I n v o l u t i o n  b i ld e n .

S e i  T  ( d i e s e l b e  F i g u r )  d i e  T r a n s v e r s a l e  u n d  Q a )  u n d  ( b j  d i e  
b e i d e n  r a - p u n k t i g e n  G r u p p e n .  M a n  v e r b i n d e  (ra— 1 ) - P u n k t e  d e r  e r s t e n  
u n d  e b e n s o  v i e l e  d e r  z w e i t e n  G r u p p e  m i t  e i n e m  b e l i e b i g  g e w ä h l t e n  
P u n k t e  0 d u r c h  z w e i  (ra ' l ) s t r a h l i g e  G r u p p e n  ( o a ) ,  ( o b )  u n d  d i e  
b e i d e n  ü b r i g  g e b l i e b e n e n  P u n k t e  a ,  b  v e r b i n d e  m a n  m i t  e i n e m  b e ­
l i e b i g e n  P u n k t e  7 d e s  v o n  0 n a c h  j e n e m  P u n k t e  e  g e h e n d e n  S t r a h l e s *  
z u  w e l c h e m  m a n  d i e  (ra— 1 )  m i t  i h m  e i n e  G r u p p e  b i l d e n d e n  P u n k t e  
c o n s t r u i r e n  w i l l .  S e i e n ,  r e s p .  B  u n d  A ,  d i e s e  b e i d e n  V e r b i n d u n g s ­
l i n i e n .  D i e  G e r a d e  A  s c h n e i d e t  d i e  (ra— l ) s t r a h l i g e  G r u p p e  ( o c t )  i n  
• e in er  ( n — l ) - p u n k t i g e n  G r u p p e  ( a ) ,  u n d  d i e  G e r a d e  B  s c h n e i d e t  d i e  
(ra— 1 ) - S t r a h l e n  ( o b )  in  (ra— i ) - P u n k t e n  ( ß ) .  L e g t  m a n  n u n  d u r c h  
d i e  2  (ra— 1 ) - P u n k t e  ( a )  u n d  ( ß )  e i n e  C u r v e  (ra— l ) t e r  O r d n u n g ,  
w e l c h e  in  0 e i n e n  (ra— 2 ) f a c h e n  P u n k t  b e s i t z t ,  s o  s c h n e i d e t  d i e s e  
d i e  T r a n s v e r s a l e  T  in  (ra— t ) - P u n k t e n ,  w e l c h e  m i t  c  e i n e  G r u p p e  d e r  
f r a g l i c h e n  I n v o l u t i o n  b i l d e n .
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Construction eines Kegelschnittes, wenn derselbe durch ima­
ginäre Punkte und Tangenten bestimmt wird.

V o n  Rudolf S t a u d i g l ,
A d j u n c t  d e r  L e h r k a n z e l  fü r  d a r s t e l l e n d e  u n d  D o c e n t  f ü r  n e u e r e  G e o m e t r i e  »in k.  k .  p o l y t e c h n i s c h e n  

• I n s t i t u t e  in W ie n .

(Mit 1 Tafel.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 21. April 1870.)

W i e  b e k a n n t  i s t  e in  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  f ü n f  P u n k t e  o d e r  f ü n f  
T a n g e n t e n  a u c h  d a n n  v o l l k o m m e n  b e s t i m m t ,  w e n n  z w e i  o d e r  v i e r  
d i e s e r  B e s t i m m u n g s s t ü c k e  i m a g i n ä r  s i n d .  D i e  A u f g a b e n  e i n e n  K e g e l ­
s c h n i t t  in  d i e s e n  F ä l l e n  z u  c o n s t r u i r e n ,  w u r d e n  b e r e i t s  v o n  S e y d e -  
w i t z ,  S t a u d t  u n d  P a u l u s  u n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g  g e l ö s t ,  d a ß  d i e  
i m a g i n ä r e n  B e s t i m m u n g s s t ü c k e  a l s  D o p p e l e l e m e n t e  i n v o l u t o r i ­
s c h  e r  G r u n d g e b i l d e  g e g e b e n  e r s c h e i n e n  *).

W i r  w o l l e n  n u n  z u n ä c h s t  z e i g e n ,  w i e  m a n  d i e  in  R e d e  s t e h e n ­
d e n  C o n s t r u c t i o n e n  d u r c h f ü h r e n  k a n n ,  w e n n  d i e  i m a g i n ä r e n  B e s t i m ­
m u n g s s t ü c k e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  n i c h t  a l s  D o p p e l e l e m e n t e  i n v o l u -  
t o r i s c h e r  G e b i l d e ,  s o n d e r n  a l l g e m e i n  a u f g e f a ß t ,  a l s  D o p p e l e l e m e n t e  
p r o j e c t i v i s c h e r  G r u n d g e b i l d e  g e g e b e n  s i n d  u n d  w e r d e n  d a n n  a u c h  
j e n e  A u f g a b e n  l ö s e n ,  b e i  w e l c h e n  d e r  K e g e l s c h n i t t  n i c h t  b l o ß  d u r c h  
P u n k t e  o d e r  b l o ß  d u r c h  T a n g e n t e n ,  s o n d e r n  d u r c h  r e e l l e  u n d  
i m a g i n ä r e  P u n k t e  u n d  T a n g e n t e n  z u g l e i c h  b e s t i m m t  w i r d .  D a b e i  
m a c h e n  w i r  v o n  d e r  A n a l y s i s  k e i n e n  G e b r a u c h  u n d  b e n ü t z e n  z u r  
A u s f ü h r u n g  u n s e r e r  C o n s t r u c t i o n e n  k e i n e  a n d e r e  C u r v e  z w e i t e r  O r d ­
n u n g  a l s  d e n  K r e i s .  V o n  d e n  A u f g a b e n ,  w e l c h e  s i c h  r e c i p r o k  g e g e n -  
ü b e r s t e h e n ,  w i r d  i m m e r  j e n e ,  d i e  w i r  z u r  l in k e n  S e i t e  s t e l l e n ,  g e l ö s t ;  
d i e  A u f l ö s u n g  d e r  r e c h t s  b e f i n d l i c h e n  i s t  m i t  H i l f e  d e r  R e c i p r o c i t ä t s -  
g e s e t z e  l e i c h t  z u  f in d e n .

*) S e y d e w i t z :  Grunerts Archiv für Mathematik, S. Band, Seite 331. S t a u d t :  
„Geometrie der Lage“, Seite 185. P a u l u s :  „Grundlinien der neueren ebenen 
Geometrie“ , Seite 335.
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i. Gegeben: Dr e i  r e e l l e  u n d  zwei  Dr e i  r e e l l e  u n d z w e i  i m a g i n ä r e  
i m a g i n ä r e  P u n k t e .  T a n g e n t e n .

D i e  d r e i  r e e l l e n  P u n k t e  n e n n e n  w i r  M , N , 0  ( F i g .  1 ) ,  d i e  z w e i  i m a ­
g i n ä r e n  P u n k t e  s e i e n  D o p p e l p u n k t e  v o n  z w e i  a u f  d e r s e l b e n  G e r a d e n  g  

b e f i n d l i c h e n  p r o j e c t i v i s c h e n  P u n k t r e i h e n  R  u n d  R v  w e l c h e  d u r c h  d i e  
d r e i  P a a r e  s i c h  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  A A X, B B V  C C X g e g e b e n  e r ­
s c h e i n e n .  D i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  G e r a d e n  O M  u n d  O i V m i t  g  b e z e i c h ­
n e n  Avir b e z i e h u n g s w e i s e  d u r c h  D ,  E  u n d  j e n e  P u n k t e  v o n  R v  

w e l c h e  d e n  P u n k t e n  D , E  v o n  R  e n t s p r e c h e n ,  s e i e n  D x u n d  E r  D e r  
S c h n i t t p u n k t  P  d e r  G e r a d e n  M D X l in d  N E X i s t  d i e s e n  V o r a u s s e t z u n ­
g e n  z u f o l g e  e i n  P u n k t  d e s  v e r l a n g t e n  K e g e l s c h n i t t e s  K .  D e n n  v e r ­
b i n d e t  m a n  a l l e  P u n k t e  v o n  R  m i t  0  u n d  a l l e  P u n k t e  v o n  R x m i t  P ,  

s o  e r h ä l t  m a n  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  S t r a h l e n b ü s c h e l  S  u n d  S x m i t  d e n  
M i t t e l p u n k t e n  0  u n d  P ,  w e l c h e  B ü s c h e l  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  e r z e u g e n ,  
d e r  d u r c h  d i e  P u n k t e  M , N , 0 ,  P  g e h t ,  u n d  w e l c h e m  a u c h  d i e  D o p ­
p e l p u n k t e  d e r  c o n j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  R  u n d  R x a n g e h ö r e n .

B e t r a c h t e t  m a n  D  u n d  E  a l s  P u n k t e  v o n  R x, b e s t i m m t  d i e  i h n e n  
e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  i n  R  u n d  v e r f ä h r t  i m  ü b r i g e n ,  w i e  e b e n  a n ­
g e g e b e n  w u r d e ,  s o  e r h ä l t  m a n  e i n e n  d u r c h  M , N  u n d  0  g e h e n d e n  
K e g e l s c h n i t t ,  d e r  m i t  K  i d e n t i s c h  i s t .  S e l b s t v e r s t ä n d l i c h  e r g i b t  s i c h  
d a n n  s t a t t  d e s  P u n k t e s  P  i m  a l l g e m e i n e n  e in  a n d e r e r  M i t t e lp u n k t  d e s  
e i n e n  d e r  z w e i  e r z e u g e n d e n  S t r a h l e n b ü s c h e l .

B i l d e n  R  u n d  R x e i n e  I n v o l u t i o n ,  s o  k a n n  d i e  A u f g a b e  i n  d e r ­
s e l b e n  W e i s e  g e l ö s t  w e r d e n .  D i e  e b e n  e r k lä r t e  C o n s t r u c t i o n  w i r d  
d a d u r c h  n i c h t  w e s e n t l i c h  v e r e i n f a c h t .  B e i  d e n  f o l g e n d e n  A u f g a b e n  
j e d o c h  e r f ä h r t  d i e  C o n s t r u c t i o n  m e i s t  e i n e  b e d e u t e n d e  V e r e i n f a c h u n g ,  
w  e n n  s t a t t  c o n j e c t i v i s c h e r  P u n k t r e i h e n ,  d u r c h  w e l c h e  d i e  i m a g i n ä r e n  
P u n k t e  b e s t i m m t  w e r d e n ,  i n v o l u t o r i s c h  l i e g e n d e  g e g e b e n  s i n d .  D a h e r  
w o l l e n  w i r  n u n  z e i g e n ,  w i e  m a n  s t a t t  c o n j e c t i v i s c h e r  R e i h e n  i n v o l u ­
t o r i s c h  l i e g e n d e  s u b s t i t u i r e n  k a n n ,  d e r e n  r e e l l e  o d e r  i m a g i n ä r e  D o p ­
p e l p u n k t e  d i e s e l b e n  s in d ,  w i e  j e n e  d e r  e r s t e r e n .

R  u n d  R x s e i e n  i r g e n d  z w e i  c o n j e c t i v i s c h e  P u n k t r e i h e n  u n d  
D , D '  i h r e  D o p p e l p u n k t e .  D u r c h  M , N  b e z e i c h n e n  w i r  j e n e  P u n k t e  
in  R ,  w e l c h e  g l e i c h e  A b s t ä n d e  v o m  G e g e n p u n k t e  G  d i e s e r  R e i h e  
h a b e n  u n d  s o l c h e n  P u n k t e n  M x , N x i n  R x e n t s p r e c h e n ,  d e r e n  A b ­
s t ä n d e  v o m  G e g e n p u n k t e  G' d e r  R e i h e  R x e b e n  s o  g r o ß  i s t ,  a l s  d i e  
E n t f e r n u n g  d e r  P u n k t e  M  u n d  G  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  d e r  P u n k t e  
N  u n d  G .  W i r  s e t z e n  a l s o  v o r a u s ,  d a ß  d i e  G l e i c h u n g e n  b e s t e h e n
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M G  =  N G  =  M XG' =  N XG ' . Z w e i  s o l c h e r  P a a r e  s i c h  e n t s p r e c h e n d e r  
P u n k t e  M M V N N V  a b e r  a u c h  n i c h t  m e h r ,  s i n d  b e k a n n t l i c h  in  c o n -  
j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  i m m e r  v o r h a n d e n  u n d  l a s s e n  s i c h  d u r c h  e i n e  e i n ­
f a c h e  C o n s t r u c t i o n  e r m i t t e l n .  —  N a c h d e m  d a s  D o p p e l v e r h ä l t n i ß  v o n  
b e l i e b i g e n  v i e r  P u n k t e n  d e r  R e i h e  R  g l e i c h  d e m  D o p p e l v e r h ä l t n i s s e  
d e r  d i e s e n  P u n k t e n  e n t s p r e c h e n d e n  in  R ± i s t ,  s o  b e s t e h t  d i e  G l e i ­
c h u n g  :

( D D ' M N )  =  (D D 'M XN X) ,

o d e r
D M  D N  DM\ D N X

W M '  W n ~ W m x ' D N x '

D a  n u n  D G  =  D 'G '  i s t ,  s o  m u ß  b e i  e i n s t i m m i g  v e r l a u f e n d e n  
R e i h e n  D M =  —  D 'M x , D ' M =  —  D M X, D N =  —  D  N i  u n d  
D ' N =  —  D N X s e i n ,  w o r a u s  m i t  R ü c k s i c h t  a u f  o b i g e  G l e i c h u n g  f o l g t :

f D M f  _
{ d  m )  “  ’

D M  D N  

D M ' D N ~

V o n  d e n  b e i d e n  Z e i c h e n ,  w e l c h e  d e r  Q u a d r a t w u r z e l  z u k o m m e n ,  
g i l t  im  A l l g e m e i n e n  n u r  d a s  n e g a t i v e ,  d e n n  w ä r e

D M  D N

W M ~ ~  D  N '

s o  m ü ß t e n  e n t w e d e r  M  u n d  N ,  o d e r  D  u n d  D ’ z u s a m m e n f a l l e n .  B e ­
t r a c h t e t  m a n  n ä m l i c h  D  u n d  D '  a l s  F i x p u n k t e ,  s o  w i r d  d u r c h  d e n  
' W e r t h  d e s  V e r h ä l t n i s s e s

D M

D M

d i e  L a g e  d e s  P u n k t e s  M  v o l l k o m m e n  b e s t i m m t ,  w ä r e  a l s o  d i e s e r  
W e r t h  g l e i c h

D N

D N ’

s o  m ü ß t e n  M  u n d  N  c o i n c i d i r e n .  N i m m t  m a n  M  u n d  i V a l s  F i x p u n k t e  
a n ,  s o  i s t  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  d a ß  u n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g
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D M  . , . t  D  M——  s e i  ff e i c h  ~ - -  
D N  B D ' N

d i e  P u n k t e  D  u n d  D '  z u s a m m e n f a l l e n  m ü ß t e n .  W i r  s i n d  a l s o  b e r e c h ­
t i g t  a n z u n e h m e n ,  d a s  o b i g e  D o p p e l v e r h ä l t n i ß  h a b e  im  A l l g e m e i n e n  
d e n  W e r t h  —  1 , w o r a u s  m a n  s c h l i e ß e n  k a n n ,  d a ß  b e i  e i n s t i m ­
m i g  v e r l a u f e n d e n  R e i h e n  d i e  P u n k t e  M  u n d  N ,  s o w i e  
a u c h  M x u n d  N t d u r c h  d i e  D o p p e l p u n k t e  D  u n d  D ' h a r ­
m o n i s c h  g e t r e n n t  w e r d e n .  M x u n d  N t w e r d e n  n ä m l i c h  d u r c h  
D  u n d  D '  e b e n f a l l s  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t ,  n a c h d e m  d i e  G l e i c h u n g  
b e s t e h t :

D M ,  . D N i =  _  ^
D 'M X ' D 'N X

D i e  P u n k t e  M  u n d  N  s o w o h l ,  a l s  a u c h  M x u n d  N t b i l d e n  d a h e r  
s i c h  e n t s p r e c h e n d e  E l e m e n t e  e i n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  P u n k t r e i h e ,  
d e r e n  D o p p e l p u n k t e  D , D' m i t  j e n e n  d e r  e i n s t i m m i g  v e r l a u f e n d e n  
c o n j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  R  u n d  R x c o i n c i d i r e n .

W i l l  m a n  a l s o  R  u n d  R x d u r c h  e i n e  i n v o l u t o r i s c h e  R e i h e ,  
w e l c h e  d i e s e l b e n  i m a g i n ä r e n  D o p p e l p u n k t e  h a t ,  e r s e t z e n ,  s o  b r a u c h t  
m a n  n u r  i n  R  u n d  R t d i e  P u n k t e  M , N  u n d  M v  N x z u  e r m i t t e l n .  
J e n e  i n v o l u t o r i s c h e  R e i h e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  z w e i  P a a r e  s i c h  e n t ­
s p r e c h e n d e r  P u n k t e  M N , M XN X b e s t i m m t  w i r d ,  i s t  d a n n  d i e  g e s u c h t e .
—  B e k a n n t l i c h  b e s t e h t  d i e  G l e i c h u n g

M G  . M XG' =  M G 2 =  A G  . A XG'.

E s  i s t  a l s o
m g =  V a g  . a 1g \

w e l c h e r  W e r t h  s i c h  l e i c h t  d u r c h  C o n s t r u c t i o n  e r m i t t e l n  l ä ß t .
W i e  m a n  z w e i  c o n c e n t r i s c h  l i e g e n d e  p r o j e c t i v i s c h e  S t r a h l e n ­

b ü s c h e l  S  u n d  S t d u r c h  e i n e n  i n v o l u t o r i s c h e n  B ü s c h e l  e r s e t z e n  k a n n ,  
d e s s e n  i m a g i n ä r e  D o p p e l s t r a h l e n  m i t  j e n e n  y o n  S  u n d  iS  ̂ z u s a m m e n ­
f a l l e n ,  b e d a r f  n u n  k e i n e r  b e s o n d e r e n  E r k l ä r u n g  m e h r .  M a n  s c h n e i d e t  
S  u n d  S x d u r c h  i r g e n d  e i n e  G e r a d e ,  w o d u r c h  s i c h  z w e i  c o n j e c t i v i s c h e  
P u n k t r e i h e n  e r g e b e n , w e l c h e  a u f  d i e  a n g e g e b e n e  A r t  d u r c h  e i n e  i n ­
v o l u t o r i s c h e  R e i h e  R  e r s e t z t  w e r d e n  k ö n n e n ,  u n d  v e r b i n d e t  d e n  g e ­
m e i n s c h a f t l i c h e n  M i t t e l p u n k t  v o n  S  u n d  S x m i t  d e n  P u n k t e n  d e r  
R e i h e  R .  D i e  s o  e r h a l t e n e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  b i l d e n  d a n n  d e n  v e r ­
l a n g t e n  i n v o l u t o r i s c h e n  S t r a h l e n b ü s c h e ] .
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B e i  d e n  f o l g e n d e n  A u f g a b e n  s e t z e n  w i r  d e r  g r ö ß e r e n  E i n f a c h ­
h e i t  w e g e n  s t e t s  v o r a u s ,  d i e  i m a g i n ä r e n  E l e m e n t e  s e i e n  d u r c h  i n v o l u -  
t o r i s c h e  G r u n d g e b i l d e  g e g e b e n .  W ä r e n  d i e s e  E l e m e n t e  d u r c h  G e ­
b i l d e  b e s t i m m t ,  w e l c h e  n i c h t  i n v o l u t o r i s c h  l i e g e n ,  s o  k a n n  m a n  j a  
i m m e r ,  w i e  w i r  e b e n  g e z e i g t  h a b e n ,  d i e s e  G e b i l d e  d u r c h  i n v o l u t o r i -  
s c h e  e r s e t z e n .

2. Gegeben: Ein r e e l l e r  P u n k t  
u n d  v i e r  i m a g i n ä r e  P u n k t e .

E i n e  r e e l l e  T a n g e n t e  und v i e r  
i m a g i n ä r e  T a n g e n t e n 1).

D e r  g e g e b e n e  r e e l l e  P u n k t  s e i  M , d ie  T r ä g e r  d e r  z w e i  i n v o l u -  
t o r i s c h e n  R e i h e n  R  un d  R I , w e l c h e  d i e  v i e r  i m a g i n ä r e n  P u n k t e  b e ­
s t i m m e n ,  n e n n e n  w i r  b e z i e h u n g s w e i s e  g  u n d  g ' ,  d e r  S c h n i t t p u n k t  
v o n  g  u n d  g'  h e i ß e  A ,  u n d  d i e  P u n k t e  in  R  u n d  R ' ,  w e l c h e  d e m  
P u n k t e  A  e n t s p r e c h e n ,  s e i e n  b e z i e h u n g s w e i s e  A t u n d  a v  V e r ­
b i n d e t  m a n  i l / m i t  a l l e n  P u n k t e n  v o n  R ,  s o w i e  a u c h  m i t  a l l e n  P u n k t e n  
v o n  R ! , s o  e r h ä l t  m a n  z w e i  i n v o l u t o r i s c h e ,  c o n c e n t r i s c h  l i e g e n d e  
S t r a h l e n b ü s c h e l ,  w e l c h e  im  A l l g e m e i n e n  n i c h t  p r o j e c t i v i s c h  v e r ­
w a n d t  s in d .  J e d e r  d i e s e r  B ü s c h e l  v e r l ä u f t  e n t g e g e n g e s e t z t ,  n a c h d e m  
j e d e r  e in  S c h e i n  e i n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  P u n k t r e i h e  i s t ,  w e l c h e  k e i n e  
r e e l l e n  D o p p e l p u n k t e  b e s i t z t ,  d a h e r  g i b t  e s  i n  d i e s e n  z w e i  B ü s c h e l n  
z w e i  r e e l l e  S t r a h l e n  x  u n d  x v  d i e  s i c h  e n t s p r e c h e n ,  o b  m a n  s i e  a l s  
E l e m e n t e  d e s  e i n e n  o d e r  d e s  a n d e r e n  B ü s c h e l s  b e t r a c h t e t  2) .  D i e  
S c h n i t t p u n k t e  v o n  x  u n d  x x m i t  d e r  G e r a d e n  A x ax n e n n e n  w i r  P  
u n d  Q. W e r d e n  d i e s e  P u n k t e  m i t  s ä m m t l i c h e n  P u n k t e n  v o n  R  ( o d e r  
R ' )  v e r b u n d e n ,  s o  e r h ä l t  m a n  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  S t r a h l e n b ü s c h e l ,  
w e l c h e ,  w i e  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  d e n  v e r l a n g t e n  K e g e l s c h n i t t  e r z e u g e n ,  
v o r a u s g e s e t z t ,  d a ß  j e  z w e i  S t r a h l e n  d e r s e l b e n  a l s  e n t s p r e c h e n d e  b e ­
t r a c h t e t  w e r d e n ,  d i e  d u r c h  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  v o n  R  ( o d e r  R ' )  
g e h e n .

3. Gegeben: Zwei  r e e l l e ,  z w e i  
i m a g i n ä r e  P u n k t e  u n d  e i ne  
r e e l l e  T a n g e n t e .

Zwe i  r e e l l e ,  zwe i  i m a g i n ä r e  
T a n g e n t e n  und ein r e e l l e r  
P u n k t .

D i e  g e g e b e n e n  z w e i  r e e l l e n  P u n k t e  n e n n e n  w i r  A , B  ( F i g .  2 ) ,  
d ie  i n v o l u t o r i s c h e  R e i h e ,  d u r c h  w e l c h e  d i e  z w e i  i m a g i n ä r e n  P u n k t e

*) D iese A ufgaben fü h re n  w ir  n u r  d e r  V o lls tä n d ig k e it w e g en  an . D ie A uflösung d e r ­

selben  r ü h r t  von  S e y d e w i t z  h e r .

a)  S ieh e  S c h  r  ö t  e r : „ T h e o rie  d e r  K e g e lsc h n itte “ , S e ite  59.
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b e s t i m m t  w e r d e n ,  s e i  R ,  i h r  T r ä g e r  g ,  d i e  g e g e b e n e  r e e l l e  T a n g e n t e  
b e z e i c h n e n  w i r  d u r c h  t ,  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  A B  m i t  g  u n d  t  s e i e n  
b e z i e h u n g s w e i s e  P  u n d  M , e n d l i c h  h e i ß e  N  d e r  S c h n i t t p u n k t  v o n  g  

u n d  t.

A lle  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d u r c h  A , B  u n d  d i e  i m a g i n ä r e n  D o p ­
p e l p u n k t e  v o n  R  g e h e n ,  b i l d e n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l ,  
w e l c h e r  v o n  t  in  e i n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  P u n k t r e i h e  g e s c h n i t t e n  w i r d .  
J e d e r  v o n  d e n  z w e i  D o p p e l p u n k t e n  T  u n d  T '  d i e s e r  R e i h e  i s t  e in  
B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e s  d i e  B e d i n g u n g e n  d e r  A u f g a b e  e r f ü l l e n d e n  
K e g e l s c h n i t t e s .  S i n d  T  u n d  T ' i m a g i n ä r ,  s o  g i b t  e s  k e i n e n  r e e l l e n  
K e g e l s c h n i t t ,  d e r  d e n  g e s t e l l t e n  A n f o r d e r u n g e n  G e n ü g e  l e i s t e t ;  s i n d  
a b e r  T u n d  T '  r e e l l ,  s o  g i b t  e s  z w e i  A u f l ö s u n g e n  d e r  A u f g a b e .

V e r b i n d e t  m a n  s o w o h l  A ,  a l s  a u c h  B  m i t  d e n  P u n k t e n  v o n  R ,  

s o  e r h ä l t  m a n  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  S t r a h l e n b ü s c h e l  S  u n d  S t , in  
w e l c h e n  w i r  j e  z w e i  S t r a h l e n  a l s  e n t s p r e c h e n d e  b e t r a c h t e n  w o l l e n ,  
d i e  d u r c h  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  v o n  R  g e h e n .  D i e s e  b e i d e n  B ü s c h e l  
e r z e u g e n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  11, w e l c h e r  d e m  e b e n  e r w ä h n t e n  K e g e l ­
s c h n i t t b ü s c h e l  a n g e h ö r t .  D i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  K  m i t  d e r  G e r a d e n  
t  s i n d  d i e  D o p p e l p u n k t e  D , D '  j e n e r  z w e i  a u f  d e r  G e r a d e n  t  b e f i n d ­
l i c h e n  R e i h e n ,  w e l c h e  s i c h  a l s  S c h n i t t e  v o n  t  m i t  S  u n d  S x e r g e b e n .  
D e m s e l b e n  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l  g e h ö r e n  a u c h  d i e  G e r a d e n  g  u n d  A B  

a n ,  f o l g l i c h  s i n d  M , N  u n d  D , D '  z w e i  P a a r e  s i c h  e n t s p r e c h e n d e r  
P u n k t e  d e r  i n v o l u t o r i s c h e n  R e i h e ,  in  d e r  d i e  G e r a d e  t  d e n  K e g e l ­
s c h n i t t b ü s c h e l  s c h n e i d e t .  S i n d  D  u n d  D '  r e e l l ,  s o  h a t  m a n  n u r  in  
d e r  d u r c h  M , N  u n d  D , D '  b e s t i m m t e n  i n v o l u t o r i s c h e n  R e i h e  d ie  
D o p p e l p u n k t e  z u  e r m i t t e l n .  D i e s e  P u n k t e  s i n d  T  u n d  T '  W e r d e n  
D  u n d  D '  i m a g i n ä r ,  s o  s u b s t i t u i r t  m a n  s t a t t  d e r  a u f  t  b e f i n d l i c h e n  
c o n j e c t i v i s c h e n  R e i h e n  e i n e  i n v o l u t o r i s c h e  R e i h e  r ,  in  w e l c h e r  D  u n d  
D '  D o p p e l p u n k t e  s i n d ,  u n d  e r m i t t e l t  d a n n  d i e  z w e i  P u n k t e ,  w e l c h e  
e i n a n d e r  s o w o h l  in  r ,  a ls  a u c h  in  j e n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  R e i h e  e n t ­
s p r e c h e n ,  d e r e n  D o p p e l p u n k t e  M  u n d  i V b i l d e n .  D a s s  d i e  s o  e r h a l t e n e n  
z w e i  P u n k t e  m i t  T , T  i d e n t i s c h  s e i n  m ü s s e n ,  i s t  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  
w e n n  m a n  b e r ü c k s i c h t i g t ,  d a ß  s i e  s o w o h l  M  u n d  N ,  a l s  a u c h  D  u n d  
D ' h a r m o n i s c h  t r e n n e n .

I s t  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  T  b e s t i m m t ,  s o  e r g i b t  s i c h  e i n e  z w e i t e  
T a n g e n t e  d e s  g e s u c h t e n  K e g e l s c h n i t t e s  k  w i e  f o l g t :  M a n  b e s t i m m t  
z u n ä c h s t  d e n  P u n k t  P v  w e l c h e r  d e m  P u n k t e  P  e n t s p r i c h t  u n d  v e r ­
b i n d e t  P x d u r c h  e i n e  G e r a d e  d  m i t  j e n e m  P u n k t e  0 ,  d e r  v o n  P  d u r c h
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A  u n d  B  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  w i r d .  D e r  S c h n i t t p u n k t  Q  d e r  G e r a d e n  
p  u n d  t w i r d  d a n n  m i t  P  v e r b u n d e n  u n d  j e n e  d u r c h  Q  g e h e n d e  G e ­
r a d e  Q C  b e s t i m m t ,  w e l c h e  v o n  t  d u r c h  d i e  G e r a d e n  Q P  u n d  p  h a r ­
m o n i s c h  g e t r e n n t  w i r d .  Q C  i s t  e i n e  z w e i t e  T a n g e n t e  v o n  k ; ih r  
B e r ü h r u n g s p u n k t  C  b e f i n d e t  s i c h  in  d e r  G e r a d e n  P T .  —  U m  d i e s  
e i n z u s e h e n ,  h a t  m a n  n u r  z u  b e r ü c k s i c h t i g e n ,  d a ß  p  d i e  P o l a r e  d e s  
P u n k t e s  P  in B e z u g  a u f  d e n  K e g e l s c h n i t t  k  i s t  u n d  d a ß  Q P  u n d  p  

e i n a n d e r  in B e z u g  a u f  k  c o n j u g i r t  s i n d .
H a t  m a n  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  T  u n d  d i e  z w e i t e  T a n g e n t e  m i t  

i h r e m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  C  e r m i t t e l t ,  s o  l ä ß t  s i c h  d i e  v e r l a n g t e  C u r v e  
m i t  B e n ü t z u n g  d e s  P a s c a l ' s e h e n  S a t z e s  in  b e k a n n t e r  W e i s e  c o n -  
s t r u i r e n .

W e n n  e i n e r  d e r  g e g e b e n e n  r e e l l e n  P u n k t e  i n  d e r  
T a n g e n t e  t  l i e g t ,  s o  h a t  d i e  A u f g a b e  n u r  e i n e  A u f ­
l ö s u n g ,  d e n n  d i e s e r  P u n k t  b i l d e t  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  ( T o d e r  T " )  

v o n  t. D i e  C o n s t r u c t i o n  v o n  k  fü r  d i e s e n  s p e c i e l l e n  F a l l  i s t  d i e s e l b e ,  
w e l c h e  m a n  in d e m  a l l g e m e i n e n  F a l l e  d u r c h z u f ü h r e n  h a t ,  w e n n  e i n ­
m a l  T  u n d  T '  b e s t i m m t  s i n d .

4. Gegeben: V i e r  i m a g i n ä r e  Vi e r  i m a g i n ä r e  T a n g e n t e n  u nd
P u n k t e  und  e i n e r e e l l e T a n -  ein r e e l l e r  P unk t ,  
g ent e .

g  u n d  g '  ( F i g .  3 )  s e i e n  d i e  T r ä g e r  d e r  z w e i  i n v o l u t o r i s c h e n  
R e i h e n  R  u n d  R ', d u r c h  w e l c h e  d i e  v i e r  i m a g i n ä r e n  P u n k t e  b e s t i m m t  
w e r d e n ,  t  n e n n e n  w i r  d i e  g e g e b e n e  r e e l l e  T a n g e n t e ,  P  d e n  D u r c h -  
s c h n i t t s p u n k t  v o n  g  u n d  g'  u n d  M , N  s e i e n  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
G e r a d e n  t  b e z i e h u n g s w e i s e  m i t  g  u n d  g ' .

B e s t i m m t  m a n  s o w o h l  in  R ,  a l s  a u c h  in  R '  d e n  P u n k t ,  w e l c h e r  
d e m  S c h n i t t p u n k t e  P  e n t s p r i c h t ,  u n d  v e r b i n d e t  d i e  s i c h  e r g e b e n d e n  
z w e i  P u n k t e  d u r c h  e i n e  G e r a d e  p , s o  i s t  p  d i e  P o l a r e  v o n  P  in  B e ­
z u g  a u f  d e n  v e r l a n g t e n  K e g e l s c h n i t t  k ,  n a c h d e m  p  d u r c h  z w e i  d e m  
P u n k t e  P  i n  B e z u g  a u f  k  c o n j u g i r t e  P u n k t e  g e h t .

S i n d  r'  u n d  r x' d i e  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e n  P u n k t r e i h e n ,  w e l c h e  
d i e  i n v o l u t o r i s c h e  R e i h e  R '  b i l d e n ,  un d  v e r b i n d e t  m a n  i r g e n d  e i n e n  
P u n k t  A  d e r  R e i h e  R  m i t  d e n  P u n k t e n  v o n  r ' ,  s o w i e  a u c h  d e n  P u n k t  
A v  w e l c h e r  d e m  P u n k t e  A  e n t s p r i c h t ,  m i t  d e n  E l e m e n t e n  v o n  s o  
e r g e b e n  s i c h  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  S t r a h l e n b ü s c h e l  S  u n d  S t m i t  d e n  
M it t e l p u n k t e n  A  u n d  A r  D i e s e  B ü s c h e l  w e r d e n  v o n  p  in  z w e i  e o n -
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j e c t i v i s c h e n  P u n k t r e i h e n  g e s c h n i t t e n ,  w e l c h e  e n t g e g e n g e s e t z t  
v e r l a u f e n ,  a l s o  r e e l l e  D o p p e l p u n k t e  D D '  h a b e n ;  d e n n  r '  u n d  r x 

v e r l a u f e n  e i n s t i m m i g ,  n a c h d e m  i h r e  D o p p e l p u n k t e  i m a g i n ä r  s i n d ,  u n d  
A , A x l i e g e n  z u  v e r s c h i e d e n e n  S e i t e n  d e r  G e r a d e n  p ,  w e i l  R  e b e n ­
f a l l s  e i n s t i m m i g  v e r l ä u f t ,  w o r a u s  f o l g t ,  d a ß  A  u n d  A x d u r c h  P  u n d  p  

g e t r e n n t  w e r d e n .  —  V e r b i n d e t  m a n  D  m i t  a l l e n  P u n k t e n  v o n  R ,  s o  
e r h ä l t  m a n  e i n e n  i n v o l u t o r i s c h e n  S t r a h l e n b ü s c h e l  s ,  w e l c h e r  m i t  
j e n e m  i d e n t i s c h  i s t ,  d e r  a u s  d e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e s  P u n k t e s  
D  m i t  s ä m m t l i c h e n  P u n k t e n  v o n  R '  b e s t e h t .  D e n n  s  u n d  h a b e n  d i e  
z w e i  P a a r e  s i c h  e n t s p r e c h e n d e r  S t r a h l e n  D P , p  u n d  D A , D A X g e ­
m e i n .  D a s s e l b e  g i l t  b e z ü g l i c h  d e r  z w e i  S t r a h l e n b ü s c h e l ,  w e l c h e  a u s  
d e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e s  P u n k t e s  D '  m i t  d e n  E l e m e n t e n  v o n  R  u n d  
R '  b e s t e h e n .  Im  P u n k t e  D  s o w o h l ,  a ls  a u c h  in  D '  s c h n e i d e n  s i c h  
s o m i t  z w e i  i m a g i n ä r e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  i m a g i n ä r e n  D o p p e l p u n k t e  
v o n  R  u n d  R '.  M a n  k a n n  a l s o  D a l s  D u r c h s c h n i t t s p u n k t  
z w e i e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e r  S e i t e n  u n d  D '  a l s  S c h n i t t ­
p u n k t  d e r  D i a g o n a l e n  j e n e s  d e m  K e g e l s c h n i t t e  k  e i n ­
g e s c h r i e b e n e n  V i e r e c k e s  b e t r a c h t e n ,  d e s s e n  E c k ­
p u n k t e  d i e  i m a g i n ä r e n  D o p p e l p u n k t e  v o n  R  u n d  R x 

s i n d .
N a c h  d e m  S a t z e  v o n  D e s a r g u e s  b i l d e n  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  

T a n g e n t e  t  m i t  d e n  S e i t e n  d i e s e s  V i e r e c k e s  e i n e  I n v o l u t i o n ,  d e r e n  
e n t s p r e c h e n d e  E l e m e n t e  s i c h  in  d e n  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  V i e r e c k s e i ­
t e n  b e f i n d e n  u n d  w e l c h e  e i n e n  i h r e r  D o p p e l p u n k t e  im  B e r ü h r u n g s  
p u n k t e  v o n  t  h a t .  D e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  T  v o n  t  e r g i b t  s i c h  d a h e r  
w i e  f o l g t :  M a n  b e s t i m m t  ( d u r c h  z w e i  P a a r e  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e )  
d i e  i n v o l u t o r i s c h e  R e i h e  p,  in  w e l c h e r  s  v o n  d e r  T a n g e n t e  t  g e s c h n i t ­
t e n  w i r d ,  u n d  e r m i t t e l t  d i e  z w e i  P u n k t e  T  u n d  T ', w e l c h e  s i c h  s o ­
w o h l  in  p , a l s  a u c h  in  j e n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  R e i h e  e n t s p r e c h e n ,  d e r e n  
D o p p e l p u n k t e  M  u n d  N  s i n d .  J e d e r  d e r  P u n k t e  T  u n d  T '  k a n n  a ls  
B e r ü h r u n g s p u n k t  v o n  t  b e t r a c h t e t  w e r d e n ;  e s  g i b t  s o m i t  z w e i  
A u f l ö s u n g e n  d e r  A u f g a b e ,  u n d  z w a r  s i n d  d i e s e  A u f l ö s u n g e n  i m m e r  
r e e l l ,  n a c h d e m  T  u n d  T '  d e n  B e d i n g u n g e n  d e r  A u f g a b e  z u f o l g e  s t e t s  
r e e l l  s e i n  m ü s s e n .

D i e  B e s t i m m u n g  e i n e r  z w e i t e n  T a n g e n t e  Q C  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  
k  u n d  d e s  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  C  d i e s e r  T a n g e n t e  k a n n  in  d e r s e l b e n  
W e i s e  g e s c h e h e n ,  w i e  im  F a l l e  3 .
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H a t  m a n  T  u n d  T '  e r m i t t e l t ,  s o  i s t  d i e  A u f g a b e  a u f  d e n  F a l l  2  
z u r ü c k g e f ü h r t .

S. Gegeben: Z we i  i m a g i n ä r e
P u n k t e ,  ein r e e l l e r  P u n k t  
u n d  zwei  r e e l l e  T a n g e n t e n .

Zwei  i m a g i n ä r e  T a n g e n t e n ,  
e i n e  r e e l l e  T a n g e n t e  u n d  
zwei  r e e l l e  P un k t e .

In  F i g .  4  s e i  A  d e r  g e g e b e n e  r e e l l e  P u n k t ,  R  s e i  j e n e  i n v o l u ­
t o r i s c h e  P u n k t r e i h e ,  d e r e n  i m a g i n ä r e  D o p p e l p u n k t e  d e m  v e r l a n g t e n  
K e g e l s c h n i t t e  k  a n g e h ö r e n  s o l l e n ,  g  h e i ß e  d e r  T r ä g e r  v o n  R , t  u n d  
t' n e n n e n  w i r  d i e  z w e i  g e g e b e n e n  r e e l l e n  T a n g e n t e n  u n d  M  d e n  
S c h n i t t p u n k t  d e r s e l b e n .

W i r d  # m i t  d e n  P u n k t e n  v o n  R  v e r b u n d e n ,  s o  e r h ä l t  m a n  e i n e n  
i n v o l u t o r i s c l i e n  S t r a h l e n b ü s c h e l ,  w e l c h e n  w i r  d u r c h  S  b e z e i c h n e n  
w o l l e n .  D e r  i n v o l u t o r i s c h e  B ü s c h e l ,  d e s s e n  D o p p e l s t r a h l e n  t  u n d  t' 

b i l d e n ,  h e i ß e  S'. In S  u n d  S '  b e s t i m m e n  w i r  j e n e  z w e i  S t r a h l e n  p  

u n d  p v  w e l c h e  s i c h  s o w o h l  in  S ,  a l s  a u c h  in  £ ,  e n t s p r e c h e n ,  u n d  
n e n n e n  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  p  u n d  p t m i t  g  b e z i e h u n g s w e i s e  P  

u n d  P v  —  U m  u n s e r e  A u f g a b e  z u  l ö s e n ,  w e n d e n  w i r  n u n  e i n e  
S p e c i a l i t ä t  d e s  S a t z e s  v o n  D e s a r g u e s  a n :  „ W e n n  e in  W i n k e l  
e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  u m s c h r i e b e n  i s t ,  s o  b i l d e n  d i e  D u r c h s c h n i t t s ­
p u n k t e  i r g e n d  e i n e r  in  d e r  E b e n e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  g e l e g e n e n  G e ­
r a d e n  m i t  d e n  S c h e n k e l n  d e s  W i n k e l s ,  m i t  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  S c h e n k e l  u n d  m i t  d e m  K e g e l s c h n i t t e  e i n e  i n ­
v o l u t o r i s c h e  P u n k t r e i h e .  E n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  d e r  l e t z t e r e n  s i n d  
d i e  S c h n i t t p u n k t e  m i t  d e r  C u r v e  u n d  d i e  in  d e n  S c h e n k e l n  g e l e g e n e n ,  
w ä h r e n d  d e r  D u r c h s c h n i t t  m i t  d e r  e r w ä h n t e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  e i n e n  
D o p p e l p u n k t  b i l d e t  * ) . “

H e i ß e n  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  g e g e b e n e n  T a n g e n t e n  T  u n d  
T ' ,  s o  m u ß  d e r  P u n k t  P  d i e s e m  S a t z e  z u f o l g e  fü r  e i n e  A u f l ö s u n g  d e r  
A u f g a b e  in d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  P u n k t e  T  u n d  T '  l i e g e n .  N a c h ­
d e m  T T '  d i e  P o la r e  v o n  M  i s t  u n d  P  in  T T '  l i e g t ,  s o  fä l l t  d i e  P o l a r e  
v o n  P  in  B e z u g  a u f  e i n e n  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d i e  B e d i n g u n g e n  d e r  
A u f g a b e  e r f ü l l t ,  m i t  p  z u s a m m e n .  —  V e r b i n d e t  m a n  A  m i t  P  u n d  
s u c h t  j e n e n  P u n k t  B ,  w e l c h e r  d u r c h  P  u n d  p  v o n  A  h a r m o n i s c h  g e ­
t r e n n t  w i r d ,  s o  e r g i b t  s i c h  e in  z w e i t e r  P u n k t  B  d e s  K e g e l s c h n i t t e s .  
D i e  A u f g a b e  i s t  d a n n  a u f  d e n  F a l l  3  z u r ü c k g e f ü h r t .

!) S iehe C l i a s l e s :  „ T ra ite  des sec tio n s  c o n iq u e s “ , S e ite  41.
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B e t r a c h t e t  m a n  P x a l s  e i n e n  P u n k t  d e r  B e r ü h r u n g s s e h n e  T T ' ,  

s o  b i l d e t  p x d i e  P o l a r e  v o n  P x u n d  e s  k a n n  a u f  d i e  e b e n  e r k lä r t e  
W e i s e  g l e i c h f a l l s  e in  z w e i t e r  r e e l l e r  P u n k t  d e s  v e r l a n g t e n  K e g e l ­
s c h n i t t e s  b e s t i m m t  w e r d e n .

N i m m t  m a n  a n ,  P  l i e g e  in  T T ' ,  s o  e r g e b e n  s i c h  z w e i  A u f l ö s u n ­
g e n  ( s .  F a l l  3 )  u n d  e b e n s o  w e n n  P x a l s  e in  P u n k t  v o n  T T '  b e t r a c h ­
t e t  w i r d .  E s  g i b t  a l s o  i m  A l l g e m e i n e n  v i e r  A u f l ö s u n g e n .  In d e m  
s p e c i e l l e n  F a l l e ,  w e n n  A  i n  t  o d e r  t' g e l e g e n  i s t ,  s i n d  j e d o c h  n u r  
z w e i  A u f l ö s u n g e n  m ö g l i c h ,  w i e  m a n  s i c h  l e i c h t  ü b e r z e u g e n  k a n n .

6. Gegeben: Dr e i  r e e l l e  P u n k t e  Dr e i  r e e l l e  T a n g e n t e n  und  
u n d  zwe i  i m a g i n ä r e  T a n -  z we i  i m a g i n ä r e  P u n k t e ,  
g e n t e n .

D i e  d r e i  g e g e b e n e n  r e e l l e n  P u n k t e  n e n n e n  Avir A , B ,  C  ( F i g .  5 ) ,  
d e r  i n v o l u t o r i s c h e  S t r a h l e n b ü s c h e l ,  d e s s e n  i m a g i n ä r e  D o p p e l s t r a h l e n  
d e n  v e r l a n g t e n  K e g e l s c h n i t t  t a n g i r e n  s o l l e n ,  h e i ß e  S  u n d  d e r  M it t e l ­
p u n k t  v o n  S  s e i  M . D i e  G e r a d e  B C  s c h n e i d e t  S  in  e i n e r  i n v o l u t o r i ­
s c h e n  R e i h e ,  w e l c h e  w i r  R  n e n n e n ,  w ä h r e n d  j e n e  i n v o l u t o r i s c h e  
R e i h e ,  d e r e n  D o p p e l p u n k t e  B  u n d  C  s i n d ,  d u r c h  R '  b e z e i c h n e t  w e r ­
d e n  s o l l .

A u f  d e r  G e r a d e n  B C  g i b t  e s  u n t e r  d e n  g e m a c h t e n  V o r a u s s e t z u n ­
g e n  i m m e r  z w e i  r e e l l e  P u n k t e  P , P x, w e l c h e  s i c h  s o w o h l  in  R ,  a l s  
a u c h  in  R !  e n t s p r e c h e n .  H e i ß t  k  i r g e n d  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  d i e  
B e d i n g u n g e n  d e r  A u f g a b e  e r f ü l l t ,  s o  s i n d  P  u n d  P x i n  B e z u g  a u f  k  

c o n j u g i r t e  P u n k t e  u n d  d i e  G e r a d e n  M P , M P X, w e l c h e  w i r  d e r  K ü r z e  
w e g e n  b e z i e h u n g s w e i s e  d u r c h  p  u n d  p x b e z e i c h n e n ,  m ü s s e n  e i n a n d e r  
e b e n f a l l s  in  B e z u g  a u f  k  c o n j u g i r t  s e i n .

D e m  o b e n  c i t i r t e n  S a t z e  z u f o l g e ,  g e h t  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  g e g e b e n e n  i m a g i n ä r e n  T a n g e n t e n ,  n ä m l i c h  d i e  
P o l a r e  v o n  M  e n t w e d e r  d u r c h  P  o d e r  d u r c h  P y  N i m m t  m a n  an ,  d i e  
P o l a r e  v o n  M  g e h e  d u r c h  P ,  so  i s t  p  d i e  P o l a r e  y o n  P ,  n a c h d e m  
P  d i e s e r  A n n a h m e  z u f o l g e  s o w o h l  d e m  P u n k t e  P x a l s  a u c h  d e m  P u n k t e  
M  c o n j u g i r t  i s t .  B e t r a c h t e t  m a n  P x a l s  S c h n i t t p u n k t  d e r  P o l a r e n  
v o n  M  m i t  B C ,  s o  i s t ,  w i e  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  p x d i e  P o l a r e  v o n  P x. 

W i r  n e h m e n  v o r lä u f ig  a n ,  d i e  P o l a r e  v o n  M  g e h e  d u r c h  P .

E i n  v i e r t e r  P u n k t  D  d e s  z u  c o n s t r u i r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e s  k  

w ir d  d a n n  e r h a l t e n ,  i n d e m  m a n  A  m i t  P  v e r b i n d e t  u n d  in  A P  j e n e n
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P u n k t  D  b e s t i m m t ,  w e l c h e r  v o n  A  d u r c h  P  u n d  p  h a r m o n i s c h  g e ­
t r e n n t  w ir d .

U m  d i e  P o l a r e  d e s  P u n k t e s  M  z u  e r h a l t e n ,  b e s t i m m e n  w i r  n o c h  
e i n e n  i n  A B  g e l e g e n e n  P u n k t  d e r s e l b e n .  D i e ß  g e s c h i e h t ,  i n d e m  m a n  
in  j e n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  P u n k t r e i h e  r ,  w e l c h e  s i c h  a l s  S c h n i t t  v o n  
A B  m i t  d e m  B ü s c h e l  S  e r g i b t  u n d  in d e r  i n v o l u t o r i s c h e n  R e i h e  r , 

d e r e n  D o p p e l p u n k t e  A  u n d  B  s i n d ,  d i e  z w e i  P u n k t e  Q , Q' e r m i t t e l t ,  
w e l c h e  s i c h  s o w o h l  in  r ,  a l s  a u c h  in  r'  e n t s p r e c h e n .  J e d e r  d i e s e r  
P u n k t e  k a n n  a l s  e in  P u n k t  d e r  P o l a r e n  v o n  M  b e t r a c h t e t  w e r d e n .  
F ü r  d e n  F a l l ,  a l s  d i e  in  R e d e  s t e h e n d e  P o l a r e  d u r c h  P  g e h t ,  g i b t  e s  
n ä m l i c h  z w e i  A u f l ö s u n g e n  d e r  A u f g a b e .  B e i  d e r  e i n e n  A u f l ö s u n g  i s t  
P Q ,  b e i  d e r  ä n d e r n  P Q '  d i e  g e s u c h t e  P o l a r e .  D a ß  e n t w e d e r  Q  o d e r  
Q' in  d e r  P o l a r e n  v o n  M  l i e g e n  m u ß ,  f o l g t  a u s  d e m  U m s t a n d e ,  d a ß  
d i e s e  b e i d e n  P u n k t e  d i e  D o p p e l p u n k t e  j e n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  R e i h e  
b i l d e n ,  w e l c h e  n a c h  d e m  S a t z e  v o n  D e s a r g u e s  d u r c h  A , B  u n d  
d i e  i m a g i n ä r e n  S c h n i t t p u n k t e  v o n  A B  m i t  d e n  D o p p e l s t r a h l e n  d e s  
B ü s c h e l s  S  b e s t i m m t  w i r d .

H a t  m a n  Q  e r m i t t e l t  u n d  P Q ,  n ä m l i c h  d i e  P o l a r e  m  d e s  P u n k t e s  
M  g e z o g e n ,  so  l ä ß t  s i c h  in  j e d e m  d e r  v i e r  P u n k t e  A , B ,  C  u n d  D  

l e i c h t  d i e  T a n g e n t e  d e s  v e r l a n g t e n  K e g e l s c h n i t t e s  c o n s t r u i r e n .  U m  
z. B .  d i e  T a n g e n t e  in  A  z u  e r h a l t e n ,  z i e h t  m a n  d e n  S t r a h l  a y d e s  
B ü s c h e l s  S ,  w e l c h e r  d u r c h  A  g e h t ,  b e s t i m m t  i n  S  d e n  S t r a h l  a ,  w e l ­
c h e m  a x e n t s p r i c h t  u n d  v e r b i n d e t  d e n  S c h n i t t p u n k t  E  d e r  G e r a d e n  m  

u n d  a  m i t  d e m  P u n k t e  A .  D i e s e  V e r b i n d u n g s l i n i e  t a n g i r t  d e n  K e g e l ­
s c h n i t t  k  in A , d e n n  E  i s t  d e r  P o l  v o n  a v  n a c h d e m  E  d e n  S c h n i t t ­
p u n k t  d e r  G e r a d e n  m  u n d  a  b i l d e t ,  w e l c h e  b e i d e  d e r  G e r a d e n  a t 

c o n j u g i r t  s in d .
K e n n t  m a n  A , B ,  C , D  u n d  d i e  T a n g e n t e  i n  e i n e m  d i e s e r  

P u n k t e ,  s o  l ä ß t  s i c h  d e r  K e g e l s c h n i t t  k  m i t  H i l f e  d e s  P a s c a l ’s c h e n  
S a t z e s  c o n s t r u i r e n .

D a  m a n  s o w o h l  f ü r  d e n  F a l l  a l s  d i e  P o l a r e  v o n  M  d u r c h  P ,  a l s  
a u c h  d a n n ,  w e n n  s i e  d u r c h  P x g e h t ,  im  A l l g e m e i n e n  z w e i  A u f l ö s u n g e n  
e r h ä l t ,  s o  g i b t  e s  v i e r  A u f l ö s u n g e n  d e r  A u f g a b e ,  w e l c h e  i m m e r  
r e e l l  s in d .

A u f  e i n e  a n d e r e  A r t  d i e  A u f g a b e  z u  l ö s e n ,  m a c h e n  w i r  b e i  d e r  
U n t e r s u c h u n g  d e s  f o l g e n d e n  F a l l e s  a u f m e r k s a m :
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7. Gegeben: Zwe i  i m a g i n ä r e
P u n k t e ,  ein r e e l l e r  P u n k t  
u n d  zwe i  i m a g i n ä r e  T a n ­
g e n t e n .

Zwei  i m a g i n ä r e  T a n g e n t e n ,  
e i ne  r e e l l e  T a n g e n t e  und  
zwei  i m a g i n ä r e  P u n k t e 1).

D e r  g e g e b e n e  r e e l l e  P u n k t  h e i ß e  A  ( F i g .  6 ) ,  d i e  i n v o l u t o r i s c h e  
R e i h e ,  d e r e n  i m a g i n ä r e  D o p p e l p u n k t e  d e m  v e r l a n g t e n  K e g e l s c h n i t t e  
k  a n g e h ö r e n  s o l l e n ,  n e n n e n  w i r  R  u n d  i h r e n  T r ä g e r  g .  D i e  i m a g i ­
n ä r e n  T a n g e n t e n  v o n  k  s e i e n  f e r n e r  d i e  D o p p e l s t r a h l e n  e i n e s  i n v o l u ­
t o r i s c h e n  S t r a h l e n b ü s c h e l s  S  u n d  d e r  M i t t e lp u n k t  v o n  S  b e f i n d e  s i c h  
i n  M .

D i e  G e r a d e  g  s c h n e i d e t  d e n  B ü s c h e l  S  in  e i n e r  i n v o l u t o r i s c h e n  
P u n k t r e i h e ,  w e l c h e  w ir  d u r c h  R '  b e z e i c h n e n  w o l l e n ,  P  u n d  P x s e i e n  
j e n e  P u n k t e ,  d i e  e i n a n d e r  s o w o h l  in  R ,  a l s  a u c h  in R '  e n t s p r e c h e n .  
D a n n  s i n d  P  u n d  P ,  c o n j u g i r t e  P u n k t e  u n d  M P , M P t c o n j u g i r t e  G e ­
r a d e  in  B e z u g  a u f  k .  —  L e t z t e r e  z w e i  G e r a d e n  n e n n e n  w i r  p  u n d  p v

—  S o w i e  i m  F a l l e  6  m u ß  d i e  P o l a r e  v o n  M  e n t w e d e r  d u r c h  P  o d e r  
P x g e h e n .  W e n n  s i e  d u r c h  P  g e h t ,  s o  i s t  p  d i e  P o l a r e  v o n  P ,  g e h t  
s i e  d u r c h  P v  s o  i s t  p t d i e  P o l a r e  v o n  P v  W i r  b e t r a c h t e n  z u n ä c h s t  
d e n  F a l l ,  i n  w e l c h e m  p  d i e  P o l a r e  v o n  P  i s t .  E i n  z w e i t e r  P u n k t  B  

d e s  v e r l a n g t e n  K e g e l s c h n i t t e s  w i r d  in  d i e s e m  F a l l e  e r h a l t e n ,  i n d e m  
m a n  A  m i t  P  v e r b i n d e t  u n d  j e n e n  P u n k t  B  b e s t i m m t ,  w e l c h e r  v o n  A  

d u r c h  P  u n d  p  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  w i r d .
U n t e r  a l l e n  K e g e l s c h n i t t e n ,  w e l c h e  d u r c h  A , B  u n d  d i e  i m a g i ­

n ä r e n  D o p p e l p u n k t e  d e r  R e i h e  R  g e h e n ,  g i b t  e s  e i n i g e ,  d i e  v o n  d e n  
i m a g i n ä r e n  D o p p e l s t r a h l e n  d e s  B ü s c h e l s  S  b e r ü h r t  w e r d e n ,  a l s o  d e n  
B e d i n g u n g e n  d e r  A u f g a b e  v o l l s t ä n d i g  e n t s p r e c h e n .

A l le  d i e s e  K e g e l s c h n i t t e  b i l d e n  e i n e n  K e g e l  s  c h  n i t t b  ü s  c h  e l .  
U m  e in e  C u r v e  d e s  l e t z t e r e n  z u  e r h a l t e n ,  w e l c h e  d i e  F o r d e r u n g e n  
d e r  A u f g a b e  e r f ü l l t ,  z i e h e n  w i r  d e n  S t r a h l  a x d e s  B ü s c h e l s  S ,  d e r  
d u r c h  A  g e h t ,  u n d  b e s t i m m e n  j e n e n  S t r a h l  a  v o n  S ,  w e l c h e m  a t e n t ­
s p r i c h t .  D i e  P o l e  d e r  G e r a d e n  a t in  B e z u g  a u f  s ä m m t l i c h e  C u r v e n  
d e s  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l s  l i e g e n  b e k a n n t l i c h  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e ,  
d e n  w i r  K  n e n n e n  w o l l e n .  H e i ß e n  d i e  P u n k t e ,  in  w e l c h e n  a  v o n  K

*) Auf a n d e re n  P rin c ip ie n  b eru h en d e , m in d er e in fach e  L ö su n g en  d e r  A ufgaben 3 — 7 

finden s ich  in  dem  b e re i ts  e rw ä h n te n  W e rk e  von C h a s l e s  (S e ite  47 , 226 , 2 3 6 ) . 

E in e  L ö su n g  d e r  A ufgabe 6 h a t auch  S t a u d t  b ek a n n t g e g e b e n  („ G e o m e tr ie  d e r  

L a g e “ , S e ite  1 8 7 ).
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g e s c h n i t t e n  w i r d ,  Q  u n d  Q ', so  k a n n  s o w o h l  d i e  G e r a d e  P Q  a l s  a u c h  
P Q '  d i e  P o l a r e  d e s  P u n k t e s  M  in  B e z u g  a u f  d e n  v e r l a n g t e n  K e g e l ­
s c h n i t t  k  s e i n .  D a ß  z .  B .  P Q  u n t e r  d e n  g e m a c h t e n  V o r a u s s e t z u n g e n  
d i e  P o l a r e  v o n  M  i s t ,  e r g i b t  s i c h  a u s  F o l g e n d e m : D e r  P o l  v o n  a x 

in  B e z u g  a u f  k  l i e g t  in  a ,  w e i l  a  u n d  a x e i n a n d e r  c o n j u g i r t  s i n d ;  d e r  
P o l  v o n  a x in  B e z u g  a u f  k  m u ß  a b e r  a u c h  in  K  l i e g e n ,  d a h e r  i s t  Q  

d i e s e r  P o l .  N a c h d e m  n u n  P  d e r  P o l  v o n  p  u n d  Q  d e r  P o l  v o n  a x i s t ,  
s o  m u ß  d i e  G e r a d e  P Q ,  w e l c h e  w i r  m  n e n n e n  w o l l e n ,  d i e  P o l a r e  d e s  
S c h n i t t p u n k t e s  M  v o n  p  u n d  a x s e i n .

D i e  G e r a d e  A Q  i s t  d i e  T a n g e n t e  d e r  C u r v e  k  im  P u n k t e  A . 

E i n e  z w e i t e  d u r c h  Q  g e h e n d e  T a n g e n t e  w i r d  e r h a l t e n ,  i n d e m  m a n  
j e n e  G e r a d e  b e s t i m m t ,  w e l c h e  v o n  A Q  d u r c h  a  u n d  m  h a r m o n i s c h  
g e t r e n n t  w i r d .  D i e s e  T a n g e n t e  s c h n e i d e t  a x in  i h r e m  B e r ü h r u n g s ­
p u n k t e  C. —  M a n  k e n n t  n u n  d r e i  P u n k t e  A , B ,  C  u n d  d i e  T a n g e n ­
t e n  in A  u n d  C ;  e s  l ä ß t  s i c h  a l s o  d e r  v e r l a n g t e  K e g e l s c h n i t t  m i t  
B e n ü t z u n g  d e s  P a s c a l ’s c h e n  S a t z e s  c o n s t r u i r e n .

S e t z t  m a n  v o r a u s ,  d i e  P o l a r e  v o n  M  g e h e  d u r c h  P ,  s o  e r h ä l t  
m a n  z w e i  A u f l ö s u n g e n  u n d  e b e n s o  v i e l e ,  w e n n  m a n  a n n i m m t ,  d i e s e  
P o l a r e  g e h e  d u r c h  P x ; d a h e r  g i b t  e s  im  A l l g e m e i n e n  v i e r  A u f l ö ­
s u n g e n  d e r  i n R e d e  s t e h e n d e n  A u f g a b e .

E s  e r ü b r i g t  n o c h  z u  e r k lä r e n ,  w i e  m a n  d i e  P u n k t e  Q  u n d  Q' 

e r m i t t e l n  k a n n .  W i e  e r w ä h n t ,  s i n d  s i e  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  G e r a ­
d e n  a  m i t  j e n e m  K e g e l s c h n i t t e  K ,  in  w e l c h e m  d ie  P o l e  v o n  a x in  B e ­
z u g  a u f  s ä m m t l i c h e  C u r v e n  d e s  d u r c h  A , B  u n d  d i e  D o p p e l p u n k t e  
v o n  R  g e h e n d e n  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l s  l i e g e n .  D i e s e  S c h n i t t p u n k t e  
k ö n n e n  b e s t i m m t  w e r d e n ,  o h n e  d a ß  m a n  d ie  C u r v e  K  z u  c o n s t r u i r e n  
b r a u c h t .  B e k a n n t l i c h  i s t  K  i d e n t i s c h  m i t  j e n e m  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l ­
c h e r  s ä m m t l i c h e  P u n k t e  e n t h ä l t ,  d i e  d e n  P u n k t e n  v o n  a x in  B e z u g  
a u f  i r g e n d  z w e i  C u r v e n  d e s  B ü s c h e l s  z u g l e i c h  c o n j u g i r t  s i n d .  H e i ß e n  
k x u n d  k z z w e i  s o l c h e  C u r v e n ,  s o  e r g i b t  s i c h  K ,  i n d e m  m a n  a x a l s  
T r ä g e r  e i n e r  P u n k t r e i h e  r  b e t r a c h t e t ,  z u  a l l e n  P u n k t e n  v o n  r  d i e  
P o l a r e n  in  B e z u g  a u f  k x u n d  e b e n s o  in  B e z u g  a u f  k 2 b e s t i m m t .  D i e s e  
P o l a r e n  b i l d e n  z w e i  S t r a h l e n b ü s c h e l  s  u n d  Sj,  w e l c h e  p r o j e c t i v i s c h  
v e r w a n d t  s e i n  m ü s s e n ,  n a c h d e m  s i e  b e i d e  d e r  R e i h e  r  p r o j e c t i v i s c h  
s i n d .  D i e  M i t t e lp u n k t e  v o n  s  u n d  s x w e r d e n  v o n  d e n  P o l e n  d e r  G e ­
r a d e n  a x in B e z u g  a u f  k x u n d  k 2 g e b i l d e t .  A ls  K e g e l s c h n i t t  k x k a n n  
m a n  d a s  S y s t e m  d e r  z w e i  G e r a d e n  A B  u n d  g  b e t r a c h t e n ;  d e r  P o l  
v o n  a x in  B e z u g  a u f  k x i s t  d a n n  P  u n d  d i e  P o l a r e  i r g e n d  e i n e s  P u n k ­
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t e s  X  v o n  r  i s t  j e n e  d u r c h  P  g e h e n d e  G e r a d e ,  w e l c h e  v o n  X  d u r c h  
A B  u n d  g  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  w i r d .  A l l e  d i e s e  P o l a r e n  b i l d e n  d e n  
S t r a h l e n b ü s c h e l  s .  A l s  C u r v e  k z k a n n  d a s  E r z e u g n i ß  d e r  z w e i  S t r a h ­
l e n b ü s c h e l  a n g e s e h e n  w e r d e n ,  d e r e n  M i t t e lp u n k t e  s i c h  in  A  u n d  B  

b e f i n d e n  u n d  w e l c h e  S c h e i n e  j e n e r  p r o j e c t i v i s c h e n  P u n k t r e i h e n  s i n d ,  
a u s  d e n e n  d i e  i n v o l u t o r i s c h e  R e i h e  R  b e s t e h t .  W i e  m a n  d e n  P o l  v o n  
a x in  B e z u g  a u f  d i e s e  C u r v e  k v  s o w i e  a u c h  d i e  d e n  S t r a h l e n b ü s c h e l  
Sj b i l d e n d e n  P o l a r e n  d e r  P u n k t e  v o n  r  b e s t i m m t ,  o h n e  k z s e l b s t  zu  
c o n s t r u i r e n ,  b e d a r f  w o h l  k e i n e r  w e i t e r e n  E r k l ä r u n g .  D i e  P u n k t e  Q  

u n d  Q' e r g e b e n  s i c h  s c h l i e ß l i c h  a l s  D o p p e l p u n k t e  d e r  z w e i  p r o j e c t i ­
v i s c h e n  P u n k t r e i h e n ,  in  w e l c h e n  d i e  S t r a h l e n b ü s c h e l  s  u n d  v o n  
d e r  G e r a d e n  a  g e s c h n i t t e n  w e r d e n .  S e l b s t v e r s t ä n d l i c h  b r a u c h t  m a n  
z u r  B e s t i m m u n g  v o n  Q  u n d  Q ’ n u r  d r e i  P a a r e  s i c h  e n t s p r e c h e n d e r  
S t r a h l e n  d e r  B ü s c h e l  s  u n d  s 19 a l s o  n u r  d r e i  c o n j u g i r t e  G e r a d e  v o n  
a  in  B e z u g  a u f  Jc{ u n d  e b e n s o  v i e l e  in  B e z u g  a u f  k % z u  c o n s t r u i r e n .

In  d e r s e l b e n  W e i s e  w i e  d i e  A u f g a b e  7  k a n n  a u c h  d i e  v o r h e r ­
g e h e n d e  g e l ö s t  w e r d e n .  E s  v e r e i n f a c h t  s i c h  j e d o c h  d i e  C o n s t r u c t i o n  
f ü r  d e n  u n t e r  6  a n g e f ü h r t e n  F a l l ,  w e n n  m a n  a n n im m t ,  d e r  K e g e l ­
s c h n i t t  k % b e s t e h e  a u s  d e n  G e r a d e n  A B  u n d  C D  ( F i g .  5 ) .
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