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G e o m e t r i s c h e  M i t t h e i l u n g e n .

V o n  D r .  E m i l  W e y r ,
P riv a td o c e n t  an  d e r  U n iv e r s itä t  P ra g 1.

I I .

1 .  L e g t  m a n  d u r c h  e i n e n  P u n k t  y.{ e i n e r  C u r v e  C* d r i t t e r  O r d ­
n u n g  m i t  e i n e m  D o p p e l p u n k t e  §  S t r a h l e n  ( X j ) ,  so  s c h e i d e t  j e d e r  
s o l c h e  S t r a h l  d i e  C u r v e  in  e i n e m  P u n k t e p a a r  x2, x3, w e l c h e  P u n k t e -  
p a a r e  a u f  d e r  C u r v e  e i n e  c e n t r a l e  I n v o lu t io n  z w e i t e n  G r a d e s  b i l d e n  1) .  
W e n n  m a n  n ä m l i c h  d i e  P u n k t e p a a r e  xr  x2 m i t  d e m  D o p p e l p u n k t e  
d e r  C u r v e  d u r c h  S t r a h l e n p a a r e  dxv  dx2 v e r b i n d e t ,  s o  e r h ä l t  m a n  e i n e  
q u a d r a t i s c h e  S t r a h l e n i n v o l u t i o n .

D e n  P u n k t  x t n e n n e n  w i r  d a s  C e n t r u m  d e r  a u f  o b i g e  W e i s e  
d u r c h  i h n  a u f  d e r  C u r v e  g e b i l d e t e n  P u n k t i n v o l u t i o n .  V o n  d e m  
C e n t r u m  l a s s e n  s i c h  a n  d i e  C u r v e  z w e i  ( r e a l e  o d e r  i m a g i n ä r e )  T a n ­
g e n t e n  l e g e n ,  d e r e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d i e  D o p p e l p u n k t e  d e r  e r ­
w ä h n t e n  I n v o lu t io n  s i n d .  E s  s i n d  d i e s  z w e i  c o n j u g i r t e  P u n k t e  d e r  
C u r v e ,  s o  d a ß  d i e  a u s  o n a c h  i h n e n  g e h e n d e n  z w e i  S t r a h l e n  d e n  
W i n k e l  d e r  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  h a r m o n i s c h  t h e i l e n .

B e z e i c h n e n  w i r  w i e d e r  a l s  d e n  P a r a m e t e r  e i n e s  P u n k t e s  x d e r  
C u r v e  C l  d a s  T h e i l v e r h ä l t n i ß  £  d e s  v o m  D o p p e l p u n k t e  n a c h  d e m  
P u n k t e  x g e h e n d e n  S t r a h l e s  in  B e z u g  a u f  d e n  W i n k e l  d e r  D o p p e l ­
p u n k t s t a n g e n t e n ,  s o  b e s t e h t  n a c h  d e r  e r s t e n  M i t t h e i l u n g  z w i s c h e n  
d e m  P a r a m e t e r  yj e i n e s  P u n k t e s  y  d e r  C u r v e  u n d  d e m  P a r a m e t e r  
£  s e i n e s  T a n g e n t i a l p u n k t e s  x d i e  G l e i c h u n g :

& 2 =  k  ( 0)  

w o b e i  k  e i n e  n u r  v o n  d e r  C u r v e  C *  a b h ä n g i g e  C o n s t a n t e  i s t .

S ieh e  „ T h e o r i e  m e h r d e u t ig e r  geo in .  E l e m e n ta r g e b i ld e “ II. The il  Art.  11.
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H i e r n a c h  h a b e n  a l s o  d i e  D o p p e l p u n k t e  d e r  c e n t r a l e n  I n v o lu t io n ,  
w e l c h e  d e n  P u n k t  v.v z u m  C e n t r u m  b e s i t z t ,  d i e  P a r a m e t e r

S i n d  n u n  x2 u n d  x3 d i e  z w e i  S c h n i t t p u n k t e  e i n e r  b e l i e b i g e n  
d u r c h  Xj g e h e n d e n  G e r a d e n  m i t  d e r  C u r v e  C\, s o  s i n d  d i e s e  

P u n k t e  h a r m o n i s c h  b e z ü g l i c h  d e r  D o p p e l p u n k t e  d e r  o b e n  e r w ä h n t e n  
I n v o lu t io n .  W e n n  m a n  a l s o  c o n s e q u e n t e r  W e i s e  d i e  P a r a m e t e r  d e r  
b e i d e n  P u n k t e  x2, x3 r e s p .  m i t  £2, £3 b e z e i c h n e t ,  s o  m u ß  n a c h  e i n e r  
b e k a n n t e n  G l e i c h u n g  i ) :

u n d  f o l g l i c h :

=  *• ( i )

D i e s e  G l e i c h u n g  d r ü c k t ,  d a  d e r  P u n k t  x t u n d  d i e  d u r c h  i h n  
g e l e g t e  G e r a d e  g a n z  b e l i e b i g  w a r ,  f o l g e n d e n  b e m e r k e n s w e r t h e n  
S a t z  a u s :

„ D a s  P r o d u k t  d e r  P a r a m e t e r  d e r  d r e i  P u n k t e ,  i n  
w e l c h e n  e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e  u n s e r e  C u r v e  ( ^ s c h n e i ­
d e t ,  i s t  c o n s t a n t “ .

2 .  M a n  e r k e n n t  s o f o r t ,  d a ß  d i e  G l e i c h u n g  ( 0 )  n u r  e i n  s p e c i e l l e r  
F a l l  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 )  i s t .  W i r d  n ä m l i c h  d i e  s c h n e i d e n d e  G e r a d e  
e i n e  T a n g e n t e  d e r  C u r v e ,  w e l c h e  im  P u n k t e  vj 2)  b e r ü h r t  u n d  im  
P u n k t e  £  d i e  C u r v e  s c h n e i d e t ,  s o  h a t  m a n  in ( 1 )  rj s t a t t  u n d  £2, 
u n d  £  s t a t t  £3, z u  s e t z e n ,  w o d u r c h  ( 1)  u n m i t t e l b a r  in  ( 0)  ü b e r g e h t .

l) Siehe H e s s e ,  analyt. Geom. i .  Aufl. pag. 27.

'3) Wir wollen der Kürze wegen einen Punkt der Curve mit demselben Buchstaben 

wie dessen Parameter bezeichnen.
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3 .  W i r  h a b e n  s c h o n  in d e r  e r s t e n  M i t t h e i l u n g  d i e  I n f l e x i o n s ­
p u n k t e  d e r  C u r v e  in d e n  K r e i s  u n s e r e r  B e t r a c h t u n g e n  g e z o g e n .

M a n  g e l a n g t  e i n f a c h  zu  d e n s e l b e n ,  w e n n  m a n  s i c h  e i n e  I n f le ­
x i o n s t a n g e n t e  a ls  e i n e  G e r a d e  v o r s t e l l t ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  in  d r e i  
u n m i t t e l b a r  a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e n  P u n k t e n  s c h n e i d e t .  I s t  a l s o  e t w a  

j  d e r  P a r a m e t e r  e i n e s  I n f l e x i o n s p u n k t e s ,  so  l i e f e r t  d i e  G l e i c h u n g  ( 1 ) :

w o r a u s  s i c h  f ü r  d i e  P a r a m e t e r  d e r  d r e i  I n f l e x i o n s p u n k t e  d i e  W e r t h e :

w o r a u s  d a s  b e k a n n t e  R e s u l t a t  f l i e ß t :  „ d a ß  d i e  d r e i  I n f l e x i o n s ­
p u n k t e  i n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  G e r a d e n  l i e g e n “ .

4 .  W i r  w o l l e n  a n  e i n i g e n  B e i s p i e l e n  z e i g e n ,  w i e  e i n f a c h  s i c h  
d ie  m e i s t e n  ü b e r  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  b e k a n n t e n  S ä t z e  a u s  d e r  
G l e i c h u n g  ( 1 )  a b l e i t e n  l a s s e n ,  u m  h i e d u r c h  d i e  F r u c h t b a r k e i t  d i e s e r  
G l e i c h u n g  n a c h z u w e i s e n .

E s  w e r d e  d i e  C u r v e  C *  v o n  z w e i  G e r a d e n  G  u n d  G' g e s c h n i t t e n  
u n d  z w a r  v o n  d e r  e r s t e n  in d e m  P u n k t e t r i p e l  u n d  v o n  d e r
l e t z t e r e n  in d e n  P u n k t e n  W i r  v e r b i n d e n  n u n  j e  e i n e n  P u n k t  a u f
d e r  e i n e n  G e r a d e n  m i t  e in e m  P u n k t e  a u f  d e r  a n d e r e n ,  w o d u r c h  w i r
d r e i  n e u e  G e r a d e ,  e t w a  £ 2 £ ' ,  £ 3 £g e r h a l t e n .  D i e s e  d r e i  G e r a d e n
m ö g e n  d i e  C u r v e  C\ in  d r e i  n e u e n  P u n k t e n  r e s p .  £j" ,  £3"
s c h n e i d e n .

D a n n  z e i g t  s i c h  l e i c h t ,  d a ß  d i e s e  d r e i  l e t z t e n  P u n k t e  a b e r m a l s  
a u f  e i n e r  G e r a d e n  l i e g e n .

W i r  h a b e n  z u n ä c h s t  n a c h  u n s e r e n  e r s t e n  A n n a h m e n :

j x =  V  k , j z =  a  k , j 3 =  a 2 1? k  e r g e b e n ,  w e n n  m a n  m i t  u  d i e  
i m a g i n ä r e  K u b i k w u r z e l  a u s  d e r  E i n h e i t  b e z e i c h n e t .

N u n  i s t  a b e r :

i i  - h - h  =  k f  =  k

f e r n e r  e b e n s o :

=  *



B i l d e t  m a u  n u n  d a s  P r o d u k t  d e r  d r e i  G l e i c h u n g e n  ( ß )  u n d  
d i v i d i e r t  e s  d u r c h  d a s  P r o d u k t  d e r  G l e i c h u n g e n  ( a ) ,  s o  e r g i b t  s i c h  
s o f o r t :

w o r a u s  h e r v o r g e h t ,  d a ß  w i r k l i c h  d i e  d r e i  n e u e n  P u n k t e  E,", £2", £3" 
in  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  G e r a d e n  l i e g e n .

„ V  e  r  b i n d e  t  m a n  a l s o  d i e  d r e i  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
C u r v  e  C% u n d e  i n  e  r  G  e  r a d e  n d u r c  h  d r e  i g  e  r  a  d e  L  i 11 i e  11 m  i t  
d e n  d r e i  S c h n i t t p u n k t e n  d e r  C u r v e  u n d  e i n e r  z w e i t e n  
Geraden,  so s c hne i de n die drei  Ve r b i ndung s l i n i e n  
d i e  C u r v e  i n  d r e i  a u f  e i n e r  d r i t t e n  G e r a d e n  l i e g e n d e n  
P u n k t e  11“ .

E s  i s t  d i e s e s  E r g e b n i ß ,  w i e  m a n  s o f o r t  e r k e n n t ,  n u r  e in  s p e c i e l l e r  
F a l l  d e s  S a t z e s ,  d a ß  a l l e  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  d u r c h  a c h t  
f e s t e  P u n k t e  h i n d u r c h g e h e n ,  a u c h  d u r c h  e i n e n  n e u n t e n  f e s t e n  P u n k t  
g e h e n .

5 .  W e n n  d i e  b e i d e n  G e r a d e n  G  u n d  G ', v o n  d e n e n  w i r  im  
v o r i g e n  A r t i k e l  a u s g e g a n g e n  s i n d ,  u n e n d l i c h  n a h e  z u s a m m e n r ü c k e n ,  
s o  g e l a n g e n  w i r ,  d a  d a n n  £ 2 £ 2\  £3£3 T a n g e n t e n  d e r  C u r v e  s i n d ,  
z u  d e m  b e k a n n t e n  S a t z e ,  d a ß  d i e  T a n g e n t i a l p u n k t e  d r e i e r  in  g e r a d e r  
L i n i e  l i e g e n d e n  C u r v e n p u n k t e  w i e d e r  in  e i n e r  G e r a d e n  l i e g e n

M a n  g e l a n g t  j e d o c h  a u c h  z u  d e m s e l b e n  R e s u l t a t e ,  w e n n  m a n  
v o n  d e r  G l e i c h u n g  ( 0 )  a u s g e h t .  S i n d  n ä m l i c h  ri t , y?g, r,3 d r e i  P u n k t e  
in  e i n e r  G e r a d e n ,  s o  i s t :

1̂ 2̂ 3̂

u n d  f e r n e r  s i n d  d i e  T a n g e n t i a l p u n k t e  d e r  d r e i  P u n k t e  n a c h  ( ö ) :

822 W e y r .

D a  j e d o c h

k  k

k  k  k

k  _ _ _ _ P _ _ _ _ _  A3

'4, ~ ~  k ~

!) V e rg le i ch e  Crenioiia, ebene  Curven pag-. 57.



Geometrische Mittheilungen. 8 2 3

i s t ,  s o  l i e g e n  w i r k l i c h  d i e  d r e i  T a n g e n t i a l p u n k l e i n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  
G e r a d e n ,  w i e  z u  b e w e i s e n  w a r .

6 . E s  s e i e n  a u f  d e r  C u r v e  v i e r  b e l i e b i g e  P u n k t e  £r  £2, £3, £4 

g e g e b e n .  D i e s e  P u n k t e  k a n n  m a n  a l s  E c k e n  e i n e s  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r ­
e c k e s  b e t r a c h t e n ,  d e s s e n  d r e i  G e g e n s e i t e n p a a r e  a u f  d e r  C u r v e  d r e i  
P u n k t e p a a r e  b e s t i m m e n ,  v o n  w e l c h e n  w i r  n a c h w e i s e n  w o l l e n ,  d a ß  
s i e  e i n e  c e n t r a l e  P u n k t i n v o l u t i o n  b i l d e n ,  d. h .  d a ß  i h r e  d r e i  V e r ­
b i n d u n g s l i n i e n  s i c h  in  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  P u n k t e  d e r  C u r v e  
s c h n e i d e n .

D i e  d r e i  G e g e n s e i t e n p a a r e  d e s  e r w ä h n t e n  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r ­
e c k e s  s i n d :

ZA und
£2£3 u n d  £4c t

S Ä  ^

u n d  n a c h  ( 1 )  s i n d  d i e  d r e i  P u n k t e p a a r e ,  in  d e n e n  d i e s e  L i n i e n ­
p a a r e  d i e  C u r v e  C% s c h n e i d e n ,  d e r  R e i h e  n a c h :

k  . k  u n d
£i-£> 4'3 • £4

k  k  

T T  und T T-2 1 ^3 H  * -1
k  3 k  u n d

D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e s  e r s t e n  P u n k t e p a a r e s  s c h n e i d e t  n a c h  
( 1 )  d i e  C u r v e  C'4 im  P u n k t e :

k

-3 • ^4

d.  h .  a l s o  i m  P u n k t e :

u n d  m a n  e r k e n n t  s o f o r t ,  d a ß  s i c h  d e r s e l b e  P u n k t  d e r  C u r v e  a l s  ih r  
S c h n i t t p u n k t  m i t  d e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  b e i d e n  a n d e r e n  P u n k t e -  
p a a r e  e r g i b t .  H i e d u r c h  i s t  a l s o  d e r  S a t z  b e w i e s e n :
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„ D i e  d r e i  G e g e n s e i t e n p a a r e  e i n e s  d e r  C u r v e  C*  

e i n g e s c h r i e b e n e n  v o l l s t ä nd i g e n  Vi e r e c k e s  £2 £3 £ ) 
b e s t i m m e n  a u f  d e r  C u r v e  d r e i  P u n k t e p a a r e  e i n e r  
c e n t r a l e n  I n v o l u t i o n ,  d e r e n  C e n t r u m  d e r  P u n k t

- 1-  ' V  ~4 i s t “ .
k

W i r  k ö n n e n  d i e s e n  S a t z  a u c h  i n  f o l g e n d e r  F o r m  a u s s p r e c h e n ,  
in  w e l c h e r  e r  g r o ß e  Ä h n l i c h k e i t  m i t  d e m  S a t z e  v o n  D e s a r g u e s  
b e s i t z t .

„ D i e  d r e i  G e g e n s e i t e n p a a r e  e i n e s  v o l l s t ä n d i g e n  
V i e r e c k e s  b e s t i m m e n  a u f  j  e  d e  r  d  e  m  V  i e  r e  c  k  e  u m  s c  h  r  i e -  
b e n e n  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  m i t  e i n e m  D o p p e l p u n k t e  
e i n e  c e n t r a l e  I n v o l u t i o n “ .

W e n n  j e  z w e i  E c k e n  d e s  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r e c k e s  u n e n d l i c h  
n a h e  z u  e i n a n d e r  f a l l e n ,  s o  g e l a n g t  m a n  z u  d e m  S a t z e  d e s  l e t z t e n  
A r t i k e l s .

7 .  W e n n  s i c h  z w e i  G e g e n s e i t e n p a a r e  d e s  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r ­
e c k e s  a u f  d e r  C u r v e  s c h n e i d e n ,  s o  b i l d e n  s i e  e i n  d e r  C u r v e  e i n ­
g e s c h r i e b e n e s  v o l l s t ä n d i g e s  V i e r s e i t .  D i e  in  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  d e r  
e r w ä h n t e n  z w e i  G e g e n s e i t e n p a a r e  a n  d i e  C u r v e  g e l e g t e n  T a n g e n t e n  
m ü s s e n  s i c h  n a c h  d e m  l e t z t e n  S a t z e  i n  e i n e m  C u r v e n p u n k t e  s c h n e i d e n ,  
w a s  d a n n  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  v o n  a l l e n  G e g e n e c k e n p a a r e n  g i l t  i ) .

D i e s  g i b t  d e n  b e k a n n t e n  S a t z :
„ D i e  d r e i  G e g e n e c k e n p a a r e  e i n e s  d e r  C u r v e  Cft 

e i n g e s c h r i e b e n e n  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r s e i t s  s i n d  c o i i -  
j u g i r t e  P u n k t e p a a r e  d e r  C u r v e ,  d.  h.  d i e  T a n g e n t e n  
d e r  C u r v e  i n  z w e i  s o l c h e n  G e g e n e c k e n  s c h n e i d e n  s i c h  
w i e d e r  a u f  d e r  C u r v e “ .

8 . E s  s e i e n  a  u n d  ß  z w e i  f e s t e  P u n k t e  d e r  C u r v e  C\, w e l c h e  
w i r  m i t  e i n e m  v a r i a b e l e n  P u n k t e  vj d e r  C u r v e  d u r c h  z w e i  S t r a h l e n  
avj, ßr} v e r b i n d e n .  D i e s e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  w e r d e n  d i e  C u r v e  in  
z w e i  n e u e n  P u n k t e n  r e s p .  u n d  £2 s c h n e i d e n ,  s o  d a ß  w i r  d e m P u n k t e

d e n  P u n k t  £2 u n d  u m g e k e h r t  a l s  e n t s p r e c h e n d  z u o r d n e n  k ö n n e n .

*) Die zw ei S c h n i t t p u n k te  d e r  beiden  G eg en s e i t en p aa re  des  V ie rec k es  s in d  zw ei  

G e g en ec k en  des  b e t r a c h t e t e n  vo l l s tänd igen  Vie rse i te s .
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U m  d i e  N a t u r  d i e s e r  V e r w a n d t s c h a f t  z u  e r m i t t e l n ,  b e a c h t e  m a n , ,  
d a ß  d i e  z w e i  G l e i c h u n g e n

a . n . £, =  k

ß . -o . ^  =  k

g l e i c h z e i t i g  g e l t e n ,  w o r a u s  s i c h

aE,

o d e r  a b e r :

f  =  —  i  
•2 ß  -1

e r g i b t .  D i e  l e t z t e  G l e i c h u n g  l e h r t  j e d o c h ,  d a  in  i h r  d i e  P a r a m e t e r  
u n d  £2 b l o ß  l i n e a r  V o r k o m m e n ,  d a ß  d i e  b e i d e n  P u n k t s y s t e m e  ( c t )  

u n d  ( £ 2)  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  S y s t e m e  b i l d e n .

D e n n  s c h r e i b t  m a n  d i e  l e t z t e  G l e i c h u n g  in  d e r  F o r m :

k  =  L

s o  e r k e n n t  m a n  s o f o r t ,  d a ß  l i n k e r  H a n d  n i c h t s  a n d e r e s  v o r k ö m m t ,  
a ls  d a s  D o p p e l  v e r h ä l t n i ß  ( D i D 2 X i X i )  d e r  v i e r  S t r a h l e n  D it  

X v  X v  w o b e i  d i e  e r s t e n  z w e i  d i e  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  u n d  d i e  
b e i d e n  l e t z t e n  j e n e  z w e i  S t r a h l e n  s i n d ,  w e l c h e  d e n  D o p p e l p u n k t  d e r  
C u r v e  m i t  d e n  b e i d e n  P u n k t e n  £15 £2 v e r b i n d e n .  D a  d i e s e s  D o p p e l -

ßl •v e r h ä l t n i ß  c o n s t a n t  ( g l e i c h  —  I i s t ,  s o  e r k e n n t  m a n ,  d a ß  d i e  S t r a h l e n

JYj, X t  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  c o n c e n t r i s c h e  B ü s c h e l  b i l d e n ,  d e r e n  D o p ­
p e l s t r a h l e n  d i e  b e i d e n  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  s in d .  E s  b i l d e n  s o m i t  
d i e  b e i d e n  P u n k t e  £2 a u f  d e r  C u r v e  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  P u n k t ­
s y s t e m e ,  d e r e n  D o p p e l p u n k t e  d i e  b e i d e n  N a c h b a r p u n k t e  d e s  D o p p e l ­
p u n k t e s  s i n d .

„ P r o j i c i r t  m a n  s ä m m t l i c h e  P u n k t e  d e r  C u r v e  C £  
a u s  z w e i  f e s t e n  P u n k t e n  d e r s e l b e n  w i e d e r  a u f  d i e  
C u r v e ,  s o  e r h ä l t  m a n  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  P u n k t ­
s y s t e m e ,  f ü r  w e l c h e  d i e  b e i d e n  N a c h b a r p u n k t e  d e s -  
D o  p p e I p u n k t e s  d e r  C u r v e  d i e  D o p p e l e l e m e n t e  s i n d * * .

Si tzk .  d. m a th e m . - n a tu r w .  CI. LXI. Bd. II. Ahlh .



U n t e r  d e n  b e i d e n  N a c h b a r p u n k t e n  d e s  D o p p e l p u n k t e s  s in d  
h i e b e i  d i e  d e m  D o p p e l p u n k t e  u n e n d l i c h  n a h e n  P u n k t e  z u  v e r s t e h e n ,  
v o n  d e n e n  j e d e r  a u f  e i n e m  d u r c h  d e n  D o p p e l p u n k t  g e h e n d e n  Z w e i g e  
d e r  C u r v e  l i e g t .

A u s  d e r  l e t z t e n  G l e i c h u n g  f o l g t ,  d a ß ,  w e n n  ß  =  £t w i r d ,  £2 =  a  

w e r d e n  m ü s s e .  E s  e n t s p r i c h t  a l s o  d e m  P u n k t e  ß ,  w e n n  m a n  ih n  
z u m  S y s t e m e  ( £ t )  r e c h n e t ,  d e r  P u n k t  a  d e s  S y s t e m e s  ( £ 2) .  D a  s i c h  
n u n  d i e  b e i d e n  G e r a d e n  a ^ x u n d  /3£2 in  e i n e m  P u n k t e  yj d e r  C u r v e  
C i  s c h n e i d e n ,  s o  k a n n  m a n  d i e s e s  E r g e b n i ß  in  f o l g e n d e m  S a t z e  z u m  
A u s d r u c k  b r i n g e n  :

„ B e f i n d e n  s i c h  a u f  d e r  C u r v e  Cj* z w e i  p r o j e c t i v i -  
s c h e  P u n k t s y s t e m e ,  f ü r  w e l c h e  d i e  b e i d e n  N a c h b a r ­
p u n k t e  d e s  D o p p e l p u n k t e s  D o p p e l e l e m e n t e  s i n d ,  s o  
s c h n e i d e n  s  i c  h  j  e  z  w  e  i G  e  r  a d e , w e l c h e  z w  e  i P  a a r  e  111-  
s p r e c h e n  d e r  P u n k t e  w e c h s e l s e i t i g  v e r b i n d e n ,  i n  e i n e m  
P u n k t e  d e r  C u r v e “ .

9 .  B e s o n d e r s  b e m e r k e n s w e r t h  i s t  d e r  F a l l ,  w e n n  d i e  b e i d e n  
P u n k t e  a  u n d  ß  z w e i  c o n j u g i r t e  P u n k t e  d e r  C u r v e  C% s i n d .  In

ßd i e s e m  F a l l e  i s t  n ä m l i c h  <x =  —  ß  u n d  f o l g l i c h  —  = — 1 u n d  s o -a
m i t  n a c h  l e t z t e r  G l e i c h u n g  a u c h :

S26 W e y  r .

o d e r  a b e r :
£  _   £-1 —  -2

<1. h .  e s  s i n d  d a n n  a u c h  d i e  b e i d e n  P u n k t e  u n d  £2 z w e i  c o n j u g i r t e  
C u r v e n p u n k t e .  D i e s  g i b t  d e n  b e k a n n t e n  S a t z :

„ P r o j i c i r t  m a n  z w e i  c o n j u g i r t e  P u n k t e  d e r  C u r v e  
£ £ a u s  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  d e r  C u r v e  w i e d e r  a u f  
d i e s e l b e ,  s o  e r h ä l t  m a n  a b e r m a l s  z w e i  c o n j u g i r t e  
P u  n k t e “ .

D i e  b e i d e n  p r o j e c t i v i s c h e n  S y s t e m e  d e s  v o r i g e n  A r t i k e l s  g e h e n  
l i i e r  i n  d i e  I n v o l u t i o n  c o n j u g i r t e r  P u n k t e  ü b e r .

1 0 .  A u s  d e r  G l e i c h u n g  ( 0 ) :

=  k ,
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w e l c h e  d i e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  vj u n d  
d e s s e n  T a n g e n t i a l p u n k t e  £  d a r s t e l l t ,  k a n n  m a n  l e i c h t  d e n  P a r a m e t e r  
e i n e s  b e l i e b i g  v i e l f a c h e n  T a n g e n t i a l p u n k t e s  a b l e i t e n .

M a n  e r h ä l t  z .  B .  fü r  d e n  e r s t e n  T a n g e n t i a l p u n k t  c t d e s  P u n k t e s  
r/ d e n  P a r a m e t e r :

f ü r  d e n  z w e i t e n  T a n g e n t i a l p u n k t  £2 v o n  tj,  d. h .  fü r  d e n  e r s t e n  T a n ­
g e n t i a l p u n k t  v o n  £t d e n  P a r a m e t e r :

y _

-2 “  4» ~  k '

E b e n s o  fü r  d e n  d r i t t e n  T a n g e n t i a l p u n k t :

u .  s .  w .
M a n  f i n d e t  a u s  d i e s e n  F o r m e l n ,  d a ß  m a n  s i c h  o h n e  A u f h ö r e n  

d e m  D o p p e l p u n k t e  d e r  C u r v e  n ä h e r e ,  w e n n  m a n  d i e  a u f  e i n a n d e r ­
f o l g e n d e n  T a n g e n t i a l p u n k t e  d e s  P u n k t e s  rj c o n s t r u i r t .  H i e b e i  i s t  
v o r a u s g e s e t z t ,  d a ß  d e r  D o p p e l p u n k t  d e r  C u r v e  e i n  e i g e n t l i c h e r  s e i ,  
u n d  e s  z e i g t  s i c h ,  d a ß  m a n  a n  d e r  G r e n z e  v o n  e i n e m  Z w e i g e  d e r  
C u r v e  z u m  a n d e r e n  a b w e c h s e l n d  ü b e r s p r i n g e .

D i e s  g e h t  d a r a u s  h e r v o r ,  d a ß  d i e  P a r a m e t e n v e r t h e  d e r  a u f  
e i n a n d e r  f o l g e n d e n  T a n g e n t i a l p u n k t e  a n  d e r  G r e n z e  a b w e c h s e l n d  o o  
u n d  0  w e r d e n .
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