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Uber die Maxima und Minima der Winkel, unter welchen
krumme Flachen von Radien-Vectoren durchschnitten werden.

Von Dr. Karl Exner.
(Mit 1 Tafel.)

(Vorgelegf in der Sitzung am 9. December 1870.)

In meiner Abhandlung ,Uber die Maxima und Minima der
Winkel, unter welechen Curven von Radien durchschnitten wer-
den%, Sitzb. 1868, habe ich den Satz bewiesen:

»,Wenn im Raume eine Curve von einem Radius-Vector unter
einem grossten oder kleinsten Winkel durchschnitten wird, so
liegt der Ursprung der Radien-Vectoren mit der Curve auf der-
selben Seite der rectificirenden Ebene und es ist die dritte Pro-
portionale zum Kriimmungshalbmesser und Radius-Vector zu-
gleich die dritte Proportionale zu den Abstinden des Ursprunges
der Radien-Vectoren von der rectificirenden Ebene und der Tan-
gente“, (a)

Diesem Satze kann die folgende geometrische Deutung ge-

geben werden. Es sei, I'ig. 1,

« der Durchschnittspunkt der Curve und des Radius-
Vector,

ab der Kriimmungshalbmesser des Punktes « der Curve,
ab = A,
cd die Tangente dieses Punktes der Curve,
e der Ursprung der Radien-Vectoren,
ef Lbad, fg=N 1 cd, eg=M, ea—R der Radius-Vector.

Dann folgt aus dem Satze («):

RB*:M>= A:N.
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Ferner findet sich:

A:N=uad:gd
ae*:eq* = ad:gd
ag*—+eq*: eg® = ag—+gd: gd
ag:eq =eq:gd

n
qaedzé.

Daher der Satz:

Wenn eine Curve von doppelter Krimmung in
einem ihrer Punkte, n, von einem Radius-Veector
unter eincm grossten oder kleinsten Winkel durch-
schnitten wird, so bildet der Radius-Vector einen
rechten Winkel mit jener Geraden, welche durch
den Ursprung der Radien-Vectoren und einen Punkt
der Tangente von = geht, welcher in gerader Linie
liegt mit dem Kriimmungsmittelpunkte von o~ und
der Projection des Ursprungs der Radien-Veectoren

auf die Sechmiegungsebene des Punktes =. (D
Fiir eine ebene Figur vereinfacht sich dieser Satz in den
folgenden :

,Wird in der Ebene eine Curve von einem Radius-Vector
unter einem grossten oder kleinsten Winkel durchschnitten, so ist
der Radius-Vector die Projection des Kriimmungshalbmessers.“

Wenn man ein rechtwinkeliges Coordinatensystem so in die
Figur legt, dass der Ursprung desselben auf den Kriimmungs-
mittelpunkt des Punktes ~ fillt, die +y-Axe nach dem Punkte
gerichtet ist und die xy-Ebene mit der Schmiegungsebene des
Punktes n zusammenfillt; wenn man ferner durch x, y, z die
Coordinaten des Ursprungs der Radien-Vectoren und durch 4 den
Kriimmungshalbmesser des Punktes = bezeichnet, so liefert der
Satz (a) die folgende Gleichung:

(At (A—y)+et ()
4 T A—y
welche ausdriickt, dass der- Ursprung der Radien-Vectoren auf

einer gewissen Fliche liegt, von welcher einige zu ihrer Con-
struction dienende Eigenschaften abgeleitet werden sollen.
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Ich schneide daher die Fliche durch eine Ebene, zow, Fig. 2,
welche mit oz einen Winkel = « einschliesst, und finde die Glei-
chung des Schnittes in Bezug auf das System zou, indem ich in
Gleichung (b)

r=u.c08a y=—u.sin« (e)
getze, namlich :
1 —+sin 2«2 1—sin%a)?
2 §in « 2.8in«

die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf ou liegt. Ich
erhalte die Durchschnitte dieses Kreises mit ox, indem ich in
Gleichung (¢) z—o setze, ndmlich:

4 .
== = A.sina (&)

Um die geometrische Bedeutung der Gleichungen (&) dar-
zulegen substituire ich in dieselben die Gleichungen (¢) und er-
halte, wean ich durch =, y,, ,, y, die Coordinaten der beiden
Durchschnittspunkte bezeichne:

. A4V (4
y =4 "”E""[?/z_g] = [’2]

Es liegt daher der eine der Durchschnittspunkte auf der
Tangente des Punktes «, der andere auf einem iiber dem Kriim-
mungsradius als Durchmesser construirten Kreise. Es folgt:

Wenn eine doppelt gekriimmte Curve in einem
ihrer Punkte, n, von einem Radius-Vector unter
einem grossten oder kleinsten Winkel durchschnit-
ten wird, so liegt der Ursprung der Radien-Vecto-
ren auf einer Fliche, welche der geometrische Ort
ist aller Kreise, deren Ebenen auf der Schmie-
gungsebene des Punktes n senkrecht stehen und
welche einen Durchmesser 8o in dieser Ebene haben,
dass dessen Verlingerung durch den Kriimmungs-
mittelpunkt des Punktes » geht und seine beiden
Endpunkte auf die Tangente des Punktes x und
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einen Kreis fallen, welcher iiber dem Kriimmungs-
radius des Punktes = als Durchmesserin der Schmie-
gungsebene dieses Punktes construirt wird. (I

Die in Rede stehende Fliche liegt ganz zwischen zwei
Ebenen, namlich der rectificirenden Ebene des Punktes z und
einer Ebene, welche parallel zur rectificirenden Ebene durch
den Kriimmungsmittelpunkt des Punktes = gelegt wird.

Zu der soeben analytisch abgeleiteten Construction der in
Rede stehenden Flédche kann man anch gelangen, wenn man von
der im Satze (I) angefiihrten Eigenschaft derselben ausgeht.
Es folgt ndmlich aus dieser Eigenschaft, dass, Fig. 2, der Schnitt
der Ebene zou und der Fliche zusammenfillt mit dem Schnitte
dieser Ebene und der iiber =g als Durchmesser construirten Kugel,
also ein Kreis ist, ghk, in Bezug auf welchen nur noch die Lage
des Punktes £ zu bestimmen ist; dass dieser Punkt auf dem tiber
ox in der Ebene oxy construirten Kreise, ohr, liegt, folgt aus dem
leicht zu erweisenden Satze, dass zwei iiber zweien Seiten, =g, 7o,
eines Dreieckes als Durchmessern construirte Kreise, =hg, who,
sich in der dritten Seite des Dreiecks schneiden.

Wendet man den Satz (II) auf eine ebene Figur an, so hat
man statt der in diesem Satze definirten Fliche nur ihren Durch-
schnitt mit der Schmiegungsebene zu nehmen, welcher aus einem
Kreise und einer geraden Linie besteht; da jedoch klar ist, dass
ein Radius -Vector, welcher zugleich tangirt, kein Maximum oder
Minimum des Durchschnittswinkels haben kann, indem das Diffe-
rential dieses Winkels nicht verschwindet, sondern dem Contin-
genzwinkel der Curve gleich wird, so entfillt die zweite jener
beiden Linien und es ergibt sich der folgende Satz:

Wenn in der Ebene eine Curve von einem Ra-
dius-Vector unter einem grossten oder kleinsten
Winkel durchschnitten wird, so liegt der Ursprung
der Radien-Vectoren auf einem Kreise, welcher iiber
dem Krimmungsradius des Durchschnittspunktes
als Durchmesser construirt wird. (T1II)

Ahnliche Relationen, wie die fiir Curven abgeleiteten, beste-
hen auch fiir Flichen, wenn dieselben von Radien-Vectoren unter
grossten oder kleinsten Winkeln durchschnitten werden; und
sollen dieselben im Folgenden abgeleitet werden.
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Es sei, Fig. 3, oayz ein rechtwinkeliges Coordinatensystem,
o der Durchschnittspunkt der Flédche und des Radius-Vector, er
werde als solecher auch durch = bezeichnet, ox, oy die beiden
Haupttangenten des Punktes » der Fliche, so dass die Ebenen
xz, yr die Ebenen der Hauptnormalschnitte sind, ok, ki, i« die
Coordinaten des Ursprungs der Radien-Vectoren, welche zunsichst
alle drei als positiv vorausgesetzt werden, so dass <Juoi = ¢ den
Durchschnittswinkel der Flidche und des Radius-Vector darstellt,
von welchem vorausgesetzt wird, dass er ein Maximum oder ein
Minimum sei. Aus dieser letzten Voraussetzung folgt zuniichst,
dass der Winkelwoc = ¢, der Winkel zwischen Radius-Vector und
Normale, ebenfalls ein Maximum oder Minimum habe. Es muss
daher das Differential des Winkels ¢ verschwinden fiir jede un-
endlich kleine Variation des Durchschnittspunktes = auf der
Fldache. Dies ist der Fall, wenn es verschwindet fiir zwei Varia-
tionen, ndmlich diejenigen im Sinne der beiden Hauptnormalschnitte
des Punktes . Ich betrachte zuniichst eine dieser beiden Varia-
tionen, z. B. die im Sinne des wxz-Normalschnittes. Es sei 4 ein
niichster Punkt der Fliche in dieser Richtung; er muss auf der
Tangente oz angenommen werden, weil die Tangente in der Nihe
des Berithrungspunktes mit der Flidche zusanuaenfillt,

Beim Ubergange des Punktes = von o nach b éndern der
Radius-Vector und die Normale dieses Punktes ihre Richtungen,
wodurch der Winkel dieser beiden Richtungen, ¢, iibergeht in
¥+ 0, wo der Voraussetzung geméiss o0—=o ist. Es ist aber §=4¢"-+-¢"
zu setzen, wo ¢’ das partielle Differential des Winkels ¢ in Bezug
auf die Drehung der Normale, ¢ dasjenige in Bezug auf die Dre-
hung des Radius-Vector bedeuten. ¢” ist negativ, daher &’ positiv.
Damit ¢’ positiv sei, muss man den Durchschnittspunkt der durch
o und b gehenden Normalen nach einem Punkte, ¢, der positiven
z-Axe verlegen; dass ndmlich diesebeiden Normalen einen Durch-
schnittspunkt haben, folgt aus dem Umstande, dass o) zu einem
Hauptnormalschnitte gehort, und dass der Durchschnittspunkt
nicht auf der negativen z-Axe oder in unendlicher Entfernung liegt,
folgt daraus, dass im ersten Falle 0'<<o, im zweiten Falle ¢'= o
wire gegen die Voraussetzung. Es sei also «b der neue Radius-
Vector, ¢b die neue Normale. Ausserdem seien:
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od||cb, cd)job, ol||ab, alj'ob, ut||ik, kt|jia
oe=of =0g=on=o0¢g=or=o0s=1
gfe, fgn, qrs sphirische Dreiecke
fh1eh, np 1 gp, lm ] am
oq in der Ebene 2y, or in der Ebene yz

Jsoq = <Jkoi, <Jsor = <Jakt
und moge iiberdies der Einfachheit wegen:
ok—=a, ki=0b,ia =¢, o0a =R, 0c = 4, 0b =50
gesetzt werden. Dies vorausgesetzt ist:
o' = eh = ¢f . cos hef

7

ed
of = =4

@ )
Va5 0%

co8 hef = cos kol =

«
= rer————
AV 2

ferner:
0 = —gp = —ng.cos pgn
__Im_ la.sinlem  g.sinaok g % o s
WM=RT R ~ kR k"R
o e
0 ——2G T coS pgn

COS Pgn = COS qor = COS oS . COS 70§ = COS kot . coS tha=
a c
Va*+-6* |/ b*+c?

= et )
R*\[a* 5~ p?
und wenn man die Werthe (7), (¢) in die Gleichung

a

d=0—+d"=o0
einsetzt, so erhilt man:
R*=A4.c (k)
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Fiir eine Variation des Punktes » in der Richtung oy wiirde
man analog erhalten, dass der Durchschnittspunkt der neuen
Normale mit der alten auf der positiven z-Axe liege, und dass,
durch B den Kritmmungshalbmesser des neuen Normalschnittes
Lezeichnet, die Relation bestehe:

R*=B.c (l)
Aus den Gleichungen (4), (¢) folgt aber die weitere Gleichung
4=25B

welche besagt, dass der Punkt z der Fliche ein Nabelpunkt sei.
Dies liegt nicht in der Voraussetzung, vielmehr muss diese in
Bezug auf den Punkt 7 allgemeiner Natur sein. Es folgt, dass die
Voraussetzung dreier positiver Coordinaten «, b, ¢ unstatthaft ist,
woraus sogleich weiter folgt, dass der Ursprung der Radien--
Vectoren iiberhaupt in keinem der acht Octanten liegt. Es bleiben
daher die folgenden Fille:

l1.Fal. e =b=¢c=0

2. Fall. « oder 6 = ¢ = 0. b oder « endlich
3. Fall. « = b = 0. ¢ endlich

4. Fall. « oder b = 0. b oder « und ¢ endlich.

Sichtlich fiihrt der 1. Fall auf die Consequenz: 4 = co
B = oo, der 2. auf die Consequenz: 4 oder B = oo, der 3. auf
4= B.

Es bleibt daher nur der 4. Fall moglich, so dass der Ursprung
der Radien-Vectoren auf einer der beiden Hauptnormalebenen des
Punktes n liegt.

Wenn man von dieser Voraussetzung ausgeht, handelt es
sich wieder darum, dass ¢ = o sei fiir eine Variation des Punktes =
in der Richtung ox sowohl als in der Richtung oy. Geht man nun
z. B. von der Voraussetzung aus, es liege der Ursprung der Ra-
dien-Vectoren auf der wz-Ebene, so sieht man, dass ¢ = o ist fiir
eine Variation des Punktes = auf dem yz Normalschnitte, wie
immer dieser beschaffen sei, wihrend man fiir eine Variation auf
dem wz-Normalschnitte analog der oben fiir drei positive Coordi-
naten «, b, ¢ ausgefiihrten Rechnung wieder die Gleichung (%)
erhilt. Umgekehrt wiirde man von der Voraussetzung aunsgehend,
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es liege der Ursprung der Radien-Vectoren auf der yz-Ebene, die
Gleichung (7) als einzige Bedingungsgleichung erhalten.

Es liegt also der Ursprung der Radien-Vectoren auf einer
der beiden Haupt-Normalebenen des Punktes = und besteht iiber-
dies die Relation

R*—=A4.c (j)
wenn 4 den Kriimmungshalbmesser des beziiglichen Hauptnormal-
schnittes bezeichnet.

Uber die geometrische Bedeutung der Gleichung (j) lasst
sich Folgendes sagen: Bedeutet, Fig. 4, die Ebene des Papiers
die betreffende Hauptnormalebene, o den Durchschnittspunkt der
Flache und des Radius-Veector, e die betreffende Haupttangente,
ob den betreffenden Hauptkriimmungshalbmesser, de den betref-
fenden Kriimmungskreis, of den Radius-Vector, so dass: of = R,
ob = A, fg = ¢ ist, so folgt aus der Gleichung (j): <« = —.
Es liegt daher der Ursprung der Radien-Vectoren auf dem Kreise
hi, welcher tiber dem Kriitmmungsradius als Durchmesser con-
struirt wird.

Man gelangt daher zu dem folgenden Satze:

Wenn eine krumme Fldchein einem ihrer Punkte
von einem Radius-Vector unter einem grossten oder
kleinsten Winkel durchschnitten wird, so liegt der
Ursprung der Radien-Vectoren in einer der beiden
Hauptnormalebenen des Durchschnittspunktes und
zwar auf einem Kreise, welcher tiber dem entspre-
chenden Hauptkrimmungs-Radius als Durehmesser
construirt wird. 3(1\")

Dieser Satz, dessen Umkehrung aus einem naheliegenden
Grunde nicht gestattet ist, erfihrt im Folgenden eine analytische
Ableitung :

Es seien in Bezug auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem
a, b, ¢ die Coordinaten des Ursprungs der Radien-Vectoren und
z, y, z diejenigen eines Punktes der I'liche. Dann ist die Glei-
chung des durch diesen Punkt gehenden Radius-Vector:

a—x b—y
{— —by=""J
i o y—b=-——(0)

f—a =
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wenn durch & 7, ¢ dielaufenden Coordinaten desselben bezeichnet
werden; und die Gleichung der tangirenden Ebene fiir den Durch-
gehnittspunkt :

(6—a) o+ (=) 5o

(h/ <C-Z) =

wo abermals & =, ¢ die laufenden Coordinaten bedeuten. Daher
ist der Durchschnittswinkel des Radius-Vector und der tangiren-
den Ebene:

dv a—a (lzi b—y

1= = _
. dv c—2z dy c—=
sing =

B o e e =11

Man findet durch Differentiation, wenn man der Kiirze wegen

dx dz d*z ) d’z d*z

= P @—q ! (lx(ly_s rra
pl—a) -+ g(b—y) —(—2) = W
VPP +@+1=U [(a—al+(b—y)P?+(c—2)>=7V

setzt:

d_(sli;i = WWT//?% V¥(pr + qs)—U*a—ax +(c—2)p]i—
— o [r(a—a) + s(b—y)] (B
dsing { V¥(gt —+ ps)—U* [l)—y—f—-((’——z)(f])
dy U‘j & 5

UV (t(b—y) + s(a—a)]. (1)

Da der Winkel ¢ ein Maximum oder Minimum hat, verschwin-
det sein Differential und daher auch dasjenige seines Sinus; es
sind daher die Ausdriicke (k), () der Nulle gleich zu setzen.
Ehe ich dies ausfiihre, gebe ich dem Coordinatensysteme eine
solche Lage, dass der Ursprung desselben auf den Durchschnitts-
punkt, und die 2 und y-Axe auf die beiden Haupttangenten dieses
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Punktes der Fliche fallen, ferner der Ursprung der Radien-Vee.
toren im dreifach positiven Octanten des Systems zu liegen
kommt. Hiedurch ergeben sich die folgenden Vereinfachungen:

r=-— t=— Va0 +=R (m)

Wenn man nun nach Ausfithrung der Werthe (m) die Aus-
driicke (k) und (7) der Nulle gleichsetzt, so erhélt man:

(- .
% [7% — %J =0 (0)

Es folgt aus den Gleichungen (%), (o), dass « und b nicht
beide von der Nulle verschieden sein kionnen, da dann folgen
wiirde : 4 = B. Ich setze daher eine dieser beiden Grissen,
z. B. b, der Nulle gleich. Hiedurch wird Gleichung (o) befriedigt
und bleibt allein Gleichung () iibrig. Dies wiirde nur dann nicht
der Fall sein, wenn gleichzeitig « = ¢ = o wire, was nicht vor-
kommt. Da auch nicht gleichzeitig « und & der Nulle gleich sein
konnen, also « endlich sein muss, verwandelt sich die Gleichung
(n) in die einfachere Gleichung:

R* = Ae. (p)

Es muss also der Ursprung der Radien-Vectoren in einer
der Hauptnormalebenen licgen, (b = o), und tiberdies die Glei-
chung (p) bestehen, welche mit der Gleichung (j) rusammenfallt
und deren geometrische Bedeutung bereits besprochen wurde.
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