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Uber das Wiarmegleichgewicht zwischen mehratomigen
Gasmolekiilen.

Von Ludwig Boltzmann in Graz.

Nach der mechanischen Wirmetheorie erfihrt jedes Gas-
molekiil wihrend der weitaus grossten Zeit seiner Bewegung
von allen iibrigen keine merkliche Einwirkung; sein Schwer-
punkt bewegt sich daher geradlinig und gleichformig im Raume
fort. Nur sobald sich zwei Molekiile zufillig sehr nahe kommen,
wirken sie mit gewissen Kréften auf einander, so dass jedes auf
den Bewegungszustand des andern einen verindernden Einfluss
ausiibt. Die verschiedenen Molekiile des Gases werden daher
alle moglichen Bewegungszustinde durchlaufen und es ist klar,
dass es von der hochsten Wichtigkeit ist, die Wahrscheinlichkeit
der verschiedenen Bewegungszustinde zu kennen. Will man die
mittlere lebendige Kraft, das mittlere Potentiale, den mittleren
Weg ete. eines Molekiils berechnen, so braucht man dazu immer
jene Wahrscheinlichkeit. So lange dieselbe also unbekannt ist,
konnen hiochstens beildufige Werthe jener Grossen gemuthmasst
werden, an eine exacte Bestimmung derselben aber ist nicht zu
denken. Fiir den Fall, dass jedes Gasmolekiil ein einziger mate-
rieller Punkt ist, hat Maxwell die Wahrscheinlichkeit der ver-
schiedenen Zustinde bestimmt (phil. mag. march. 1868). In
diesem Falle ist der Zustand eines Molekiils vollstindig be-
stimmt, sobald man Grosse und Richtung seiner Geschwindigkeit
kennt. Und da selbstverstindlich jede Geschwindigkeitsrichtung
im Raume gleich wahrscheinlich ist, so braucht man nur mehr
die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Gréssen der Geschwin-
digkeit zn kennen. Wenn nun die Anzahl der Molekiile in der
Volumeinheit iV heisst, so fand Maxwell, dass die Anzahl jener
Molekiile in der Volumeinheit, deren Geschwindigkeit zwischen

d. mathem.-naturw. Cl. LXITT. Bd. II. Abth. !
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¢ und ¢ +de liegt, gleich ist 4 I/ ]L_ Ne c*de, wobei & eine die

Temperatur bestimmende Constante ist. Wir wollen uns des Aus-
druckes bedienen: hiedurch ist die Vertheilung der Geschwindig-
keiten unter den Molekiilen bestimmt, d. h. es ist bestimmt, wie
vielen Molekiilen eine Geschwindigkeit zwischen Null und de,
wie vielen eine Geschwindigkeit zwischen de und 2de, 2de und
3dc, 3de und 4dc u. s. f. bis ins Unendliche zukommt.

Die in der Natur vorkommenden Gasmolekiile sind jedoch
sicher keine einzelnen materiellen Punkte. Wir kommen offenbar
der Wahrheit ndher, wenn wir sie als Systeme mehrerer materiel-
ler Punkte (der sogenannten Atome) auffassen, welche durch ge-
wisse Kriifte zusammengehalten werden. Es ist dann der Zustand
eines Molekiils in einem bestimmten Zeitmomente keineswegs
mehr durch eine einzige Variable bestimmt, sondern derselbe
héingt von mehreren Variablen ab. Um den Zustand eines Mole-
kiils zu einer gewissen Zeit # zu definiren, denken wir uns 3 auf
einander senkrechte Richtungen ein fiir allemal fix im Raume
angenommen. Wir ziehen durch den Punkt, an dem sich der
Sehwerpunkt unseres Molekiils zur Zeit ¢ befindet, 3 rechtwink-
lige Coordinatenaxen parallel jenen 3 Richtungen und bezeichnen
die Coordinaten der materiellen Punkte unseres Molekiils beziig-
lich jener Axen zwr Zeit ¢ mit &, n,, &, &, 7y, &oo -Gy Ty
¢.—, Die Anzahl der materiellen Punkte unseres Molekiils,
velche wir immer seine Atome nennen wollen, sei ». Die Coor-
dinaten des »ten Atoms sind durch die der »—1 iibrigen he-
stimmt, da der Schwerpunkt Coordinatenanfangspunkt ist. Ferner
sei ¢, die Geschwindigkeit des 1. Atoms, «,, v,, w, ihre Compo-
nenten in der Richtung der Coordinatenaxen; dieselben Grissen
sollen fiir das 2. Atom mit ¢;, w,, v,, w,; fir das 3. Atom mit
¢y Uy, Vy, w, U. S. f. Dezeichnet werden. Dann ist der Zustand
unseres Molekiils zur Zeit # bestimmt, wenn wir die Werthe der
Or—3 Grossen &, ny, &, &. &ooyy wy, vy, Wy, Uy W, 20
dieser Zeit kennen. Die Coordinaten des Schwerpunktes unseres
Molekiils beziiglich der fixen Coordinatenaxen bestimmen nicht
den Zustand, sondern blos die Lage unsercs Molekiils. Wir
wollen nun zur Abkiirzung immer sagen, ein Molekiil befinde sich
in einem gewissen Raume, wenn sich sein Sehwerpunkt in jenem
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Raume befindet, und nehmen an, dass sich an allen Stellen des
Gases durchschnittlich N¥'Molekiile in der Volumeinheit befinden.
Von diesen N Molekiilen wird zu einer bestimmten Zeit ¢ nur ein
schr kleiner Theil dV so beschaffen sein, dass gleichzeitig die
Qoordinaten
des 1. Atoms zwischen

€ und & +-dg,, v, and 7, =~ dv,, & wnd ¢ —+d¢,,
dic des 2. Atoms zwischen

& und &,+-d%,, w, und v,—+dn,, ¢, und ¢,—+d¢

2
die des »— Iten Atoms zwischen
gy W €y +dE, 1y iy U 7oy gy Gt U Gy +dE
ferner die Componenten der Geschwindiglkeit
fiir das 1. Atom zwischen

w, wnd w, +duy, v, und v, + de, , w, und w, + dw,,
fitr das 2. Atom zwischen

w, ind u,~+duy, v, und v,~+dv,, w, und w,+dw,,
fiir das rte Atom zwischen

w, und u,~+du,, v, und v,~dv,, w, und w,—+dw,

liegen. Ich will diese Molekiile Kiirze halber als diejenigen he-
zeichnen, deren Zustand zwischen den Grenzen (d4) liegt. Es ist
dann zunéchst offenbar:

AN=f (&}, ty. &y Uy . ww0,) déydny. dé_ duydy,. . dw,.

Die Funetion £ will ich als die Funetion bezeichnen, welcke
die Vertheilung der Bewegungszustinde unter den Gasmolekiilen
zur Zeit ¢ bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen
Zustiinde der Molekiile wire bekannt, wenn wir wiissten, welchen
Werth diese Funetion fiir jedes Gas annimmt, wenn dasselbe
lingere Zeit bei constanter Temperatur und Dichte ruhend er-
halten wurde. Fiir Gase mit cinatomigen Molekiilen fand Max-

— ke?

well, dass die Funetion f dann den Werth 4V —Ne  c*de an-
T

nimmt. Die Bestimmung diescr Function fiir Gase mit mehrato-
migen Molekiilen scheint sehr sehwierig, da man schon fiir einen
Complex von 3 Atomen die Bewegungsgleichungen nicht zu inte-
griren vermag. Trotzdem werden wir schen, dass sich aus den
blossen Bewegungsgleichungen, ohne deren Integration, ein

27%
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Werth fiir die Function f auffinden ldsst, welcher durch die
Bewegung der Molekiile wihrend beliebiger Zeit nicht verdndert
wird und daher mindestens eine mogliche Vertheilungsweise der
Zustinde unter den Molekiilen darstellt. Dass der Werth, welcher
der Function £ in Gasen zukommt, aus den blossen Bewegungs-
gleichungen ohne deren Integration erschlossen werden kionne,
ist tibrigens nicht so unerwartet, als es auf den ersten Blick
scheint. Denn die grosse Regelmissigkeit, welche die Wirme-
erscheinungen zeigen, lisst vermuthen, dass f gewisse allgemeine,
von der speciellen Natur jedes Gases unabhingige Eigenschaften
besitzen muss; und gerade derartige allgemeine Eigenschaften
lassen sich ja oft schon aus der allgemeinen Form der Bewe-
gungsgleichungen mit Leichtigkeit ableiten, selbst wenn deren
vollstindige Integration in speciellen Fillen uniibersteigliche
Schwierigkeiten bietet.

Wir konnen uns zu Anfang der Zeit die Bewegungszustinde
ganz beliebig unter den Molekiilen vertheilt, d. h. der Function
f jeden beliebigen Werth ertheilt denken. Mit wachsender Zeit
wird sich der Zustand jedes Molekiils, sowohl durch die Bewe-
gung seiner Atome wihrend seines geradlinigen Fortfliegens, als
auch durch seine Zusammenstsse mit den iibrigen Molekiilen,
bestidndig verdndern; es wird sich daher im Allgemeinen auch
die Form der Function f verdndern, bis diese Function endlich
einen Werth angenommen hat, der durch die Bewegung der
Atome und die Zusammenstosse der Molekiile nicht mehr weiter
verdndert wird. Wenn dies eingetreten ist, wollen wir sagen, die
Molekiile befinden sich bei dieser Vertheilung der Zustinde im
Wiarmegleichgewicht. Es wird sich daher zunichst darum
handeln, einen solchen Werth fiir die Function f zu finden,
welcher durch die Zusammenstosse nicht weiter verdndert wird.
Zu diesem Zwecke wollen wir, um sogleich den allgemeinsten
Fall zu betrachten, annehmen, wir hitten es mit einem Gas-
gemische zu thun. Von einer der gemischten Gasarten (der Gas-
art G) seien NMolekiile in der Volumeinheit. Davon soll zu
einer gewissen Zeit ¢ der Zustand von <N Molekiilen zwischen
den Grenzen A) liegen. Dann ist nach dem friitheren:

(1) dN=f(y nye Lreyy Ugyvy. cw)dEgdny . . o duydy, . . . dw,
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Die Function f bestimmt uns die Vertheilung der Zustéinde
unter den Molekiillen der Gasart G zur Zeit ¢ vollstindig. Wir
lagsen nun eine gewisse Zeit ot vergehen. Zur Zeit ¢#—+0f wird
die Vertheilung der Zustéinde im allgemeinen eine andere ge-
worden sein, daher die Function f cinen andern Werth besitzen,
den ich mit £, bezeichne, so dass also zur Zeit £~-d¢ die Anzahl
der Molekiile in der Volumeinheit, deren Zustand zwischen den
Grenzen (d) liegt, gleich

i€, & - - cwydE dy, . . L duw, (2)

ist.
1. Bewegung der Atome in den Molekiilen.

Nehmen wir zuerst an, wihrend der Zeit d¢ sei keines
unserer Molekiile mit irgend einem anderen im Zusammenstosse
begriffen. Dann sind zwischen den r Atomen eines jeden Mole-
kiils blos innere Krifte thitig. Wir konnen daher die Bewegungs-
gleichungen, welche zwischen den Coordinaten und Geschwin-
digkeitscomponenten jener » Atome bestehen, in folgender Form
schreiben :

dg, dr, d¢, dé, dé,

Ty TRy Ty Ty T T—Agy Ty A e s T Y=g g

dt dt dt dt dt R
du, — dv, . dw, —; du, 5 dw, — (3)
de — 7V dt Y de Y ar Y Tdr

Es ist klar, dass die Differentialquotienten der Coordinaten
&, n,. .. nach der Zeit ¢ blos Functionen der Geschwindigkeits-
componenten sind, die Grossen z, z,. . .z, , sind also blos Fune-
tionen von w«,, v,, w,, «,...w, Die Differentialquotienten von
u;, v;.. mnach der Zeit dagegen sind gleich den durch die
Massen dividirten Kriften. Die Kriifte aber sind blos abhiingig
von der relativen Lage simmtlicher Atome des Molekiils, also von
den Grossen &, v,...¢,_,. Die Grossen X, %,...%, sind also
blos Functionen von &, w,...¢_,. Aus den Differentialglei-
chungen (3) konnen, wenn die Werthe der 6r—3 Variablen
&, m...w, zur Zeit ¢ gegeben sind, die Werthe derselben Varia-
beln zur Zeit £+0f berechnet werden. Diese Werthe zur Zeit
£~+-0t sollen mit &, »',...w’, bezeichnet werden. Fiir alle Mole-
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kiile, fiir welehe die Werthe der den Zustand bestimmenden Va-
riablen £, %,. .w, zur Zeit ¢ zwischen gewissen unendlich nahen
Grenzen lagen, werden sie auch zur Zeit ¢+-0¢ zwischen gewissen
andern unendlich nahen Grenzen liegen, und zwar wollen wir
annehmen, wenn ihre Werthe zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen (4)
lagen, sollen sie zur Zeit #+J¢ zwischen den Grenzen:

B) & und & —+dg,, o'y wnd 7', +dv'y . cw', und w—+dw’,

liegen. Die Werthe von &, v,...w, ktnnen dabei ganz willkiir-
lich gewiihlt werden; diese Variabeln sind also als independent zu
betrachten; &,, »',. .w’. dagegen komnen in Folge der Bewe-
gungsgleichungen (3) als Functionen von &, v, .w, bestimmt
werden.

Es ist daher nach einer bekannten Formel das Product:

’

ow’,
8¢, 9q, " Bw,’

4)  d&dd...dw,=déds,  .dw, 1+

Wihlen wir nun of unendlich klein; dann werden auch
¢, ... w, nur unendlich wenig von £, »,...w, verschieden

sein. Um dies auszudriicken, wollen wir setzen:

€\ =¢&,~+08, n'|=n,+0n,. . . 0w, =w, 40w,
wobei 0, dn,. .ow, unendlich klein und wieder Functionen
unserer independenten Variabeln &, 4, .w, sind. Es wird dann

on

B¢y, B0k B, B9 Bry  Bon
3¢, as’ W o, O, 6o
und
98, %’ w’, oc¢ 907/ dow’,
E _'1_ _1' . ” J— =1 1 . 7'
C) e % e TR, e T e,

1

In der letzten Formel wurden die htheren Potenzen von

0, ou,. vernachlissigt. In der That zeigt eine leichte Uber-

legung, dass dieselben auf das Endresultat ohne Einfluss sind.
Aus den Bewegungsgleichungen (3) folgt aber:

08, =2,0t, 0n,=u,0f. .0w,=)g,Ct.

\

3&“

sind &, 7,. .w, die independenten Variablen, d¢ aber

Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten

30 /1

377
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ist eine Constante (denn der Grosse of wurde ein fiir allemal ein
constanter Werth ertheilt, der selbstverstidndlich von &, =, .. .w,
unabhingig ist). Da zudem in =, #,...z,_, die Variabeln
£, % -Goyundin 2y, A,. .4, die Variabeln «,, v,. . .w. nicht
enthalten sind, so hat man:

806 ¥on,  dow,

8k, ¥n, T w7
daher nach Gleichung (5):

o a_é_’l_ B")Il ' .

— 9, O, T dw,
und nach Gleichung (4):
dé'dv'y  dw',=d&dn,. .dw, (6)

Die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit, aeren Zustand
zur Zeit 0t zwischen den Grenzen B liegt, erhilt man, indem
man in die Formel (2) &,, #',...w’, statt &, »,. .w, und
d€,, dn'y. . .dw', statt d&,, dn,...dw, substituirt. Dieselbe ist
also gleich

fiEy, 7y w0 )dE dry. . dw,
oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (6)
fE 7y W) dE day. . . dw,. M

Nun wissen wir aber, dass zur Zeit #~0¢ genau die Zusténde
derjenigen Molekiile zwischen den Grenzen (B) liegen, deren Zu-
stinde zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen (4) lagen. Der Aus-
druck (7) muss also gleich sein der Zahl der Molekiile, deren
Zustand zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen (4) lag, also nach
Formel (1) gleich f(&, #,...w,)dé, dn,...dw, Dividirt man
durch das Produet aller Differentiale, so ergibt sich:

FiE o e ) =F (& 7y ). ®)

Diese Gleichung bestimmt die Function £;, sobald uns die

Function f gegeben ist, d. h. sie lehrt uns die Vertheilung der

Zustinde zur Zeit #~+0f kennen, sobald dieselbe zur Zeit ¢ gege-

ben ist. Nehmen wir an, man hitte, was immer fir Werthe man

den independenten Variabeln £, #,...w, ertheilen mag, immer
die Gleichung:

(&, 0., .w0,) :f(g’“ LT w'y), (9)
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so wire auch in Folge der Gleichung (8)
A& w)=FE, 7w

es wiren also, da, wenn man den &, 7,...w, alle moglichen
Werthe ertheilt, auch &, , »/,...w', alle moglichen Werthe durch-
laufen, die beiden Functionen f und £, identisch fiir alle Werthe-
combinationen der darin enthaltenen Variabeln; d. h. die Ver-
theilung der Zustinde zur Zeit ¢~+d¢ wire identisch mit der Ver-
theilung der Zustinde zur Zeit ¢. Ist also die Gleichung (9) er-
fiillt, so #ndert sich die Vertheilung der Zustinde wéhrend des
Zeitmoments ot durch die Bewegung der Atome in den Molekiilen
nicht. In der Gleichung (9) sind die Variabeln &, 7, . ..w, inde-
pendent, ihre Werthe kionnen also willkiirlich gewiihlt werden;
€, #y...w', aber sind die Werthe, welche jene Variabeln zur
Zeit t—+6¢t in Folge der Bewegungsgleichungen (3) annehmen,
wenn sie zur Zeit ¢ die Werthe &, «,...w, hatten; sind also in
Folge der Gleichungen (3) Functionen von &, #,. . .w,.

Wir wollen uns nun aus den Integralen der Bewegungs-
gleichungen (3) die Zeit eliminirt denken, so bleiben uns noch
Gleichungen zwischen den Variabeln £, #,...w, und den Inte-
grationsconstanten ibrig, die wir in die Form bringen kinnen:

0, . w)y=uay, ¢,(&, 7. w,)=a, W s. £,
wobei «,, a,. .. die Integrationsconstanten sind. Da diese Glei-
chungen die Zeit nicht mehr enthalten, so bleiben die Functionen

0, 9,... in Folge der Bewegungsgleichungen (3) fiir alle Zeiten
constant. Es ist also:

@ &y ny e v ) =08y Wy o W), 99§y My w10, )=005(& 'y o W) W L

Wenn daher £blos Function der ¢ ist, so ist die Gleichung (9)
erfiillt, da sich keines der ¢ wihrend der Zeit 6¢ verindert; es
dndert sich also nach dem frither bewiesenen die Vertheilung der
Zustinde unter den Molekiilen in Folge der Bewegung der Atome
von der Zeit ¢ bis zur Zeit ¢+c¢ nicht. Da sie also zur Zeit ¢~-at
dieselbe wie zur Zeit ¢ ist, so gilt dasselbe auch von ¢-~d¢ bis
t-+20t und aus demselben Grunde auch von ¢—+-20¢ bis ¢3¢
. 8. w. Es gilt also allgemein fiir alle Zeiten 1.

1 Man iiberzeugt sich leicht, dass auch umgekehrt, wenn die Zustands-
vertheilung so beschaffen sein soll, dass sie durch die Bewegung der Atome
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2. Zusammenstisse der Molekiile.

Nachdem wir die Bewegung der Atome in den Molekiilen
discutirt haben, wollen wir zur Betrachtung der Zusammenstosse
der Molekiile iibergehen. Wir wollen annehmen, zu irgend einem
Zeitmomente ¢ sei

AN=f(9y, 95...).d& du,...dw, (10)

die Zahl der Molekiile der Gasart & in der Volumeinheit,
deren Zustinde zwischen den Grenzen (4) liegen. Eine ganz
analoge Formel gelte fiir die iibrigen Gasarten. Wir wissen, dass
diese zur Zeit ¢ angenommene Zustandsvertheilung durch die
Bewegung der Atome in den Molekiilen nicht verdndert wird.
Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen sie
auch durch die Zusammensttsse der Molekiile nieht verdndert
wird. Das eine der zusammenstossenden Molekiile soll der Gas-
art G angehoren. Die Coordinaten und Geschwindigkeitscom-
ponenten seiner Atome sollen wie frither bezeichnet werden. Die
Coordinaten seines Schwerpunktes beziiglich dreier fix im Raume
gelegter Coordinatenaxen sollen @, y, z heissen. Das 2. der
zusammenstossenden Molekiile wird im Allgemeinen einer andern
Gasart (der Gasart G¥) angehoren, von der V*Molekiile mit je
r* Atomen in der Volumeinheit sein mogen. Da die Zustands-
vertheilung unter den Molekiilen der Gasart G* zur Zeit ¢ durch

in den Molekiilen nicht verfindert wird, f die Variabeln &, v ...w, blos in
soweit sie in den ¢ stecken, enthalten darf, wobei unter den ¢ alle Func-
tionen der &,, #,...w- zu verstehen sind, welche gleich einer Constanten
gesetzt, die Bewegungsgleichungen (3) befriedigen. Da wir jedoch diesen
umgekehrten Satz nicht bendthigen werden, so fiige ich seinen Beweis blos
als Anmerkung bei. Die Annahme, f enthalte ;, », . . .w, nicht blos in soweit
sie in den ¢ stecken, ist gleichbedeutend mit der Annahme, f dndere
seinen Werth auch, wenn alle » constant bleiben, d. h. auch, wenn durch
die Veriinderungen von &, w,...w, fortwihrend die Differentialgleichun-
gen (3) befriedigt werden. Unter dieser Annahme wiirde daher die Glei-
chung (9) nicht fiir beliebige Werthecombinationen der &,, %, . . .w, erfiillt
sein. Es wiirde daher in Folge der Gleichung (8) die Function f; mit f nicht
fiir alle Werthecombinationen der Variabeln identisch sein, d. h. die Zustands-
vertheilung bliebe nicht ungeéindert.
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eine der Formel (10) vollkommen analoge gegeben sein soll, so
werden zu jener Zeit von diesen /N*Molekiilen:

(1) ANF=f*(p*;, 0%;. . .) A& dn™ .. . dw™

]

Molekiile so beschaffen sein, dass fiir dieselben &* , +* ... w*.
zwisehen den Grenzen:

(€) &% . &% +dE¥, 0% W ¥ -dn®, . o 0w adw®,

liegen. Die Buchstaben f*, ¢*, &%, »*, ¢* bedeuten dabei fiir die
Molekille der Gasart G*, was die entsprechenden Buchstaben
ohne Sternchen fiir die Molekiile der Gasart G bedeuteten. Die
Coordinaten des Schwerpunkts des 2. unserer zusammenstossen-
den Molekiile beziiglich der fixen Axen sollen ¥, y*, z* heissen.
Es wird die Ubersichtlichkeit der Formeln sehr erhhen, wenn
wir ausserdem noch eine homogenere Bezeichnung anwenden.
Wir wollen 3r-+-3r*—s setzen, und die durch folgende Gleichun-
gen definirten Grossen p und ¢ einfithren:

Pi=5p Ps="1p P3=Cp Py=Es++ Pyr—s=Cry}
Par—a=E%y Pyrey=m% . P =C 15
(12) Pomy= =, Po=yF—y, Poy=2"—2;
Q=Uyy §o==0;, (=W, §1=Us...{;;==10,}
937"-"1:“#1; (137-4-2:17%1 v (]5:10*7,*,

So lange sich beide Molekiile nicht tiber eine gewisse Grenze
gendhert haben, iiben sie keine Wirkung auf einander aus, sind
also sowohl &, n,. . .w, als auch &%, »* ... w*. durch Differen-
tialgleichungen von der Form der Gleichungen (3) bestimmt.
Erst von dem Momente an, wo sie sich bis iiber eine gewisse
Grenze genihert haben, beginnt die Wechselwirkung zwischen
beiden Molekiilen. Von da an werden also die Kriifte, welche auf
die Atome des ersten Molekiils wirken, auch abhingen von der
Lage der Atome des 2. Molekiils und umgekehrt. Wir wollen den
Moment, wo die Wechselwirkung zwischen beiden Molekiilen
beginnt, als den Moment des Beginnes des Zusammenstosses,
den, wo dieselbe wieder aufhdrt, als das Ende des Zusammen-
stosses der Molekiile bezeichnen, ohne dass natiirlich dabei an
einen Stoss elastischer Korper zu denken ist. Wahrend des Zu-
sammenstosses sind also die Kriifte, welche auf jedes Atom wir-
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ken, Functionen der relativen Lage simmtlicher Atome beider
Molekiile, also Functionen séimmtlicher mit p bezeichneter Grossen;
denn man iiberzeugt sich leicht, dass durch diese Grossen die
relative Lage aller Atome beider Molekiile bestimmt ist. Wihrend
des Zusammenstosses treten also an die Stelle der Bewegungs-
gleichungen (3) folgende Gleichungen:

dp, __, dpy__ dps—y _ .
e T g T P T g T e )
A a)

dt v de T g

Dabei sind die Differentialquotienten der Coordinaten blos
Functionen der Geschwindigkeiten, also die  blos Functionen
der ¢; die Differentialquotienten der Geschwindigkeiten aber
sind blos Functionen der Coordinaten, also die s blos Funectionen
der p. Es fragt sich nun zuniichst, wodurch der Beginn und das
Ende eines Zusammenstosses charakterisirt sein werden. Wir
konnten da annehmen, der Beginn der Wechselwirkung, also des
Zusammenstosses sei dadurch charakterisirt, dass sich die
Schwerpunkte beider Molekiile bis tiber eine gewisse Grenze
nahe kommen. Es ist aber klar, dass diese Annahme nicht all-
gemein genug wire. Der Moment des Beginnes der Wechselwir-
kung wird offenbar nicht blos von der Entfernung der Schwerpunkte,
sondern auch von der Position der Atome gegen den Schwer-
punkt abhéingen. Wir wollen daher, um die grosste Allgemeinheit
zu erzielen, voraussetzen, dass dic Wechselwirkung beider Mole-
kiile beginne, wenn eine gewisse Function der relativen Lage
simmtlicher Atome (also der p), F(p,, p,...p.—;), gleich einer
gewissen Constanten 6 wird. Es ist ersichtlich, dass diese Vor-
aussetzung jede itberhaupt denkbare Bedingung des Beginnes
des Zusammenstosses als speciellen Fall enthélt. Nach dem
Beginne des Zusammenstosses wird jene Function F grosser
(oder kleiner) als & werden, endlich, da beide Molekiile nicht
immer beisammen bleiben konnen, ein Maximum erreichen, dann
wieder abnehmen, bis sie wieder gleich b geworden ist. In dem
Momente, wo F=4 geworden ist, hort die Wechselwirkung beider
Molekiile wieder auf. Denn die Gleichung F=b soll immer die
Zustinde, in denen noch Wechselwirkung stattfindet, von
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denen, wo keine mehr stattfindet, trennen. Es ist diese Schei-
dung in der Natur allerdings ohne Zweifel keine so strenge;
allein die Rechnung macht eine strenge Scheidung nothwendig.
Man kann ja zu dem Falle der Natur immer iibergehen, indem
man die Weehselwirkung kurz nach Beginn und vor dem Ende
des Zusammenstosses als sehr klein annimmt. Die Wechsel-
wirkung vor dem Beginne und nach dem Ende des Zusammen-
stosses aber ist so unmerklich, dass sie ohne Fehler gleich Null
gesetzt werden kann. Es fragt sich nun zuvorderst, wie viele
Zusammenstosse wihrend einer gewissen Zeit in der Volumein-
heit so geschehen, dass dabei simmtliche, den Zustand der zusam-
menstossenden Molekiile bestimmenden Grossen zwischen ge-
wissen Grenzen eingeschlossen sind. Die Anzahl der Molekiile
der Gasart ¢ in der Volumeinheit, deren Zustinde im Zeit-
momente ¢ innerhalb der Grenzen (4) liegen, ist die durch die
Gleichung (10) bestimmte Grosse dN. Legen wir durch den
Schwerpunkt eines dieser Molekiile drei den fixen Axen parallele
Coordinatenaxen, so liegt der Inbegriff aller Raumpunkte, deren
Coordinaten beziiglich dieser neuen Axen zwischen

(D) Pocy W Ps—y=+dps_sy Pay W Po_y=APs _yy Po—y W Po—y+dp,—,

liegen, in einem Parallelepiped vom Volumen dp,_.. dp,_,. dp,_,.
Die Anzahl der Molekiile der Gasart G*, deren Schwerpunkt in
dem Zeitmomente ¢ in jenem Parallelepiped liegt und deren Zu-
stinde zugleich zwischen den Grenzen (C) liegen, ist:

Apo_ .. dps_ . dp,_.. AN*=f*(o*,. o* .. .) d&%,. dn®,...dw*
Ps— 5 APs—y APs—; 'L 1 1

dp,—; dp,_,. dp,_,.

Dieser Ausdruck, mit ¢V multiplicirt, liefert die Anzahl der
Molekiilpaare in der Volumeinheit, welche zur Zeit ¢ folgende
Bedingungen erfiillen: 1. Das eine Molekiil gehdrt der Gasart &
an und sein Zustand liegt zwischen den Grenzen (4). 2. Das
andere Molekiil gehort der Gasart G* an und sein Zustand liegt
zwischen den Grenzen (C). 3. Die Differenzen der Schwerpunkts-
coordinaten (p,- 5, ps—y, Ps—s) liegen zwischen den Grenzen (D).
(Wir betrachten dabei ein Molekiilpaar als in einem Raume lie-
gend, wenn der Schwerpunkt des Molekiils von der Gasart G sich
in jenem Raume befindet.) Diese Anzahl heisse dm ; dann ist also:
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dm=dps—s APs—y- dps_y- AN. dN*=f(p;, 0,. ). [*(9*} ¢%5. . 0):
dé dv. . .dw, dE¥ dn®|. . . dw*x dp,_; dp,_, dps—,.
Machen wir in dieser Formel von den Bezeichnungen (12)
Gebrauch, so ergibt sich:
dm=f (1 Ps-+-)- [*(¢* 9%5..0)- dpydp, ... dps—,. dy,. dg,...dy,
Wir wollen hier noch statt einer der Gréssen p, z. B. statt
P, die Variable 6=F(p,, p,. . .p,;) einfithren. Wir haben dann

db

dp,—,= SF daher
8pis
1
dm="dF f(,, 9p...) [*(9*, ¢%...). dpye dpy. . .dp,_,. dg,.
3P.—s dq,. . .dg, db.

Dies ist zur Zeit ¢ die Anzahl der Molekiilpaare in der
Volumeinheit, fiir welche
Py Po- - - Ps—y ZWischen p, W p,—+dp, . . .ps_y W p,_,—+dp,_,
4y 9o - - ¢s 2wischen ¢, und ¢,~+dg, . . .q, und ¢,~+dg, (E)
wd F(p,, py...ps—y) zwischen b—db und b liegt. Bezeichnet
man mit d¢ die Zeit, welche nothwendig ist, damit F von b—db
bis & wachse, so ist dm auch die Zahl der Molekiilpaare, welche
in der Volumeinheit wihrend der Zeit df so zusammenstossen,
dass bei Beginn des Zusammenstosses die p und ¢ zwischen den
Grenzen (E) liegen, wéhrend p,_, durch die den Beginn charak-
terisirende Gleichung:
F(py; py- « - pa—y)=b (14)
bestimmt ist. Wihrend der Zeit d¢f wichst p, um p,d¢, p, um

oF oF oF
odf. .. daher Fum | —o, + —p, ...+ s—s |dt. Der Zu-
& (3101 A g, oy 3)
wachs von F soll gleich db sein; man hat also: db—-«dt, wobei
oF oF oF

E= e py - s —fo ks« e s,
8]7191 a]’zp' 3]’6—3p :

ist. Substitnirt man diesen Werth in den letzten Ausdruck fiir

dm und setzt zur Abktirzung
3

YT, (15)
éps—s
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so erhilt man:

(16) dm=f (g9, )- [¥(5%, 0%, ) wodpydp,...dp,_,
dq,dq,...dq.d¢

fiir die Anzahl der Zusammenstisse, welche wihrend der Zeit dr
in der Volumeinheit, so geschehen, dass zu Beginn die Bedin-
gungen (&) erfiillt sind. p,_, ist im Momente des Zusammen-
stosses durch die Gleichung (14) bestimmt, in der 4 die den
Beginn des Zusammenstosses charakterisirende Constante ist.
Im Momente des Endes des Zusammenstosses werden die
Variabeln p und ¢ im allgemeinen ganz andere Werthe haben.
Wir wollen diese andern Werthe mit den entsprechenden grossen
Buchstaben bezeichnen. Die Variabeln sollen, wenn sie im Mo-
mente des Beginnes des Zusammenstosses zwischen den Gren-
zen (E) lagen, im Momente des Endes desselben zwischen den
Grenzen:

7 P, w P+dP, P,u. P,)+dP,...P,_, u P,_,
) 0, w. Q,+d0,, 0, . Q,+d0,...0, w. O,—+dQ,

liegen; p,_, ist wieder durch die Gleichung (14) bestimmt. Es
crhellt unmittelbar aus den Bewegungsgleichungen, dass, wenn
mgekehrt die Variabeln bei Beginn des Zusammenstosses zwi-
schen den Grenzen (F) lagen, sie zu Ende desselben zwischen
den Grenzen (E) liegen werden. Die Anzahl der Zusammen-
stosse, welche wihrend der Zeit df in der Volumeinheit so ge-
schehen, dass bei Beginn derselben die Werthe der Variabeln
zwischen den Grenzen (F) liegen, soll ¢M heissen. Es werden
dann die Werthe der Variabeln durch die hetrachtete Gattung
von Zusammenstossen dmmal von p,, p,...¢q, in P, P,...0Q, und
dMmal von P, P,...Q, in p, p,...¢, tibergefihrt. Es wiirde
also, wenn die Gleichung dm=dM fiir alle Molekiilpaare und
alie Werthcombinationen der Variabeln bestithde, die zur Zeit 7
angenommene Zustandsvertheilung unter den Molekiilen auch
durch die Zusammenstosse nicht verdndert. Wir wollen sehen,
wie die Function /' beschaffen sein muss, damit die Gleichung
dm=dM fiir alle Molekiilpaare gelte. Die Zahl ¢} wird durch
cine der Gleichung (16) vollkommen analoge Formel bestimunt.

—+dP,

§—1
s—A
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Nur ist darin statt p, ¢ iiberall P, Q zu setzen. Es soll dadurch
o in @ und o in Q iibergehen. Dann ist
4
([M:f(q—)l, (I)g‘ . .). f ((l)*‘p [} g .)- Q. (Zpiflp_,- . '([‘P'S—l}' (17)
dQ,d0,...dQo.dt. '
Da die Werthe von p und ¢ mit P und Q durch Differential-
gleichungen verkniipft sind, so wollen wir den Vorgang des
Zusammenstosses von einem Zeitdifferential zum nchsten fort-
schreitend verfolgen. Beginnen wir von demjenigen Zeitmomente#,
wo F=0b war und die Variabeln zwischen den Grenzen (£) lagen.
Nach Verlauf der sehr kleinen Zeit ot soll F=b-+3d5 geworden
sein. Zur Zeit ¢+-0¢ sollen
Po> Pse - - zVisChen p, w p' —-dp'y, p' W P/, -dp’
Q1> Gs. - - 2Wischen ¢, W ¢/, ~+dq',, ¢’y . ¢',—dg’,. .
liegen. p'y, p’,. . . sind nur wenig von p,, p,... verschieden; wir
wollen daher setzen:
Py=P1+ Py Pe=Po Py oo §1=¢+9Gy §o=0+G,. .

H 3 < R} -\ G[)
Dann ist wegen der Gleichungen (13) und wegen ot = —

Gy - .
by dg= 2., (18)

o . G
opy="1ab, dp,="26b. . .0¢,=
& - €

o [

Es wird das Product dp’,dp,...dp'.—, dg,..dy ~ieder
durch die Functionaldeterminante hestimmt
dp'dp'y. . dp's_dq'y .. .dg'=dpdp,. . .dp,_dg, .. .dg,
s 004 By B
o, e 3¢,

Hiebei ist zu bemerken, dass die Werthe unserer Variabel:
bis auf p,_, im Momente des Beginnes des Zusammenstosses
ganz heliebig sein konnen, also p,, py. . Ps—y ¢p G- -¢s Al8
independent zu betrachten sind. Nur p,_, ist in Folge der Glei-
chung (14) als Funetion von p,, p,...p,—, zu betrachten. Es
wurden deshalb die partiellen Differentialquotienten durch das
Zeichen 9’ angezeigt, um auszudriicken, dass bei ihrer Bil-
dung p,—, als Function der iibrigen p zu betrachten ist. Das
Zeichen 9 driickt eine partielle Differentiation aus, bei der auck
Ps—; als independent zu betrachten ist. Mit Vernachlidssigung

3
von unendlich kleinem hoherer Ordnung hat man zuniéchst:
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¥dp, ¥p, ¥y o'dp, o'op 0'0p,—
PO e i S < S AR e et S L I
op,  op, ¢ o, 3}72 aps—t;
-+ 8’_09_1_._ . 'a'ag,-
3¢, 8¢s

Betrachtet man 56 als eine reine Constante, so ergibt sich
aus den Gleichungen (18):

1 1 1 ’
vop, 26 xb[a 5 3(:)'310s—3J;
g2 =p0 +
op, 9p, op, Oy I,
oF
3173—3 5]0_1
also wegen e == 3%
0ps—g
vop _pdb|_®F _ WF . BF
dp, e ap2191 opdp, Tt T Apdpey
L
oF
5, [ ®F ¥F R
OF \&popy ' pdp,
Wy

Ebenso erhilt man

3’6g1
3¢,

e 8,(3) _ r;iab(BF % OF 8p, oF . Bps_s).
T 9 < \%, bg,  Op, B¢, Ops—s 3¢
Ahnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die partiellen Differen-
tialquotienten der iibrigen dp und d¢g. Summirt man dieselben,
so0 erhdlt man nach einer zwar etwas weitldufigen Rechnung, die

aber nicht die mindeste Schwierigkeit darbietet:

9 Py, o’ap, o +8 g, _g,
o, O, 3¢, w
wobei dw der gesammte Zuwachs ist, den die Grisse
¢ 1 nF oF oF
w= oF ——BF 3}7—1P1+ %Pz—i—. . .+'a—ps—3ps_3

0Po—y  OPs—y
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withrend der Zeit of = ﬁ erfihrt. Es ist also

, , ow w
P, g/ =dp,dps.. -dqs(l—;)zdpulpz- g2,
/

wenn o' =—w—0w der Werth von w zur Zeit #-+o¢ ist. In der-
selben Weise findet man, wenn zur Zeit, wo F den Werth 4205
hat, die Variabeln zwischen den Grenzen
Py W p=dp”y, ply W pt——dp”,. L g 0. ¢ dg,
q"y 0. ¢y +dg"s. ..
liegen und w den Werth w” hat,
w"dp" dp”,. .dg’'=ow'dp' dp,...d¢=wdpdp,...dq,.

Fihrt man in dieser Weise zu schliessen fort, so gelangt
man endlich zur Zeit, wo F wieder gleich & geworden ist, wo
also der Zusammenstoss aufhort. Zu dieser Zeit liegen die Varia-
beln zwischen den Grenzen (F) und hat o den Werth @; man
gelangt also zur Gleichung:

QdPdP,. . .dQ=wdpdp,. . .dq. (19)

Der durch diese Gleichung ausgedriickte Satz, der sich
iibrigens noch erweitern ldsst, ist wegen seiner grossen All-
gemeinheit bemerkenswerth. Um bei Ableitung desselben nicht
die Stelle, wo F sein Maximum hat, passiren zu miissen, kann
man sich jener Stelle von beiden Seiten nihern, statt den Zu-
sammenstoss von seinem Beginne bis zu seinem Ende zn durch-
laufen. Mit Beriicksichtigung der Gleichungen (16), (17), und
(19) reducirt sich die Relation dm=dM auf
F(on f2-)- FH(9%0 9%, )= (D Dyon0). fH(PF, @Fy000). (20)

Wir nehmen nun an, dass die auf die Atome wirksamen
Krifte eine Kraftfunction besitzen, d.h. eine Funection, deren
negativer Differentialquotient nach der x-Coordinate des 1. Atoms
die auf das 1. Atom in der Richtung der @-Axe wirkende Kraft
liefert u. s. f. Dann ist, so lange das 1. Atom mit keinem andern
im Zusammenstosse begriffen ist, die Summe seiner gesammten
lebendigen Kraft und Kraftfunction constant. Bezeichnen wir
also diese Summe mit ¢, so ist ¢ gleich einer Constanten « ein
Integral der Bewegungsgleichungen des 1. Molekiils. Wenn wir
daher f gleich einer Function von y machen und die Zustands-

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXTIT. Bd. II. Abth. 28
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vertheilung unter den Molekiilen der iibrigen Gasarten in analoger
Weise wihlen, so wird die Zustandsvertheilung nach dem im
1. Abschnitte bewiesenen, durch die Bewegung der Atome in den
Molekiilen nicht verindert. Bezeichnen wir nun mit ¢ und ¢* die
Summe der lebendigen Kraft und Kraftfunction fir das erste und
zweite der zusammenstossenden Molekille vor dem Zusammen-
stosse und mit @ und &*, die Werthe derselben Grossen nach dem
Zusammenstosse, so ist, wie immer der Zusammenstoss beschaffen
sein mag, ¢—+¢*==0—+0*; die gesammte in beiden Molekiilen
enthaltene lebendige Kraft und Arbeit wird ja durch den Zusam-
menstoss nicht verindert. Setzen wir daher:
[=de
und entsprechend
f#: A*L’_’“"*,

wobei 4, 4* und & Constante sind, und nehmen an, dass die
Zustandsvertheilung unter den Molekiilen der iibrigen Gasarten
durch analoge Formeln bestimmt ist, so ist auch die Bedin-
ging (20) fiir alle Zusammenstosse erfiillt; es wird also dic
Zustandsvertheilung auch durch die Zusammenstdsse nicht ver-
dndert. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass die gemachten Schliisse
auch gelten, wenn beide zusammenstossenden Molekiile derselben
Gasart angehdren, was nur ein specieller ['all des eben betrach-
teten ist. Wir gelangen daher zu dem Resultate:

Wenn zu einer beliebigen Zeit ¢ die Anzahl der Molekiile
der Gasart G in der Volumeinheit, deren Zustand zwischen den
Grenzen (4) liegt, gleich ist:

(21) dN=Ae="?dE dn,. . .d¢,—; dudv, . . .dw,

und die Zustandsvertheilung unter den Molekiilen der ibrigen
Gasarten durch eine analoge Formel gegeben ist, so wird dieselbe
weder durch die Bewegung der Atome in den Molekiilen, noch
durch die Zusammenstosse der Molekiile verindert; sie erhilt
sich also unveréindert durch beliebige Zeit. Dabei ist ¢ die Summe
der Kraftfunction und der gesammten lebendigen Kraft des Mole-
kiils, 4 eine fiir alle Gasarten gleiche, 4 aber eine fiir die ver-
schiedenen Gasarten verschiedene Constante. Die Constante &
kann so gewiihlt werden, dass die gesammte im Gase enthaltene
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lebendige Kraft, folglich auch seine Temperatur jeden beliebigen
endlichen Werth erhélt. Die Constanten 4 dagegen bestimmen
die Dichte und das Mischungsverhéltniss der Gase. Ist N die
Anzahl der Molekiile der Gasart ¢ in der Volumeinheit, so
hat man

N

4= fIeoe=2dEdn, . . .dw,‘; (22)

denn dN iiber alle moglichen Werthe der darin enthaltenen Varia-
beln integrirt, muss N liefern. Die durch die Formel (21) dar-
gestellte Zustandsvertheilung erfiillt also alle Anforderungen,
denen die wirkliche Zustandsvertheilung unter den Gasmolekiilen
zu geniigen hat, und stellt man sie einmal unter den Gasmolekiilen
her, so wird sie durch die Zusammenstosse nicht mehr alterirt.
Der Beweis dieses Satzes scheint mir vollkommen streng und von
jeder Voraussetzung frei zu sein, die nicht auf mathematische
Gewissheit, sondern blos, auf grossere oder geringere Wahrschein-
lichkeit Anspruch machen konnte. Dagegen ist mir der Beweis,
dass diese Zustandsvertheilung die einzige ist, die durch die
Zusammenstosse nicht veriindert wird, bis jetzt noch nicht ge-
lungen. Es ist jedoch dieser Umstand, dass ein und dasselbe Gas
bei gleicher Temperatur und gleicher Dichte mehrerer Zusténde
fihig ist und dass es blos von den Anfangsbedingungen abhéingt,
welchen derselben es annimmt, a priori unwahrscheinlich und
wird auch durch keinerlei Erfahrungen bestiitigt.

Figt man dem durch die Formel (21) gegebenen Werthe
von ¢N noch einen Factor von der Formel ¢+*« bei, wobei « die
Componente der Geschwindigkeit des Schwerpunkts in der Rich-
tung der w-Axe ist, so erhdlt man das Wirmegleichgewicht in
einem Gase, welches in der Richtung der w-Axe stromt. Auch
eine Exponentielle, deren Exponent die gesammte, mit einer
Constanten multiplicirte Flichengeschwindigkeit des Molekiils
beziiglich einer fixen Ilbene wire, konnte als Factor zu dV hin-
zugefiigt werden, ohne dass das Wirmegleichgewicht gestort
wiirde. Dann wiirde sich aber das Gas nach verschiedenen Rich-
tungen verschieden verhalten. Wir wollen nun die wichtigsten
Consequenzen aus der gefundenen Vertheilungsweise der Zusténde

71 ziehen suchen. Bezeichnen wir die Kraftfunction der zwischen
28
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den Atomen eines Molekiils, so lange dasselbe nicht im Zusam-
menstoss mit irgend einem andern begriffen ist, wirksamen Kriifte
mit 3 und die Massen der Atome mit m,, m,. . .m,, ihre Geschwin-
digkeiten mit ¢,, ¢,. .c,, 50 ist:

7111 ¢t m,e, m,c2,

no

daher nach Formel (21)

mge?y  mye?,

(23) dN—=Ade™" (7-""7 g T ) dé dny . . . dw,.

Dieser Ausdruck zeigt zunichst die wichtige Thatsache,
dass die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustéinde eines
Molekiils gar nicht abhéngt von der Natur der tibrigen Molekiile,
mit denen dasselbe zusammenstdsst, sondern blos von der die
Temperatur bestimmenden Constante &, welche fiir alle in Wech-
selwirkung stehenden Molekiile im Zustande des Warmegleich-
gewichts denselben Werth haben muss. Mittelst der Formel (23)
konnen wir sofort den Mittelwerth jeder beliebigen Function der
Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten der Atome unseres
Molekiils durch einfache Quadraturen finden; sei nidmlich X eine
solche Function, X ihr Mittelwerth, so ist:

= 1
(29) X—= N.JX(ZN,

wobei die Integration tiber alle moglichen Werthe der in dV ent-
haltenen Variabeln zu erstrecken ist. Enthélt X nur die Geschwin-
digkeiten, so fillt 4 ganz heraus und die Integration kann sofort
ausgefiihrt werden. (Sie ist beziiglich jeder der Variabeln «, v, w
von —oo bis +oo zu erstrecken.) Enthilt X auch die Coordinaten,
so muss natiirlich 4 gegeben sein. Die Exponentielle im Aus-
druck (23) ist unabhingig von der Richtung der Geschwindig-
keiten, woraus folgt: Bei gegebener Position der Atome und
Grosse ihrer Geschwindigkeiten, ist fiir jedes Atom jede Ge-
schwindigkeitsrichtung im Raume gleich wahrscheinlich. Fiir die
mittlere lebendige Kraft eines Atoms, z. B. des ersten, findet man
durch Ausfithrung der Integrationen:

¢ dN= —.

my— 2 1 Jmic ’ 3
271 N2 2h
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Die mittlere lebendige Kraft ist also fiir alle Atome der in
Wechselwirkung stehenden Molekiile gleich. Den Wirmezustand,
welchen viele in Wechselwirkung stehende Atome annehmen,
nennen wir den Zustand gleicher Temperatur; bei gleicher Tem-
peratur ist also die mittlere lebendige Kraft jedes Atoms gleich;
dieselbe kann als Mass der Temperatur betrachtet werden. Eine
wichtige Consequenz ergibt sich aus dem Satze, dass bei gege-
bener relativer Lage und Geschwindigkeit aller Atome fiir jedes
Atom jede Bewegungsrichtung im Raume gleich wahrscheinlich
ist. Bezeichnen wir néimlich die Componenten der Geschwindig-
keit des Schwerpunkts des Molekiils beziiglich der Coordinaten-
axen mit , v, w ohne Index, so ist

MU N, . o o H10LU, .

U=
my—my—+. . +m,

v und 20 haben entsprechende Werthe. Unter der lebendigen
Kraft der fortschreitenden Bewegung des Molekiils wollen wir
die Gesammtmasse des ganzen Molekiils, multiplicirt mit dem
halben Quadrate der Geschwindigkeit seines Schwerpunkts, also
die Grosse
v —w?
(m+my~+. . om,) ————— =
t 2 2
— (myu—+myu, . )24 (myv+myp, . )2 (myw, ++mpw, . )
2(my~+my—+. . .)

verstehen. Wollen wir den Mittelwerth dieser Grosse nach der
Formel (24) berechnen, so haben wir zu beachten, dass wegen
der gleichen Wahrscheinlichkeit jeder Bewegungsrichtung eines

1 . . .
Atoms Z_VJ u,n,dN, wenn p und ¢ verschieden sind, gleich Null,

sonst aber gleich dem 3. Theile des Geschwindigkeitsquadrats
des betreffenden Atoms ist. Es ist also

1 e m— My
- 4, My My
NJ (m,~+m,=+. .m,) dN= 5 =g Cy="-

2

Die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung
des Molekiils ist also gleich der mittleren lebendigen Kraft jedes
Atoms. Eine erste Consequenz dieses Satzes findet in der Erfah-
rung ihre Bestitigung. Da das Product der mittleren lebendigen
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Kraft der fortschreitenden Bewegung in die Anzahl der Molekiile
in der Volumeinheit den Druck, die mittlere lebendige Kraft
eines Atoms aber die Temperatur bestimmt, so folgt nédmlich,
dass bei gleichem Drucke und gleicher Temperatur fiir alle Gase
in der Volumeinheit gleichviel Molekiile sein miissen. Dagegen
steht eine andere Consequenz mit der Erfahrung in Widerspruch.
Nach unserem Satze miisste niimlich das Verhidltniss der speci-
fischen Wirme bei constantem Drucke zu der bei constantem
Volumen fiir Gase mit 2atomigen Molekiilen 1-33 sein, wogegen
dieses Verhéltniss bei der atmosphirischen Luft 1-41 ist,
woraus, wie Clausius zuerst nachwies, folgt, dass bei Luft,
wenn man von innerer Arbeit absieht, die gesammte mittlere
Iebendige Kraft des Molekiils gleich der 1-63fachen mittleren
lebendigen Kraft der progressiven Bewegung ist. Besteht daher
das Molekiil aus 2 Atomen und vertheilt sich die lebendige Kraft
auf beide gleich, so ist die mittlere lebendige Kraft jedes Atoms
nur0- 81 von der der fortschreitenden Bewegung. Ich halte es nicht
fiir wahrscheinlich, dass ausser dem hier berechneten noch ein
anderes Wirmegleichgewicht zwischen 2atomigen Gasmolekiilen
moglich ist und die Luftmolekiile aus irgend welcher Ursache
immer ein anderes Wirmegleichgewicht annehmen. Eher diirfte
die Erkldrung dieser Nichtiibereinstimmung darin zu suchen sein,
dass sich die Gasmolekiile nicht im leeren Raume, sondern in
einem widerstehenden Mittel (dem Ather) bewegen, an den sie
ihre lebendige Kraft (durch Wirmestrahlung) abgeben wiirden,
wenn derselbe nicht ebenfalls in gleich heftiger Warmebewegung
begriffen wire. Sollte es sich also auch zeigen, dass sich Gas-
molekiile nicht ganz, wie im leeren Raume fortschreitende Atom-
complexe verhalten, so scheint mir doch. jeder Fortschritt in der
Uberwindung der mathematischen Schwierigkeiten, welche die
Berechnung des Verhaltens solcher Atomeomplexe bietet, von der
ho chsten Wichtigkeit fiir die Erforschung der wahren Beschaffen-
heit der Gasmolekiile zu sein.
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