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3. Einfache Darstellung von salzsaurem Kreatinin aus Harn.
Von Richard Maly.

Auf folgende Art kann man sich in bequemer Weise salz-
saures Kreatinin aus Harn in grossen Krystallgruppen darstellen.
Menschenharn, von dem man aber natiirlich grissere Mengen,
doch einige Liter nehmen muss, wird auf ein Drittel oder Viertel
abgedampft, von den ausschiedenen Salzen abgegossen, mit Blei-
zucker gefillt und das tiberschiissige Blei aus dem Filtrate durch
kohlensaures Natron oder Schwefelwasserstoff entfernt. Das Fil-
trat wird annéhernd neutralisirt, im ersten Falle mit Essigsiiure,
im zweiten mit Soda und nun mit concentrirter Sublimatlosung
gefillt. Dieser Niederschlag ist der Hauptmasse nach eine Ver-
bindung von Kreatinin mit Quecksilberchlorid, wird unter Wasser
mit Schwefelwasserstoff zerlegt, die Fliissigkeit mit Thierkohle
entfirbt und abgedampft. Die bleibende Krystallmasse wird aus
starkem Alkohol ein- oder zweimal umkrystallisirt. Man erhilt
weisse Krystallkrusten oder grosse harte glinzende Prismen.

Die Substanz gibt mit Schwefelsdure ibergossen dicke Salz-
sdureddmpfe, lost sich sehr leicht in Wasser, etwas schwieriger
in Alkohol, und gibt mit Platinchlorid ein oranges Doppelsalz.
Auch aus Pferdeharn wurde dasselbe Resultat erhalten.

Als Probe der Reinheit folgende Analyse:

0-2734 Gramm Krystalle aus Menschenharn gaben 0-3204 Gramm
CO, und 0-1328 Gramm H,0

Salzsaures Kreatinin enthiilt: m
C 32:100/, 31-960/,

H 535/, 5390/,
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Uber rationale Raumcurven vierter Ordnung.

Von Emil Weyr in Mailand.

(Vorgelegt in der Sitzung am 16. Midrz 1871.)

1. In der zweiten geometrischen Mittheilung (Mai-Heft 1870)
wurde eine einfache Beziehung zwischen den Parametern dreier
in gerader Linie liegender Punkte einer rationalen (mit einem
Doppelpunkt versehenen) Curve dritter Ordnung entwickelt,
welche in der daselbst aufgestellten Gleichung (1) ihren Aus-
druck fand.

Diese Gleichung spricht nichts anderes als das Abel’sche
Theorem fiir Curven dritter Ordnung in jener Form aus, welche
es fiir Curven mit einem Doppelpunkte, d. h. fiir rationale Curven
dritter Ordnung annimmt, und iiberdies fiir jenen Fall, wo man
die Curve mit einer Geraden in Verbindung setzt. Es diirfte viel-
leicht nicht uninteressant sein zu sehen, dass eine #hnliche Be-
ziehung fiir die rationalen Raumecurven vierter Ordnung besteht.

2. Eine rationale Raumcurve vierter Ordnung ist eine solche,
fiir welche sich die homogenen Coordinaten ihrer Punkte durch
ganze, rationale Functionen eines einzigen Parameters ausdriicken
lassen. Es ist dies die sogenannte Curve vierter Ordnung zweiter
Art. Sind also @, @,, @, @, die Coordinaten -eines Punktes M
unserer rationalen Curve C, und & der dem Punkte entsprechende
Parameterwerth, so muss sein:

2, =8+ 0,8+, +dE+e,
=W E* - 0,63 4-c,E* + d . +e
e T e 2% 2 27 2
@y =y + 0,8 + e 82+ dyE 4oy
- 4 3 2

vy =a,t"+ b2+, +df+e,

@

wobei die «, b, nur von der Curve C abhiingige constante
Gréssen sind. Bringen wir die Curve € mit der Ebene:

gy = Uy~ gy —+ a0, =0 (I1)
Sitzb, d. mathem .-naturw. Cl1, LXIII. Bd. IT. Abth. 33



494 Weyr.

in Verbindung, so erhalten wir, die #-Werthe aus I in II gesetat,
fiir £ die Gleichung vierten Grades:

E o, + 33 b, + ESa,c; + E3ad, +Zae, =0 (11
wobei abkiirzend:
oty ~ ey, —+ Gglly + oy, = Tea, U 8. 1.
gesetzt worden ist.

Die Gleichung III ist in & vom vierten Grade, wie es auch
sein muss, da die Ebene mit der Curve vier Punkte gemeinschaft-
lich hat. Die vier Wurzeln &, &,, &, &, der Gleichung III sind
somit die Parameter der vier Curvenpunkte M,, M,, M, M,, welche
in der Ebene II liegen. Setzt man der Kiirze halber:

£+ +E+6=(8,
§&+65 68 886+ 5L+ 54=(D,
§&8 + 665 +6EE +L86=(9);
§656=(8),

so hat man bekanntlich in Bezug auf die letzte Gleichung:

O =—50r
O ——e
On=+5om

Setzt man rechter Hand die eigentlichen Werthe fiir die

symbolischen Ausdriicke, so kann man diese Gleichungen in der
Form schreiben:

&[0yt (6),] ~+ gl by —+ay(§),] 4 atg[ by+a1y(€),] - et [0, a1, (), ]=0
o[ e;—a, (&), + agey—ay(£),] 4 el eg—aty(6),] + e[ e,—ay (€);]=0
o[ dy+a,(8);] - o dy—+ay(€)y] [ dy—-ay(),] +- o, [d,+a,(€),]=0
oy[ey—a, ()] + e[ e;—ay(§),] + afe,—ay(€),] + a[e,—a,(£),]=0
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Durch Elimination der vier homogen vorkommenden Con-
stanten « der Ebene II erhilt man folgende von der besonderen
Lage der Ebene unabhingige Relation:

b+ (E]s [ey—a(§)], [dy+a,(8)s]; [e,—ay(6),]
S[bz"‘“z(é)J’ [c;—a5(8),]s [dy+ay(§)s], [e,—ay(E)s] 2;:0
l[b3+a3<€)‘]’ [es—y(E)s]s [ds+y(8)s], [e5—ay(€),] S
[by+ay(E)]5 [es—a(E)sls [dy+ay(8)s]) [6i—s(E),]
Zerlegt man die linker Hand stehende Determinante in ihre
Addenden, so fallen alle bis auf fiinf derselben weg, da sie alle-

mal nach Heraushebung gemeinschaftlicher Factoren mindestens
zwei identische Columnen besitzen.

Der iibrig bleibende Theil liefert die Gleichung:

be,d e, caede b,a,d e,
S bye,d,e, ) @,Codye, l ; bya,d,e, )\
) byeqdse, RS 1') a,c,dye, — () bya,d,e,
Lb,e,dye, ) \ayc dye, Vbyagde, s

b.c,ae " bye,dia
b,c,a,e, byc,dya, 2
+©s byeaze —(é‘)“')bcda =
303lsCs 3030303
\De e, Ve, da, S

Bestimmt man die Constanten 4,, 4,, 4,, 4, aus den vier
Gleichungen :
b4, +cd,+d A, +ed, =a,
byd; +c, Ay +d, A, +e,4, = a, ? NG
b4, +c, 4, +d, A, +e,d, = a, S
b A +cd,+d A, +ed, =a,

80 kann man obige Gleichung in der Form schreiben:

Ay(E)y— A4;(5); +4,(5), — 4,(§), =1 V)

sDiese Relation, welche von der schneidenden

Ebene ganz unabhingig zwischen den vier Para-

metern £ §,&¢ stattfindet, stellt also in der That
33*
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nichts anderes vor als die Bedingung, welchenoth.
wendig und hinreichend ist, damit vier Punkte
MM, M, M, der Curve, denen jene vier Parameter
entsprechen, in einer und derselben Ebene liegen.

Wie man sofort erkennt, ist die Grundrelation (V) symme-
trisch in den vier Parametern und in jedem von ihnen nur vom
ersten Grade, wie dies auch a priori hiitte geschlossen werden
konnen, wenn man bemerkt, dass drei beliebig gewihlte Punkte
der Curve eine Ebene, und somit auch deren vierten Schnittpunkt
mit der Curve eindeutig bestimmen und dass, wenn die Bedin-
gungsgleichung von einem Werthsystem erfiillt ist, sie von jeder
Combination der vier Parameter des Systemes erfiillt werden
muss.

3. Die Gleichung V kann uns auch iiber die wichtigsten
Hauptcharaktere der von uns in Betracht gezogenen Curve C ge-
niigenden Aufschluss geben. Aus ihr ergibt sich zuniichst fiir den
Parameter des vierten Schmittpunktes M, der Curve mit einer,
durch drei Punkte M, M, M, derselben gelegten Ebene der Aus-
druck :

_ A (E+EFE) — A4 +EEHEE) + 4,648, (VI)
A—Ay(§+6+8) + Ay (56686 +HE8) — 4565

R
=y —

Hieraus folgt zundichst, dass der Gleichung (V) ein ganz
beliebiger Werth von ¢, mit den drei Werthen & &, ¢, geniigt, so-
bald gleichzeitig:

1-4,(§+6,+8) — 46,4+ 65+88) + 4,544=0) (VID)
A=Ay (& +6+8) + A (E4+65+EE) — 4,§65=0 5

denn in der That verschwinden dann in der rechten Seite von VI
Zihler und Nenner unabhiingig von einander und £, kann jeden
beliebigen Werth annehmen. Es liegen in diesem Falle also die
drei Punkte M, M, M der Curve mit jedem beliebigen vierten
Punkte in einer und derselben Ebene und folglich miissen erstere
in einer und derselben Geraden liegen. Wenn also die Gleichun-
gen VII erfiillt sind, so befinden sich die drei Curvenpunkte
M, M, M, deren Parameter & £,& sind, in einer und derselben
Geraden. Da man einen der drei Parameter willkiirlich annehmen
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kann, dann aber die beiden anderen der Symmetrie wegen ein-
deutig bestimmt werden kénnen, so erhalten wir den bekannten
Satz: ,Durch jeden Punkt der Curve € geht eine
Gerade, welche die Curve in zwei weiteren Punk-
ten schneidet.“

Eine solche Gerade nennen wir eine dreipunktige Secante
der Curve. Alle dreipunktigen Secanten der Curve C erfiillen —
wie wir auch spéter ganz unabhiingig sehen werden — die ein-
zige Flidche zweiten Grades, welche sich durch die Curve €
legen lidsst *. Setzt man in den zwei Gleichungen VII:

gl 525.3 - )‘ )

so ergibt sich sofort aus denselben:

)‘(AzAa’_A§>—A1A-z_‘A3

€&+ =
_1+£._—f—_3 A1A3__A§
e A —_ J— 2___A-)
§1€2+€2C3+€3£1 = /(A1A4 Aj;ig_)Az Aj 2
E 2

Man kann daher drei Werthe £,&,,&,, welche den Gleichun-
gen VII geniigen, als die drei Wurzeln der kubischen Gleichung:

' o e
£y A1A2+i:z;‘i‘4;2 4,4,) - M4,4, A‘j;‘i.a_)AzAn 4, =0
Ay dy—dy 1434,y

betrachten, welche sich in die Form bringen ldsst:

[, dy— A+, Ay A4,)—E(41+-4,)] +

) , (VIII)
NS (A—A,4,) (A 4, — A, 45) + (4, 4, — 4] =0

Diese Gleichung ist aber offenbar die Gleichung einer ku-
bischen Involution, da jedem Werthe von 2 drei &Werthe ent-
sprechen, wihrend umgekehrt ein &-Werth unzweideutig den
entsprechenden %-Werth liefert. Wir konnen daher den Satz
aussprechen:

1 Bekanntlich ist der Unterschied zweier Curven vierter Ordnung
erster und zweiter Art darin gelegen, dass sich durch erstere unendlich
viele und durch letztere nur eine einzige Fliche zweiter Ordnung legen
lisst,
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ysDie Punkttripel, welche die dreipunktigen
Secanten der Curve € auf derselben bestimmen,
bilden eine kubische Involution.“

Diese kubische Involution wird wie jede andere vier Doppel-
elemente besitzen, d. h. vier Punktgruppen, in denen je zwei
Punkte zusammenfallen. Eine dreipunktige Secante aber, welche
die Curve in zwei unendlich nahen Punkten schneidet, ist eine
Tangente an der betrachteten Stelle; wir sehen also:

sDie Curve C besitzt vier Tangenten, welche
sie iiberdies schneiden.* Die Berithrungspunkte dieser
Tangenten sind die Doppelpunkte der eben betrachteten kubi-
schen Involution.

4. Denken wir uns die zwei Punkte M,, M, fest, so werden
die variablen Punkte 3, M, durch Ebenen eines Biischels auf der
Curve C bestimmt, dessen Axe die zweipunktige Secante I, M,
ist. Die Bedingungsgleichung, welche zwischen den Parametern
£, & von M, M, bestehen muss, ist in VII dargestellt, wenn man
nur & und &, als constant betrachtet. Man kann dann diese Glei-
chung in der Form schreiben:

EE AL 8 —A,(5+E )+A ]—(é ) AyEl— Ay (68 A, |+

A4, (E+E)—1]=0 vy

woraus, da in ibr & und &, jedes nur linear vorkommt und tiber-
dies beide in symmetrischer Verbindung, sofort hervorgeht, dass
die beiden Punkte M,, M, zwei projectivische und gleichzeitig
vertauschungsfihige Relhen also eine quadratische Involution
auf der Curve beschreiben:

nDie Ebenen eines Biischels, dessen Axe eine
zweipunktige Secante der Curve C ist, bestimmen
auf der Curve Punktepaare einer quadratischen
Involution.«

Die gefundene Involution wird zwei (reelle oder imaginére)
Doppelpunkte besitzen, welche zwei Ebenen des Biischels ent-
sprechen, die die Curve C berithren; jede dieser Ebenen enthilt
demnach eine Tangente der Curve, welche die Biischelaxe schnei-
den muss. Wir sehen daher, dass jede zweipunktige Secante der
Curve zwei ihrer Tangenten schneidet. Uberdies begegnet eine
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solche Secante selbstverstdndlich den beiden Tangenten jener
punkte, in denen sie die Curve C schneidet, d. h. den Tangenten
der Punkte M, M,. Jede der beiden letzteren Tangenten ist dop-
pelt zu zéthlen, d. h. als entstanden durch das unendlich nahe
Riicken zweier die Biischelaxe M, M, schneidenden Curventan-
genten. Wenn wir dies berticksichtigen, erhalten wir das Ergeb-
niss, dass eine Gerade von sechs Tangenten unserer Curve ge-
schnitten wird, d. h. dass der Rang der Curve, oder die Ordnung
ihrer Developpablen gleich sechs ist.

Wenn die beiden Punkte M, M, unendlich nahe zu einander
riicken, so wird die Biischelaxe M, M, eine Tangente der Curve C;
da jedoch die obige Betrachtung auch in diesem Falle vollstéindig
zur Geltung kommt, so erhalten wir den Satz:

sJede Tangente der Curve € wird von zwei an-
deren Tangenten geschnitten.”

Da nun jede der beiden letzteren Tangenten mit der erste-
ren eine Ebene bestimmt, welche die Curve offenbar an zwei ver-
schiedenen Stellen beriihrt, so kann man sagen:

ysDurch jede Tangente der Curve € gehen zwei
Doppeltangentenebenen.*

Es ist klar, dass eine Doppeltangentenebene mit der Curve
C ausser ihren beiden Beriihrungspunkten keinen weiteren Punkt
gemeinschaftlich haben kann, weil sie sonst mit der Curve mehr
als vier Punkte gemein n#tte, was nicht angeht, da € nur von
der vierten Ordnung ist.

Betrachtet man einen Punkt der Curve € als den Schnitt-
punkt zweier unendlich naher Tangenten derselben, so gehen
durch jede derselben zwei doppelberithrende Ebenen, welche
auch selbstverstindlich den Punkt enthalten werden. Hieraus
ergibt sich das bekannte Resultat, dass durch jeden Punkt des
Raumes vier Doppeltangentenebenen der Curve gehen, oder mit
anderen Worten, dass die durch die Doppeltangentenebenen ge-
bildete developpable Fliche von der vierten Classe ist.

5. Aus der Gleichung (VII) konnen wir sehr leicht die Be-
dingung fiir das Auftreten eines Doppelpunktes der Curve aus-
driicken. Sind némlich fiir den Augenblick ¢, ¢, die zwei Para-
meter, welche einem vorausgesetzten Doppelpunkte (resp. seinen
beiden Nachbarpunkten) zukommen, so muss die Gleichung (VIIy
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filr jedes beliebige Werthepaar &, &, erfiillt werden, da doch je
zwei beliebige Punkte mit dem Doppelpunkte in einer und der-
selben Ebene liegen. Es muss daher gleichzeitig:

4,68, — 4,(6+¢,) +4,=0
A6, — Ay (§+E) +~4,=0
A58, — A4, (§+8)— 1=0

sein, woraus sich durch Elimination der Grossen (&,£,), —(&,+¢,)
die Bedingungsgleichung:
4, A, Aﬂ
A4,4,4,> =0
—14, 4,

ergibt, welche von den Constanten 4 oder respective «, b, ¢,
erfiillt werden muss, falls die Curve C einen Doppelpunkt besitzen
soll. In diesem Falle tibergeht das die Curve enthaltende Hyper-
boloid in jenen Kegel zweiten Grades, welcher den Doppel-
punkt zum Scheitel und die Curve zur Leitlinie hat. In der That
ist jede Kante dieses Kegels eine dreipunktige Secante der
Curve.

6. Riicken von den vier in einer Ebene liegenden Punkten
M, M, M. M, der Curve C die beiden mittleren unendlich nahe zum
ersten, so wird die Ebene zur Schmiegungsehene der Curve im
Punkte 7.

Wenn man also in VI §=£,=¢, setzt, so erhilt man fir den
Schnittpunkt 27, der Curve mit der Schmiegungsebene des Punktes
M, den Parameterwerth:

£ 1+34,6—34,62+4,8
R A —3 A48 +3 4,8 —AE

(IX)

Wihrend diese Gleichung fiir ein gegebenes &€, nur einen
Werth von &, liefert, entspricht jedem £-Werth ein System von
3 &-Werthen, da die Gleichung IX in £ kubisch ist. Es lassen
sich drei Schmiegungsebenen der Curve durch jeden ihrer Punkte
legen.

yDurch jeden Punkt der Curve gehen drei ihrer
Schmiegungsebenen.«
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Da die Schmiegungsebene der Curve in dem betrachteten
Punkte fiir drei unendlich nahe, durch den Punkt gehende
Schmiegungsebenen gilt, so finden wir, dass durch ihn im Ganzen
sechs Schmiegungsebenen gehen wiirden, wenn er beliebig im
Raume ldge. In der That ist die Curve vierter Ordnung zweiter
Art bekanntlich von der sechsten Classe. Die Gleichung IX, ge-
ordnet nach &, erhdlt die Form:

A A A—Ag, 1Ak
2 354 R b
LT TN A s, T A

174

=0 (IX)

aus welcher sich drei Wurzeln &', &7, & fiir § ergeben, welche
nach fritherem die Parameter der Schmiegungspunkte jener
drei Schmiegungsebenen sein werden, die man durch den Punkt
M,, dessen Parameter &, ist, legen kann. Fiir diese drei Wurzeln

hat man:

/ Il 'II —A g
A - 4
&) —+EE =3 Azf*,
A, —4g,
- 1+A4,8,
e A3—A4éf4'

Bestimmt man nun mittelst Gleichung VI den vierten Schnitt-
punkt &IV der Curve € mit der Ebene (£'£"€""), so erhdlt man:

A AL, A—Af,  1+Ag,
I W - S ey Sl 3

A,—AE, A,—AE, 1445,
34, A—AZ, 3A3A — A8, L A—AE,

‘EIV _ —

4

oder aber nach kurzer Reduction:
IV
eV =g,

s0 dass also die Ebene (¢,’&"&,"") durch den urspriinglich ange-
nommenen Punkt geht. Dies gibt den bekannten Satz:

sLegt man durch einen Punkt der Curve C die
drei moglichen Schmiegungsebenen, soliegen deren
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drei Bertthrungspunkte mit ihm in einer und dersel-
ben Ebene.“

Zu demselben Resultate gelangt man durch Projection der
Curve C aus dem betrachteten Punkte auf eine Ebene. Man erhiilt
ndmlich eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte
(welcher der Schnittpunkt der Bildebene mit der durch das
Projectionscentrum gehenden dreipunktigen Secante ist) und da
deren drei Inflexionspunkte (welche die Bilder der drei Punkte
&€ €/" sind) in einer und derselben Geraden liegen, so erhilt
man den ausgesprochenen Satz sofort wieder.

Schreibt man die Gleichung IX in der Form:

(134§ —34,8+4,8)) + §,(4,—3A4,6+348—A4E) =0

so erkennt man sofort, dass das §-System eine kubische Invo-
lution darstellt, indem jedem £ -Werth drei Werthe & ent-
sprechen.

sDurch jeden Punkt der Curve C geht eine
Ebene, welche die Curve in drei solchen Punkten
schneidet, dass deren Schmiegungsebenen durch
den ersteren hindurch gehen. Die so erhaltenen
Punktetripel bilden eine kubische Involution¥.

Da durch jeden Punkt der Curve eine einzige solche Ebene
hindurchgeht, welche ein Tripel enthilt, da man jedoch diesen
Punkt auch zu einem und nur zu einem solchen Tripel rechnen
kann, dessen Ebene dann selbstverstindlich auch durch den
Punkt hindurchgehen muss, so erkennen wir, dass durch jeden
Punkt der Curve im Ganzen zwei solche Ebenen gehen, welche
die Curve in oben betrachteten Punktetripeln schneiden. Alle
diese Ebenen umhiillen daher eine Developpable zweiter Classe,
d. h. einen Kegel zweiten Grades .

Die eben erwiihnte kubische Involution besitzt vier Doppel-
punkte, von denen sich leicht zeigen lisst, dass sie identisch
seien mit den Doppelpunkten der in Art. 3 betrachteten Involu-
tion. In der That, wenn durch einen Punkt der Curve C drei
Schmiegungsebenen gehen, fiir welche von den drei Bertihrungs-

! Siehe die Abhandlung Cremona’s: Intorno alla curva gobba etc.
Ann. d. Mat. tom IV, N. 2,
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punkten derselben zwei unendlich nahe zu einander riicken, so
jst die Schnittlinie der entsprechenden Schmiegungsebenen eine
die Curve schneidende Tangente. Die Beriihrungspunkte der
vier die Curve schneidenden Tangenten sind also wirklich nicht
nur die Doppelpunkte der Involution des Art. 3, sondern auch
(der zuletzt betrachteten.

7. Eine Schmiegungsebene, welche vier unmittelbar auf ein-
ander folgende Punkte der Curve enthiilt, ist eine stationiire
Ebene der Curve. Fiir unsere Curve werden wir daher die Para-
meter der Beriihrungspunkte stationirer Ebenen erhalten, wenn
wir in Gleichung V §,=¢,=¢,=¢, setzen. Wir erhalten:

A& —44,85+64,8—44/5 =1 (X)

welche Gleichung nach ¢ aufgelost, die vier Parameter solcher
Punkte der Curve liefert, in denen diese von Ebenen in vier un-
endlich nahen Punkten geschnitten wird.

sDie Curve C besitzt vier stationdre Ebenen;
ihre Bertihrungspunkte haben die Wurzeln der Glei-
chung X zu Parametern¥,

8. Bringt man die Curve € mit einem beliebigen Ebenen-
biischel :

(o @y oy —-ag@ —+aa,) — (B2, =By, +- Loy +Pya,) =0

in Verbindung, so erhélt max fiir die Schnittpunkte der dem Para-
meter . entsprechenden Ebene mit der Curve die Gleichung:

EZau—pIpia,] + E[Zab,—pIpb;] + E[Saci—uZpic;]+
+&[Zo,d—pEBd) + [Sae—pELie] =0
welche Gleichung die vier Parameter-Werthe £ £,&,&, der vier
Schnittpunkte liefert. Diese Gleichung ist aber offenbar die
Grundgleichung einer biquadratischen Involution, so dass wir
sagen konnen:
s2Die Ebenen eines Ebenenbiischels bestimmen
auf C vierpunktige, eine biquadratische Involution
bildende Gruppen.“
Die sechs Doppelpunkte einer solchen Involution sind die
Beriihrungspunkte der sechs, die Biischelaxe schneidenden Cur-
ventangenten. (Vergl. Art. 4.)



504 Weyr., Uber rationale Raunicurven vierter Orduung.

Wenn die Axe des Ebenenbiischels der Curve in einem
Punkte begegnet, so gehort dieser allen jenen vierpunktigen
Gruppen an, wesshalb die Involution in diesen Punkt und eine
kubische Involution zerfallen muss.

»,Die Ebenen eines Biischels, welches eine die
Curve € einpunktig schneidende Axe hesitzt, be-
stimmen auf der Curve eine kubische Involution
von Punkten.®

Hitte die Biischelaxe zwei Punkte mit € gemeinschaftlich,
d. h. wire sie eine zweipunktige Secante, so kommt man zu der
quadratischen Involution des 4. Artikels zuriick.

9. Schliesslich wollen wir auf Grund der letzten Entwick-
lung die Frage nach der von den dreipunktigen Secanten gebil-
deten Fliche erledigen. Um den Grad dieser Fliche zu finden,
haben wir die Zahl der dreipunktigen Secanten der Curve zu
bestimmen, welche eine beliebige Gerade im Raume schneiden.
Zu dem Behufe nehmen wir die Gerade zur Axe eines Ebenen-
biischels, welches nach dem vorhergehenden Artikel auf € eine
biquadratische Involution bestimmt. Die dreipunktigen Secanten
bestimmen, wie wir wissen, auf C eine kubische Involution,
welche mit der biguadratischen sechs Paare entsprechender
Punkte gemeinschaftlich hat. (Siehe Crelle, Bd. 72 .Uber In-
volutionen hherer Grade“ pag. 292.)

Jede Ebene des Biischels jedoch, welche eine dreipunktige
Secante enthiilt, enthilt ein ganzes Tripel der kubischen Invo-
lution, welches gleichzeitig einer Gruppe der biquadratisehen
Involution angehort.

Ein solches Tripel zéhlt aber fiir drei Paare entsprechender
Elemente und somit absorbirt jede die Biischelaxe schneidende
dreipunktige Secante drei, beiden Involutionen gemeinschaft-
liche Punktepaare. Da der letzteren im Ganzen sechs vorkommen,
so erkennen wir, dass nur zwei dreipunktige Secanten eine be-
liehige Grerade schuneiden. Es ist also in der That der Ort der
dreipunktigen Secanten eine Fliche zweiten Grades, im Allge-
meinen ein einmanteliges Hyperboloid.
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