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Einige allgemeine Satze iiber Warmegleichgewicht.

Von Ludwig Boltzmann in Graz.

(Mit 1 Holzschnitte.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 13. April 1871,

1. Zusammenhang zwischen den Sitzen iiber das Verhalten
mehratomiger Gasmolekiile mit Jacobi’s Princip des letzten
Multiplicators.

Der erste Satz, welchen ich in einer fritheren Abhandlung
yliber das Wirmegleichgewicht mehratomiger Gasmolekiile®
gefunden habe, steht im innigsten Zusammenhange mit einem
Theoreme, dem man auf den ersten Blick wohl nichts weniger
als Verwandtschaft mit der Gastheorie zuschreiben wiirde, némlich
mit dem Jacobi’schen Principe vom letzten Multiplicator.

Um diesen Zusammenhang aufzudecken, wollen wir, die spe-
cielle Form der in der Wirmetheorie vorkommenden Gleichungen
verlassend, die dortigen Entwicklungen noch erheblich verallge-
meinern. Man habe eine sehr grosse Anzahl von Systemen mate-
rieller Punkte (dihnlich wie ein Gas aus sehr vielen Molekiilen
besteht, deren jedes wieder bereits ein System materieller Punkte
ist). Der Zustand irgend eines dieser Punktesysteme zu irgend
einer Zeit ¢ sei durch » Variable s, s,,...s, bestimmt, zwischen
denen folgende Differentialgleichungen bestehen mogen:

ds,

ds, . ds, 7
¢ dt

r—s,.

dt — TV dt =S (D

S,, §,. .S, sind Functionen der s, s,...s, und vielleicht
auch noch von ¢. Durch diese Differentialgleichungen und die
Anfangswerthe der = Variabeln s, s,...s, sind die Werthe dieser
Grossen zu jeder beliebigen Zeit bestimmt. Um zu dem Principe
des letzten Multiplicators zu gelangen, kénnen wir ganz dieselben
Schliisse anwenden, die ich in der bereits citirten Abhandlung

machte; nur miissen wir annehmen, dass zwischen den mate-
45%
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riellen Punkten verschiedener Punktesysteme niemals Wechsel-
wirkung stattfinde. Was man also in der Gastheorie die Zusam-
menstosse der Molekiile nennt, soll bei unserer gegenwirtigen
Untersuchung ausgeschlossen sein.

Die Zahl der den Zustand bestimmenden Variabeln s, so
wie die Differentialgleichungen (1) sollen fiir alle Punktesysteme
gleich sein (die § sollen fiir alle Punktesysteme dieselben Func-
tionen von ¢, s,, s,...s, sein.) Die Anfangswerthe der Variabeln
s und folglich die Zustinde zu einer beliebigen Zeit ¢ dagegen
sollen fiir die verschiedenen Punktesysteme verschieden sein;
und zwar sei die Zahl derjenigen Punktesysteme, fiir welche
zur Zeit ¢

s, zwischen s, und s, + ds,
s, zwischen s, und s, + ds,

(4)

s, zwischen s, und s,, + ds,

liegt,
AN = [f(t, 8158, . . Sn)ds, ds,. .ds,. (2)

Wenn fiir eines der Punktesysteme die Werthe der Variabeln
84y 85+ -+, (also der Zustand) zur Zeit ¢ gegeben sind, so konnen
daraus die Werthe dieser Variabeln zur Zeit ¢ —¢ —+ 6¢ aus den
Differentialgleichungen (1) bestimmt werden. Wir wollen an-
nehmen die Werthe der Variabeln sollen, wenn; sie zur Zeit ¢
zwischen den Grenzen (A) lagen, jedesmal zur Zeit # zwischen
den Grenzen

sy und s;~++ds,, s, und s,+ds,. . .s;, und s,—+ds;, (B)

liegen. Die Anzahl der Punktesysteme, deren Zustinde zur Zeit
¢ zwischen den Grenzen (B) liegen, sei

AN' = f(¥, s}, 5. . .Su)ds, dsy. . .ds,.

Wir wissen, dass genau dieselben Punktesysteme, deren
Zustinde zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen (A) lagen, zur Zeit ¢/
so beschaffen sind, dass ihre Zustéinde zwischen den Grenzen (B)
liegen. Es muss also dN = dN’, folglich
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[ 8y 8y - 80)ds ds,. . ds,=[(t', S}, 5y...8.)ds,ds,. ..ds, (3)

sein. s, s,. .s, sind in Folge der Bewegungsgleichungen (1)
Functionen von ¢¢ und s,, s,. ..s,. Es ist daher

R , 9s, Os, ds,,
dsldsz...ds,,:dsldsz...dsnz—l_——s—l' B

Bei Bildung der partiellen Ableitungen in der Funetional-
determinante sind ¢¢, s, s,. . .s, als die independenten Variabeln,
ersteres also, weil nach ihm gar nicht differentiirt wird, als
constant zu betrachten. Sei ¢¢ unendlich klein, so ist in Folge
der Differentialgleichungen (1)

' e
s, = 8,+8,0t, 5, = 5,+85,0¢. .

daher
a_'s';zl_'_atai 33’1 tBS ?s_;-z tﬁ B_s;-:
3s, 9s, " 9s, s, 3s, s, 7 9s,
= 1+0 z‘g
0s,

Man erhilt folglich:
Z+ 0s) 85 s, 1—}—6;‘[3—'5" N S, N 3S,,]

95, ‘832 9s, = s, s, 3s,.

und die Gleichung (3) reducirt sich auf

3s, @
[ty 80 85 e 80) = [(E) 8}y 8,0 80) {1+a [35 - %+
2

) 2

Es wurden hier iiberall die Glieder von der Ordnung o
und von hoherer Ordnung weggelassen. Da ihre Anzahl und
Coéfficienten nicht unendlich sein konnen und die Glieder von
der Ordnung 0¢, wie wir sehen werden, nur endliche liefern, so
iiberzeugt man sich leicht, dass dies in der That gestattet ist.

Mittelst der Gleichung (4) kann der zur Zeit #' gehorige
Werth von f als Function von s,, s,. . .s, bestimmt werden, wenn
der zur Zeit ¢ gehdrende Werth von £ als Function von s, s,. .s,
gegeben ist. Betrachten wir zuerst den speciellen Fall, dass
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E T T
ist. Dann reducirt sich die Gleichung (4) auf
[t 8, 850 08) =[(t, 5}, 85 -80).

Bezeichnen wir die Werthe der s zur Zeit ¢/ — t+20¢ mit
)5 8y - v, die zur Zeit ¢’ —¢—+ 3¢ mit s}, s7;'..., so erhalten
wir in derselben Weise:

18,8 ) =1[(sp s ) =100 %)
f(sy,8y  )=1F(s, 8.. )us. L
Es ist also die Function f iiberhaupt constant, was so zu

verstehen ist: Wenn man in f(¢, s, s,. . .s,) statt ¢ irgend einen
anderen Werth - und gleichzeitig statt s,, s,...s, die Werthe
substituirt, welche diese Gréssen zur Zeit r annehmen, wenn
sie zur Zeit ¢ die Werthe s,, s,. .s, hatten, so &ndert die Func-
tion fihren Werth nicht. Sind also

0ty 815 8. )=, 9p(t; 8y 8- ) =0, wu(ty 8yy 8y. +) =,
die Integrale der Differentialgleichungen (1), so muss f eine
Funection der ¢ sein, weil diese und nur diese mit wechseln-
der Zeit constant bleiben. Wir erhalten daher gemiss der
Gleichung (2)

AN =[(9y, 9p---9n) dsy ds,...ds,. ()

Wir wollen hier statt der Differentiale der s die Differentiale
der ¢ einfithren, so erhalten wir:

IR RD ()
dN: 8(91 3301 Btpn (laol d’ch . dsou' \)
DI v

Es ist dies die Zahl der Punktesysteme, fiir welche zur
Zeit ¢
o, () 85 85+ .) zwischen ¢, und ¢, —+dgp,
0,(t, 845 85+ - ) zWischen o, und ¢,~+dyp,

©)

ea(ty 81y 85 .. ) zwischen g, und ¢,—+dgp,
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liegt. In der Formel (6) ist bei Bildung der partiellen Differen-
tialquotienten ¢ als constant zu betrachten. Nun bleiben aber
mit wechselnder Zeit siimmtliche ¢ constant, folglich bleibt auch
die Zahl der Punktesysteme constant, deren Zustinde zwischen
den Grenzen (C) liegen, und weil diese Zahl durch die Formel
(6) gegeben ist, von deren Zihler wir bereits bewiesen haben,
dass er constant ist, so folgt daraus unmittelbar, dass auch der
Nenner dieser Formel, also die Functionaldeterminante

2_;-% B_% . %L
- le 382 s,
constant, d. h. nur eine Function der ¢ ist.

Der Nutzen, den wir durch Einfiihrung der dy erhielten,
bestcht darin, dass jetzt diejenigen Punktesysteme, deren Zu-
sténde zwischen den Grenzen (C) liegen, fiir alle Zeiten dieselben
bleiben, also ganz unabhingig von den iibrigen sind, dass wir
also von den iibrigen Punktesystemen, weleche blos zur Trans-
formation der Gleichungen als Hilfsvorstellung eingefiihrt wurden,
wieder ganz unabhiingig geworden sind. Die Zustinde der
Punktesysteme aber, fiir die die Variabeln zwischen den Grenzen
(C) liegen, sind nur unendlich wenig von einander verschieden
wir haben es also nur mehr mit lauter Punktesysteme von
einem und demselben Zustande oder, wenn wir wollen, nur mehr
mit einem Punktesysteme zu thun. Wir wollen nun den mit dV
bezeichneten Differentialausdruck noch in einer 3. Weise aus-
driicken, indem wir statt ds,, ds,...ds, die Differentiale von
P ¢35 - -, einfithren, das Differentiale von s, aber unverindert
lassen. Wir konnen diesen neuen Ausdruck fiir dV in zweifacher
Weise gewinnen, entweder indem wir in der Formel (5) ds, un-
verdndert lassen und dy,, dy,. .dy, fiir dsy, ds,. . .ds, einfiihren;
dadurch ergibt sich:

AT RN 2
dN = Z B_a:»z 8505 8pn dsy do, dp,. .. do, )
T 9s, s, 9s,

oder indem wir in der Formel (6) dy,, dy,...dp, unverindert
lassen und statt dy, wieder ds, einfithren mittelst der Gleichung:
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do, = (1_2] dsy,
wobei der partielle Differentialquotient eingeklammert wurde,
um anzuzeigen, dass bei Bildung desselben ¢,, ¢, .. ¢, als con-
stant und blos s, und ¢ als independent zu betrachten sind,
85 83---8, aber sind in Folge der Gleichungen ¢, =-const.,
¢g==const.. . .9, =const. als Functionen von s, und ¢ anzusehen-
Nach der 2. Methode ergibt sich:

8 g
[aisi]/(?u Ppr e Pn) "
V= 4 3(?1 3(202 ason d31 d(]o2 d(Pg' . 'd‘Pn- (b)

Da die beiden Ausdriicke (7) und (8) dieselbe Grosse be-
zeichnen, so miissen sie identisch sein; es muss also

Zi_ 8?1 aiz_ . B‘P"

s, 0s, 08,

(%] _
0s 2 3302 L 3¢,
i 19

9s, 9s; 0s,

sein, oder weil die Functionaldeterminante im Z#hler eine Function
der ¢ ist

(3@ ] Fpis 2 -¢n) 9
8302 Bw 09, {
Zi 382 o 3372

Geesetzt, man habe nun eine n—1 Integrale ¢,, ¢,. .¢, der
Differentialgleichungen (1) bereits gefunden, so bleibt nur mehr
die Gleichung

ds,— 8,dt =0 (10)

zu integriren, in der s,, s,. .s, in Folge der bereits gefundencn
Integralgleichungen

Py =y, Py =ly...P, = @, (11)

als Functionen von s, und # auszudriicken sind. Ihr Integral scl
@, =ay; seine Differentiation liefert
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1 ‘Pi] 9
[331] ds, —+ ( 5¢ dt =0 (12)

Hiebei sind die partiellen Differentialquotienten wieder ein-
geklammert, weil bei Bildung derselben blos s, und ¢ als in-
depedent, s,, s,...s, aber in Folge der Gleichungen (11) als
Functionen von s, und ¢ zu betrachten sind.

Die Gleichung (12) mit der Gleichung (10) verglichen zeigt,
dass [3—%] , daher in Folge der Gleichung (9) auch

ds,
1

.09, 0g,  Bp,
+%s, s, 0,

ein integrirender Factor der Gleichung (10) ist. Hat man daher
die Integrale ¢,, ¢,.. .9, gefunden, so ist damit sofort auch der
integrirende Factor der letzten noch iibrig bleibenden Differential-
gleichung (10) gefunden. Es ist dies vorliufig nur ein specieller
Fall des Princips des letzten Multiplicators. Um dieses Prineip
in seiner ganzen Allgemeinheit zu beweisen, wollen wir anneh-
men, es sei

a8, 8S, 05,

8_81 8—82 —+ ... E

von Null verschieden. Wir wollen setzen:

X, X,
S, = Y‘,S—X, Sn:‘fy
wobei die n—+1 Grossen X, X|, X,...X, wieder Functionen von
1, 8, 8,...8, sein sollen.

Dann geht die Gleichung (4) tiber in:

= [1 ot[BX X, 90X, J ot[BX X X,
X e T, s, xlor "o, X
X X,
+5e X—|— ]J (13)
2

Hier wurde Kiirze halber f statt f(¢, s,, s,...) und f” statt
f(t, s}, s,...) geschrieben. Wir wollen nun setzen:

J-g<ax+axl+a‘_v2+ )
Z=elx\b 7 B Bm ;
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dann verwandelt sich der Ausdruck in der eckigen Klammer der
Gleichung (13) in:
1% X _ 2 X

zZ X X 7’
wem X' = X+ 0X und Z' = Z -+ 0Z die Werthe der Grossen
X und Z zur Zeit ¢ = ¢+t sind; also die Werthe, welche
X und Z annehmen, wenn man darin ¢, s\, s,... statt ¢, s, s,. .
substituirt. Die Gleichung (13) selbst geht tiber in:

zy _ 2f

X X

Schliesst man in derselben Weise von ¢ -+ ¢ auf ¢+ 20¢, dann auf

f

t-+30¢ u. 8. f., so tiberzeugt man sich, dass —- fiir alle Zeit con-

stant, also eine Function der ¢ sein muss. Wn' wollen wieder
in den Ausdruck (2) dy,, dg,. .do, statt ds;, ds,...ds, ein-
fithren, so erhalten wir:

AN — (& s, 8,..)
Z+ 3& 3_302 330’?
— 9s, 0s, 98,
fiir die Anzahl der Punktesysteme, deren Zustinde zwischen den

Grenzen (C) liegen, und da diese Anzahl constant sein muss, so
muss auch

dy,dy,. .do, (14)

f
09, 0w,
% _rz2 "
P %s, s, = 9s,
zf

constant sein. Nun sahen wir aber, dass auch ¥ constant ist,

QJ

daher ist auch

Zx\1, 9 B, 9

z — const. 15)
XL~ 9 ds, s, const (1o,

Unter einer Constanten ist da immer eine Griosse zu Vel
stehen, die blos Function der ¢ ist. Die tibrigen Schliissc
bleiben dieselben wie frither. Fiihrt man in die linke Seite der
Gleichung:
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o NV 891 89, Oga ,
ds, ds,. -dSnZi %?1 B—ez Bsn_d?' do,. -dyp,

die Variabeln s, 9,, v,. .9, ein, so geht dieselbe tiber in:

ds;dp,do,. .do, ;-\+ 0y, 29, 09,
Z+ Bﬁoz 8(10) | _a&l = le Bsz ) 8s,
9s, s, 0,

Durch Einfithrung derselben Variabeln verwandelt sich die
rechte Seite derselben Gleichung in:

9
[8—9:] ds, dy, do,. . .do,
und da beide Ausdriicke gleich sein miissen, folgt:
Zia’o‘.aiz...%ﬁ
( @|J le 832 3s,

95, dp, O, 30,
* 832' ds, 9s,,

also nach Gleichung (15)

LB%] . X
39 a% 3, 0, const.
Z 2 F 95, 8, os
2 3 n
Der mit der Constanten multiplicirte Ausdruck ist also in
dem allgemeinen Falle der integrirende Factor der Differential-
gleichung ds, — §,d¢ =0, wenn iiberall s,, s,. .s, in Folge der
Integrale (11) als Functionen von s, und ¢ ausgedriickt werden,
womit das Princip des letzten Multiplicators in seiner ganzen
Allgemeinheit gewonnen ist. Die Rechnung, welche wir gegen-
wiirtig gefithrt haben, war aber identisch mit der des 1. Ab-
schnitts meiner Abhandlung: ,iiber das Wirmegleichgewicht
mehratomiger Gasmolekiile“. Man iiberzeugt sich davon am
schnellsten in folgender Weise. Wenn wir unter den Differential-
gleichungen (1) die Bewegungsgleichungen fiir ein mehratomiges
Gasmolekiil, unter den s die Coordinaten und Geschwindigkeits-

componenten seiner Atome verstehen, so ist

88, _ 85, 08,
9s, s, s,

= 0.
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Ausserdem enthalten die Grossen S, S,...S, die Zeit nicht.
Es ist also, wenn sehr viele Gasmolekiile vorhanden sind, die
Zahl derjenigen, deren Zustinde zwischen den Grenzen (A)
liegen, durch die I'ormel (5) gegeben. Seien nun

Py = az, Py = 3. Pp = a,

die Integrale, welche man nach Elimination der Zeit aus allen
Integralen der Bewegungsgleichungen erhilt; ¢, = a, sei das
Integral, welches auch die Zeit enthilt, so dass also a,, a,. . .«,
den Bewegungszustand, «, die Bewegungsphase bei gegebener
Zeit bestimmt. Dann darf, wenn sich die durch die Formel (5)
gegebene Zustandsvertheilung mit der Zeit nicht indern soll,
diese Formel die Zeit, also ¢, nicht enthalten; es muss also

dN = f(‘Pzr Py - -%) ds,, ds,. . .ds,

die Zahl der Molekiile sein, deren Zustand zwischen den Grenzen
(A) liegt, was mit dem in der citirten Abhandlung gefundenen
iibereinstimmt, wo ebenfalls bewiesen wurde, dass f eine belie-
bige Function von ¢,, ¢,...¢, sein kann, so lange keine Zusam-
menstosse stattfinden. Ausden Schlussformeln der gegenwirtigen
Abhandlung gelangt man zu diesem Resulate in folgender Weise.
Da die S die Zeit nicht enthalten, so ist g ein integrirender Fac-
1
tor der Gleichuung ds,—S,dt=0. Nach dem vorhergehenden ist
aber

ebenfalls intergrirender Factor. Wir erhalten also:

1 99, ¢ 09,

=)+ L2 B I const.

S, L~ ¥s, 3s," s, n

Wenn man sich im Ausdrucke links alles durch s, #, ¢,, 93.-¢»

ausgedriickt denkt, so kann derselbe die Zeit nicht enthalten, da
weder S, noch die Functionaldeterminante die Zeit enthalten.
Folglich ist die Constante blos Function von ¢,, ¢ ¢»- Es ist
also
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df — const. y
TN 0% 9%, g (16)
— 0s, 0s, 0s,,

die Zeit, wihrend welcher bei gegebenem Bewegungszustande,
also bei gegebenen a,, «, @, die Variable s, zwischen
s, und s,—ds, liegt. Sind nun sehr viele Molekiile vorhanden
und ist

M=F(0, 9, 9.) do, do, 9,

die Zahl derjenigen, fiir welche die den Bewegungszustand be-
stimmenden Integrationsconstanten «,, «, a, zwischen:

9y und g, —+dp,, , und @,~+do, v, und 9,~+dyp,, (D)

liegen, so wird sich die Vertheilung der verschiedenen Bewe-
gungsphasen dann mit der Zeit nicht #ndern, wenn sie durch
die Proportion dN: M = dt: [d¢ bestimmt ist. In dieser Proportion
ist dN die Zahl der Molekiile, deren Bewegungszustand zwischen
den Grenzen (D) liegt, wihrend ihre Bewegungsphase dadurch
bestimmt ist, dass s, zwischen s, und s,~+ds, liegt. Das Integral
Jdt ist bei constanten ¢, ¢, o, liber alle moglichen Werthe
von s, zu erstrecken, ist also, weil der Werth von d¢ durch die
Gleichung (16) bestimmt ist, eine Function von ¢,, ¢, [
Aus der obigen Proportion ergibt sich unmittelbar:

AN [ (F2r B3+ -0)
;= Bs,  Bs, "7 Bsy

und nach Wiedereinfithrung von s,, s,...s,

ds, do, dy, . . .dy,

AN =9y 93+ -pu)ds, ds,ds,. . .ds, (17

worin man die in meiner Abhandlung ,iber das Wirmegleich-
gewicht mehratomiger Gasmolekiile“ entwickelte Formel wieder-
erkennt. Wir kionnen hieraus schliessen, dass wir die Formeln
jener Abhandlung auch umgekehrt auf dem Wege finden konnten,
auf dem Jacobi zu dem Principe des letzten Multiplicators
gelangte. Ehe wir dies aber in Angriff nehmen, miissen noch
cinige Bemerkungen vorausgeschickt werden.
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2. Wirmegleichgewicht zwischen einer endlichen Zahl
materieller Punkte.

Seien s,, s,. .s, wieder die nVariabeln, durch welche der
Zustand eines Systems von » materiellen Punkten zu einer be-
stimmten Zeit # charakterisirt wird. Zwischen denselben sollen
wieder die Differentialgleichungen (1) bestehen, durch deren
Integration man simmtliche Variable, wenn ihre Anfangswerthe
gegeben sind, als Functionen der Zeit findet. Eliminirt man die
Zeit, so bleiben noch »—1 Gleichungen zwischen » Variabeln.
Es ist jedoch noch zu bemerken, dass nicht nothwendig, wenn
der Werth einer einzigen dieser nVariabeln gegeben ist, damit
alle Werthe der n—1 iibrigen bestimmt sind. Es kann vielmehr
der Fall eintreten, dass trotz der n—1 Gleichungen dadurch die
Werthe einiger der n—1 Variabeln blos zwischen gewissen
Grenzen eingeschlossen sind, so dass sie noch unendlich viele
continuirlich sich folgende Werthe annehmen konnen; wie etwa
die Gleichung arcsina = daresiny, wenn 4 irrational ist, bei
gegebenem x bloss aussagt, dass y zwischen —1 und —+1 liegt.
Ein Beispiel wird dies am schnellsten klar machen. Ein einziger
materieller Punkt, mit den Coordinaten @, y und den Geschwin-
digkeitscomponenten u, » bewege sich in der Ebene. Die Kraft-

S . . _— L«
function der auf ihn wirkenden Krifte, sei —, wo « constant,
,

P o= ]/:z.2+yz

ist. Er wird also nach dem Newton’schen Gravitationsgesetze
nach dem Coordinatenanfangspunkte 0 gezogen. Er beschreibt
dann um denselben, wenn er sich nicht etwa ins Unendlichc
entfernt, welchen Fall wir ausschliessen, eine in sich zuriick-
kehrende Bahn. Wenn daher der Werth einer der 4 Variabeln
@, y, w und v gegeben ist, so sind die Werthe der 3 andern be-
stimmt. Es besteht ja zwischen ihnen nach Elimination der Zeit
noch die Gleichung der lebendigen Kraft, die des Princips der
Flichen und die Gleichung der Bahn. Anders dagegen wiire dic

- . N o B
Sache , wenn die Kraftfunction gleich — + —; wiire. Die Bahn
r r
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des Beweglichen wiire dann wieder einer Ellipse dhnlich, wiirde
aber nicht in sich zuriickkehren mit Ausnahme des speciellen
Falles, dass der Winkel zweier sich folgender Apsidenlinien
in einem rationalen Verhiltnisse zu r steht; die Gestalt der
Baln ist durch dic nebenstehende Figur versinnlicht. Der ma-
terielle Punkt beschreibt
jetzt keine in sich zu-
riickkehrendeLinie, son-
dern durchwandert all-
milig das ganze Stiick
der Ebene, welches zwi-
schen 2 aus dem Cen-
trum O mit den Radien
04 und OB beschriebe-
nen Kreisen liegt, ohne
je wieder exact zu dem-
selben Punkte der Ebene zuriickzukehren. Betrachten wir irgend
ein innerhalb jener Kreise liegendes Element der Ebene dady
und lassen den materiellen Punkt eine sehr lange Zeit 7’ hindurch
sich bewegen, so ist das Verhiltniss jenes Bruchtheils von 7,
wihrend welches sich der Punkt innerhalb da.dy befindet zur
ganzen Zeit 7 eine mathematisch vollstindig definirte Grisse.
Wir wollen sie als diejenige Zeit bezeichnen, wihrend welcher
sich der materielle Punkt durchsehnittlich im Verlaufe der
Zeiteinheit innerhalb dw.dy befindet, oder als die Zeit, wihrend
welcher im Durchschnitt im Verlaufe der Zeiteinheit gleichzeitig
@ zwischen @ und x—+dx, y aber zwischen y und y—+dy liegt.
Ieh werde Kiirze halber den Zusatz ,im Verlaufe der Zeiteinheit«
bfters weglassen. Der Durchschnittswerth ist immer auf die
Zeiteinheit zu beziehen. Die Gleichung der Bahn ist jetzt nicht
tauglich, bei gegebenem @ den Werth des y zu bestimmen. Es
gehort nicht zu jedem a eine nur endliche Zahl von Werthen
des y, sondern x und y sind von einander unabhingig (nur
schliesst eines das andere zwischen gewissen Grenzen ein).
v und v aber sind bei gegebenem  und y durch die Gleichung
der lebendlgen Kraft und das Princip der Flidchen bestimmt.
Abnlich wire es, wenn ax®-+by? die Kraftfunction wire,
wobei @ und b incommensurable Constanten vorstellen. Der

Fig. 1.
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materielle Punkt wiirde dann zwei aufeinander senkrechte ein-
fache Pendelschwingungen von incommensurabler Schwingungs-
dauer gleichzeitig vollfithren, also mit wachsender Zeit allmélig
die ganze Iliche eines Rechtecks durchwandern. Es wiren
wieder # und y unabhiingig, nur zwischen gewissen Grenzen
eingeschlossen, » hingegen wire Function von 2, » von . Wir
kehren nun zu dem allgemeinen Falle zuriick. Es seien

P81y SgeneS) =My Pt 1(Sg5 $300e8) = Ut « + + « Pi1(8yy SpeeSu) =iy,

n—*k die Zeit nicht enthaltende Integrale der Gleichungen (1),
durch welche sich bei gegebenem Werthe der Constanten
@y foit- - (1, n—k Variable als Functionen der £ tibrigen
bestimmen , wie in den fritheren Beispielen die Gleichung der
lebendigen Kraft und das Princip der Flichen. £ der Variabeln
84y 8- - .8, aber sollen nicht durch die iibrigen bestimmbar sein,
wie in den vorigen Beispielen 2 und y.

Wir wollen sie unabhiingig nennen, was so zu verstehen ist:
Jede dieser k Variabeln soll bei gegebenen Werthen der Con-
stanten a,, @,—1...a;4, (diese werden fiir das ganze Problem
als ein fiir allemal bestimmt voraussetzt) und gegebenen Werthen
der k—1 fibrigen Variabeln noch fihig sein, eine unendliche Zahl
continuirlich sich folgender aber zwischen bestimmten Grenzen
eingeschlossener Werthe anzunehmen. Trotz der n—1 Gleichun-
gen, die nach Elimination von ¢ iibrig bleiben, muss, um den
allgemeinsten Fall zu betrachten, diese Annahme gemacht werden,
wie wir in den fritheren Beispielen sahen. Sind (wie bei der
Bewegung eines Punktes nach dem N ewton’schen Gravitations-
gesetze) alle s durch ein einziges bestimmt, so brauchen wir nur
k=1 zu setzen. Wie in den vorigen Beispielen @ und y, so sollen
jetzt die Variabeln s, s,...s, von einander unabhingig nur
zwischen gewissen Grenzen eingeschlossen sein, wibrend
ity Siy2. -8, wie dort # und v bestimmt sind. Wir konnen
daher, falls die Bewegung stationdr ist, wieder nach der Zeit
fragen, wihrend welcher durchschnittlich s,, s,. . .s; zwischen

s, und s,~+ds,, s, und s,~ds,. . .s; und s;—+-ds; (E)

liegen. Nur miissen natiirlich s, s,. .s; innerhalb jener Grenzen
cingeschlossen sein, welche die Werthe dieser Variabeln im
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Verlaufe der ganzen Zeit nicht tiberschreiten. Wir wollen die
Zeit, wihrend welcher durchschnittlich die Variabeln s, s,...s;
zwischen den Grenzen (E) liegen, mit F(s,, s,. . .s:)ds, ds,. . .ds;
bezeichnen und wollen sie durch eine Rechnung aufsuchen, die
dem Jacobi’schen Beweise des Princips des letzten Multipli-
cators ganz analog ist. Ich will das Problem der Bestimmung
der Function F, welche uns die durchschnittliche Zustandsver-
theilung liefert, wenn nur eine endliche Zahl (») von Atomen
in Wechselwirkung steht, als das Problem des Wirme-
gleichgewichts zwischen einer endlichen Zahl von
Atomen bezeichnen . Kennt man die Werthe von s, s,...s;
zu einer bestimmten Zeit ¢ so konnen wir daraus durch die
Differentialgleichungen (1) die Werthe s, s;. .s; dieser Grossen
zur Zeit ¢=¢-+d¢ berechnen. Ich will sie die den Werthen
8, 2+ -8 nmach der Zeit d¢ entsprechenden Werthe nennen.
Sammtlichen innerhalb der Grenzen (E) liegenden Werthen
werden nach der Zeit ¢¢ gewisse andere Werthe entsprechen,

t Die Function F konnte ohne Schwierigkeit aus den Gleichungen
des vorigen Abschnittes gefunden werden. Fiir

35, | 88,

— ...=0
8sy 8s,

enthilt nimlich die dort gebrauchte Function f blos ¢, pa—t .. 2i+1. Es
ist also

[ (on, on—t .. p2+1)

3pn  Bop—1  Opr41
Zi 8sn  Bsn—1 " Bs it

dsy dsy dsi dpi+t dpr+2 dyn

die Zahl der Molekiile, fiir welche sy, s, ...sr zwischen den Grenzen (L)
md gy, pry2 o, zwischen gzy1 und 9z 1+dprs-t u. s. f. liegen. Und
da on, 9p—1 . ppy1 constant bleiben, so muss

dsy dsy . . . dsk
8on  Bpn—1  Bprt
—dSn  08n—t 08K+l

const.

dic Zeit sein, wihrend welcher durchschnittlich der Zustand eines gege-

henen Molekiils so beschaffen ist, dass s;, s, . s; zwischen den Grenzen

(E) liegen, womit £ bestimmt ist. Im Texte will ich jedoch den umgekehrten

Weg einschlagen, die Function F nach einer anderen Weise bestimmen und

aus ihr erst zu den Gleichungen des vorigen Abschnitts zuriickkehren.
Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. LXTIT. Bd. 11. Abth. 46
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die wieder zwischen gewissen andern unendlich nahen Grenzen
(G) liegen werden. Die Zeit, wihrend welcher durchschnittlich
die Variabeln s,, s,. .s; zwischen den Grenzen (G) liegen, wird

f(s} 85. .si) ds, ds,. .ds;
sein, wobei

’ U
0s, 9s;.
832 BS]J

ds, ds,. .ds;=ds, ds,. .ds,; Z+ 5
1

Sei ¢¢ unendlich klein, so liefern die Differentialgleichun-
gen (1)
§,=8,~+8,0t, s,=8,~+8,0¢t . . .8,=8,+8,0¢.
Daher hat man mit Vernachlissigung unendlich kleiner
hoherer Ordnung
9s, 0s, sy 88, 38§, CAYA
Srou b J_y, ,t[ + o o)
9s, 0s, 98y 3s s, R

F(s}, s,..51) ds, ds,. .{ls}czF(sl, Sp- + S1)

[1+6t [BSi -+ 85, -+ %JJ ds, ds,. .ds; (18)
8s,  9s, 0s; oo

Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten sind s;..,
Spt2- - .8, als Functionen von g, s,...s;, anzusehen ot ist eine
Constante. Die Variabeln werden jedesmal so oft sie in die
Grenzen (E) eintreten, nach der Zeit 6¢ in die Grenzen (G) eiu-
treten. Und jedesmal wird auch der Austritt aus den Grenzen (G}
und 0¢ spiter, als der aus den Grenzen (E) erfolgen. Da nun cf
als eine reine Constante betrachtet wurde, so dauert das
Verweilen zwischen den Grenzen () immer so lange, wie das
zwischen den Grenzen (E). Und da auch der Eintritt in beide
Grenzen gleich oft erfolgt, so muss die Zeit, wihrend welcher
die Werthe der Variabeln zwischen den Grenzen (E) liegen,
gleich der Zeit sein, wihrend welcher sie zwischen den Grenzen
(G) liegen; es ist also:

F(s, 85..81) ds; ds,. .ds,=F(s}, s, .s;) ds, ds,. .ds;

und mit Riicksicht auf die Gleichung (13)
[BBS +582+ BS}']-I(I")

832 08

F(sy; 8, .81)=F(s; 8- -51) [1+Jt

1
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Der Ausdruck in der eckigen Klammer bestimmt sich in
folgender Weise: Da ¢,=u, ein Integral der Differentialglei-
chungen (1) ist, so hat man identisch:

a(‘on B(Pn 3']9;L_
Sla—sl+ S2 asz+. ‘S)LB*SR —O,

(20)

in welcher Formel aber alle Variabeln s,, s,. .s, als indepedent
zu betrachten, die partiellen Differentialquotienten also in einem
andern Sinne als in Formel (19) zu verstehen sind. Wir wollen
nun eine partielle Differentiation, bei der s,, s, ...s,—;independent,
s, in Folge der Gleichung ¢,—u«, als Function derselben be-
trachtet wird, dadurch bezeichnen, dass wir dem 8 den Index 1
beifiigen wéhrend 8 ohne Index eine partielle Differentiation
anzeigt, bei der alle s,, s,...s, independent sind. Dann ist:

8,8, 88,  9S._. 085 85 3s,
P SR k- - L7
0s, ds, 08,1 9s,  0s, Os,
85, 98,83, _ S 2, 2,
8s, 9s,9s, T 3,  8s, = Bs,
%{as, B, B8 %3S, n)
T E i R T T

Ich behandle hier nicht den allgemeinsten Fall, wo

X X, X,
S=3,5=% S=F

(die X sind Funectionen von s und ¢), dessen Losung wieder durch
die Grosse
X\E TG T s )
Z=c¢
gegeben wird; sondern ich setze voraus, dass die ¢ und S¢ nicht
enthalten. Ausserdem sei

8S, 8S, 95,

3—81 0 332+ agn L= O.

Differentiirt man die Gleichung (20) partiell nach s , so
findet man:

46%



3S1 a‘Pn aSZ B‘Pg 0., ason . az(Pn 32}% BZSDn
T 05, Ba, 05, | 05, Bs, . Vbss,  Bnos  eR
endlich ist
d [8(9,,}
3s, ¥, L2 .
—“dt L é;l’a?n —+ 2 58‘.;8"’5“7; f_ . .Sn 33721 3
man erhilt daher
dlog [ i?)
88 , 48, HSee - PlBs) 21
ds, | 05, 501 dt
Wir wollen nun ecine partielle Differentiation, wobei s, s,.. .s,_. als indepedent, s,_, und s, aber wegen
¢n==tt, Und @, =a,_, als Functionen davon betrachtet werden, mit 3, bezeichnen. Dann ist
1
9,8, 8,8, 8,8,—» 98,8, 39,5, 9,5, —( 9,8 3, 9n1 9,8, 8,9,_1
e d § 209 . 27 N e | . — 9 e 11 1 172 ~“1rn—-
3s, | 85, e 05, | 05, | Ot A \@s,_,  0s,  Os,_1 0s,
1 2 1 2 ) 1 2
818'7»—1 a]?n—l ]
3Sn—l a'S'n—l )

Da sowobl ¢, als auch ¢, 4 Integrale von (1) sind, so hat man identisch

8y Pn—1 8Pt 81 Pn—t
81 -—&Ti" +Sg' 832 ~+. .Sn_[ m = O,

969
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wobei wir s, durch die Gleichung ¢,=a, als Function von s, s,. .s,_ ausgedriickt denken miissen. Differen-
tiirt man diese Gleichung partiell nach s,_;, wobei aber wieder s, als Function von s, s,...8,1 angeschen,
daher das Zeichen 3, angewendet werden soll, so ergibt sich:

38 Ypat S Bpas S Bypar Ogn—t g Opn—t

2
31(?”—!
Bsn—i 331 3377—! 382 T asn—i 85'"_1 ! 3318372—1 2 8328371—1

Sn 16 2
- - 2
3371—1

Ferner hat man

d(aiso"—’]
38,1 S afso"—l S 3%3%_‘

_ Olpn—t
dt T 098,981 % 85,98,

95,24

-+ .. 'Sn—l

Mit Berticksichtigung aller dieser Gleichungen und der Gleichung (21) ergibt sich:

asan Bl‘Pn—i] . [ . 33092 a?n—l]
_*__4 2 +— BQSn—'Z__ dlog [_a:’;, Bsn—-l _ 1”08 ZI asn 38‘"_1

s, 9s, 08, s dt df ’
9 Pn ) Pn—t
Zi m asn—i

9,  Vpu—t  Bpy Pt
35‘" asn—l asn—l asn

worin

die Functionaldeterminante

JYOTM0SYOIPTSOMIB A JOqn 9ZIRS duldWaS([e oSy

L69



ist. Von der Richtigkeit der letzten Gleichung iiberzeugt man sich, indem man

313971——-1

Bsn—l
durch partielle Differentialquotienten amsdriickt, in denen alle s independent betrachtet werden. Es ist bereits
ersichtlich, wie der Beweis fortzufiihren ist; man gelangt schliesslich zur Gleichung :

B?n ason—i Bwk—&—l‘]
log | Y+ s
B By 5,5 [Z— 85, Bs,i  Bsigr)

3s 3s, s, dt

1

8, zeigt eine Differentiation an, wobei s,, s,. .s, als independent, s;.4...s, aber vermoge der Glei-
chungen ¢,=—a,. .. ¢, 1=a;,1 als Functionen davon zu betrachten sind. Nun sind aber die partiellen Diffe-
rentialquotienten der Formel (19) genau so zu verstehen; dieselbe geht daher iiber in

8tpn 9, 4 L7 ]
o R dlog (Zi 9s, 08,1 08
F(syy 8y 80)=F(s); 8,..) |10t E 1

2

oder wenn man den Werth der Grosse unter den Logarithmenzeichen zur Zeit ¢ mit Q, den zur Zeit ¢ mit @’

bezeichnet:

QF (sy, s,- )=Q'F(s;, 8,- )

Schliesst man in derselben Weisce auf die Zeiten

869

nurwzi[og
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o0 tiberzeugt man sich, dass
QF (s, s,. -s1)

fiir alle Zeiten constant ist. Es ist also

C
F(SUSQ. .):a.
Substituirt man hier fiir Q seinen Werth, so ergibt sich:
c
F e .
(S‘l’ 32 Sk) j_‘_ 3'1'772 8?’71—1 asok—i—i
/—1; asn asn-—( C Bsk-f—i

Folglich ist

Cds,, ds,. ..ds;

B?n 8'{/7:—1 B(Pk+1
38" 831;—1 o ask—l—i

(22)

F(s)y 850 -82).dsy, ds, . .dsp=

Mt
die Zeit, wiihrend welcher die Variabeln s,, s,. .s;, welche fihig
sind, unabhéngig eine Reihe continuirlich sich folgender Werthe
anzunehmen, durchschnittlich zwischen den Grenzen (E) liegen.
Wir konnen dieselbe unmittelbar bestimmen, sobald wir die
Integrale ¢, ¢,—1...¢:1 kennen, ohne dass es nothwendig ist,
tiber die Art der Verdnderung von s, s,...s; sonst etwas zu
wissen. Es konnte sein, dass bei gegebenen s, s,. .s; die
Grossen s;,...s, nicht eindeutig bestimmt wiren, sondern zu
den angenommenen Werthen von s, . . .s; mehrere Werthesysteme
von 8;44...s, gehorten. Es wire dann die Wahrscheinlichkeit,
dass s, s,. .s, zwischen den Grenzen (E) liegen, fiir jedes
Werthesystem besonders zu berechnen, indem man in die Formel
(22) jedesmal die betreffenden Werthe von s,,,. .s, einsetzte.
Es ist nun leicht, von der Formel (22) wieder zur Formel (17)
zu gelangen. Wenn statt eines, sehr viele Punktesysteme
vorhanden sind, die aber nicht in Wechselwirkung stehen,
50 sei

M= (?m P—t- - '{/L—H) d(f’n v dsok+1

die Zahl derjenigen, fiir welehe ¢, ¢,—i. .¢zr1zWischen ¢, und
¢u+dg,.. liegen. Die Zahl derjenigeu, deren Bewegungsphase
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ausserdem noch dadurch bestimmt ist, dass s,, s,..s; zwischen
den Grenzen (E) liegen, sei dV. Dann wird sich diese Verthei-
lung der Bewegungsphasen erhalten, wenn sich dN: M wie
dt : [d¢t verhiilt, wobei

dt =F(s,, s,. ) ds, ds,. .ds,

ist. Substituirt man den Werth (22) fiir Fund fiihrt statt do,dg,—; .
-dor wieder s, s,—,. .4, ein, so ergibt sich, weil [d¢ eben-
falls Function von ¢,, ¢,—,...¢x, ist,

AN={(Pn) Pn—y+ -Pary) dsy ds;. 'ds”’.

was mit der Formel (17) tibereinstimmt.

Es wird vielleicht nicht iiberfliissig sein, diese allgemeinen
Schlitsse durch das bereits erwihnte sehr einfache Beispiel zu
erliutern. Ein einziger materieller Punkt mit der Masse 1, den
Coordinaten @, y und den Geschwindigkeitscomponenten u,
bewege sich in der xy-Ebene. Derselbe werde mit einer Kraft
von der Intensitit

a 2b

- + —
’-2 7,3

gegen den Coordinatenanfangspunkt gezogen. Setzen wir

a b

—_——— = -\_7
=

so0 ist also in unserem Falle
8, =, S, =Y, S, =1, §,=10.
Die Gleichungen (1) reduciren sich auf:

dx dy du O dv 9y

" Yae T Ve T s dt . oy
Zwei Integrale derselben, welche « und » bestimmen, sind.

_we - (23)
Oy = g LTy Y=Y U—T=15. 2

Zwischen @ und y aber besteht im Allgemeinen keine fiir
alle Zeiten giltige Relation. Nennen wir die Zeit, withrend
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welcher sich der materielle Punkt durchschnittlich im Elemente
dzdy befindet, f(x, y) dedy. Wenn der Punkt der Ebene mit
den Coordinaten x, y gegeben ist, an dem sich das Bewegliche
zur Zeit ¢ befand, so ist damit der Punkt 2, g/, an dem es sich
zur Zeit ¢+t befindet, gegeben. Ich will den Punkt 2/, y' den
dem Punkte @, y entsprechenden Punkt nennen. Jedem Punkte
des Flichenelementes dudy entspricht dann ein gewisser Punkt
der Ebene, dem ganzen Flichenelemente dwdy entspricht ein
anderes Flidchenelement da’ dy' (was iibrigens, wenn d¢ endlich
ist, nicht nothwendig rechteckig ist). Es ist dann

f(@,y) do' dy' = f(w, y) dody,
weil das Bewegliche jedesmal, so oft es in dady eintritt, um o¢
spiter in da'dy’ eintritt und auch der Austritt aus do’'dy’ immer
um die Zeit ot spiter, als der aus dudy erfolgt. Ferner ist
8y dx oy

e By 9y %) devdy

do'dy = [

Ist ¢ unendlich klein, so ist

&' =z +udt, y' =y +vot,
daher

/ ’

' By ¥y . (3u Bv]
e — T =1+ 0t |+ —
o 0y oy ox o 9y
R u v .
Bei Bildung von by und % sind « und » in Folge der
@

Gleichungen (23) Functionen von @ und y. Man findet durch
partielle Differentiation derselben:

oy oy
2 ___ a_ A 2 _ . .
%_u &8,73,8_1; =Ygy
.  wu-ryv Oy wu—+yv

daher

N ('(m Bv] a' -+ y'v’
1 +d|— =
% Oy 2u—+ yv

Es ist somit

(@u-ryv) (' ) =(@u-+yo) f(@9);
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und da dasselbe auch fiir die Zeitmomente
t—+ 26t, t + 36¢.
gilt, so ist
(zu—+yv) f(@) y)

constant. In der That ist in diesem speciellen Falle:

00, Opa—y  Ogpyy Oy, gy B0, Bp,
~— 0, 08,—, 98y, v 9¢ Ou v

= Tu + yv,

weil in der Formel (22) #, y, « und v als indepedent zu betrach-
ten sind. Es liefert daher die Formel (22) fiir die Zeit, wihrend
welcher sich der Punkt durchschnittlich im Elemente dz dy
aufhilt, ebenfalls den Werth

Cdzdy
TUu—+yv’

f(@, y) dedy =

Bezeichnet » die Entfernung des materiellen Punktes vom
Coordinatenanfangspunkte, p die Componente seiner Geschwindig-
keit in der Richtung von », so ist wu—+yv=rp. Es ist also nach
Bestimmung der Constanten €

dzdy

(@) ddy=

ro
dedy’
>

Die doppelte Integration ist iiber das ganze, vom Beweg-
lichen durchlaufene Stiick der Ebene zu erstrecken. In diesem
einfachen Falle kann man leicht direct die ganze Zeit der Be-
wegung und die Zeit berechnen, withrend welcher sich das Be-
wegliche im Elemente dady aufhdlt. Man findet fiir ihr Verhélt-
niss in der That den obigen Werth.

Um noch einige complicirtere Beispiele zn machen, nehmen
wir an, die Variabeln s, s,...s,, seien die Coordinaten @, y,, &,
und Geschwindigkeitscomponenten «,, v,, u,.. © von 2 in
Wechselwirkung stehenden materiellen Punkten, die sich untcr
dem Einflusse blos inneren Krifte in einer Ebene bewegen. Es
sollen blos die Gleichung der lebendigen Kraft
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u? 4 v*
0, =Y ~+ m—g— =ty

die vier Gleichungen fiir die Bewegung des Schwerpunkts

— % —_—
Opy = DX == Uy, Py = LMY = ty_,,
Gy == DU == (lyy—gy Py ™= MU =(ty_,

und das Princip der Flidchen
Gpey = Zm(XV—YU) = s

den Charakter der mit ¢,, ,_,...u;,, bezeicheten Integrale
haben, wihrend die Variabeln im Verlaufe der Bewegung alle
moglichen mit diesen Gleichungen vereinbaren Werthe durch-
laufen, also alle andern Integrale der Kategorie der mito,, ,..0
bezeichneten angehoren. Wihlen wir @, y,, u,, v,, #,, v, als die
durch die 6 Gleichungen bestimmten Variabeln, welche frither
Suy Sn—j+ -S4+ hiessen, so geht die Functionaldeterminante der
Formel (22) iiber in

00n  0%u—y  Opu—

da, 3y, =~ v,

3
’

fiir welche man unter Beriicksichtigung der obigen Werthe der ¢
abgesehen von einem constanten Factor den Werth
(@y—a))(y—uy)+(y,—y,) (vy—ry)
findet. Die Formel (22) liefert daher
Cdy,dy,. .dy,du, dv,. . .dv,
(@ )(uy—24)+(Y5—y, ) (v,—0,)

fiir die Zeit, wihrend welcher durchschnittlich die Variabeln

Tyy Yy .7}3. Y Ugy Uy, Uy 0,

zwischen @, und @,+dw, u. s. w. liegen. Geschieht die Bewegung
Eler A materiellen Punkte im Raume und besitzen wieder nur die
Nehwerpunktsgleichungen, die Flichengleichungen und die Glei-
chung der lebendigen Kraft die Eigenschaft der Integrale
Py Pu—y. . @r1y, 50 wollen wir die Coordinaten des Schwerpunkts
mit @, y, 2, die Geschwindigkeitscomponenten desselben mit «,
¢ w bezeichnen. Statt der Coordinaten z,, ¥,, %, @,. .z und
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Geschwindigkeitscomponenten «,, v, .w,, wollen wir die Diffe-
renzen

xy—a=E, y,—y=n,.. U —U=0, v,—0= ..
einfithren. Dann bestimmen die Schwerpunktsgleichungen die
6 Variabeln @, y, %, u, v, w und zwischen den iibrigen Variabeln
5(7 Ty ~<)\—17 %y ﬁ1 - =

bestehen die 4 Gleichungen:

Op=y. —0—2 m—— ﬁb 7 = Uy, Pu—y =2Zm(ny—E¢P)=u0,
ny Pn—q T 4 t—y

go,,_2=2m(t_a—£'y)=anl_2, 0, g=Em(EP—na)=tt,_,.

Betrachten wir die Variabeln «,, $,, 7,, «, als die durch
diese Gleichungen bestimmten Variabeln s,, s, .s:4, 0
reducirt sich die Functionaldeterminante der Formel (22) auf:

8¢ 0y 09, B9,
-+ 1 2 3
= ey 9B, 97, 9,

(1,8 —15¢4) -

Es sollen wieder die frilher angenommenen A materiellen
Punkte sich im Raume bewegen; nehmen wir an, es sei moglich,
dass die auf sie wirksamen Kriifte so beschaffen sind, dass blos
die Gleichung der lebendigen Kraft

u? 4+ v* 4w’
9”=X+ m ——2— =,

— . YRS
= (§ oy + By + 47y

die Eigenschaft der mit ¢, , ¢,_, ¢iy, bezeichneten
Integrale besitzt, also die Variabeln alle mit der Gleichung der
lebendigen Kraft vertriglichen Werthe durchlaufen, was natiirlich
bei blos inneren Kriiften nicht der Fall sein konnte. Dann wollen
wir w, als die durch die Gleichung der lebendigen Kraft be-
stimmte Variable wihlen. Wir miissen dann in der Formel (22)
k=n—1 setzen, wodurch sich die Functionaldeterminante diescr
Formel auf ein einziges Glied

09n _ Bun
3s, dw,.

= m,_ w),
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reducirt. Die Formel (22) liefert also
C
dt, = P dz,dy,dz,dx,. . dodude,. do,_,
A

fiir die Zeit, wiihrend welcher durchschnittlich die Coordinaten
Ly, Ygy 2y &+ .2 ZWischen

@, md @ —+dv,. .2z und z, +dz, (H)

und gleichzeitig die Geschwindigkeitscomponenten zwischen u,
und w,—+du, n. s. w. liegen. Nur w, ist durch die Gleichung der
lebendigen Kraft bestimmt. Die letzte Formel fand ich bereits
in einer der Akademie im Jahre 1868 vorgelegten Abhandlung,
in welcher die dieser Formel zu Grunde liegende Voraussetzung
gemacht wurde. Dieselbe zeigt zunichst, dass bei gegebener
Position und Grosse der Geschwindigkeit aller Atome fiir jedes
Atom jede Geschwindigkeitsrichtung im Raume gleich wahrschein-
lich ist. Fiihren wir darin die Geschwindigkeiten ¢,, ¢,...c, der
Atome ein und integriren beziiglich aller Richtungen derselben,
so erhalten wir

c?

dfoe 2. efiodrydy,. . dudede,. de—,
/=

2 2 ) .
ff. .eiey. . .i_yerdaydy,. .dey—,

fir die Zeit, wihrend welcher durchschnittlich die Coordinaten
zwischen den Grenzen (H) und gleichzeitig die Geschwindigkeiten
zwischen

¢, und ¢,~+de, . . .er—y mnd ¢y —+de,—,

liegen. Dabei wurde die Constante C so bestimmt, dass d¥, iiber
alle Differentiale integrirt eins liefert. Um hieraus die Zeit ¢,
zu finden, wihrend welcher gleichzeitig die Coordinaten zwischen
den Grenzen (H) und ¢, zwischen ¢, und ¢,+-de, liegt, indess die
Werthe der tibrigen Variabeln keiner beschriinkenden Bedingung
unterworfen sind, miissen wir ¢, beziiglich aller iibrigen ¢, also
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. z,
beztigl. ¢x—, von Null bis 2 (ftn o m, et . m).—zcx—-]
'm>_l 2
s : m, c2 My_.0) %
beziigl. ¢,_, von Null bis ' g—y— _ .. -—300—3
- Vo, " A 2 2

-
beztigl. ¢, von Null bis 2, ., md
2 t—7.

/omy, 2
integriren. Fiihren wir im Zihler und Nenner diese Integrationen
aus, nachdem wir fiir ¢, seinen Werth aus der Gleichung der
lebendigen Kraft substituirt haben, so erhalten wir

81—

F(%)‘J —5€ [an L @] ) dz, dy, . .dode,

B e

5 B) A, —y)? _‘(lxi dy,. -dz

(lf3 =

Integrirt man noch beziiglich ¢, von Null bis

V 7—n—(an —)s

it = (t— /) (h,1 dy,...dz (24)

£

(g, — El dv, dy,. .dz,
d 14Y4

s0 erhilt man

fir die Zeit, wihrend welcher durchsehnmittlich die Coordinaten.
zwischen den Grenzen (H) liegen. Die mittlere lebendige Kraft
ergibt sich gleich

3)

my_ m,c? 1 o (a—y)? de,dy, . .dx, o
Vo= g - e )
5 (n—y)*  dey dy,..do

\

Dieselbe ist fiir alle Punkte gleich. Der Mittelwerth eiver
Grosse X, die blos Function der Coordinaten ist, wird

= [Xdt,. (20)
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So ist z. B. der Mittelwerth der Kraftfunction:

32

9

”' ¢ X(an—-)(') 7Y - dxl dyi : . dZ)‘ . (27)

%= [y dt,=
IIeo (@—y) 'T_ldwl dy,. -dz,

Es ist daher wie sich von selbst versteht

Daher ist auch der ganze Zuwachs der im Systeme enthal-
tenen Arbeit die Summe des auf Erhshung der mittleren leben-
digen Kraft und des mittleren Potentials verwendeten.

3. Ableitung des Wiarmegleichgewichts zwischen Gasmole-
killen aus dem zwischen einer endlichen Zahl materieller
Punkte unter einer Hypothese.

Von den zuletzt entwickelten Gleichungen kénnen wir unter
einer Hypothese, deren Anwendbarkeit auf warme Korper mir
nicht unwahrscheinlich scheint, direct zum Wirmegleichgewicht
mehratomiger Gasmolekiile, ja noch allgemeiner zum Wirme-
gleichgewicht eines beliebigen mit einer Gasmasse in Berithrung
stehenden Korpers gelangen. Die grosse Unregelmissigkeit der
Wiarmebewegung und die Mannigfaltigkeit der Krifte, welche
von aussen auf die Korper wirken, macht es wahrscheinlich,
dass die Atome derselben vermoge der Bewegung, die wir
Wirme nennen, alle moglichen mit der Gleichung der lebendigen
Kraft vereinbaren Positionen und Gesehwindigkeiten durchlaufen,
dass wir also die zuletzt entwickelten Gleichungen auf die Coor-
dinaten und Geschwindigkeitscomponenten der Atome warmer
Korper anwenden konnen.

Machen wir diese Hypothese, so brauchen wir, um aus
diesen Formeln das Wirmegleichgewicht eines mit einem Gase
in Beriihrung stehenden Korpers zu berechnen, blos vorauszu-
sctzen, dass » von den angenommenen ) Atomen dem Korper, die
tibrigen der ihn umgebenden Gasmasse angehdren.
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Dann hat y die Form y,~+,, wobei y, Function der Coor-
dinaten der rAtome, y, Function der Coordinaten der iibrigen
a—r ist. Integriren wir dann den durch die Formel (24) gege-
benen Werth von d¢, iiber alle Werthe von a,.,, y,4y...2,
so erhalten wir fiir die Zeit, wihrend weleher @, ¥,.. .z, durch-
schnittlich zwischen @, und @, ~+da; u. s. w. liegen, also fiir die
Zeit, withrend welcher durchschnittlich das Atom sz, im Volum-
elemente dz; dy, dz,, das Atom m, imVolumelemente dz, dy, dz,

u. s. w. liegen, den Werth:
3k

it — dedy, .. .dv[[. . (0,—, _Xz)?_] Az, dy,yy . . .dz,
5 3
[ oo (o) T day dy, . . . d2o,
Wiren die Volumelemente dw,dy,dz,, dx,dy,dz,.  gerade so

gelegen, dass 4,—0 wire, so ginge der Ausdruck fiir dz,
iiber in
n_,
dedy, . dz,[f. (an—yy)? da. ... .dn
dty= 5

oo (—y,—,) 2 Ve dy .l
1S & 1¢Y4

Es ist also der Quotient
3
Aty [J- (—p—re) * Aoy Yy
dty 3—}—1 .
IJoi(n—yp) * “da,r dy,yy. . .d20,

Die Grenzen des Integrals im Nenner sind bei unverénderter
Gestalt der Function y, blos von «, abhingig; dieses Integral
ist also Function von «,. Die Grenzen des Integrals im Zihler
héingen in derselben Weise von a,—y, ab, was die Variabeln,
nach denen zu integriren ist, nicht enthilt. Das letztere Integral

. . . .« 5
ist also dieselbe Function von «,—y,. Setzen wir —ii = p, WO 2

die natiirlich constante Zahl der Atome ist, so ist also das
Integral im Nenner eine Function von p, die wir F(p) nennen
wollen; das Integral im Zihler ist dieselbe Function von

o— X;‘, also gleich -
| —2)
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By |
dt, F( A }

Es 1st also

Ji‘(; F(o)
Es sei nun A sehr gross. Es kann dabei auch » sehr gross
. . odes
sein; nur muss es gegen A verschwinden. Dann ist . eine
{

6

endliche und stetige Function von p und %,, sobald o undé‘- von

der Ordnung der mittleren lebendigen Kraft eines Atoms sind.
Setzen wir

dt,
;;Z_y =42 %)

F[o — Z‘—‘J
f A

Yoy ty) = EVIORE (28)

s0 ist

Es ist daher auch

3
le—%]
3 2.

———27" = [P fl, XJ =1,

=

F(‘D o P_R@] u—1
— —1 ) =y [P— : 3 L XtJ‘_—“xb#—l‘

A5 1)

Die Multiplication aller dieser Gleichungen liefert

log F[p — F%J —log F(p)=logy—+-log P, 108 Y,—+. .logd,,.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXTIII. Bd. 1T, Abth. 47
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Setzt man

,\'I"}:

Y1 = Az
so ist also
log F(g — y5) —log F(e) =21og ¥ (g, %),
wobei ¥ wieder endlich und continuirlich ist, wenn p und ﬁ
von der Ordnung der mittleren lebendigen Kraft eines Atonis
sind, also :— endlich ist. Es ist also
F(e—1)=F(e) [%(e 1)

Betrachten wir jetzt o als constant und blos y, als variabel
und setzen

p—1s="5 F(g) =G (¢, p-—3)={(9),
so geht die letzte Gleichung iiber in

F(o)=C [f(o))
daher liefert die Formel (28)

,_@ % ‘ | ). o
¥er 1) = {f—[;wlﬂ = [1 _/%(%)_ )ﬂ _ [}((p))
f'(e)

und es ist, wenn man 22 mit 4 bezeichnet

7(e)

dt, =C'e " "tudzdy,. .dz, .

Ganz in derselben Weise kann auch die Zeit gefunden
werden , wihrend welcher gleichzeitig die Coordinaten der
r Atome zwischen x, und @,~+~dw, . . . und ihre Geschwindigkeiten
zwischen ¢, und c,+de,. liegen. Sie ergibt sich gleich

(535 a2 2 2 7,
C'e (i 2)0102...0,.(1.11(13;1. .de,.

Diese Gleichung muss unter unserer Hypothese fir jeden
beliebigen in einer Gasmasse befindlichen Korper, daher auch



Einige allgemeine Sitze iilber Wirmegleichgewicht. 711

fiir die Gasmolekiile selbst gelten. In der That iiberzeugt man
sich leicht, dass sie mit den in meiner Abhandlung ,iiber das
Wirmegleichgewicht mehratomiger Gasmolekiile* gefundenen
Formeln iibereinstimmt. Wir gelangen also so in weit einfacherer
Weise zu dem dort gefundenen. Da jedoch der Beweis, dass die
im gegenwértigen Absclmitte gemachte Hypothese bei warmen
Korpern erfiillt, ja dass sie iiberhaupt erfiillbar ist, noch nicht
geliefert ist, so habe ich in jener Abhandlung den weitldufigeren,
aber von jeder Hypothese unabhingigen Weg eingeschlagen.

47+
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