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Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht.
Von Ludwig Boltzmann in Graz.

(Mit 1 Holzschnitte.)

(V o rg e le g t in der S itzu n g  am 13. A p ril 1871.)

1. Zusammenhang zwischen den Sätzen über das Verhalten 
mehratomiger Gasmoleküle mit J a c o b i’s Princip des letzten 

Multiplicators.

Der erste Satz, welchen ich in einer früheren Abhandlung 
„über das Wärmegleichgewicht mehratomiger Gasmoleküle“ 
gefunden habe, steht im innigsten Zusammenhange mit einem 
Theoreme, dem man auf den ersten Blick wohl nichts weniger 
als Verwandtschaft mit der Gastheorie zuschreiben würde, nämlich 
mit dem J a c o b i ’schen Principe vom letzten Multiplicator.

Um diesen Zusammenhang aufzudecken, wollen wir, die spe­
zielle Form der in der Wärmetheorie vorkommenden Gleichungen 
verlassend, die dortigen Entwicklungen noch erheblich verallge­
meinern. Man habe eine sehr grosse Anzahl von Systemen mate­
rieller Punkte (ähnlich wie ein Gas aus sehr vielen Molekülen 
besteht, deren jedes wieder bereits ein System materieller Punkte 
ist). Der Zustand irgend eines dieser Punktesysteme zu irgend 
einer Zeit t sei durch n Variable s ,, sv . . .s it bestimmt, zwischen 
denen folgende Differentialgleichungen bestehen mögen:

dS[_  ds2_  dsn
d t = Sn (1)

Sv S 2. .Sn sind Functionen der sv s2. . . s n und vielleicht 
auch noch von t. Durch diese Differentialgleichungen und die 
Anfangswerthe der n Variabein sv  s2. . . sn sind die W erthe dieser 
Grössen zu jeder beliebigen Zeit bestimmt. Um zu dem Principe 
des letzten Multiplicators zu gelangen, können wir ganz dieselben 
Schlüsse anwenden, die ich in der bereits citirten Abhandlung 
machte; nur müssen wir annehmen, dass zwischen den mate-
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6 8 0 B o l t z m a n n .

riellen Punkten verschiedener Punktesysteme niemals Wechsel­
wirkung- stattfinde. Was man also in der Gastheorie die Zusam­
menstösse der Moleküle nennt, soll bei unserer gegenwärtigen 
Untersuchung ausgeschlossen sein.

Die Zahl der den Zustand bestimmenden Variabein s, so 
wie die Differentialgleichungen (1) sollen für alle Punktesysteme 
gleich sein (die S  sollen für alle Punktesysteme dieselben Func­
tionen von t, sv  s2. . . sn sein.) Die Anfangswerthe der Variabein 
s und folglich die Zustände zu einer beliebigen Zeit t dagegen 
sollen für die verschiedenen Punktesysteme verschieden sein; 
und zwar sei die Zahl derjenigen Punktesysteme, für welche 
zur Zeit t

st zwischen und s, h- dsl 
s2 zwischen s2 und s2 -+- ds2

(A)

sn zwischen sn und sn -+- dsn

liegt,
dN  =  f ( t ,  sv s2. . . sn)dst ds2. . dsn . (2)

Wenn für eines der Punktesysteme die Werthe der Variabein 
sv  s2. . .sn (also der Zustand) zur Zeit t gegeben sind, so können
daraus die W erthe dieser Variabein zur Zeit t' = t  -+- dt aus den
Differentialgleichungen (1) bestimmt werden. Wir wollen an­
nehmen die Werthe der Variabein sollen, wenn; sie zur Zeit t 
zwischen den Grenzen (A) lagen, jedesmal zur Zeit t' zwischen 
den Grenzen

und s\-\-ds'v s'z und sz-\-ds2. . . s'n und sn-\-ds'n (B)

liegen. Die Anzahl der Punktesysteme, deren Zustände zur Zeit 
f  zwischen den Grenzen (B) liegen, sei

dN ' =  f ( t ', s ', s'2. . .  s'n)ds\ ds'2. .  . ds'n.

Wir wissen, dass genau dieselben Punktesysteme, deren 
Zustände zur Zeit t zwischen den Grenzen (A) lagen, zur Zeit f  
so beschaffen sind, dass ihre Zustände zwischen den Grenzen (B) 
liegen. Es muss also dN  =  d N 1, folglich
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f( t ,  sv sz . . . sn)ds1 dsz . . . dsn= f ( t ' ,  s'v s'z . . . s'n)ds\ ds'z . . . ds'n (3)

sein, s', s!,. .s'n sind in Folge der Bewegungsgleichungen (1) 
Functionen von ot und sv  sz . . .sn. Es ist daher

Bei Bildung der partiellen Ableitungen in der Functional- 
determinante sind dt, sv  sz . . .sn als die independenten Variabein, 
ersteres also, weil nach ihm gar nicht differentiirt wird, als 
constant zu betrachten. Sei dt unendlich klein, so ist in Folge 
der Differentialgleichungen (1)

Es wurden hier überall die Glieder von der Ordnung d tz 
und von höherer Ordnung weggelassen. Da ihre Anzahl und 
Coefficienten nicht unendlich sein können und die Glieder von 
der Ordnung dt, wie wir sehen werden, nur endliche liefern, so 
überzeugt man sich leicht, dass dies in der That gestattet ist.

Mittelst der Gleichung (4) kann der zur Zeit f  gehörige 
W erth von / ’als Function von sz . . ,sn bestimmt werden, wenn 
der zur Zeit t gehörende W erth von f  als Function von sv s2. . sn 
gegeben ist. Betrachten wir zuerst den speciellen Fall, dass

ds\ ds' . . . ds'n =  ds. ds9. . . dsn V  +  —L-i s.

Sj — sy-\~Syöt, sz — Sg—|— S zdt. . . ]
daher

Man erhält folglich:

und die Gleichung (3) reducirt sich auf
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9«! 8s2 ’ 3s,}

ist. Dann reducirt sich die Gleichung (4) auf

f ( t j  Sp S2 . . . S,t) =  f  (t , Sjj sz . . s ;i).

dS. dS2 dS„
7T1  - + -  - r T -  - H  • ' s —

]n

Bezeichnen wir die W erthe der s zur Zeit t" =  f-h2otf mit 
s"n  s" . .  ., die zur Zeit t"' =  t - \-3ot  mit s"x , s"z . . . ,  so erhalten 
wir in derselben Weise:

Es ist also die Function f  überhaupt constant, was so zu 
verstehen ist: Wenn man in f ( t x sv  sz . . ,sn) statt t irgend einen 
anderen Werth r  und gleichzeitig statt sv  sz . . . s n die Werthe 
substituirt, welche diese Grössen zur Zeit r annehmen, wenn 
sie zur Zeit t die Werthe sv sz . .sn hatten, so ändert die Func­
tion f  ihren W erth nicht. Sind also

(pl (tj 8ij Sz . =  <p2(t, Sz . . . ) ; = f t 2 rfn(t)  s i> S2 • • )  = = t t »

die Integrale der Differentialgleichungen (1), so muss f  eine 
Function der <p sein, weil diese und nur diese mit wechseln­
der Zeit constant bleiben. Wir erhalten daher gemäss der 
Gleichung (2)

Wir wollen hier statt der Differentiale der s die Differentiale 
der (p einführen, so erhalten w ir:

f ( y i, ?z. . yw)

Es ist dies die Zahl der Punktesystem e, für welche zur 
Zeit t

f t (t, sv  sz . .) zwischen und \
f z(t, sv  sz . . . )  zwischen <oz und f z- \ -d fz I

f{s[  , s z . . )  =  f(s \ ,  sz . ) =  f ( s v sz. . )
f(s";,s"z ) = f ‘(sv sz . .  ) u. s. f.

dN  == f((pv  <pz . . . f n) dsx dsz. . . ds, (5 )

(P)

fn(t, sv  sz . . .) zwischen y n und <pn- h d f n
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liegt. In der Formel (6) ist bei Bildung der partiellen Differen­
tialquotienten t als constant zu betrachten. Nun bleiben aber 
mit wechselnder Zeit sämmtliche f  constant, folglich bleibt auch 
die Zahl der Punktesysteme constant, deren Zustände zwischen 
den Grenzen (C) liegen, und weil diese Zahl durch die Formel 
(6) gegeben ist, von deren Zähler wir bereits bewiesen haben, 
dass er constant ist, so folgt daraus unmittelbar, dass auch der 
Nenner dieser Formel, also die Functionaldeterminante

A j 8s2 ös;i

constant, d. h. nur eine Function der f  ist.
Der Nutzen, den wir durch Einführung der d f  erhielten, 

besteht darin, dass jetzt diejenigen Punktesysteme, deren Zu­
stände zwischen den Grenzen (C) liegen, für alle Zeiten dieselben 
bleiben, also ganz unabhängig von den übrigen sind, dass wir 
also von den übrigen Punktesystemen, welche blos zur Trans­
formation der Gleichungen als Hilfsvorstellung eingeftihrt wurden, 
wieder ganz unabhängig geworden sind. Die Zustände der 
Punktesysteme aber, für die die Variabein zwischen den Grenzen 
(C) liegen, sind nur unendlich wenig von einander verschieden; 
wir haben es also nur mehr mit lauter Punktesysteme von 
einem und demselben Zustande oder, wenn wir wollen, nur mehr 
mit einem Punktesysteme zu thun. Wir wollen nun den mit dN  
bezeichneten Differentialausdruck noch in einer 3. Weise aus- 
clrücken, indem wir statt dsz , dss . . . dsn die Differentiale von 
f v  tp3. . . <pn einführen, das Differentiale von aber unverändert 
lassen. Wir können diesen neuen Ausdruck für d N  in zweifacher 
Weise gewinnen, entweder indem wir in der Formel (5) dsY un­
verändert lassen und d f v  d f 3. . d f n für dsv  dsä. . . dsn einführen; 
dadurch ergibt sich:

/ ( ? ! ?  f t  ‘  ’  1 ___________

d N =  8ü2 8^3 dsy d f z d f 3. . . d f n (7)
2—i S.s2 8s3

oder indem wir in der Formel (6) d f v  d f , . . . d f n unverändert 
lassen und statt d f { wieder ds{ einführen mittelst der Gleichung:
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^ < = ( ^ K
wobei der partielle Differentialquotient eingeklammert wurde, 
um anzuzeigen, dass bei Bildung desselben f v  f 3 . .  f n als con­
stant und blos «j und t  als independent zu betrachten sind, 
s2, s3. . . s n aber sind in Folge der Gleichungen <p2 =  const., 
cp3 =  const.. .  . f n =  const. als Functionen von st und t anzusehen- 
Nach der 2. Methode ergibt sich:

ß 's ' j / l 'f p  JV ■ -fn)

m  =  v  8g, »g,-S *  *> ^  ■ ■ -d9-  (8)
2-j~  3.^ 3s2 * 3s»

Da die beiden Ausdrücke (7) und (8) dieselbe Grösse be­
zeichnen, so müssen sie identisch se in ; es muss also

6 8 4  B o l t z m a n n .

3^1 3^2 3 f n

V ±  • •^̂ 2 3Sg 3S;j

__  Z j  3 s 2 3 s 2 3«!

sein, oder weil die Functionaldeterminante im Zähler eine Function 
der f  ist

M  _  F (?V?2-  •?»)
Uv (9)

3s2 3̂ 3 3 s,i

Gesetzt, man habe nun eine n— 1 Integrale f v  f 3, . f n der 
Differentialgleichungen ( 1) bereits gefunden, so bleibt nur mehr 
die Gleichung

dSi —  S xdt =  0 (10)

zu integriren, in der sv  s3. .sn in Folge der bereits gefundenen 
Integralgleichungen

=  ÜV ?3 =  ü3 • • • ?n =  «„ l.11)

als Functionen von Sj und t auszudrücken sind. Ihr Integral sei
f t =  at ; seine Differentiation liefert
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d t =  0 (12)

Hiebei sind die partiellen Differentialquotienten wieder ein- 
geklammert, weil bei Bildung’ derselben blos und t als in- 
depedent, sv  ss . . . s n aber in Folge der Gleichungen (11) als 
Functionen von und t zu betrachten sind.

Die Gleichung (12) mit der Gleichung (10) verglichen zeigt,

dass , daher in Folge der Gleichung (9) auch

ein integrirender Factor der Gleichung (10) ist. Hat man daher 
die Integrale y2, <ps . .  . f n gefunden, so ist damit sofort auch der 
integrirende Factor der letzten noch übrig bleibenden Differential­
gleichung (10) gefunden. Es ist dies vorläufig nur ein specieller 
Fall des Princips des letzten Multiplicators. Um dieses Princip 
in seiner ganzen Allgemeinheit zu beweisen, wollen wir anneh­
men, es sei

wobei die n -+-1 Grössen X, X v X2. . ,X n wieder Functionen von 
t, sv  s2. . .sn sein sollen.

Dann geht die Gleichung (4) über in:

Hier wurde Kürze halber f  statt f ( t ,  sv sz . . .) und f '  statt 
f i t ' ,  s'v sz . . .) geschrieben. Wir wollen nun setzen:

1

+  fy* h_s
i 3s2 0s3 3 sn

3st 3s2 3s„

von Null verschieden. Wir wollen setzen:

3£, 3Ä, 3 S„—— -t- -+- . . . - —
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dann verwandelt sich der Ausdruck in der eckigen Klammer der 
Gleichung (13) in:

dZ dX Z X
^  ~z ~~ T  ~~ X  Z ’

wenn X  =  X-\~dX  und Z' =  Z-{-dZ  die Werthe der Grössen 
X  und Z  zur Zeit t' =  t - sr-dt sind; also die Werthe, welche 
X und Z  annehmen, wenn man darin t', s\, s'2. . . statt t, sv s2. . 
substituirt. Die Gleichung (13) selbst geht über in:

Z ' f  _  Z f  
X' ~X '

Schliesst man in derselben Weise von auf dann auf
Z ft-+-3dt u. s. f., so überzeugt man sich, dass für alle Zeit con-
JL

stant, also eine Function der y sein muss. Wir wollen wieder 
in den Ausdruck (2) d f p dyz . .d<pH statt dsv dsz. . . dsn ein­
führen, so erhalten wir:

d N = -  i r .  ■d? '  ^

6 8 6  B o l t z m a n n .

£ 8st 8s2 8s,!

für die Anzahl der Punktesysteme, deren Zustände zwischen den 
Grenzen (C) liegen, und da diese Anzahl constant sein muss, so 
muss auch

f
8^i 8y2 8 <pn
8sj 8s2 8s„

Z fconstant sein. Nun sahen wir aber, dass auch — constant i s t ,
JL

daher ist auch

Z y  8<p, 8&  3g,, _  (15~l
x2j ~ 3s, <lst 8s„ ^

Unter einer Constanten ist da immer eine Grösse zu ver­
stehen, die blos Function der y ist. Die übrigen Schliissc 
bleiben dieselben wie früher. Führt man in die linke Seite der 
Gleichung:
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* , rfV  ^  &  ^  =  <if l ,tf .2. . d f .

die Variabein s„ <pv  . f H ein, so geht dieselbe über in:

d f 2 d f ?i. . dwH ^  ^
8 jp 3  3 ^ n  9 « 2 ’

Z j  3 s 2 8 * 3  '  8 « »

Durch Einführung derselben Variabein verwandelt sich die 
rechte Seite derselben Gleichung in :

d S i  d ? Z  d ' f  3 ' • - d ' f n

und da beide Ausdrücke gleich sein müssen, folgt:

8yt 8yg _8jp»i
3s, ‘ 3s„" 3s(i

Z j  3s0 ’ 3s„ 3s;i

also nach Gleichung* (15)

3 ^  X
const.

Der mit der Constanten multiplicirte Ausdruck ist also in 
dem allgemeinen Falle der integrirende Factor der Differential­
gleichung ds{ — S xd t =  0, wenn überall s2, s3. . sn in Folge der 
Integrale (11) als Functionen von s, und t ausgedrückt werden, 
womit das Princip des letzten Multiplicators in seiner ganzen 
Allgemeinheit gewonnen ist. Die Rechnung, welche wir gegen­
wärtig geführt haben, w ar aber identisch mit der des 1. Ab­
schnitts meiner Abhandlung: „über das Wärmegleichgewicht 
mehratomiger Gasmoleküle“. Man überzeugt sich davon am 
schnellsten in folgender Weise. Wenn wir unter den Differential­
gleichungen ( 1) die Bewegungsgleichungen für ein mehratomiges 
Gasmolekül, unter den s die Coordinaten und Geschwindigkeits- 
componenten seiner Atome verstehen, so ist
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Ausserdem enthalten die Grössen Sv S z. . .  SH die Zeit nicht. 
Es ist also, wenn sehr viele Gasmoleküle vorhanden sind, die 
Zahl derjenigen, deren Zustände zwischen den Grenzen (A) 
liegen, durch die Formel (5) gegeben. Seien nun

f z =z av  f 3 — «3. . fn  =  an

die Integrale, welche man nach Elimination der Zeit aus allen 
Integralen der Bewegungsgleichungen erhält; <px =  ax sei das 
Integral, welches auch die Zeit enthält, so dass also av  a3. . .  an 
den Bewegungszustand, ax die Bewegungsphase bei gegebener 
Zeit bestimmt. Dann darf, wenn sich die durch die Formel (5) 
gegebene Zustandsvertheilung mit der Zeit nicht ändern soll, 
diese Formel die Zeit, also f x nicht enthalten; es muss also

(IN =  f ( f  v  f ä . . . fn) (lsx, ds2. . . dsn

die Zahl der Moleküle sein, deren Zustand zwischen den Grenzen 
(A) liegt, was mit dem in der citirten Abhandlung gefundenen 
übereinstimmt, wo ebenfalls bewiesen wurde, dass f  eine belie­
bige Function von <pv  f 3. . , f n sein kann, so lange keine Zusam­
menstösse stattfinden. Aus den Schlussformeln der gegenwärtigen 
Abhandlung gelangt man zu diesem Resulate in folgender Weise.

Da die S  die Zeit nicht enthalten, so ist einintegrirenderFac-

tor der Gleichuung dsx— S xdt =  0. Nach dem vorhergehenden ist 
aber

ebenfalls intergrirender Factor. Wir erhalten also:

^ = c o „ St.
OjZ—i os2 os3 asn

Wenn man sich im Ausdrucke links alles durch s1? t, f 2, f 3--fn 
ausgedrückt denkt, so kann derselbe die Zeit nicht enthalten, da 
weder S x noch die Functionaldeterminante die Zeit enthalten. 
Folglich ist die Constante blos Function von f z, f 3, f , r Es ist 
also
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const.
(16)

-Zj Bs2 Ö.9o

die Zeit, während welcher bei gegebenem Bewegungszustande, 
also bei gegebenen a2, a3 an die Variable sY zwischen 
.Vj und liegt. Sind nun sehr viele Moleküle vorhanden
und ist

M=F(<ß2, <p3 <pn) d(p2 d<D3 f n

die Zahl derjenigen, für welche die den Bewegungszustand be­
stimmenden Integrationsconstanten a2, a3 an zwischen:

?2 un(l f 3 lind f>3~hdf3 <pn und y n-hd<pn (D)

liegen, so wird sich die Vertheilung der verschiedenen Bewe­
gungsphasen dann mit der Zeit nicht ändern, wenn sie durch 
die Proportion dN: M  =  d t : jdt bestimmt ist. In dieser Proportion 
ist dN  die Zahl der Moleküle, deren Bewegungszustand zwischen 
den Grenzen (D) liegt, während ihre Bewegungsphase dadurch 
bestimmt ist, dass s., zwischen st und liegt. Das Integral
Jdt ist bei constanten y2, wn über alle möglichen W erthe
von s, zu erstrecken, ist also, weil der Werth von dt durch die 
Gleichung (16) bestimmt ist, eine Function von <p2, <ps <pn. 
Aus der obigen Proportion ergibt sich unm ittelbar:

d N = ----- / f e  ?3- • -y») (ls d d t .

■Z_l Ös2 ’ Ö.9n ’ ’

und nach Wiedereinführung von s2, s3. . .  sn

d N — f ( f 2, f 3. . . f  n) ds{ ds2 ds3. . . dsn (17)

worin man die in meiner Abhandlung „über das W ärmegleich­
gewicht mehratomiger Gasmoleküle“ entwickelte Formel wieder­
erkennt. Wir können hieraus schliessen, dass wir die Formeln 
jener Abhandlung auch umgekehrt auf dem Wege finden könnten, 
auf dem J a c o b i  zu dem Principe des letzten Multiplicators 
gelangte. Ehe wir dies aber in Angriff nehmen, müssen noch 
einige Bemerkungen vorausgeschickt werden.
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2. Wärmegleichgewicht zwischen einer endlichen Zahl 
materieller Punkte.

Seien st , s2. . sn wieder die w Variabein, durcli welche der 
Zustand eines Systems von n materiellen Punkten zu einer be­
stimmten Zeit t charakterisirt wird. Zwischen denselben sollen 
wieder die Differentialgleichungen (1) bestehen, durch deren 
Integration man sämmtliche V ariable, wenn ihre Anfangswerthe 
gegeben sind, als Functionen der Zeit findet. Eliminirt man die 
Zeit, so bleiben noch n— 1 Gleichungen zwischen n Variabein. 
Es ist jedoch noch zu bemerken, dass nicht nothwendig, wenn 
der Werth einer einzigen dieser w Variabein gegeben ist, damit 
alle W erthe der n— 1 übrigen bestimmt sind. Es kann vielmehr 
der Fall eintreten, dass trotz der n— 1 Gleichungen dadurch die 
Werthe einiger der n— 1 Variabein blos zwischen gewissen 
Grenzen eingeschlossen sind, so dass sie noch unendlich viele 
continuirlich sich folgende Werthe annehmen können; wie etwa 
die Gleichung arc sin x  =  Aare sin y , wenn A irrational ist, bei 
gegebenem x  bloss aussagt, dass y  zwischen — 1 und -i-l liegt. 
Ein Beispiel wird dies am schnellsten klar machen. Ein einziger 
materieller Punkt, mit den Coordinaten x, y  und den Geschwin- 
digkeitscomponenten v, v bewege sich in der Ebene. Die Kraft-

Cl
function der auf ihn wirkenden Kräfte, sei —, wo a constant,

r

r — V x z-h y z

ist. Er wird also nach dem N e w t o n ’sehen Gravitationsgesetze 
nach dem Coordinatenanfangspunkte 0  gezogen. Er beschreibt 
dann um denselben, wenn er sich nicht etwa ins Unendliche 
entfernt, welchen Fall wir ausschliessen, eine in sich zurück­
kehrende Bahn. Wenn daher der Werth einer der 4 Variabel« 
x , y, u und v gegeben ist, so sind die Werthe der 3 ändern be­
stimmt. Es besteht ja  zwischen ihnen nach Elimination derZeit  
noch die Gleichung der lebendigen K raft, die des Princips der 
Flächen und die Gleichung der Bahn. Anders dagegen wäre die

Sache, wenn die Kraftfunction gleich — wäre. Die Bahn
r r
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des Beweglichen wäre dann wieder einer Ellipse ähnlich, würde 
aber nicht in sich zurückkehren mit Ausnahme des speciellen 
Falles, dass der Winkel zweier sich folgender Apsidenlinien 
in einem rationalen Verhältnisse zu n steht; die Gestalt der 
Bahn ist durch die nebenstehende Figur versinnlicht, Der ma­
terielle Punkt beschreibt 
jetzt keine in sich zu- 
rückkehrendeLinie, son­
dern durchwandert all­
mälig das ganze Stück 
der Ebene, Avelches zwi­
schen 2 aus dem Cen­
trum 0  mit den Radien 
OA und OB beschriebe­
nen Kreisen liegt, ohne 
je wieder exact zu dem­
selben Punkte der Ebene zurückzukehren. Betrachten w ir irgend 
ein innerhalb jener Kreise liegendes Element der Ebene d x d y  
und lassen den materiellen Punkt eine sehr lange Zeit T  hindurch 
sich bewegen, so ist das Verhältniss jenes Bruclitheils von T, 
während welches sich der Punkt innerhalb d x . dy befindet zur 
ganzen Zeit T  eine mathematisch vollständig definirte Grösse. 
Wir wollen sie als diejenige Zeit bezeichnen, während welcher 
sich der materielle Punkt d u r c h s c h n i t t l i c h  im Verlaufe der 
Zeiteinheit innerhalb d x . dy befindet, oder als die Zeit, während 
welcher im Durchschnitt im Verlaufe der Zeiteinheit gleichzeitig 
x  zwischen x  und x -h d x ,  y  aber zwischen y  und y-\-dy  liegt. 
Ich werde Kürze halber den Zusatz „im Verlaufe der Zeiteinheit“ 
öfters weglassen. Der Durchschnittswerth ist immer auf die 
Zeiteinheit zu beziehen. Die Gleichung der Bahn ist jetzt nicht 
tauglich, bei gegebenem x  den Werth des y  zu bestimmen. Es 
gehört nicht zu jedem x  eine nur endliche Zahl von Werthen 
des y , sondern x  und y  sind von einander unabhängig (nur 
schliesst eines das andere zwischen gewissen Grenzen ein). 
y und v aber sind bei gegebenem x  und y  durch die Gleichung 
der lebendigen Kraft und das Princip der Flächen bestimmt.

Ähnlich wäre es, wenn a x z~\~by2 die Kraftfunction wäre, 
wobei a und b incommensurable Constanten vorstellen. Der

Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht, 691
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materielle Punkt würde dann zwei aufeinander senkrechte ein­
fache Pendelschwingungen von incommensurabler Schwingungs­
dauer gleichzeitig vollführen, also mit wachsender Zeit allmälig 
die ganze Fläche eines Rechtecks durchwandern. Es wären 
wieder x  und y  unabhängig, nur zwischen gewissen Grenzen 
eingeschlossen, u hingegen wäre Function von x , v von y. Wir 
kehren nun zu dem allgemeinen Falle zurück. Es seien

'fn(ß i) == Mn—1 • • • • f

n— k die Zeit nicht enthaltende Integrale der Gleichungen ( l ) r 
durch welche sich bei gegebenem Werthe der Constanten 
an, an+\ . . .«a+ij n— k Variable als Functionen der k übrigen 
bestimmen , wie in den früheren Beispielen die Gleichung der 
lebendigen Kraft und das Princip der Flächen, k der Variabein 
.9,, s2 . . .  sn aber sollen nicht durch die übrigen bestimmbar sein, 
wie in den vorigen Beispielen x  und y.

Wir wollen sie unabhängig nennen, was so zu verstehen ist: 
Jede dieser k Variabein soll bei gegebenen Werthen der Con- 
stanten an, «n_ i . . . ak+[ (diese werden für das ganze Problem 
als ein für allemal bestimmt voraussetzt) und gegebenen Werthen 
der k— 1 übrigen Variabein noch fähig sein, eine unendliche Zahl 
continuirlich sich folgender aber zwischen bestimmten Grenzen 
eingeschlossener Werthe anzunehmen. Trotz der n— 1 Gleichun­
gen, die nach Elimination von t übrig bleiben, muss, um den 
allgemeinsten Fall zu betrachten, diese Annahme gemacht werden, 
wie wir in den früheren Beispielen sahen. Sind (wie bei der 
Bewegung eines Punktes nach dem N ew  to n ’sehen Gravitations­
gesetze) alle s durch ein einziges bestimmt, so brauchen wir nnr 
ä = 1  zu setzen. Wie in den vorigen Beispielen x  und y, so sollen 
jetzt die Variabein sv s2. . . s k von einander unabhängig mir 
zwischen gewissen Grenzen eingeschlossen sein, während 
•SV.-+-1, S/.--I-2 • • -sn wie dort m und v bestimmt sind. Wir können 
daher, falls die Bewegung stationär ist, wieder nach der Zeit 
fragen, während welcher durchschnittlich si; s2. . .  s,c zwischen

.9, und sj-i-rfsj, s2 und s2-hds2. . ..9* und sk-hdsk (E)

liegen. Nur müssen natürlich sv  s2. . s* innerhalb jener Grenzen 
eingeschlossen sein, welche die Werthe dieser Variabein nn
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Verlaufe der ganzen Zeit nicht überschreiten. Wir wollen die 
Zeit, während welcher durchschnittlich die Variabein sv s2. . .  s/c 
zwischen den Grenzen (E) liegen, in itF (sp s2. . .sk)cls{ds.2. . .d sJ; 
bezeichnen und wollen sie durch eine Rechnung aufsuchen, die 
dem J a c o b i ’schen Beweise des Princips des letzten Multipli­
cators ganz analog ist. Ich will das Problem der Bestimmung 
der Function F,  welche uns die durchschnittliche Zustandsver- 
theilung liefert, wenn nur eine endliche Zahl (?i) von Atomen 
in Wechselwirkung steht, als d a s  P r o b l e m  d e s  W ä r m e ­
g l e i c h g e w i c h t s  z w i s c h e n  e i n e r  e n d l i c h e n  Z a h l  v o n  
A t o m e n  bezeichnen k Kennt man die W erthe von sv  s2. . .s/: 
zu einer bestimmten Zeit t, so können wir daraus durch die 
Differentialgleichungen (1) die Werthe s',, s'2. . s'k dieser Grössen 
zur Zeit t '= t- \-d t  berechnen. Ich will sie die den Werthen 
sv s.,. . s/. nach der Zeit dt  entsprechenden Werthe nennen. 
Sämmtlichen innerhalb der Grenzen (E) liegenden Werthen 
werden nach der Zeit dt gewisse andere W erthe entsprechen,

1 Die Function F  könnte ohne Schwierigkeit aus den Gleichungen 
des vorigen Abschnittes gefunden werden. Für

+  . . .  = o
0«, 0 s3

enthält nämlich die dort gebrauchte Function f  blos yn_ i. .o * + i. Es 
ist also

/  —1 ■ • A:—|— 1) j y 7 7 7 1dsi as2 ds,t d'fk-1-1 dyk+2  dvn
8'fn—l 8<pk-(-1

~ 0SW 0SM—1 0Si-+-l

die Zahl der Moleküle, für welche st , s2 . . .  s/c zwischen den Grenzen (E) 
und (pÄ-j-i, yk+i zwischen und vk-\-\-\-dyk-\-i u. s. f. liegen. Und
da vn—\ . 1 constant bleiben, so muss

dsx ds2 . . . dsk

£
B'fn 8fn- 1 0'f/fc-

const.

— 8 S n  8s n — 1 8sk+l

die Zeit sein, während welcher durchschnittlich der Zustand eines gege­
benen Moleküls so beschaffen ist, dass s3 . sk zwischen den Grenzen 
(E) liegen, womit .F bestimmt ist. Im Texte will ich jedoch den umgekehrten 
'Veg einschlagen, die Function i^nach einer anderen Weise bestimmen und 
;,us ihr erst zu den Gleichungen des vorigen Abschnitts zurückkehren.

Sitzb. (1. mathem.-nahirw. Cl. LXTIT. Bd. 11. Abth. 46
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die wieder zwischen gewissen ändern unendlich nahen Grenzen 
(G) liegen werden. Die Zeit, während welcher durchschnittlich 
die Variabein s2. ,sk zwischen den Grenzen (G) liegen, wird

kSei ot unendlich klein, so liefern die Differentialgleichun-

S, S^-i-S^ot, Sg SjH— S2o t . . . sn— sn—(— S not.

Daher hat man mit Vernachlässigung unendlich kleiner 
höherer Ordnung

Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten sind 
s/h_2. • -sn als Functionen von sv  s2. . . s k, anzusehen ot ist eine 
Constante. Die Variabein werden jedesmal so oft sie in die 
Grenzen (E) eintreten, nach der Zeit dt in die Grenzen (G) ein- 
treten. Und jedesmal wird auch der Austritt aus den Grenzen (G) 
und dt später, als der aus den Grenzen (E ) erfolgen. Da nun dt 
als eine reine Constante betrachtet wurde, so dauert das 
Verweilen zwischen den Grenzen (G) immer so lange, wie das 
zwischen den Grenzen (E). Und da auch der Eintritt in beide 
Grenzen gleich oft erfolgt, so muss die Zeit, während welcher 
die Werthe der Variabein zwischen den Grenzen (E) liegen, 
gleich der Zeit sein, während welcher sie zwischen den Grenzen 
(G) liegen; es ist a lso :

F(sv  V  .«*) ds{ ds2. .dsk= F (s \ ,  .s' . si) ds[ ds'z . .dsk 

und mit Rücksicht auf die Gleichung (18)

f ( s v Sg. .sh) ds\ ds'2. . ds'
sein, wobei

gen (1)

F(s\, s '.  .s*) ds[ dsz . .dsk= F (s[ ,  Sg. .«£)
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Der Ausdruck in der eckigen Klammer bestimmt sich in 
folgender Weise: Da <pn= a }l ein Integral der Differentialglei­
chungen ( 1) ist, so hat man identisch:

+  +  . . « „ - ^ ‘= 0 , (20) 
0S, * ÖS2 osrt

in welcher Formel aber alle Variabein s,, s2. .sn als indepedent 
zu betrachten, die partiellen Differentialquotienten also in einem 
ändern Sinne als in Formel (19) zu verstehen sind. Wir wollen 
nun eine partielle Differentiation, bei der s,, s2 ...sn—t independent, 
sn in Folge der Gleichung <pn= a n als Function derselben be­
trachtet wird, dadurch bezeichnen, dass wir dem 3 den Index 1 
beifügen während 3 ohne Index eine partielle Differentiation 
anzeigt, bei der alle s,, s0. . ,sn independent sind. Dann ist:

3,5, ^  3,5, 3t5„_i _  35, 35, 3 ^
3s, ' 3s2 3s2„_: 3s, 3s„ * 3s,

35, 35.,3Js>i 35, 352 35 ,
3s., 3s„ 3s., 3s, 3s2 3sra

 f  95, 3yw 35z 3 ^  35^ 3jp,
{ 3s„ 3s, 8sit ' 3s2 ’ 3s„ 3s;

osM

Ich behandle hier nicht den allgemeinsten Fall, wo 

9 - 5 .  c0 |  ----- - ^ r  )  O g  ------- ^  • • O n --- g  j

(die X  sind Functionen von s und t), dessen Lösung wieder durch
die Grösse

r d t  /6.Y [ cA') oA'a t \
J X  \  cf ' « ,  ‘ cs., j

Z =  e

gegeben wird; sondern ich setze voraus, dass die o und S t  nicht 
enthalten. Ausserdem sei

85, 35g 85^ _
3s, 1 Bs,-^  8s „ '

Differentiirt man die Gleichung (20) partiell nach s , so 
findet man:

46*
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endlich ist

-f. i S  h l  h a  =  _  <? ,?V*. _  c « _  c §
3s« 3s, 3s„, 3s2 3sra 3sre 1 3s,3s„, 2 3s23sw ' * n 3 s* 05

U s J  3V  c 3 V  c 3 V .

man erhält daher

—7----  = £ j  ö— ----- ~̂S.2 « rT ■ • • S ndt 1 3sj3sw 3s,3s„

d\o°' f
3,5, 3 ,5  V * » - » - -  &l 3^  , 2 n
3.9, 3.5, • 3s,t_ ( dt ’ ^

Wir wollen nun eine partielle Differentiation, wobei sv s2. . . s„_ 2 als indepedent, ,sra_ , und sn aber wegen 
<Pn=an und üm_ ,= « b_, als Functionen davon betrachtet werden, mit 32 bezeichnen. Dann ist

3 ^  +  3 ^  3g5„_, =  a tS, 3,S2 W z l — 3- 1- f . l A  3 ,y ,_ i
3s, 3s0 ~+_‘ 3sn_ 2 3s, 3s, H_‘ 3#»_i a ~̂~~ ^ g » - i  ^,9i ä*»-i ®s, "+~-  1 osn_i 6

3,5,j_i 3,cpM_i
3s,j—1 3sw—1

Da sowohl <pn als auch yn_i Integrale von (1) sind, so hat man identisch

3 ,^ _ i öi? — 1 , c 8i ^ - ‘o , c p ?l_ i  o , ^ _ i  c  o , y r a _ ,  n
*1 —S-------2 —ö----------- l_- '^n— I ------ =  {J,3«, 3s, 3sw_ ,

B 
0 11 z 

m 
a 

11 n.
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wobei wir sn durch die Gleichung’ yn=an als Function von sv s2.  .  . 9 „ _ i  ausgedrückt denken müssen. Differen- 
tiirt man diese Gleichung- partiell nach sn_h wobei aber wieder sn als Function von st, s2. ..sn-\ angesehen, 
daher das Zeichen 8, ang-ewendet werden soll, so ergibt sich:

ÜjSt %tS2 Ütfn-l 3 , Sn-l „ ^fn-i _  e  _  g
0.9 ,j_ i 8 s l 8 s 2 - h * - ' % S n - i  3 # „ _ 1  1 3 s t 8.9w_ i  2 8.928.9„_1 n ~ i  8.9,,

Ferner hat man

d
8 «n_ J  8f t n_ , 3*?n_ 1 3fy,

~  : -+-^2 ö 7 ^ — : "*"••• * » - 1 '%rdt SäjBsm-i 3s28sn_! * 3«»ii

Mit Berücksichtigung aller dieser Gleichungen und der Gleichung (21) ergibt sich:

' M f e  f e )  f c
3.9, 8 s., 8.9,,_o dt dt

worin
8 f n 8cpn_i

3-9„-l
die Functionaldeterminante

3f n 3yw_i _  3f n 8yw_i
3 s „  3 s , i _ i  8.9„ _ i 3.9,,

Einig-e 
allgem

eine 
Sätze 

über 
W

ärm
egleichgew

icht. 
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ist. Von der Richtigkeit der letzten Gleichung überzeugt man sich, indem man

3tyw- i
— 1

durch partielle Differentialquotienten aasdrückt, in denen alle s independent betrachtet werden. Es ist bereits 
ersichtlich, wie der Beweis fortzuführen ist; man gelangt schliesslich zur Gleichung:

3,t— dlog \ ^ J ±
3y, 
3 s*

3<p,;
3s /SH-l

3 s, 3 s„ 3-5/, dt

9m_z, zeigt eine Differentiation an, wobei sv s2. .s,c als independent, . . . sJ4 aber vermöge der Glei­
chungen f n= a n . . . f /c-{- i = a / c-h i als Functionen davon zu betrachten sind. Nun sind aber die partiellen Diffc- 
rentialquotienten der Formel (19) genau so zu verstehen; dieselbe geht daher über in

F(sv  s2. . .  sb)= F (s \ ,  st . .) 1 -\-dt
rflog [

^  _l_ 3<fn Bfn-l 
Lj  3s„ 3s«_i

9y/,+il ■
3s/t+i J

dt -1

oder wenn man den Werth der Grösse unter den Logarithmenzeichen zur Zeit t mit Q, den zur Zeit t' mit Q' 
bezeichnet:

Ö F O „.V  ) =  Q'F{s\,s1. .).

Schliesst man in derselben Weise auf die Zeiten
f

698 
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so überzeugt man sich, dass

QF(sv s.,. . s k)

für alle Zeiten constant ist. Es ist also

Substituirt man hier für Q seinen Werth, so ergibt sich:

F(sv s,. . s k) =
C

n
n

Folglich ist

F(s i, s2. . sk) . dsx, ds., . . dsk =
Cdsv ds2. . . dsk
fypn 3yw- i
ÖSyJ - 1 8sa-+i

die Zeit, während welcher die Variabein s2. . s/c, welche fähig 
sind, unabhängig eine Reihe continuirlich sich folgender Werthe 
anzimehmen, durchschnittlich zwischen den Grenzen (E) liegen. 
Wir können dieselbe unmittelbar bestimmen, sobald wir die 
Integrale <pn) yn_ i . . .  yk+l kennen, ohne dass es nothwendig ist, 
über die Art der Veränderung von sv s2. . .  sk sonst etwas zu 
wissen. Es könnte sein, dass bei gegebenen sv  s2. .sk die 
Grössen sÄ+1. . .sn nicht eindeutig bestimmt wären, sondern zu 
den angenommenen Werthen von st . . .sk mehrere Werthesysteme 
von si+i . .  . sn gehörten. Es wäre dann die Wahrscheinlichkeit, 
dass s1? s2. .sk zwischen den Grenzen (E) liegen, für jedes 
Werthesystem besonders zu berechnen, indem man in die Formel 
(22) jedesmal die betreffenden Werthe von sk+[. .sn einsetzte. 
Es ist nun leicht, von der Formel (22) wieder zur Formel (17) 
zu gelangen. Wenn statt eines, sehr viele Punktesysteme 
vorhanden s i nd , die aber nicht in Wechselwirkung stehen, 
so sei

'r>i~t-don . . liegen. Die Zahl derjenigeu, deren Bewegungsphase

M =  «f> ( f n, <pn_ i . .  <pk+i) d f n . .  df]t+i 

die Zahl derjenigen, für welche yn, yn- i .  . <pk+i zwischen yn und
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ausserdem nocli dadurch bestimmt ist, dass sv s.,. . zwischen 
den Grenzen (E) liegen, sei dN. Dann wird sich diese Verthei­
lung der Bewegungsphasen erhalten, wenn sich dJ\ : M  wie 
d t : JYft verhält, wobei

dt =  F (sv s2. ) dsj ds2. .dsh

ist. Substituirt man den Werth (22) für F  und führt statt d f ndyn_ \ .
■ d<pk+i wieder sn, ein, so ergibt sich, weil JVft eben­

falls Function von <pn, f H_ t . . .  f k+l ist,

d N = f ( y n, . . (ok+l) dst ds2. . dsn, ^

was mit der Formel (17) übereinstimmt.
Es wird vielleicht nicht überflüssig sein, diese allgemeinen 

Schlüsse durch das bereits erwähnte sehr einfache Beispiel zu 
erläutern. Ein einziger materieller Punkt mit der Masse 1, den 
Coordinaten x, y  und den Geschwindigkeitscomponenten u, v 
bewege sich in der -Ebene. Derselbe werde mit einer Kraft 
von der Intensität

a 2b 
r z r i

gegen den Coordinatenanfangspunkt gezogen. Setzen wir

a b 
r  r z

so ist also in unserem Falle

Sj - X, ^Z==V’

Die Gleichungen ( 1) reduciren sich auf:

d x  dy du d v ___ 3 /
dt U} dt V) dt 3 ’ dt %y

Zwei Integrale derselben, welche u und v bestimmen, sind. 

„ ,2  , - .2
[2S)

7 0 0  B o 1 1 z m a n n.

X=av 'fi=yu—xv=u,,,

Zwischen x  und y  aber besteht im Allgemeinen keine liir 
alle Zeiten giltige Relation. Nennen wir die Zeit, während
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welcher sich der materielle Punkt durchschnittlich im Elemente 
dxdy  befindet, f ( x ,  y ) dxdy. Wenn der Punkt der Ebene mit 
den Coordinaten x , y gegeben ist, an dem sich das Bewegliche 
zur Zeit t befand, so ist damit der Punkt x', y', an dem es sich 
zur Zeit t-hdt  befindet, gegeben. Ich will den Punkt x', y' den 
dem Punkte x , y  entsprechenden Punkt nennen. Jedem Punkte 
des Flächenelementes dxdy  entspricht dann ein gewisser Punkt 
der Ebene, dem ganzen Flächenelemente dxdy  entspricht ein 
anderes Flächenelement dx' dy' (was übrigens, wenn dt endlich 
ist, nicht nothwendig rechteckig ist). Es ist dann

f{x ',  y') dx' dy' =  f ( x ,  y) dxdy,

weil das Bewegliche jedesm al, so oft es in dxdy  eintritt, um dt 
später in dx'dy' eintritt und auch der Austritt aus dx'dy' immer 
um die Zeit dt später, als der aus dxdy  erfolgt. Ferner ist

fdx' dy' dx' M  

Ist ot unendlich klein, so ist

Bei Bildung von — und —  sind u und v in Folge der 
dx dy

Gleichungen (23) Functionen von x  und y. Man findet durch 
partielle Differentiation derselben:

x ' =  x  -+- not, y' =  y vdt,
daher

Ix '  d y' dx'
dx dy dy

_ .n  du , dv

du
dx

dx , dv 
xu-+-yv dy

daher

Es ist somit

(x 'u '-h yV )  f{x ' ,  y') =((cu-+-yo) f { x , y ) \

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



7 0 2 B  o  1 1 z  m  a  n  u .

und da dasselbe auch für die Zeitmomente 

t- \-  e2dt, t H- 3o t .
gilt, so ist

(xu  h- yv) f ( x ,  y) 

constant. In der That ist in diesem speciellen F a lle :

8y>„ 8yw- t 3yt+i =  ̂ ?k tys
ö.s.(i_j ' ’ 8s/h_, 8<? 8<p 3u 8v

=  xu  -i-  yv,

weil in der Formel (22) x, y, u und v als indepedent zu betrach­
ten sind. Es liefert daher die Formel (22) für die Zeit, während 
welcher sich der Punkt durchschnittlich im Elemente dx dy 
aufhält, ebenfalls den Werth

/./ % j v C d xd yf ( x ,  y) dxdy = ----------.
' K J xu-^-yv

Bezeichnet r die Entfernung des materiellen Punktes vom 
Coordinatenanfangspunkte, p die Componente seiner Geschwindig­
keit in der Richtung von r, so ist xu-+-yv=rp. Es ist also nach 
Bestimmung der Constanten C

dxdy

f (  x ,  y) d x d y =  ^
dxdy  ’

ro

Die doppelte Integration ist über das ganze, vom Beweg­
lichen durchlaufene Stück der Ebene zu erstrecken. In diesem 
einfachen Falle kann man leicht direct die ganze Zeit der Be­
wegung und die Zeit berechnen, während welcher sich das Be­
wegliche im Elemente dxdy  aufhält. Man findet für ihr Verhält­
niss in der That den obigen Werth.

Um noch einige complicirtere Beispiele zu machen, nehmen 
wir an, die Variabein sv  sr ..sn seien die Coordinaten x v y l, x r ..y). 
und Geschwindigkeitscomponenten uv vv  u.2. . v-k von A m 
Wechselwirkung stehenden materiellen Punkten, die sich unter 
dem Einflüsse blos inneren Kräfte in einer Ebene bewegen, 
sollen blos die Gleichung der lebendigen Kraft
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vn uz -t- vz 
?n =  X 2 j  m ----2---- =  a'l}

die vier Gleichungen für die Bewegung des Schwerpunkts

©„_! - 2 m x - an_ v vn-.2 - 2 my =  an_ 2,
ö„_3 =  2 7MM =  (In-,, fn-n =  2 mv =  rt„_4

und das Princip der Flächen

=  2 m(xv— yu) =  a»_5

den Charakter der mit . . . üä+1 bezeichnten Integrale
haben, während die Variabein im Verlaufe der Bewegung alle 
möglichen mit diesen Gleichungen vereinbaren Werthe durch­
laufen, also alle ändern Integrale der Kategorie der mit ¥v f r -?k 
bezeichneten angehören. Wählen wir x v y v uv vv  u,, v2 als die 
durch die 6 Gleichungen bestimmten Variabein, welche früher 
sn, sn_ l . .sk+l Messen, so geht die Functionaldeterminante der 
Formel (22) über in

VI d '£ ln 3cpn_j 0Cp,;_5
Ŝ /j * 8y.2 7

für welche man unter Berücksichtigung der obigen Werthe der © 
abgesehen von einem constanten Factor den Werth

{ x —  wi H ( 2/2— 2/ i ) ( v - yi)

findet. Die Formel (22) liefert daher

C dx2 dy2. . dy\du3 dvs . . . dv\
) («2— ?<,) -+- { y —  Vl )C*?2— y I) 

für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Variabein

y%) ‘̂ 3 '

zwischen x 2 und x 2-^-dx2 u. s. w. liegen. Geschieht die Bewegung 
der X materiellen Punkte im Raume und besitzen wieder nur die 
‘Schwerpunktsgleichungen, die Flächengleichungen und die Glei­
chung der lebendigen Kraft die Eigenschaft der Integrale 
?», f n- s o  wollen wir die Coordinaten des Schwerpunkts 
mit x, y, z , die Geschwindigkeitscomponenten desselben mit u, 
L', w bezeichnen. Statt der Coordinaten x v yv  zv x 2. ,z\  und

Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht. 703©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Geschwindigkeitscomponenten uv  v l .wi,  wollen wir die Diffe­
renzen

X\— CV=ZV y t— y = V  . V — l ( = a„  V1— V = ß l . .

einfiihren. Dann bestimmen die Schwerpunktsgleichungen die 
6 Yariabeln x, y, z, u, v, w lind zwischen den übrigen Variabein

Ip • C/.—i? ßi • ■ 7>-—l 

bestehen die 4 Gleichungen:

W* J ------ =  a»i fn - 1 = 2»i(»r/— £0)= « * - ,

y „ _ 2= 2 ? w (£ a — £ r / ) = a n_ v  ü h_ 3=2»w (£/3— r , a ) = a n_.i .

Betrachten wir die Variabein ßv yv  a 2 als die durch 
diese Gleichungen bestimmten Variabein , so
reducirt sich die Functionaldeterminante der Formel (22) auf:

Z  %<pn 'Üfn-x tyn-o
± 3 ^ 7  - J ß T  ~ h T  “ # C  

(r/1̂ 2 ^2̂ l) •

— (Il a1 -h  r>1 ßi H- c! 71)

Es sollen wieder die früher angenommenen A materiellen 
Punkte sich im Raume bewegen; nehmen wir an, es sei möglich, 
dass die auf sie wirksamen Kräfte so beschaffen sind, dass blos 
die Gleichung der lebendigen Kraft

M2 v'i -\-W^
?n='/.-+- y th — g-------=  an

die Eigenschaft der mit y n , f n_ t <p/c+l bezeichnetcn
Integrale besitzt, also die Variabein alle mit der Gleichung der 
lebendigen Kraft verträglichen W erthe durchlaufen, was natürlich 
bei blos inneren Kräften nicht der Fall sein könnte. Dann wollen 
wir ivx als die durch die Gleichung der lebendigen Kraft be­
stimmte Variable wählen. Wir müssen dann in der Formel (22) 
k = n — 1 setzen, wodurch sich die Functionaldeterminante dieser 
Formel auf ein einziges Glied
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reducirt. Die Formel (22) liefert also

Q
dty=  — d xxdyxdzxdx2. . dz\duxdvx. . dvK_ xWy

für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Coordinaten 
'vv Vv zv x\ -  zwischen

.x*j und x x-\-dxx. . z\  und z\-\-dz\ (H)

und gleichzeitig die Geschwindigkeitscomponenten zwischen ux 
und ux-hdux u. s. w. liegen. Nur w\ ist durch die Gleichung der 
lebendigen Kraft bestimmt. Die letzte Formel fand ich bereits 
in einer der Akademie im Jahre 1868 vorgelegten Abhandlung, 
in welcher die dieser Formel zu Grunde liegende Voraussetzung 
gemacht wurde. Dieselbe zeigt zunächst, dass bei gegebener 
Position und Grösse der Geschwindigkeit aller Atome für jedes 
Atom jede Geschwindigkeitsrichtung im Raume gleich wahrschein­
lich ist. Führen wir darin die Geschwindigkeiten cv c2. . .c\ der 
Atome ein und integriren bezüglich aller Richtungen derselben, 
so erhalten wir

_  c\ c\ . . . cjg_i C\dxxdyx. . . dzxdcxdc2 ■ . dcK- x 
‘ JJ • • c\ c \ . . . c>2_, cxd v idy i . .

für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Coordinaten 
zwischen den Grenzen (H) und gleichzeitig die Geschwindigkeiten 
zwischen

c, und cx-\-dcx. . .c^-i und c\—x-\-dci—x

liegen. Dabei wurde die Constante C so bestimmt, dass dt% über 
alle Differentiale integrirt eins liefert. Um hieraus die Zeit dt?> 
zu finden, während welcher gleichzeitig die Coordinaten zwischen 
den Grenzen (H) und cx zwischen cx und cx~\-dcx liegt, indess die 
Werthe der übrigen Variabein keiner beschränkenden Bedingung 
unterworfen sind, müssen wir dtx bezüglich aller übrigen c, also
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bezügl. cx_, von Null bis 2 [ m,c
an— X

2
1°1 WJ>._8Cxi.o

beziig’l. c2 von Null bis / _ L __y_

integTiren. Führen wir im Zähler und Nenner diese Integrationen 
aus, nachdem wir für c\ seinen Werth aus der Gleichung der 
lebendigen Kraft substituirt haben, so erhalten wir

dt>~  ''3'l_r3A— 3
r u i r

m.c
3X— 'S

Z'\ “ 2"“
c\ an— x ------ k 1 d x \ dV\ • • dz\dc{

*±-1
JJ. .{(in —  x Y  d xx dyx. .(hx

Integrirt man noch bezüglich cx von Null bis

so erhält man
3X

(U,=
---- 1

_  (/'«— x) 2 d x t dyx.. . (h \ (24)

JJ • • • (ft,i — x) ' dx\ dV\ • • dz>-
für die Zeit, während welcher durchschnittlich die Coordinaten. 
zwischen den Grenzen (H) liegen. Die mittlere lebendige Kraft 
ergibt sich gleich

3).

m . .  _1 2
2 ci

1 JJ- (ün — x) 2 dxx dyx. ■ (hi
/  üi_, ^  

JJ •(«»— x ) '  dxx dyx..(hi
Dieselbe ist für alle Punkte gleich. Der Mittelwerth einer 

Grösse X, die blos Function der Coordinaten ist, wird

X  =  \Xdtk. ( 20)
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So ist z. B. der Mittelwerth der Kraftfimction:

s - - *
l  =  l xcUi=  (27)

J J . . . ( a ,— yj * Va?, d y x. . d z  K

Es ist daher wie sich von selbst versteht

mx _
(( n ~  X  ̂~2 '

Daher ist auch der ganze Zuwachs der im Systeme enthal­
tenen Arbeit die Summe des auf Erhöhung der mittleren leben­
digen Kraft und des mittleren Potentials verwendeten.

3. Ableitung des Wärmegleichgewichts zwischen Gasmole­
külen aus dem zwischen einer endlichen Zahl materieller 

Punkte unter einer Hypothese.

Von den zuletzt entwickelten Gleichungen können wir unter 
einer Hypothese, deren Anwendbarkeit auf warme Körper mir 
nicht unwahrscheinlich scheint, direct zum Wärmegleichgewicht 
mehratomiger Gasmoleküle, ja  noch allgemeiner zum Wärme­
gleichgewicht eines beliebigen mit einer Gasmasse in Berührung 
stehenden Körpers gelangen. Die grosse Unregelmässigkeit der 
Wärmebewegung und die Mannigfaltigkeit der Kräfte, welche 
von aussen auf die Körper wirken, macht es wahrscheinlich, 
dass die Atome derselben vermöge der Bewegung, die wir 
Wärme nennen, alle möglichen mit der Gleichung der lebendigen 
Kraft vereinbaren Positionen und Geschwindigkeiten durchlaufen, 
dass wir also die zuletzt entwickelten Gleichungen auf die Coor­
dinaten und Geschwindigkeitscomponenten der Atome warmer 
Körper anwenden können.

Machen wir diese Hypothese, so brauchen wir, um aus 
diesen Formeln das Wärmegleichgewicht eines mit einem Gase 
m Berührung stehenden Körpers zu berechnen, blos vorauszu­
setzen, dass r von den angenommenen A Atomen dem Körper, die 
übrigen der ihn umgebenden Gasmasse angehören.
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Dann hat ^  clie Form y^-hy^ > w0^ei yA Function der Coor­
dinaten der rAtome, y 2 Function der Coordinaten der übrigen 
a— r ist. Integriren wir dann den durch die Formel (24) gege­
benen Werth von dtx über alle Werthe von x r+v yr+1. . . z -K, 
so erhalten wir für die Zeit, während welcher x v y x. .  ,z r durch­
schnittlich zwischen x \  und x \- \ -d xx u. s. w. liegen, also für die 
Zeit, während welcher durchschnittlich das Atom mx im Volum­
elemente d xx dyt dzv  das Atom m., imVolumelemente d x2 dy2 dz2
u. s. w. liegen, den Werth :

3X -i
,u _  dx\  dyx . . . dzr JJ . . (an —  yA — y_2) 3 dx , .^  dyr+x. . . dzx

3X_ i

JJ ■ • • («»—Xi—X2) 1 dx\ dV\ • • •
Wären die Volumelemente d x xdyxdzv  d x2dy2dz2. gerade so 
gelegen, dass yA= 0  wäre, so ginge der Ausdruck für dt- 
über in

» -1
(U —  d x \dV\ • • dzA \  • • (an Xz) 2 d x r+ 1 • • • dz>-

G ö\
J J • • • («—Xi—x2) 2 1 dxidVi ■ • • dz>-

Es ist also der Quotient
3 ) ._

dh _  JJ - • («»— Xi—x2) 2 1̂ , + ,  dyr+\ • • • dzi 
dt()

JJ. . («»— x*) 2 dxr+idyr+ l . . . dz\

Die Grenzen des Integrals im Nenner sind bei unveränderter 
Gestalt der Function y 2 blos von an abhängig; dieses Integral 
ist also Function von an. Die Grenzen des Integrals im Zähler 
hängen in derselben Weise von an— y x ab, was die Variabel«, 
nach denen zu integriren ist, nicht enthält. Das letztere Integral

ist also dieselbe Function von an— ŷ v  Setzen wir %  =  h  wo 1
A

die natürlich constante Zahl der Atome ist, so ist also das 
Integral im Nenner eine Function von p, die wir F(p) nennen 
wollen; das Integral im Zähler ist dieselbe Function von

0— also gleich .' H J -
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Es ist also

4 - t
dt{] F(o)

Es sei nun X sehr gross. Es kann dabei auch r sehr gross

sein; nur muss es gegen X verschwinden. Dann ist eine
dt6

endliche und stetige Function von p und ŷ v sobald p und^- von

der Ordnung der mittleren lebendigen Kraft eines Atoms sind. 
Setzen wir

!  =  • « * * ) ,

Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht. 709

so ist

M p— X*

Es ist daher auch

j F| p— , ,

f 2y 1
—  = A p — f S x i l  =  *2

jFIo — ^ ‘ i , ,X J .(  u— 1

f{p-
+ ( p— Xi ] =' V- >-

X

Die Multiplication aller dieser Gleichungen liefert 

loS f [ p  —  — log F ( p ) = log^H-logh  -t— log$2rt~ . . l o g ^ ,

S itzt). d . m a th e m .-n a tu rw . CI. L X I I I .  B d . I I .  A b th . "17
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Setzt man

X. i — X 3 :

so ist also

logF(p  — y j  — log F(p) =  X log W (p, x3),

wobei wieder endlich und continuMich ist, wenn p und ^
r

von der Ordnung der mittleren lebendigen Kraft eines Atoms

sind, also — endlich ist. Es ist also 
V-

n p - / j = n p )  m p ,  x»)]x-

Betrachten wir jetzt p als constant und blos y„ als variabel 
und setzen

P ~  X.3 =  F (P) =  C J P ~ a) =  f(?)> 

so geht die letzte Gleichung über in

F(a) =  C [/•(*)]>' 

daher liefert die Formel (28)

Xi) =
f \ p - Vf

f(p)
1 f ' ( p ) Xi

f(p)  ’

/ ' (  p) 
/ ( p)

und es ist, wenn man m mit h bezeichnet
f (p )

dt-3 =  C 'e~h'^dxxdyx. . dz,..

Ganz in derselben Weise kann auch die Zeit gefunden 
w erden , während welcher gleichzeitig die Coordinaten der 
r Atome zwischen x x und x x-\-dxx. . . und ihre Geschwindigkeiten 
zwischen cx und cx-+-dcx. liegen. Sie ergibt sich gleich

C" e~‘ c\ c\ . . . c%r d x x dyx. . dcr .

Diese Gleichung muss unter unserer Hypothese für jeden 
beliebigen in einer Gasmasse befindlichen Körper, daher auch
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für die Gasmoleküle selbst gelten. In der That überzeugt man 
sich leicht, dass sie mit den in meiner Abhandlung „über das 
Wärmegleichgewicht mehratomiger Gasmoleküle“ gefundenen 
Formeln übereinstimmt. Wir gelangen also so in weit einfacherer 
Weise zu dem dort gefundenen. Da jedoch der Beweis, dass die 
im gegenwärtigen Abschnitte gemachte Hypothese bei warmen 
Körpern erfüllt, ja  dass sie überhaupt erfüllbar ist, noch nicht 
geliefert ist, so habe ich in jener Abhandlung den weitläufigeren, 
aber von jeder Hypothese unabhängigen Weg eingeschlagen.

Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht. 713
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