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Über die Intégration der Differentialgleichung erster Ordnung 
mit rationalen Coëfflcienten zweiten Grades.

Von dem w. M. Dr. A. W inckler.

(V o rg e le g t  in der S itzu n g  am 9. Ju n i 1871.)

Die hier in Rede stehende Differentialgleichung schliesst 
sich jener erster Ordnung mit rationalen Coëfflcienten ersten 
Grades, —  welche die einfachste ist und bekanntlich in allen 
Fallen integrirt werden kann, —  unmittelbar an und ist in ihrer 
Allgemeinheit durch

[Aa*-*- 2 B x y -h C y * + 2 H x  -h2K y -+-L\dx 
-+- [A'xz-i-2B'xy-+- C ' y ^ H ’x ^ K ' y + L y i y ^

dargestellt. Betrifft hiernach ihre Intégration eine der elemen- 
tarsten Fragen, die bei geordneter Behandlung der Differential- 
gleichungen zu untersuchen wàren, so ist sie auch in anderer 
Hinsicht von einer gewissen Bedeutung. Differentialgleichungen

erster Ordnung, ans weichen fü r -^  eine irrationale oder trans-
dx

cendente Function von x  und y  erhalten wird und deren Intégra­
tion selten moglich ist, lassen sich namlich, wenn x  und y  inner- 
halb gewisser Grenzen liegen, durch Entwicklung jener Function 
bis zu Gliedern zweiter Ordnung auf die hier zu betrachtende 
Gleichung zurückführen, und Ahnliches gilt von den so hâufigen 
Fallen, in weichen das erste Intégral einer Differentialgleichung

dy
zweiter Ordnung in einer Gleichung für - j -  besteht, deren Inté­

gration in geschlossener Form nicht mehr geschehen kann.
Ist daher die in der Uberschrift bezeichnete Aufgabe, 

selbst für manche Anwendungen nicht ganz ohne Belang, 
so ist e s , zumal die allgemeine Losung dieser Aufgabe in 
endlicher und geschlossener Form als unmoglich betrachtet wird,
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248 W i n e k l e r .

auch nicht ohne Interesse, diejenigen mehr oder weniger bedingten 
Fâlle aufzusuchen, für die eine solche Losung wirklich existirt.

Eine allerdings nicht sehr grosse Anzahl solcher Falle ist 
bekannt. Finden die d r e i  Relationen

A ' - B = 0, C - B =  0 , H '—K = 0

statt, so besteht, wie man w eiss, das Intégral in einer Gleichung 
zwischen einem Polynom dritten Grades und einer willkürlichen 
Constanten. —  Ist

A =  H = L  =  0 und B = C '  =  K ' =  0

so lâsst sich die Gleichung ebenfalls und zwar nacli einer Formel 
von B e r n o u 11 i integriren.

In einigen anderen noch specielleren Fâllen liefern die üb- 
lichen Verfahrungsarten, die hier nicht nâher bezeiclinet zu 
werden brauchen, das allgemeine Intégral der Gleichung.

Die in gewisser Hinsicht allgemeinste Losung der Aufgabe 
hat J a c o b i  (Journal von Crelle, B. 24) gefunden; er zeigt 
nâmlich, dass das Intégral der Gleichung

(«-+-«'x^-a"y) ( x d y —ydx)
— (b^b'x-\-b"y)dy~r-(c-+~c'x-^-c"y)dx=0

durch das Product von Potenzen dreier linearen Ausdriicke, 
welches einer willkürlichen Constanten gleich zu setzen ist, dar­
gestellt werden kann.

Diese Differentialgleichung enthâlt scheinbar neununabliân- 
gige Coëfficienten ; in der That aber lassen sich dieselben auf 
acht reduciren, auch überzeugt man sich leicht, dass der von 
J a c o b i  betrachtete Fall die v i e r  Relationen

A = A '-± -2 B = C + -2 B ' =  C = 0

zwischen den Constanten der Differentialgleichung (1) voraussetzt.
In der vorliegenden Arbeit nun wird gezeigt, dass dieser 

Gleichung (1) ein Intégral, dessen Zusammensetzung jener der 
J a c o b  i ’schen Formel analog ist, auch dann entspricht, wenn 
zwischen den Coëfficienten gew isse andere Bedingungsgleichun- 
gen und zwar deren nicht vier, sondern blos drei erfüllt sind. 
Die genannte Formel folgt daraus als specieller Fall.
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Aus dieser Losung ergeben sich ausserdem einige speciellere 
Falle mit vier oder fitnf jedoch wesentlich einfacheren Relationen 
zwischen den Coëfficienten ; sie sind Ausnalimefâlle, denen ein 
tlieilweise transcendentes Intégral entspriclit.

Ein zweites Résultat besteht in dem Nachweis, dass der 
in Rede stehenden Differentialgleichung unter gewissen Umstân­
den auch ein aus dem Product der Potenzen von vier linearen 
Ausdrücken gebildetes Intégral genligen konne, welches in 
besonderen Fâllen ebenfalls zum Theil transcendent wird.

Der W eg auf welchem die Resultate erhalten werden, fttlirt 
immer unmittelbar zum Ziel ohne sonstige Betrachtungen nothig 
zu machen; er ist zugleich sehr element ar, aber, wie man be- 
merken wird, durchaus indirect, was tibrigens bei den meisten 
auf diesem Gebiet erlangten Resultaten im Grunde der Fall ist. 
Die Rechnung umkehren, damit die Herleitung als eine directe 
erscheine, wollte ich umsoweniger, als jener W eg ohne Zweifel 
einer noch ausgedehntern Anwendung fâhig ist.

1.

Die Frage nach den Relationen, welche zwischen den Con- 
stanten der Differentialgleichung bestehen müssen, damit das 
Intégral das Product der Potenzen d r e i e r linearen Ausdrücke 
enthalte, soll hier zunâchst in Betracht gezogen werden.

Ausgehend von der Gleichung

pvivdu  -f- quwdv -+- ruvdw =  0

w orin^, q, r nâher zu bestimmende Constante und u, v,iv  die line­
aren Verbindungen:

u = x - \-a y - \ -a ' ,  v = x - i-b y - i -b ' ,  w =x-t-cy-¥ -c '

sind, erhâlt man, wenn nach erfolgter Substitution dieser Aus­
drücke, die, resp. mit dx  und dy  multiplicirten Glieder zusam- 
mengefasst und dann den entsprechenden der gegebenen Diffe­
rentialgleichung (1) verglichen werden, zwischen den n e  un  
Coëfficienten p } q, r, a, a', b, b', c, c' und den gegebenen
A, A ' , . .L , L 1 die folgenden Bedingungsgleichungen :
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2 5 0 W i n e k l e r .

A = p - ï - q - h r  
2B=(b-t-c)p-\-(c-+-a)q-)-(a-i-b)r  

C =bcp-\-caq-\-abr  
2 H = (b '-h c ,)p - Ĵ (c'-\-a')q-h(a'-hb,)r 
2 K = ( b c ,-{-cb,)p-i-(ca'-^-ac,)q-\-((ib/-i-ba')r 

L = b'c'p-\-c 'a ,q-h(i'b'r 
A '= ap-\-bq -\-c r  

2B '=(b-^c)ap-h(c-ha)bq-h(a-ï-b)c i• 
C '= a b c (p -h q - \- r )  

2 H '= (b '- \-c ,)ap-i-(c'-ha,)bq-\-(a,-{-bl)cr 
2K,= (bc'-hcb ')ap-h (ca /-t-ac,)bq-h(ab/-hba')cr  
L ' = b ,c'ap-\-c'a,bq-\-u!b'cr

Ans diesen 12 Gleichungen lassen sich die 9 Unbekannten 
berechnen nnd ergeben sich noch 3 Relationen zwischen den 
Constanten der gegebenen Differentialgleichung.

Was zunâchst die Coëfficienten a, b, c der Substitution be- 
trifft, so erhâlt man, wenn A als v o n  N u 11 v e r s c h i e d e n  vor- 
ausgesetzt wird, unmittelbar die folgenden Gleichungen

A'^~2B
a-\-b-\-c —

ab-+-bc-\-ca

A

C + 2 B '

a b c = A

und sieht man, dass jene Coëfficienten dieWurzeln der cubischen 
Gleichung

j z3 -  (A'-h2B)  **-h(C-+-25') z -  C '= 0

sind, folglich als bekannt betrachtet werden konnen.
Uni ferner auch die Coëfficienten b', c' zu erhalten, be- 

merke man , dass aus den Bedingungsgleichungen sich die 
folgenden

a A — A ' = ( a  — b)q-Jf-(a  — c)r 
2{fiB — B ')= ( f i  — 6)(aH-c)ÿ-f-(« — c)(ja-hb)r 
2(iiH — H ')= (a  — b)(a'-hc')q-{-(a — c)(fï-\-b')r  
2 (iiK— K ' ) = ( a  — b)(ac'-j-ca')q-\-((i — c)(ab'-¥-ba')r

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Über die Intégration der Differentialgleichung etc. 251  

ableiten lassen, und aus diesen wieder

a(ciA —A') — (üB — B') =  ~  (a — b)(a—c)(q-+-r)

ü ( a H - H ' ) - ( a K - K ' ) =  h a - b ) ( a - c ) ( q ^ r ) . a'u

sich ergeben. Durch Elimination von q-\-r folgt eine Gleichung* 
für a' und auf gleich e W eise erhâlt man auch eine solche für b' 
und für c'.

Diese Gleichungen sind:

a'\a(aA — A') — (aB  — B')] =  a(aH—H ') — ( a K — K ') 
b' [b(bA — A') — \bB -  B')} =  b(bH ~ H ')  -  (b K — K ') 
c' [c(cA — A') — (cB -  B')] =  c(cH—H') — (c K — K').

Ebenso einfach lassen sich die noch fehlenden Coëfficienten 
p, q, r  durch die Wurzeln der cubischen Gleichung ausdrücken. 
Man erhâlt sie sogleich aus den drei ersten Bedingungsgleichun- 
gen und findet:

azA — 2 a B +  C 
P {n — b)(a —c)

_  b2A — 2bB-\~ C 
 ̂ (b — c)(b — a)

_  c2A - 2 cB h- C  
(c — n)(c — b)

Hiermit sind aile Unbekannten unter der Voraussetzung 
gefunden, dass A nicht Null sei und keine der Wurzeln a, b, c 
mit der andern zusammenfalle. An dieser Voraussetzung muss 
bis zur Annahme des Gegentheils festgehalten werden.

2.

Die drei Relationen, von weichen im vorigen Art. die Rede 
war, bestehen aus einer linearen und liomogenen Gleichung 
zwischen H, H ' , K, K '  und zwei Gleichungen für L  und L', aile 
mit gewissen Verbindungen der Constanten A, A ' , . .C, C' versehen.

Die erstgenannte Relation ergibt sich aus den vorhin für Hy 
K\ H', K' angegebenen Gleichungen, welche sich in der Form
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(q-*-r)a' -\-(r-^-p)b' -\-(j)^t-q)c'— 2H  =  0 
(cq-hbr)fï -\-(ar-\-cp)b'-\-(bp-\-aq)c' — 2K  = 0  

(bq^ cr)a '-^ (cr- \-ap )b ’-lt-(ap-\-bq)c'—2 H 1 =  0 
bc(c[-hr)(i' -\-ca(r^t-p)b' ~{-((b(p-[-q)c'—2 K' =  0

schreiben lassen. Sie führen, nachdem a', b', c' daraus eliminirt 
sind, zu einer Gleichung zwischen den übrigen Grossen, welche 
mehrere Reductionen zulâsst. D iese Gleichung ist, wenn der 
Kürze wegen :

A =  (« —b)(b— c)(c— a) 

gesetzt wird, die folgende :

H.

+ K .

-h H'.

-h  K'.

'bc(a — b)(a— c )p (rz— qz)^-ca(b — a){b—c)q{jpz—r z) 
-\-ab(c—a)(c—b)r(qz—p z)

(a —b){ a —c)p(bqz—crz) -+- (b—a)(b—c)q(crz—apz)
-h (c — a) (c —b)r(cip2— b q2) —p q r . A

(« — b)(a — c)2)(cqz—brz) -h (b — a)(b — c) q(arz—cpz)
-h (e — a)(c— b)r(bpz— aqz)-\~pqr . A

(a — b) (a — c) p  (r2 — qz)^ -(b —a)(b—c) q (p z—r z)
-h (e — a)(c— b)r(qz—p z)

=  0 .

Diese Gleichung lâsst sich, wenn für p, q, r  die angegebenen  
Ausdrücke substituirt werden, durch Multiplication mit A2 von 
Brüchen befreien und es zeigt sich dann bei nâherer Betrachtung 
der in den eckigen Klammern enthaltenen ganzen Functionen 
von a, b, c, dass diese Functionen alternirende sind, somit durch 
je  ein Product von A und einer symmetrischen Function der 
Wurzeln a, b, c dargestellt werden konnen.

Diese Function kann also in rationaler W eise durch die 
Constanten A, A1, . . C, C' ausgedrückt werden. Die hierbei er- 
forderlichen, allerdings etwas umstândlichen Rechnungen brau- 
chen, da sie keine Schwierigkeit machen, hier nicht nâher aus- 
geführt zu werden, und liefern die folgende Gleichung :

[{A'C— AC')(B'Z—A'C')-h(B'C— B C ){A C '—2BB'-+-A'C)].H  
[ACl—A'C)(AC'—B B ')-h 2 (A B '-A 'B )(B ,z—A /C,-h B ,C—BC')] .K  
[ C A '-C 'A ) (B Z - C A )  + ( B A ' - B ' A ) ( C ’A -2B 'B -+ -C A ’)].I(' 
[CIA - C A !) ( C ' A - B IB ) ^ ~ 2 ( C B - C B ,)(BZ - C A  -hBA —B A)\.H '

(i)
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Wie man sieht, kann die eine Seite dieser Gleichung aus 
der andern durch Vertauschung von A, B, C, H, K  resp. mit 
C', B', A', If, H' und von A', B', C', H', I f  resp. mit C, B , A, K, H  
erhalten werden.

Die zwei anderen, zwischen den Constanten der Differential­
gleichung bestehenden Relationen, welche die Werthe von L  und 
L' bestimmen, ergeben sich aus den beiden friiheren Gleichungen

L =  b'c'p -+- c'a'q -f- a'b'r 
L  =  b'c'ap-hc'a'bq-^a'b'cr

wenn darin die sechs Grossen a', b1, c', p ,  q, r  durch ihre als 
Functionen von a, b, c gegebenen Werthe ersetzt und hierauf 
a, b, c mittelst ihrer symmetrischen Verbindungen « —f— 6 —t— c, 
ab-\-bc-\-ca, abc, eliminirt werden. Unter der nothwendigen 
Voraussetzung, dass keine jener sechs Grossen unendlich, also 
keiner ihrer Nenner Null sei, kann man die Gleichung von 
Briichen befreien und findet dann, dass die linke Seite den 
Factor A enthalt und die rechte Seite nâher entwickelt und nach 
den Quadraten undProducten der Grossen H, H'-\-K, K’ geordnet, 
einen aus sechs Gliedern bestehenden Ausdruck gibt, welcher, da 
jedes dieser Glieder eine alternirendeFunction von a, b, c ist, als 
das Poduct von A und einem Aggregat symmetrischer Verbin­
dungen von a, b, c dargestellt werden kann. Werden diese Ver­
bindungen eliminirt, so erscheint. die Gleichung für L  in folgender 
Form:

.L

"" (II)

( B * - A C ) ( B C ' - B ' C ^ i B ' i - A ' C ' X A B ' — A B )  
- 2 (AB/- A B ) ( B C ' - B 'C ) - + - ( A C > - B B ,)Ia C - A C )
=  [(A C '-A 'C )C -i~ (B 'C —B C ')(2B'-hC)].IP  
-h  [(A'B—A B ')C '+ (B C '—B 'C ) l2 B + A ')]. ( H ^ K ) I I  
-+- [ ( A C - A C ,)(A '-h B )+ 2 (A B ,—A B ) .B '] . HK'
-t- A(B'C—B C ')(H '- i-K y^ -A (A B —AB ' ) . K,% 

-h A ( A C ' - A 'C ) . (H'-i-K)K'

Auf demselben W ege findet man eine analoge Gleichung 
für L .

D iese ergibt sich aber auch ohne Ausführung der Rechnung, 
wenn man die erwahnte Vertauschung der Buchstaben eintreten 
lasst.
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Die Gleichung- ist also :

(B'Z- A C ' ) ( B ' A - B A ) + ( B Z- A C ) ( C ' B - C B ' )  
- 2 ( C >B - C B ' ) ( B ,A - B A ) - h ( C /A - B ' B ( C ' A - C A )

=  [(C'A— CA')A-h(BA—B 'A )(2B -ï-A )] . ICZ

-h  [(CB,- C /B )A -h(B /A - B A ) ( 2 B ' - h C ) ] . ( H ' - h K ) H ‘"^l l l ->

-4-  [ (C A — C 'A )(C +B ')-h2(C 'B — CB ) . 5 ] . HIC

- h C ' ( B A - B ,A)(H,-+ -K Y + C ,(CB' — C 'B ).H %

+  C'(C'A— C A ) . (H'-hK)H

Die Gleichungen (I), (II), (III) drücken die gesuchten, 
zwischen den Constanten der Differentialgleichung nothwendig 
bestehenden Bedingungen aus.

Wird denselben entsprochen, so ergibt sich aus der zu 
Grunde gelegten Gleichung

du dv dw „
p ------ 1— o ----- 1-  r  —  =  U

U V w

sofort auch das in Frage stehende Intégral :

up v* w r =  Const.

womit die Aufgabe gelost ist.

Man kann die Ergebnisse dieser Betrachtung wie folgt 
zusammenfassen.

F i n d e n  z w i s c h e n  d e n  C o n s t a n t e n  de r  D i f f e r e n ­
t i a l g l e i c h u n g

[Aa?2-h 2B xy-\-C yl-\- 2Hx-{~ 2Ky-\-L] dx  

-+- [A w z-\-2B'æy-\-C'yz-{-2H'x-\-2Kly-\-L'] dy= 0

d i e  R e l a t i o n e n  (I), (II), (III) s t a t t  u n d  b e z e i c h n e t  ma n  
m i t  «, 6, c d i e  v o n  e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e n  W u r z e l n  
d e r  c u b i s c h e n  G l e i c h u n g

Az3— (A'-^2B)zz-+~(C-i-2B/)z— C '= 0
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so i s t ,  w e n n  A  v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n ,  u n d  d i e  a l s  
e n d l i c h  v o r a u s g e  s e t z t  en G r o s s e n  a', b', c', p ,  q, r  a u s  
d e n  G l e i c h u n g e n

a'[a(aA—A') — (aB—B')\ =  a (a H — H') -  (<%K—K ') 

V [ b ( b A - A ' ) - ( b B - B ) ]  =  b(bH — H')  -  ( b K - I C )  

c ' [ c ( c A - A ' ) - ( c B - B ' ) ]  =  c ( c H — H') -  { c K - K ' )

u n d
p ( a — b)(a— c) - a2A —2aB-hC  

q(b — c)(b—a) =  bzA -  2 b B + C  

r ( c —cî)(c— b) =  czA —2cB-\-C

b e r e c h n e t  w e r d e n ,  d a s  I n t é g r a l  j e n e r  D i f f e r e n t i a l ­
g l e i c h u n g  d u r c h  d i e  F o r m e l

(x-jt-ay^r-(i'y(cc-\-by-\-b')'1(x-\-cy-+-c')r = C o n s t .

a u s g e d r ü c k t .
D ass die allgemeinere Bedeutung dieses Résultats durch die 

drei Bedingungsgleichungen erheblicli beschrânkt wird, braucht 
kaum bemerkt zu werden. Aber es hat in manchem Betracht den 
Anschein, als ob überhaupt die Moglichkeit der Intégration der in 
Rede stehenden Differentialgleichung in endlicher Form dadurch 
bedingt sei, dass zwischen den Constanten wenigstens d r e i  
Gleichungen stattfinden.

Übrigens gestatten jene drei Bedingungsgleichungen den 
Constanten offenbar einen weit grossern Spielraum, als die vier 
Bedingungen

^ =  0, A'^r-2B=0J C + 2 B =  0, C ' = 0

der J a c o b  i’schen Differentialgleichung, welcher ebenfalls ein 
Intégral von der hier betrachteten Form entspricht.

3.

Die nâhere Ausführung einer Anzahl besonderer Falle ist 
nicht ohne Interesse. Hierunter gehort der bisher ausgeschlossene 
Fall ,4 = 0 .
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Aus den im Art. 1 erhaltenen Gleichungen für A , . . C '  folgt:

A '- \-2 B =  (a-\-b-hc)(p-hq-\-r)  

C-\-2B,=(ab-\-bc-^ca)(p-hq-\-)')  

C = a b c ( ‘p -h q ^ -r )

und es muss daher, wenn das Intégral von der vorausgesetzten 
Form sein soll, wegen

A =  p - \ -q - \ - r  =  0
gleichzeitig auch

A = 0, Â ' + 2 B = 0 ,  C - t-2B '= 0, C ' = 0

werden. Der bisher ausgeschlossene Fall ist also mit dem von 
J a c o b i  betrachteten identisch; für ihn existirt die cubische 
Gleichung, aus welcher die Wurzeln a, b, c zu berechnen waren, 
nicht mehr, überhaupt reichen die Constanten A, B, C, A', B', C' 
zur Bestimmung derselben nicht mehr aus, sondern es mtissen 
hierzu noch jene H, H ', K, K '  in Anspruch genommen werden.

Aber es fallen auch die Gleichungen (I), (II), (III) wie man 
sich leicht überzeugt, als identisch erfiillt, ganz hinweg.

Obschon nun der in Rede stehende Fall bekannt ist, so mag 
es doch insofern von einigem Interesse sein, darauf zurückzu- 
kommen, als der bisher befolgte elementare W eg etwas kiirzer 
als die mir bekannten Herleitungen zum Ziele führt.

Yorausgeschickt sei jedoch die Bemerkung, dass, wenn A 
von Null verschieden ist, für a, b, c nicht blos eine, sondern 
zwei cubische Gleichungen bestehen, welche aber durch dieselben 
Werthe dieser drei Grossen befriedigt werden, wenn die Bedin- 
gungen (I), (II), (III) erfüllt sind. Es ist nun zweckmassig, jene  
zweite cubische Gleichung, welche früher nicht erforderlich war, 
hier ebenfalls nâher zu bezeichnen.

Aus den im Art. 1 aufgestellten Gleichungen findet man

a h — L ' = ( a —b)a'c'q-\-{(.i—c) a' b' r 

und weil dort auch

a A —A'= (a—b)q-v- (a —c)r 

2(aH—H ' ) = ( a — b)(tï-\-c')q-{-(a—c)(a'-hb')r
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Über clie Intégration der Differentialgleichung etc. 2o7

erhalten wurde, so gelangt man zu der Gleichung

a’\ a A —A ')—2aXttH—H')-*-aL—L'=>0

aus welcher mit Hilfe der a. a. 0 . bereits angegebenen

a ' [ a ( a A - A ' ) - ( a B - B ' ) ] = a ( ü H - H ' ) - ( a K - K ' )

die Grosse a' eiiminirt werden kann. Das Ergebniss dieser Eli­
mination ist, wenn A von Null verschieden, eine Gleichung
5. Grades, die sich aber auf eine andere vom 3. Grade reduciren 
lasst. Man findet nâmlich zuerst

[a\ a A - A >) ~ 2 a ( a B - B ' ) ] ( a H - H /y ^ - 2 ( a B - B % a H - H ' ) ( a K —K')

-  ( a A - A 'X a K - K y - l a Ç a A —A ^ - i a B - B ^ f i a L - L ^ O

und erhâlt durch Yerbindung dieser mit der frühern cubischen 
Gleichung

« \ a A - A ' ) —2 a {a B -B ') -^ a C — C ' = 0  . ( i )

nach einer einfachen Eechnung die folgende :

{(iC— C'){fiH—H y —2 { a B - B ,){aH—H '){aS —K')
+  (aA - A ,) ( a K - K /y ^ [ ( a B - B ,y - ( a A - A ' ) ( a C - C ,) ] ( a L - L ' ) = 0  '

D ie Gleichungen (1) und (2) für a, und wie sich von selbst 
versteht, auch für b und c, beide vom 3. Grade, mtissen also 
gleichzeitig erftillt werden; dies aber ist, wie bemerkt, der Fall, 
wenn die Bedingungen (I), (II), (III) zwischen den Constanten 
stattfinden. Wenn somit eine von ihnen für besondere Beziehun- 
gen zwischen diesen Constanten zu existiren aufhort, w ie dies 
bei (1) für ^ 4=0,. . C = 0  wirklich geschieht, so tritt die andere 
rticksichtlich der Grossen a, b, c subsidiarisch an ihre Stelle. 
Diese Bemerkung ist, wie ich glaube, geeignet, das Verhâltniss 
des J a c o b  i'sclien Ausnahmefalles zu dem allgemeinern des 
vorigen Art. in das Licht zu setzen.

Um nun den Fall, welcher den Bedingungen

^1=0, A ' + 2 B = 0, C - h 2 B =  0, C ' = 0

entspricht, nâher zu entwickeln, bemerke man, dass hierbei die 
Gleichung (1) wegfâllt und dass (2) in

Sitzb. d. m athem .-nature. C). LXIV. Bd. II .  Abth. 1<
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2B(aK—K ,)z— 2aB'(aH—H'Y  

- 2  { a B - B ' ) {a H —H'){(iK—K ')^ -{aB —B'y{(iL—L ' ) = 0

übergeht. Sind die Wui'zeln a, b, c dieser Gleichung gefunden, 
so ergeben sich sofort aucli a', b1, c' und p, q, r  aus den früheren 
Formeln.

Man gelangt hiernach, wenn der Vereinfachung w egen 2 L 
und 2JJ resp. für L  und L' geschrieben wird, zu dem folgenden  
Résultat.

I s t :
[B x y—B'yz-\-Hx-\-Ky-i-L\ dx  

h-  [B,x y - B x z-i-H'x-+-K,y-hL'] d y = 0

d i e  g e g e b e n e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g ,  s o  e n t s p r i c h t  
d i e s e r ,  w e n n  m a n  d i e  v o n  e i n a n d e r  v e r s c l i i e d e n e n  
W u r z e l n  d e r  c u b i s c h e n  G l e i c h u n g

B (zK —K ')—zB'{zH—H ')%
— ( z B - B X z H - H ' X z K - K ^ ^ z B - h B ' Y Ç z L - L ^ O

mi t  a, b, c b e z e i c h n e t  u n d  m i t t e l s t  d e r s e l b e n  d i e  
W e r t h e  v o n  a', b', c', p , q, r  a u s  d e n  G l e i c h u n g e n

, a*H— a(H '-*-K )+K ' 2 (aB-hB')
a ~  a B + B '  ’ P ~~ ( a - b ) ( c —a)

,, bzH - b ( H ' - ^ K ) ^ K '  2 (b B + B ')
b = --------- ---------------------’ 1 =  { b - c ) { „ - b )

, _  ciH -c(H -+-K )-+ -K ' t _  2(cB-\-B')
° cB-\-B' ’ 1 (c—a)(b—c)

b e r e c h n e t ,  d i e  G l e i c h u n g

(x -h ay-i-a /)p(x-hby-i-b/)^ (x - j -cy - \ -c 'y=  Const.

a l s  d a s  v o l l s t â n d i g e  I n t é g r a l ,  w o b e i  r = — (j)^-q) i st .
Dieses Résultat ist nicht confonn mit dem Satz, welchen 

J a c o b i  für die Bestimmung des Intégrais aufgestellt hat, und 
in welchem nicht b', c1, p , q, r  durch die Wurzeln a, b, c, 
sondern aile diese neun Grossen als Functionen der Wurzeln 
einer andern Gleichung 3. Grades ausgedrückt werden.
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Da jener oft citirte Satz zum Theil verschiedene Begrün- 
dung’en erfahren hat, so soll hier, wie bereits bemerkt wurde, 
eine weitere Herleitung desselben beigefiigt werden, die in dem 
Folgenden besteht.

Unmittelbar aus den ursprünglichen Bedingungsgleicliungen, 
welche Art. 1 aufgestellt wurden, erhâlt man die schon früher 
benutzten Gleichungen :

a'(aA—À') —2 (aH—H ' ) =  — [(a—b)c'q-\-(a — c)b'r] 

a'(jtC— C') — 2a{(iK—K ' ) =  —«*[(« —ô)c'gH-(«—c]b'r\

2(fiL—L ' ) =  - t — b)c'q-\-(a — c)b'r]

wobei wieder 2L  und 2L' resp. für L  und L' geschrieben wurde.
Sechs analoge Gleichungen ergeben sich, wenn a mit b, 

dann mit c, ferner a' mit dann mit c' u. s. w. vertauscht 
werden. Zum Uberfluss seien diese Gleichungen hier bemerkt:

b'{bA— A')—2{bH— H ')= —  [(6 -  c)a‘'r -+- (b—a)c'p] 

b ' i b C - C ^ ^ b i b K - K ^ - b ^ b - ^ a ' r ^ b - a y p ]

2 ( b L -  L ' ) = - h b f [(b - c ) a ' r ^ - ( b - a ) c 'p \  

c'(cÂ— A ')—2 (cH—H ' ) = — [(c—a)b'p-\-(c—b)a'q] 

cl( c C - C ' ) - 2 c ( c K - K ,) = - c 2[ ( c - a ) b ,p - h ( c - b ) a 'q \

2 (cL —L ')= - \-c '[ (c —a)b'p-h(c—b)a'q]

Wird liierin

2a == (« — b)c/q-h(a  — c)b'r 

2/3 =  (b — c)a'r-h(b — a)c'p 

2y =  (c—cï)b'p-\-(c—b)a'q

gesetzt und führt man die Werthe

^  =  0, C = - 2 B ' ,  A = —2B, C' =  0

ein, so gehen die neun Gleichungen über in die folgenden :
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cc+a'B— (uH— H ') =  0 

au— a'B'— (aK—K ’) =  0 

a'u— (aL— L') =  0 

Ç>^-b'B— (bH— H') = 0  

bfi— b'B'— (bK—K 1) =  0 

b'[3— (bL— L )  =  0 

7  -+-&B — (cH— H )  =  0 

cy—c'B'— (cK—IC) =  0 
c'y— (cL— L ') =  0

Durch Elimination von a und a' erhâlt man aus den drei 
ersten dieser Gleichungen:

(c }— aK— B 'L )(a B '+ B K '^ -B 'H )
-h (aK' B'L') (B K  -b  B H  — *B) =  0

oder, nâher entwickelt :

y.3̂ ( H ' — K ) a z— (B L ^ -B 'L -^ H K '—H'K)y. 
+-(BK-hB'H)L'— (BK'-hB H') L =  0

Durch Elimination von b, b c, c' aus den übrigen sechs 
Gleichungen ergibt sich offenbar für (3 und y dieselbe cubische 
Gleichung wie für a ; es sind daher a, /3, y die Wurzeln der 
Gleichung

zd+ ( H ' —K ) z z— (BL'-*-BfL + H K ' —H 'K )z  
^-(BK-^B'H)L'— ( B K + B H )  L =  0

Angenommen man habe diese berechnet, so folgen aus den 
obigen neun Gleichungen auch «, b, c und a', b’, c' ; man findet 
nâmli ch :

a [BK-+-BH— aB\ =  BK '-hB H '-^aB '  

b [ B K -h B H -f iB ]  - BK-\-B'H'-\-fiB' 

c[BK-hB'H— yB] B l l ' ^ B H ^ - y B '

und

a' [ B K + B H — aB\ =  az- h ( H —K)a-+-HK!—H'K 

( / [ B K ^ B H — fiB] =  fiz-h(H '—K ) P + H K — H’K  

c[BK-ï-B'H— yB] =  y z-h (H!—K )y  -+- H K'—H'K

2 6 0  W i n e k l e r .©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Die Werthe von p, q, r  ergeben sich ans den Gleichungen, 
durch welche weiter oben die Bedeutung der Grossen a, fi, 7 

festgestellt wurde, wenn man sie mit der Gleichung j)-\-q-\-r =  Q 
in Yerbindung bringt.

Man erliâlt

P [(^ — c)a'-\-(c— — b)c'] =  2 ( j — /3) 

q [(6 — c)«' -h(c— —b)c'] =  2 (<y.—7 ) 

r  [(6—c)a'-\-(c— (i)b'-\-(fi—b)c'] =  2(,3— cc)

und sieht hieraus, dass die zuGrund gelegte Differentialgleichung

du (lv cho Ap ------ h q -------h  r —  - U
u v w

in der Form

(7 — t3) —  -+■ ( a  — 7 ) —  -+- G3 — «) —  =  0  / u  \ 10

geschrieben werden kann.

D i e s  v o r a u s g e s e t z t  f o l g t ,  d a s s  d a s  v o l l s t â n d i g e  
I n t é g r a l  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g

[B xy— B'y^^t-Hx-hKy-hL] dx  

-+- \B 'xy—B x 2-jr-H,x-{-K'y-{-L'] dy =  0

d u r c h  d i e  G l e i c h u n g

(x-\-ay-\-a'y~^{x-[-by-J!-b''Ÿ~'{{x-^-cy-\-c,Ÿ ~ a =  Const. 

g e g e b e n  i s t .
Abgesehen von der Bezeichnung stimmt dieses Résultat mit 

dem J a c 0 b f  sehen überein.

4.

Ein anderer besonderer Fall ist wegen der betrâchtlichen 
Yereinfachungen, welche für ihn in den Formeln des Art. 2 ent- 
stehen, der Beachtung werth.

Die Bedingungsgleichung (I) wird nâmlich identisch erfüllt, 
wenn die beiden Relationen
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( A B —A B )K -h  (BB' - A ' C ) H - h  (A C—BZ)H' =  0 

(<CB'— C B)H-+-{BB'— CA')K'-h{AC'—B ,Z) K =  0

stattfinden, wovon man sicli leicht durch die Elimination von H r 
und K ’ aus ihnen und der Gleichung (I) überzeugt.

Da nun aus diesen zwei Gleichungen

(AC^-Bz)H f =  (AB'— A B y ^ i A C — B B^H  

(AC—B Z)IC =  (CB'— C B)H-\-(C'A— BB )K

folgt, so konnen in der frühern Gleichung

a’ [a{(iA— A ')— (tiB— B 1)] =  a(aH—H ')— (jnK—K')

durch welche a' bestimmt ist, H' und K' eliminirt werden ; die 
Gleichung erscheint dann zunâchst in folgender Form :

a'[azA — a(A '+B )-hB ']  (.AC—B Z)

=  H [ a \ A C - B z) — a(A,C— B B ,) -h B lC—B C l] 

—K [a(AC—Bz+ A B ' — A'B)-ï-BB'— AC'}

worin für den Ausdruck rechter H and offenbar

(CH—B K )[azA — a(Â'-hB)-hB']  

h- (AK— B H )[azB — a(C-hB')-hC']  

oder, weil vermoge der Gleichung für a

a U — a \A '+ 2 B ) + a { C - ^ 2 B ' ) — C' =  0
auch

azB — a ( C + B ' ) + C '  a [azA — a(A '+B )-hB ']  

ist, noch einfacher

[azA — a(A'-+-B)-i-B'][CH— BK-ha(ÂK— BH)]  

geschrieben werden kann. Wie man sieht, ist also :

, _  CH—B K  AK—BH  
(< ~  A C—B z ~^<l' AC— Bz

wofür sich mit Rlicksicht auf die zwei ursprünglich angenom- 
menen Bedingungsgleichungen auch :
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, _ C ' H ' —B'K ' A K '  — B'H'
<l ~  A'C'— B* ~j~a ' A ' C — B'Z

setzen lâsst.
Analoge Gleichungen ergeben sich für b' und c'.
Auch die Gleichungen für L  und L  gestalten sich sehr ein- 

fach. Man kann jene für L  sowohl aus (II) und (III) als auch 
aus der Art. 1 für diese Grosse angegebenen Gleichung ableiten, 
indem man H ' und K'  wie vorhin eliminirt und die Werthe von 
a', b', c' substituirt. Auf analoge W eise ergibt sich die Gleichung 
für L'. Da die Rechnung keine Schwierigkeit hat, so mag es 
geniigen, die Resultate anzugeben.

Man erhâlt

(.AC—B Z) L =  CH2— 2BHK-\-AK2 

{ A C '—B ,v)ÎJ =  C'H'2— l B ' H lK '-± -A K lZ

Die Ausdrlicke für p , q, r erleiden keine Verânderung. 
Übrigens mogen die Zâhler derselben der Kiirze wegen mit 

a, fi, 7  bezeichnet werden.
Die Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen. 
E r f i i l l t  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g

(Av^-h 2 B xy -r- Cy2-\-2Hæ-\-2Ky^r-L') dx  

h-  (A \vz-h2B 'xy-h  C'yz-\-2H'æ-{-2K'y-^L')dy =  0

d i e  d u r c h  di e  G l e i c h u n g e n 1

CH—B K  C H ' — B K '
m ~  AC— B z — A C —B 2 

A K - B H  A ' K — B'H'
>l~  AC—B z ~~ A ' C —B'z

u n d
(AC— B Z)L =  CHz—2B H K -hA K z 

(A'C'— B'Z)L' =  C'H'z— 2B'H 'K'-hAK'z

a u s g e d r ü c k t  en B e d i n g u n g e n ,  u n d  b e z e i c h n e n  a, b, c 
d i e  W u r z e l n  der  G l e i c h u n g

Über die In tégration  der Differentialgleichung etc. 26 3

1 m und n sind der A bkürzung wegen eingeführte Bezeichnungen.
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Az3— (A '-h2B )z-h (C -h2B ')z— C' =  0 ,

w i r d  a u c h  zur  A b k i i r z u n g ’

a = a 2A — 2  aB-hC  

fi=l>*A—2 b B + C  

y = c lA — 2cB-)-C

g e s e t z t ,  so  e n t s p r i c h t  j e n e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  
d a s  v o l l s t â n d i g e  I n t é g r a l :

( c c - \ - a y - \ - m - \ - . {x^-by-^-m-sr-b')if^a~ ĉ

X {x^ -cy - \-m -\-a i) (̂ b~ â  =Const.

Wie man sieht, schliessen die Bedingungen, unter welchen 
dies gilt, den Fall aus, dass AC—B 2 oder A ' C — B'% Null seien.

Ich füge noch die Bemerkung bei, dass sich dieses Résultat, 
auch ergibt, wenn man von der Gleichung

(qui -\-2q'uv-ji-q"vt')dii 
-+- (p v 2-i~2p'vo-hp"v2)dv = 0

ausgelit, darin die Substitutionen

u=æ -t-ay-+-a', v=x-\-hy-\-b '

macht und dann analog wie im Art. 1 verfâhrt.

5.

Wenn in der Differentialgleichung das Product der beiden 
Veranderlichen nicht vorkommt, so entstehen in den Formeln 
des Art. 2 ebenfalls betrâchtliclie Vereinfachungen. Es mag daher 
auch dieser besondere Fall kurze Erwahnung finden.

Für B — 0 und B =  0 geht die Gleichung (I) über in :

A(CK'— C'K) =  C'(A'H— AH')

und reduciren sich die Gleichungen (II) und (III) auf die 
folgenden :

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Über die Intégration der Differentialgleichung etc. 2 6 5

A C ' L = C ' H Z— A H K >+A (H -+-K )K '

C ' A L = A K /i— CICH-h C'(K-hH')H.

Finden daher diese letzteren drei Gleichungen statt, bezeichnet 
man mit a, b, c die Wurzeln der Gleichung

Az3—A z*-hC z— C '= 0

und berechnet die Grossen a', b', c1 aus den Gleichungen

a(aA— A ) . a'= a ( j iH —H )  — (<Æ — K ') 

b(bA— A' ) . b '= b (b H —H ')—{bK—K ’) 

c(cA— A ') .  c '= c (c H —H ')— (cK—IC)

setzt auch der Klirze wegen :

a = a 2A-hC, f i = b 2A-h-C, y = c zA^-C  

so ist das Intégral der Differentialgleichung

[Aæ%-1- Cy2-h2Kv-\~ 2I(y -\-L\ dx  

h- \ A x l-± -C '\f^ -2H 'x-^2K ly ^ L ' \ d y  = 0

durch die Formel

(æm-a y -h a 'Y ’^ ~ĥ {iV-\-by h - 6 ' ) p (-a—1° \x -h c y -{-c ,) r(-l>~ ^  =  Const. 

ausgedrückt.

6.

Eine besondere Betrachtung erfordert der Fall, welcher für 
q = —p  in den Formeln der Art. 1 und 2 eintritt.

Um zunâchst die ihm entsprechenden Bedingungen zwischen 
den Constanten zu erhalten, ist es zweckmâssig, auf die ursprüng- 
liclien Gleichungen (Art. 1) zurückzugehen. Aus denselben folgt :

c(cA— .4')— (cB—B') =  (c— a)(c— b)(p-hq)

c(cB—B')— {cC— C') =  -i-  c ( c - a ) { c — b)(p^-q)  

c(cH— H ')— (cK—K') =  c ' ( c - a ) { c — b)(p^-q)
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uncl man sieht, dass, weil der Voraussetzung gemâss p -+ -q = 0  ist, 
für c die folgenden drei quadratischen Gleichungen :

czA— c(A '-h B )^ -B '= 0  

c2B — c(C-hB')-hC ' = 0 

c W — c i f f + I ^ - h K ^ O

gleichzeitig bestehen müssen. Aus denselben folgen die Glei­
chungen

wovon jedoch, abgesehen von dem die linke Seite bildenden 
Gliede c, je eine aus den beiden anderen abgeleitet werden kann.

Es versteht sich von selbst, kann aber auch durch eine 
etwas umstândliche Rechnung direct gezeigt werden, dass, wenn 
diese Brüche einander gleich sind, die Bedingungsgleichung 
(I) identisch erfüllt wird.

Da die cubische Gleichung, deren Wurzeln nach Art. 2 die 
Grossen a, b, c sind:

durch die eine bereits bekannte Grosse c befriedigt wird, so 
lâsst sie sich auf die quadratische Gleichung

reduciren, deren Wurzeln die beiden Coëfficienten a und b sind, 
so dass man hat :

B K — C H  K'(C^-B')— C'(H'-hK)
B (H -h K )  — H(C-hB') ~  BK  — C H

A C '—BB' BC'—B 'C + A 'C '—B"1
AB'—A 'B + A C — B2 ~~ A C'— BB'

A z3— (A'-h2B)zz^ (C -h 2 B ') z — C = 0

cAz2— (cB-\-B')»-\-C' = 0

und auch die Gleichungen

a B '— C' bB'— C

erhalten werden.
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Riicksichtlich cler noch nicht bestimmten Grossen a', b', c', 
ist zu bemerken, dass a1 und b' in einfacherer Form als sie aus 
den Formeln des Art. 2 sich ergeben würden, erhalten werden 
konnen, dass aber c' in Folge der für c vorliin gefundenen qua­
dratischen Gleichungen in unbestimmter Form erscheint und aus 
den urspriinglichen Bedingungen selbst abgeleitet werden muss. 

Um nun zunâchst a' und b' zu finden, hat man

d  [a*A— a(A'-hB)-hB'] =  a*H— a(H '-hK)-hK'

und da

A -^B  - C%Â B ’ H ^ K =
c c

so ergeben sich, wie leicht zu sehen, die Gleichungen

acH—IC 7/ bcH—K  
b =

ac-A—B' bcA—B'

und, wenn man die vorhin fur ac und bc gefundenen Ausdrticke 
einsetzt:

B K — C H  B'H—AK' 
a.-

b' =

BB'— AC' BB'—A C  

B K — C H  , B'H—A K
BB'—AC' BB'— AC'

oder, wenn man der Kürze wegen

B K '— C'H B'H—A K ’
m ~  BB'—A C  5 n ~  BB'— AC'

setzt:

a' =  m-i-an, b' =  m -h b n .

Wie man sieht, ist :

ab'— ba' a'— b'
m - --------; , n = ------- —

auch folgt

mA-\-nB =  H, mB'-\-nC' -  - K'.
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Zugleich sei bemerkt, dass, wenn man nochmals von den 
Gleichungen

A’+B  =  c+B' =  ê d L
C c

und von den beiden soeben erhaltenen Relationen Gebraucli 
macht, die Gleichung

-- cH-h K'

erhalten wird. Da aber

cH -h  —  K' =  H '-t-K  
c

ist, so gelangt man zu der weitern Relation

(inA'-hnB’) -b  (mB-t-nC) =  H  -+-K

welche alsbald Anwendung finden wird.

Um nun ferner auch c' zu erhalten, gehe man von den, Art. 1 
erhaltenen Gleichungen

cA— A ' = ( c —a)p^ -(c— b)q 

2 (cH—H ' ) = ( c — a)(c'-hb')p-\-(c— b)(c'-ha')q

aus und setze darin wie bisher q = — p  ; man erhâlt dann

cA—A ' = ( b — a)p 

2 (cH—H ')= [ (b — a)c'-+-(b'— — ab'\p

folglich

0 cH—H' a'—b' ab'—a'b
2 • 7 3 = 7  =  « +

oder

, c H - f f  
0 = 2 -ü = â  ~  ^ cn)

Ubrigens lâsst sich c' noch in zwei anderen Formen darstellen, 
wozu man mittelst der im Art. 1 angeftihrten Gleichung
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2H' =  (b'-Jt-c,')ap-\-(c'-[-a'') bq-v- (a'-hb^cr

gelangt, wenn clarin q = —p, r = A  und für a', b' ihre Werthe 
g-esetzt werden. Man erhâlt zunâchst

2 H '={(ib '— ba')p-\-c'((i—b)p-\-[2m^-((i-\-b)ii\cA

oder, da

cA— A  , cB-\-B'
p  =  —------- , a-\-b = ------- -—

b— a cA

ist, die folgende Gleichung :

2 H ' = — m(cA— A')— c'(cA— A')^-2mcA^-n(cB-\-B')

wofür auch

2H' =  c(mA-t-nB) -\-mA!-\-nB’—c'(cA—A')

geschrieben werden kann. Mit Rücksicht auf die vorhin bewie- 
senen Relationen ergibt sich daraus einmal

c'(cA— 4̂') = c H — 2H/-hmA'-+-nB'

und dann auch

c'(cA— A ') = c H —H '-hK—(m B-hnC )

Dies vorausgesetzt lassen sich nun auch die Gleichungen 
für L und L', und zwTar leichter als aus (II) und (III) unmittelbar 
aus den im Art. 1 angegebenen Bedingungen

L = b 'c ,p - \ -c /a'q~ha'b,r

L'=b'c'ap-\-c'albq-\-(t'b'cr

herleiten. Letztere gehen für q = —p  und wenn man für p  und r  
ihre vorhin bezeichneten Werthe substituirt, über in die fol­
genden :

L=?ic'(cA— A')-\-a'b'A 

L ' = —mc'(cA—A')-ha'b'cA

Die Grossen c und c' lassen sich daraus vollstândig elimi- 
niren; wird nâmlich der Werth von c'(cA—A') den beiden zuletzt 
hierflir gefundenen Formeln entnommen, so folgt :

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



L-— n[cH— 2 H'-h-inA'-i-nB'] -t-a'b'A 

L ' = —m[cH—H'-hK— (inB^-nC)]-\-a'b'cA.

Da hierin

a' b '= m z-hm n(a-hb)-hiizab

oder

,j 2 cB-hB  2 C
a b = m  -\-mn . ------ ;----- 1- n . —-

cA cA

2 7 0  W i n c k l e r .

so ist

wofür auch

a'b'A =n i(m A -hnB )-h  —  (mB'-hnC')

a 'b 'A = m H -+- —  IC 
c

geschrieben werden kann. Bemerkt man dazu noch, dass

so hat man folgende zwei Gleichungen

a'b'A = ( m —nc)H-\-n(H'-hK) 

a'b'cA =m cH -\-nK '

und kann von der erstern bei der Formel für L, von der letztern 
bei jener für L' Gebrauch machen. Geschieht dies, so ergeben 
sich die verlangten Gleichungen in folgender Gestalt :

L = m  (ii A' -+- H) -+- n (iiB' H- K — H') 

L'=n(m C-hK')-hm (m B-hH '—K)

womit nun aile erforderliclien Bestimmungen getroffen sind.

Nach Art. 2 und wenn man die vorigen Resultate zusammen- 
fasst, ergibt sich daher der Satz :

L e i s t e n  d i e  C o n s t a n t e n  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i -  
c h u n g

[Acc%-+-2Bxy-!t-Cyi-{-2Hx-st-2Ky-\-L\ dx  

-H \A!x%̂ - 2 B 'x y ^ C 'y %-^2H 'x-^2K y-^L'\ d y =  0
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d e n  i n d e n  G l e i c h u n g e n

B K — C H
B(H'-\-K)—H(B'-hC)

AC'—BB' BC'—B'C-hA'C'—B'1
A B —A B ^ A C  l ï1 A C '—BB'

...(c)

u nd

L=m (iiA ' -\-H)-\-n(iiB' -+-K—H') 
L'=n(m  C-\-K')-\-m(mB-hH'—K)

e n t h a l t e n e n  B e d i n g u n g e n  G e n l i g e ,  w o b e i  

BK — C H  B'H—AK________  « --  -------------
BB'—AC' ’ BB'—A C

m

i s t ,  u n d  b e z e i c h n e t  m a n  mi t  c d e n  g e m e i n s c h a f t -  
l i c h e n  W e r t h  d e r  d r e i  B r t i c h e  in (c), s e t z t  f e r n e r

, c H - H  
c =  2 ’ e A _ À' - ( ' « + « * )

u n d  n e n n t  ma n  a, b d i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g

CA z z-\-(cB-\-B')z-\-C' =  0

so e n t s p r i c h t  j e n e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  d a s  vo l l -  
s t â n d i g e  I n t é g r a l

(ce-hay-\-m^r-anYA~ A', -v, ^----- ------------- — •(x-jt -c y - \ - c Y b- â A =  Const.
\ je - \-by -t-m-î-bn)

Es ist bemerkenswerth, dass dieses Résultat auch erhalten 
wird, wenn man von der Gleichung

2qio(ydn—m f/v) -f- ( p m 2 ~t-2p'vv-hj)"vz) dw =  0 

ausgehend, die Substitutionen

u=æ -hay-+-a'} v=£ü-t-by-Jt-b', w = x - \ - c y - \ - c '

macht und dann dasselbe Verfahren wie im Art. 1 befolgt.
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7.

Einer cler Falle, in weichen das Résultat des Art. 2 zum 
Theil in unbestimmter Form erscheint, ist ferner derjenige wofür

■̂ L — ?L — 9L
~A ~B ~C

ist.

Man tiberzeugt sich leicht, dass dann die Bedingungsglei- 
chung (I) für die H  und K  identisch stattfindet, und dass die 
Gleichung

Az3- ( A - i - 2 B ) z 2~+-(C-+~2B')z— C / =  O 

deren Wurzeln die Coëfficienten a, b, c sind, in die Form 

(Az—A )[A zz— 2 B z + C ]  =  O 

gebracht werden kann, deren eine Wurzel z = c  oder also

A
e =  -a

bekannt ist. Es sind dann a und b die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung :

Azz— 2Bz-+~C=0  

oder, wenn man will, der Gleichung :

A z 2— 2B'z-hC' =  0.

Sind diese berechnet, so ergeben sich b' aus den Formeln 
des Art. 2 wie folgt. Offenbar ist

/ B \
a {ilA—A ) — (aB—B') -- (aA—A )  (a — — )

D a aber

- j = 4 ~  o ^ )
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SO folgt:

a (aH—H ')— (aK—K')
" = 2 ' ( u - b ) ( « A - A ) -

und ebenso

b { b H - H ’) - ( b K - R ' )

(b— a)(bA—A')

Was nun aber c' betrifft, so zeigt die, Art. 2 erhaltene 
Formel

c'[c{cA—A ' ) - { c B —B')] =  c ( c H - H ' ) — (cK—K') 

dass wegen

cA—A ' =  0, cB—B ' =  0  

jener Coefficient unendlich gross ist.

Ferner findet man aus den dort angegebenen Gleichungen

p  =  07 q =  01 r =  A.

Das allgemeine Intégral

(æ-^ay-\-a')p (æ-ï-by-\-b'y (x -h cy -h c ’Y =  Const.

würde in dieser Form für

p =  0, q =  0, c' =  oo

seine Bedeutung verlieren ; da aber, wie gezeigt werden wird, 
die Producte c'p, c'q endliche bestimmte Werthe erhalten, so 
betrachte man das Intégral in der Form :

(æ-hay-^-a'Y p(&'-^-by-hb'Y ^  =  Const.

Dann geht der letzte Factor über in

(an- c y ) r  _  ^ A x - h A ’ij

und es sind daher nur noch die Werthe von c p  und c'q zu er- 
mitteln.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXIV. Bd. II . Abth. 18
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D iese ergeben sich sehr leicht aus den im Eingange des 
Art. 1 für H, H', K, K ' angeführten Gleichungen, wenn man darin

P  == c'p, Q =  c'q

sonst aber

V =  0, g =  0

setzt. Es folgt dann:

2 H  = P -+ -0 -+ -(ff/H-ô/)r  

2 K  =bP-haQ-+-(ab' -\-a'b)r 

2H'=aP-\-bQ-\-{fi'-\-b')cr  

2K'=abP-\~ab Q-\-(a-b ' -f-n'b) cr

und hieraus :

a(cH—H ')— (cK—K')
(« — b)(c— a)

Q b ( c H - H ' ) - ( c K - K ' )
U ■ ( b - „ ) { c - b )

Das gesuclite Intégral ist somit :

(x- \-ay- \-a 'Y  (a?-{-by-\-b')Q eAx+Ay =  Const.

Was nun aber die bis jetzt nicht berührten Constanten L 
und L' betrifft, so konnen in dem vorliegenden Ausnahmefall die 
Gleichungen (II) und (III) zu deren Bestimmung nicht benutzt 
werden. Sie sind hier geradezu ungiltig, weil die bei ihrer Her- 
leitung ausdrücklich gemachte Annahme, dass keine der Grossen 
a', b', c' unendlich gross werde, wenigstens bei c' nicht zutrifft. 
Man muss daher auch in diesem Falle auf die ursprünglichen 
Bedingungen des Art. 1 zurückgehen, wonach

L =  bfc'p-\-a'c'q-+-a'b'r 
L' =  ab'c'p-+-ba'c'q-\-ca'b'r.

Wie im allgemeinern Fall làsst sich sowohl L als L' unab- 
hângig von den Wurzeln a, b, c blos durch die Constanten der 
Differentialgleichung ausdrücken. Die hierzu erforderliche, etwas 
umstândliche Rechnung braucht blos angedeutet zu werden. Für
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a', b1, ferner für
c'p =  P, c'q =  Q

setze man die vorhin gefundenen Werthe, substituire A für r 
und befreie die Gleichungen von Brüchen, dann lassen sich die 
Coëfficienten der Producte und Quadrate von H, K, H ', K' durch 
die symmetrischen und dem Werthe nach bekannten Yerbindun-

A'
gen a - h  b und ab sowie auch durch c =  —  darstellen. Übrigens

A
ist es nicht nothig, diese Rechnung auch für L' auszuführen, weil 
sich die entsprecliende Gleichung aus jener für L  unmittelbar 
ergibt, wenn man die in Art. 2 bezeichnete Yertauschung der 
Buchstaben eintreten lâsst.

Die Resultate erscheinen nach einigen nahe liegenden Re- 
ductionen in folgender Form :

(A'z— 2A'B-hAC)(B2—AC)L  

=  A*[CH'%— 2B H 'K '-hA K ,z]

— AC[CH*— 2BHK+AK*]  ... (1)

+ 2  A (A K —B H )(BK—A K )

-+-2 A'(CH—BIl)(BH—AH')

und
(6'z—2CB'^C'A')(B ,Z— A C )L '  

= C ,z[ A K %— 2B K H -i-C 'H 2]

— C 'A [A 'K *— 2BK'H’-h C 'H z\ 

-+-2C(C'H—B'K) (B 'H — C H )  -  (2)

-+-2C(AK'— B H 'X B 'K — C'K)

Man kann die Ergebnisse wie folgt zusammenfassen. 
F i n d e n  z w i s c h e n  d e n  C o n s t a n t e n  d e r  D i f f e r e n ­

t i a l g l e i c h u n g

[Aii'z- \-2B xy-hC yz-+-2Hv-{-2Ky-hL\d;v 

-+- [A  æï -\-2B'a:y -+- C'y2-h2H x~h2K 'y -+-//] d y =  0

d ie  G l e i c h u n g e n

— — —  c
18*
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un d  j e n e  (1) u n d  (2) s t a t t  u n d  b e z e i c h n e t  m a n  m i t
a, b d i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g

Az*—2 B » - t - C =  0 

s e t z t  m a n  f e r n e r  z u r  A b k ü r z u n g

9 .

u n d

a(aH—H ')— (aK—K')
(« — b)(aA—A') 

b ( b H - H ' ) - ( b K - K ‘)
(b—a)(bA—A')

a(cH—H ')— (cK—K')
(a —b)(c—a) 

h ( c H - H ' ) - ( c K - K ’)
{b—« )(c—4)

so  i s t  d a s  v o l l s t a n d i g e  I n t é g r a l  j e n e r  D i f f e r e n t i a l ­
g l e i c h u n g :

(æ-\-ay-+-a')P (æ-\-by-\-b')Q eA-c+Ay — Const.

Es versteht sich von selbst, dass man zu diesem Résultat 
auch direct gelangt, wenn die Gleichung

(qv-\-q')du-\-(pu-+-p,)dv 
-+- (qv-^-q')(pu-\-p')(mdu-hndv) - 0

zu Grunde gelegt, dann

u - x-^-ay, v =  æ-\-by

gesetzt und des Weitern analog w iein  den Art. 1 und 2 verfahren 
wird.

8.

Ailes Yorhergehende gründet sich auf den Fall, dass in dem 
Intégral die Potenzen von drei linearen Ausdrücken vorkommen. 
W ie ich glaube, ist das Yorkommen von vier solchen Verbindun­
gen im Intégral noch nicht in Betracht gezogen worden.
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Man gelangt dazu, wenn die Gleichung

(qvz-t-2q'v-hq")du-\-(puz-ï-2j)'ti-\-p”)dv =  0 

mittelst der Werthe

u =  æ-\-ay, v =  x^ -by

transformirt wird. Die liieraus entstehende mit der gegebenen 
Differentialgleichung verglichen ftthrt dann zu den Bedingungen

Aus diesen 12 Gleichungen lassen sich die 8 unbekannten 
Coëfficienten p , .  .q , .  .a, b finden und ergeben sich noch 4 B e­
dingungen, weichen die Constanten der gegebenen Gleichung 
genügen müssen. Zunâchst ergibt sich nâmlich

a(aA —A )  —(,%B—B ') =  0, b(bA—A )  —(bB —B') =  0 

a(iiB —B') — (aC— C )  =  0, b(bB—B ')—(bC — C') =  0 

a(aH—H ')— (nK—K') =  0, b(bH—H ')—(bK—K')  =  0

und daraus gelit hervor, dass a und b nicht nur die gemeinschaft- 
lichen Wurzeln je  zweier neben einander stehender, sondern 
gleichzeitig aller sechs quadratischen Gleichungen sein müssen. 
Damit dies der Fall sei, ist erforderlich, dass man habe :

wobei der Kürze wegen die gemeinschaftlichen Yerhâltnisse mit 
m  und n bezeichnet wurden. Hierin bestehen die genannten vier 
Bedingungsgleichungen. Zugleich sind auch a und b als die 
Wurzeln der Gleichung

A -  p-t-q  

B =  ap-hbq

A' =  bp-\-aq 

B' =  ab(p-hq)  

C 1 =  ab(ap-\-bq) 

H' - bp'-\-aq'

K' =  ab(j)'-\-q') 

L' =  bp"-\-aq"

C *= azp-±-bzq 

H =  p'-^q'

K  =  ap'-+-bq' 

L =  p"-1r-q''

A - \ -B  B + C  H!-\-K 
A  ~  B ~  ~ ~  I l  

B' C' K '

m
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z %—  m z-\-n  --- 0

bestimmt.

Für die Ubrigen sechs Coëfficienten ergeben sich die Glei­
chungen

(a — b)p =  aA—A ,  (b — a)q =  bA—A

(a—b)p' =  a H - f f ,  (<b — a)q' =  bH—H'

(a—b)p" - aL —L ( b  — a)q" =  bL—L'

durch welche jene Coëfficienten immer bestimmt sind, wenn a  
von b verschieden ist. D ie zu Grunde gelegte Gleichung lâsst 
sich dann in folgender Form schreiben :

[(bA—A y - h 2 ( b H —H ')v-hbL —L !]du

— [((aA—A')u%-\-2(aH—H')u-\-aL—L']dv =  O

und ihr Intégral ist

du

f - (aA —A ) u 2-\-2(aH—H')u-\-aL—L' 

dv
- Const.

(bA—A ) v z- ^ 2 ( b H - H ' ) v - h b L - L '

w elches sich, wenn man

(a A —A')uz-+-2(aH— H ' ) u + a L —L  

=  (aA—A )  (u— a.)(u— a')

und

(bA—A > 2-t-2( b H - H ' ) ü - h b L - L '

=  (bA—A')(v— fi)(v— j3')

setzt, durch vier Logarithmen ausdriicken lâsst.

Hieraus folgt :
F i n d e n  z w i s c h e n  d e n  C o ë f f i c i e n t e n  de r  G l e i ­

c h u n g

[Ax2-\-2Bxy-i-  Cyz-\-2ffx-^-2Ky-^L] dx  

H- [A'x2-\-2B'xy-i-C 'y 2- \-2H ’x-\-2K 'y-\-L ']  d y= 0
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die Relationen

A ' + B  B'-hC H - h K
A ~  B H

H C  _  K'
~A ~  B ~  H

s t a t t  u n d  b e z e i c h n e t  m a n  mi t  m d e n  g e m e i n s a m e n  
W e r t h  d e r  d r e i  e r s t e n ,  u n d  mi t  n j e n e n  d e r  dr e i
l e t z t e n  B r i i c h e ,  f e r n e r  mi t  a u n d  b d i e  v o n  e i n a n ­
d e r  v e r s c h i e d e n e n  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g

z 2— mz -h n =  0

u n d  m i t  a ,  a'  u nd  /B, j3' d i e  W u r z e l n  r e s p .  d e r  G l e i  
c h u n g e n

(aA—A')uz-h2(a.H -H ')n-+-aL—L > =  0 

(bA — A')v2+ 2 ( b H —  H  )v -^ b L —L ’ — 0

so  ist  d a s  v o l l s t â n d i g e  I n t é g r a l  j e n e r  D i f f e r e n t i a l ­
g l e i c h u n g  d u r c h  d i e  F o r m e l

x-\-ay  —  a ( P - P  ' ) { b A - A ' ) x ^ - b y — j3' ( a —a ' ) ( a A —A'~)

x - \ -a y —  a'_ . x - \ -b y — /3 .

d a r g e s t e l l t .
Wenn einer der Coëfficienten B ', C", K'  Null ist, so sind 

es vermoge der Bedingungen des Satzes auch die beiden anderen, 
und wird das zweite Glied der Differentialgleichung frei von y. 

Ist nun aber B ' =  C' = K '  =  0, also auchrc=0, so wird

A ' = A j - B ,  S = h £ - K

und geht die Differentialgleichung über in :

B . [Ax2-\-2Bxy-\- Cy2-h 2H x-h 2Ky~hL] dx  

-b  [(A C—B2) x 2-+-2(HC~ K B )x ^ B L ']  dy  =  0

Die Gleichung für z  reducirt sich auf

z2 —  mz =  0
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und es ist

daher sind a, a! und fi, fi' die Wurzeln resp. der Gleichungen:

B zuz-\-2BKu-h CL—B L ' =  0  

(AC—B*)vi-h2(H C—K B )v -h B L '=  0

und das Intégral der vorstehenden Differentialgleichung ist :

unmittelbar hâtte finden konnen.
Wenn einer der Coëfficienten A, B, # N u l l  ist, so sind es 

offenbar auch die beiden anderen und in diesem Falle wird das 
erste Glied der Differentialgleichung frei von x \  die Aufgabe 
ist dann der vorigen ganz analog, aber es werden die Formeln 
unbrauchbar, weil m und n unendlich sind. Übrigens braucht 
kaum bemerkt zu werden, dass, weil für A =  B =  H = 0  die Dif­
ferentialgleichung in

\Cy2-\-2Ky-+-L] dx  

-+- [A'x'i^ -2B 'xy-\-C 'y i ->r-2H'x-ir-2K'y->r-L']i dy =  0

übergeht, und zwischen den Constanten die Relationen

stattfinden, es behufs der Trennung der Verânderlichen hinreicht, 
wenn man blos für x  eine neue Verânderliche einführt, welche 
durch die Gleichung

B x^t-C y  — a!BJ L x —fi

wie man übrigens durch die Substitution

B x - h  Cy — aB  1 b! X — fi' '\Bi— AC 
X — fi

=  Const.

A' À'
C = — . C — B', K = ~ . K - H

Jf B

bestimmt ist.
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Ein eigentlicher Ausnahmefall des allgemeinern Resultates 
aber findet statt, wenn die Constanten der Differentialgleichung 
so beschaffen sind, dass mz—4 w = 0 , also die Wurzeln der qua- 
dratischen Gleichung fur z  einander gleich werden. Dann ist

, 1a =  b =  -g- m

und werden die früheren Formeln unbrauclibar, aber der Weg 
auf dem sie erhalten wurden, fiihrt mit einer kleinen Abânderung 
dennoch zum Ziele, wie hier kurz angedeutet werden mag.

In der frühern Gleichung

[(bA— A ) v z^-2(bH—H ')v -bbL —L']du
—  [(.«A—A ) u 2-±-2(aH—H')u-\-ctL—L']dv =  0

wobei

u =  x - \ - a y , v =  x-h- by

setze man zunachst

b =  a h- e,

unter s eine kleine Grosse verstanden, so dass

v =  v-\-ey
also

v2= u z-\-2evy , d v = d u -h s d y

gesetzt werden kann. Es ergibt sich dann, wenn zur Abkürzung

U = ( a A — A ) u z-+-'2(«H—H')i(-haL—L'

bezeichnet wird, die folgende Gleichung :

Udu-hSsy\(iiA— A )u -h a H —H '] du 
-^-s[Au2-i-2Hu-\-L]du— Uda— s U d y = 0

nus welcher nach W eglassung der sich aufhebenden Glieder und 
" cnn man mit e dividirt:

ydU — Udy -+-[Aui-+-2Hu-hL] dit =  0

‘‘l'halten wird. Das Intégral dieser und also auch der gegebenen  
1 Mcrentialgleichung ist
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JL
ü

Auz~h2Hu-hL  ,  „  ^
—  du =  Lonst.

U2

Nach Ausführung der Quadratur hat man

u =  x- \-ay
zu setzen.

Da m =  2a, n =  az,

so findet der hier in Rede stehende seltene Ausnahmefall nur 
dann statt, wenn die Relationen

A'-hB B'-\-C H '^ -K
— A -  =  — B -  =  - H -  =  2a  

_  2
A ~  B ~  H ~ ü

bestehen, durch die zug-leich auch a bestimmt wird, und welche, 
wie man sieht, fünf Bedingungen zwischen den Constanten der 
Differentialgleichung ausdrücken.

Unter die besonderen Falle, in welchen die in diesem Art. 
aufgestellte Form des Intégrais eine Modification erleidet, gehort 
auch jener, für den entweder die Wurzeln a und a!, oder (3 und j5' 
einander gleich werden.

Damit z. B. a ' =  a. werde, muss

( a A - A ' X a L - L ^ - i c i H - H 1) 1 =  0

sein und ist erforderlich, dass diese nach a quadratische Glci- 
chung mit der frühern

a2 — ma-\-n =  0

eine gemeinschaftliche Wurzel besitze, so dass sich sowohl diese 
Wurzel a in rationaler Form als auch noch eineweitere, fünfteBc- 
dingung zwischen den Constanten der vorgelegten Gleichun}ï 
ergibt.

Die zweite Wurzel der Gleichung

z z — mz h- n =  0

ist dann die Grosse b.
Angenommen es sei en jene fünf Bedingungsgleichungen ei- 

füllt, so erhâlt man, w ie nicht naher gezeigt zu werden braucM, 
für das vollstândige Intégral die Formel
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( V - V ) { 6 A — A ' )
•t-l- a y — a

Darin ist

æ-\-by — fi' 
x-+-by— fi

_  _  aH— H ' 
a A —A'

a A —A '
=  Const.

und werden j3, fi' mittelst des Werthes von b aus der weiter 
oben für v angegebenen quadratischen Gleichung gefunden.

Wie in dem vorhin betrachteten Ausnahmefall findet also 
aueh hier keine rein algebraische Losung mehr statt.
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