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Ein Beitrag zur Theorie (1er Functionen complexer Variabelen1
Von H erm aim  F rom beck  stud. phil.

(V o rg e le g t  in d er S itzu n g  am 19. O c to b e r 1871.)

Die Theorie cler Functionen complexer Variabelen gewinnt 
wesentlich an Klarheit und Vollstandigkeit, wenn man ihre Un­
tersuchungen auf Functionen beliebiger nicht gerade complexer 
Ausdrücke mit einer Mehrzahl von Verànderlichen iibertrâgt. 
Es ist zu diesem Behufe nothwendig, die Bedingungen, unter 
weichen die Gleichung gilt

F \f(v,  y, *,•••)} b  • ) *)
zu ermitteln; die Annahme des Zeichens f  auch rechter Hand 
wird hierbei zur eindeutigen, nur von der Charakteristik F  ab- 
hangigen Bestimmung für die den Variabelen æ, y, z , . . . cor- 
respondirenden Functionen f , 'p, . . .  in dem einen Fall, wenn

f  =  U'j> -f- bip h - H- . .

wo die Constanten a, b, c . . .  derart gewahlt sind, dass eine Glei­
chung f = f y nur durch die speciellen Voraussetzungen <p =  <pv  
’p= ip v  x = X v  • • befriedigt wird. Um jene Bedingungen zu er­
halten, differenzirt man die Gleichung 1) in Bezug auf aile 
Argumente; aus dem totalen Differentiale

d F =

j()f dtp 3/' d'p 3/' 3*/ \
+  ’ 8Ï- ^  ^  ' 8 Î H" ' • • ) d x  ^

3ÿ> 3 y  dtp "èy 3^ 8 y  J

1 Im A nschlusse an S c h l o m i l c h ’s Compendium der hoheren A na­
lyse, II. Bd. S. 44—68.
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=  Xdx  -f- Ydy -+- Zdz h - .

und der Définition

d f =  f  'xdx  n - fydy  n - f i  d z - h . .

ergibt sich ein eindeutiger Differentialquotient, wie ihn die Glei­
chung 1 ), wo F  von den Beziehungen der dx, dy, d z , . . . unter 
sich unabhângig ist7 voraussetzt, wenn sich in dem Ausdrucke

dF X d x  -4- Y d y - t - Z d z - h .
d f  f xdx  -h fydy-^ -fz dz-{ - .

rechter Hand aile dx, dy, d z , . . .  eliminiren lassen. Es führt dies 
jetzt zu der Annahme

- dz  n

welche in der That die sammtlichen Bedingungen enthâlt, mit 
denen das Bestehen der Gleichung 1) verknüpft ist.

Für das Folgende ist die Untersuchung des speciellen Fal- 
les von Interesse, gemâss welchem als Eigenschaften der Func­
tion f  die Beziehungen gelten

3 f  _  3 f _  3 f _
P ' î x  q ’ î y  *'3z ‘ ^

und zu dem Gleichungen 2) als zugehorige Bedingung die For-
meln liefern

1 1 1 3^ \ __  A\
-P —  ' s — 1------‘ â— 1-------^ ^  • — )\ p  ox q ox r  ex  J

\ P  t y  q t y  r  ’èy

r 1 ^  1 1 3y
p  <iz q %z r  3 z

Man genügt diesen letzteren unter anderm, wenn man die 
genannten Eigenschaften der Function f  auf die Zeichen <p,
X, ■ ■ • übertrâgt und schreibt
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df
dx ~ q ' d y ~ 1 dz

dtp
dx ~ q ' d y ~ * dz

— a 3 x - r h
dx ~ q - ï y - f ' dz

Die bislierige Betrachtung flihrt nun unmittelbar von dem 
speciellen Integrale der Gleichungen 3)

x  y z
f  — -----1--------1—

p q r

zu dem allgemein en

.f = F

oder auch

f ,  <J>, X , . .  . /  =  F V ^  H -  —  H -  —  - f - . ,
1 \ p  q r

dies letztere mit einer den Bedingungen für y, xp, . .  . analogen
Bedeutung der Functionen <pv  y v

Es ist jetzt leicht, ohne Rücksicht auf das allgemeinste Inté­
gral der Gleichungen 4) den im Anfange erwahnten eigenthümlichen 
Fall zu erledigen, wonach nunmehr die Zahlen p, q, r , .  den 
dort für a, b, c, . . . aufgestellten Bedingungen entsprechen ; der 
wechselseitigen Quotienten jedoch aus p , q, r , . . halber ist es 
nothwendig , diese Multiplicatoren nâher zu specialisiren. 
Beschrânken wir uns im Folgenden auf die vier Substitutionen

1 1 1 \r~ - î  • 1 i /— t  v 1 -,—  = 1 ,  —  =  v — l = i ,  —  =  V —  1 =  ï . —  =  u .
p q  t' ' s  '

weichen jene Eigenschaft zukommt (siehe Anhang 1.), so erhal­

ten wir mit blosser Rücksiclit auf die Worte -+-][±  ]f— 1 und 

-h  \f— 1 für die bezeichneten Quotienten die Ausdrttcke
33*
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—  =  — i ,  — — = '- 4 - i \
P P  P

r s _____ _ q
— = + * ,  —  = - \ - u  , —  = — u ,
q q r

—  = — * —  =  ï  —  =  i
r ’ s ’ s

und es spalten sich die Gleichungen 4) in die folgenden 12

3 f  d'p 3 ^  33- d'p d f  3 .S- 3 ^

dx  3y  3 z  3 1 ’ d x  3y  3*  dt

3*  ̂ S 3 - 3 ’̂  __ d<p BcS- 3-^ __ 3 ^  __ 3ip
dx  3 y  3z  3 1 ’ d x  dy dz dt

Die derart bestimmten Functionen <p, ip, •/ und 3- besitzen,. 
w ie auf dem W ege der Elimination ersichtlich wird, die folgen­
den gemeinsamen Eigenschaften

3y  3 y _  a y  3y  _  3Y 3Y _  8Y 3 Y _  0
”3 ^  +  "3^ —  d ^ r ~h W r =  ^ i ~}~ W ~  l i t f ~ * ~ ~ d F ~  ’

denen schliesslich dem früheren analog das unvollstandige In­
tégral

f  —— F ( x  — ty  -+- i z  —i— n t )

oder

f =  F [ f (x -h iy - \ - ï z - \ - i i t ) h - i’p (x-i-iy-h i'z-hn't)  ~h 

-+- ï y  (x~\-iy-]-i'z-\-u t)  -+- ii' ̂ ( x -h iy -h tz -h n ' t ) ]

mit den bekannten Ergànzungen

Ft ( x — iy— ï z - \ - i ï t  ) ,  F0 ( x — iy- t - i ' z— i ï t  ) ,  Fn ( x - \ - i y — i'z— Ht  )  

entspricht.

Zu dem Kapitel der Functionentheorie, welches von der 
Intégration lângs geschlossener Contoure handelt und zu den 
weiteren Ausführungen betreffs asynektischer und vieldeutiger 
Ausdrücke in x  und y  konnen jetzt einige sehr wesentliclie Er-
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gânzungen gemacht werden. Es bedarf hiezu einer Verallge- 
meinerung des Abschnitt IV; S. 52 a. a. O. aufgestellten Hilfs- 
satzes über Doppelintegrale, w elche, eines speciellen Beweises 
nicht bedürftig, sofort durch die folgende unmittelbar einleuch- 
tende Formel vergegenwârtigt werden moge.

(n— 1) J . . . -f-On dxW ) =  5)

îx"

3 0 ,

30><
3.r'

dx'

3#"'

3<D

dx'"-
3<I>,

3oK4)
h  d x ^ - h . .

30),

3,r(")
dxOO \dx'

3<I>9
3æ*'

3<ï>

=-dx' \dx"

’èx"
rr d x ” \dx

3<ï)n , 3cD„
r d x  — — .

ox dx
■dx ‘̂~ in  dx(“)

W enige Bemerkungen genügen zur Erklârung dieser For­
mel. Die Doppelintegrale rechter Hand nach d x ' , dann dx", 
d x '",. . ., endlich nach d x (n) sind wesentlich einander gleich, 
nur die Art ihrer Entstehung ist verschieden ; es ist hiebei zu 
unterscheiden, ob n — 1, n— 2,. . .  oder ob z. B. blos eine Glei­
chung zwischen den n Verânderlichen vorliegt. Im ersten Falle, 
wenn n— 1 specielle Beziehungen gegeben sind

X' =  =  ?3('V'") =  =  fn O 00) ,

stellen die Integrale

3<ï>,
3#'

dx"dx'
3 cD
3ar

f- dx'"dx',
3<D<

3a?C»0 d x (-,l)dx

sâmmtlich das gleiclie Résultat der Intégration lângs eines (ana- 
lytischen) Contours n— lter Krtimmung vor, mag derselbe gesetz- 
mâssig oder ungesetzmâssig verlaufen (die Zeichen <p3, . .  
<p„ vertreten die Function in ihrer grossten Allgemeinheit) ; um 
die einmalige Intégration lângs dieses geschlossenen Contours,

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



5 0 0 F r o m b e c k.

den jene n— 1 Gleichungen definiren, oder den Ausdruck 
J zu erhalten, muss die Summe der Doppelintegrale durch
n— 1 dividirt werden. Das gleiche gilt nun auch von allen die 
Functionen <ï>2, <ï>3,. . . <J>„ betreffenden Integrationen ; nur ist 
selbstverstândlich eine Integrationenfolge x (q\  x (p>, da ailes 
lângs desselben Contours zu erfolgen h a t , mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen der Folge x(p\  x^q) zu versehen. Der zweite 
Fall, welcher wie aile folgenden durch den ersten direct erklârt 
wird, hat es nunmehr zu thun mit einem durch n —2 Gleichun­
gen defînirten Integrationsorte ; den Relationen gemâss

*  =  « * •" , x'") =  %(x", *•<»>) =  . . . =  +„(>", * (“))

erfolgt die Summirung auf einer Flâche im allgemeinen n— lter 
Krümmung, ohne dass in Bezug auf die Zeichenwahl eine Ande­
rung eintrâte. Gleiches gilt für den dritten Fall

æ' =  Xii*"’ æ'"> æ(i)) =  VÂ^"’ æ'”> v (5)) =  • • • =  Xn(æ", x'",

für den vierten, fünften u. s. f . , endlich für den letzten

X ' = v n(x", X"',. . .XW) ,

bei welchen die specielle B e z e i c h n u n g  des Integrationsorte,s 
in geometrischen Verhâltnissen keine Analogie mehr findet.

Zufolge dieser Erlâuterung ist es jetzt m oglich, Sinn und 
Werth eines Intégrales J F ( f ) d f  zu ermitteln, wenn f  eine Func­
tion der n Verânderlichen x', x " , . .  . x^n) vorstellt, die der Glei­
chung 1) genügt, die Intégration aber an irgend einen der vor- 
erwâhnten analytischen Orte gebunden i s t , bei welchen als 
gemeinschaftliche wesentliche Merkmale erstens ein ununte-rbro- 
chener Durchgang der Function F  von einem Werthe F0 durch 
aile Y erânderlichen nach F0 zuriick, zweitens Continuitât, End- 
lichkeit und Eindeutigkeit der Function selbst im Innern und an 
der Oberflâche des also durchwanderten Werthcomplexes stat-t- 
finden. Schreibt man nâmlich

{ F { f ) d f =

^  d x ’+  & ,lx ' ^  ■ ■ ■ + $ »  >
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so erhellt die Anwendbarkeit der Gleichung 5) ; man hat unter 
Beriicksichtigung der Relation 1)

J F ( f ) d f =

3F 3 F  7 SF , M] î /  ,
t., </'1' ' t., 8.r* ^

Ein B eitrag z. T heorie d. Functionen complexer Variabelen. 5 0 1

n— 1

Î F  7 n ,  % F  7 « ï  , , 1 5 /  ,dæ-h^--T7.d,v(i)-h-. . . — r—-  d x  - d x
W  " ‘ ‘ ’ ïx '  ‘ Jîx'

( 3 F  3 F  3 F  \  3 / ‘
-  -  ' 0 , ' A" f . ,  J  '"*• • •

^ F W  K * ^ <fc"'+~ ^  Æ  ‘H * ’’

32/ ’ 3 2/' 8 y  \
-------— dx'"-1.-J  . ■ d x ^ - \— . . . — — d x ' \dx"
3a?" 3a?'" 3a?"3a?(4> 3a?"3a?' J

. (  V f  d f  8 y  dv" V f  r f r > - " W ^
W ^ ' dx  3*<"<8Æ-" ' -------- j  [

Die Doppelintegrale rechter Hand verschwinden sâmmt- 
lich, jene, welche die Differentialquotienten der Function F  ent­
halten, gemâss den Gleichungen 2), die übrigen nach dem Satze, 
welcher die Umkehrung der Differentiationenfolge erlaubt; es 
bleibt mithin als Résultat

! F ( f ) d f =  o.

Mit der erweiterten Bedeutung dieser letzteren Formel 
erlangen die Consequenzen derselben gleichfalls einen allgemei- 
neren , mannigfaltige Falle umfassenden Sinn. D ie wichtigste 
Amvendung vor allem , wonach hinsichtlich eines Integrations- 
<,rtcs

/ [ V V * i]  =  W i 4 ]
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gilt jetzt niclit blos für Theile einer geschlossenen Curve oder 
irgend welchen beliebigen Contours (verschiedener Ordnung, 
vorerwâhnter erster F a ll) , sondern auch für zusammenschlies- 
sende Theile jedes andern geschlossenen W erthsystems, welche 
durch Werthgruppen der nâchst niederen Ordnung’ von einander 
geschieden sind. Hievon ist z. B. bereits eine einfache Folge die 
Môglichkeit, unter den angegebenen Bedingungen die Reihen- 
folge der Integrationen in Doppel- und mehrfachen bestimmten 
Integralen beliebig zu ordnen.

1. Die folgenden Anwendungen besclirânken sich auf den 
mehrerwahnten ersten Fall (Definirung eines Integrationsortes 
durch n — 1 Gleichungen zwischen n Variabelen) j dem Integra­
tionsorte selbst moge dabei die doppelte (reelle und imaginâre) 
Dimension des Zalilengebietes zu Grunde gelegt werden, indem 
die Summirung àn Parallélogramme, beziehungsweise Reclitecke 
mit den W inkeln 45° und 90° und mit den Seiten a , bi', bez. 
a . bi gebunden gedaclit wird. Der Annahme eines Recliteckes 
entspricht die bekannte Gleichung

fQv)dœ-hi f{îy)dy- f\jb-hiï)d.v

a-hib

1—(— i 1— i
welche wir dahin modificiren, dass wir ï, =  und i ’ =  -——

1 '{2 2 p
an die Stelle von i  treten lassen , wodurcli jenes Rechteck in ein

Rhomboid mit dem W inkelmasse übergeht. Da dieser Fall

einiges Interesse gewâhrt, so moge also hier in Kurzem zunâchst 
blos die congruirende Formel

f(x)doc-\-ï f ( ( M ' y ) d y  =  i' t { ï y ) dy-

ci—\—t b f ,  ‘l ± î ! L x \ dx 6)
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mit Berücksichtigung des Werthes i t' discutirt werden. Wir be- 
sclirânken uns dabei auf den Fall parer und imparer Functionen 
und erhalten für beide Functionsarten gleichmàssig aus der letz- 
ten Gleichung, in der wir — x  an die Stelle von x, dem entspre- 
chend — a an die Stelle von a treten lassen, die neue Gleichung

f ( x ) d x — i' f (x  i ' y ) d y =  i' f (— ïy )d y - f ( x — i'b)dx

a — i'b , a — i'b . . 
f \ ——  x \d x . v

Obwohl dieselbe gerade so wie 6) allgemein für beliebige 
Functionsarten unter den Bedingungen der Gleichung 6) giltig  
bleibt, so bildet sie eine werthvolle Ergânzung zu 6) allein bei 
der Beschrânkung auf die Falle gerader oder ungerader Functio­
nen, wie sogleicli hervorgelit, wenn die verschiedenen Functio­
nen f  unter den Integralzeichen nach dx  und dy  in complexe 
Summen reeller Ausdrücke in x  und y  nach dem allgemeinen 
Schéma

F (x-\- iy -\-i'z-ï-n 't)  =  <P(x, y, z, ^ /<!>j —i— 7<1>2 —t— ct>3

verwandelt werden. Hiefiir liefert nun Nr. 2 des Anhangs die
1 -+-?

nothigen Form eln, w onach , den Fall i ' =  ~ v o r a u s g e s e t z t ,  

Gleichung 6) die folgende complicirte Gestalt annimmt
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a - h ï b
? x- —  X

a \[2 ’ a ÿ  2
x -fi

dy

Behâlt man die Bedeutung der Zeichen dieser ersten Formel 
bei — ein beigefligter Index 1 an die Zeichen y und -p in

f(ii-\-iv) =  f(ti, v)-\-ïp(u, v)

zeigt an, dass in den für u und v eintretenden Argument en statt 
y b

h— —  und h-----— bezüglich die negativen Werthe zu setzen
\j2 \[2

sind, wâhrend jene Argumente immer so eingeschaltet werden, 
wie es unmittelbar hinter dem zugehorigen Integralzeichen ange- 
geben ist —  so lautet die wesentliche Ergânzung, Gleichung 7) 
in analoger Form
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M *  (-  w  ~  - f e f r 1 i
y = | y — y, -+- dy

"h

dy

a— i'b I
dX y

im allgemeinen

A =  B = o .

In 8) lassen sich die Grossen A und B  zu dem complexen 
Ausdrucke p -h iq -h i 'r -h i ïs  =  o , hier in 9) zu dem Ausdrucke 
p-+-iq— i'r— ii's =  o transformiren, wo p ,  q, r  und s reell sind; 
abstrahirt man dabei vorlâufig von der speciellen Bedeutung die­
ser F actoren , so enthalten die zugehorigen Gleichungen ledig- 
lich eine der Bedingungen, unter weichen es erlaubt ist

p  =  q = r = s  =  o

anzunehmen —  die Einführung von ït =  —ii\ in die Rechnung 
(siehe Anhang 1. und 2.) ergibt

p — iq-hi'zr— ii'2s = p  — iq— i' r̂-+-itzs =  o

mit der namlichen Wirkung. Das zweite Intégral nach y  in den 
Formeln 8) und 9) beeintrâchtigt unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Giltigkeit dieses Schlusses nicht, wie es auf den 
ersten Blick hin scheinen konnte , indem sich im Falle parer 
Functionen die mit i' und i ï  multiplicirten Glieder, im Falle im- 

parer Functionen die mit 1 und ]f— 1 multiplicirten Glieder des­
selben tilgen ; zugleich liegt hierin die Nothwendigkeit der
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Unterscheiduiig zwischen beiden Function.sarten , wenn man 
daran geht, in dem Resultate p = . q = r = s = o  für die Nullwerthe 
ihre ursprüngliche Bedeutung zu restituiren. Es leitet jetzt dies 
auf die gewünschten Relationen, über deren Schreibweise die 
früheren Bestimmungen gelten mogen.

Erster Theil der Doppelgieicliungen in 8) und 9) ; Fall A = o .  

a) G e r a d e  F u n c t i o n e n .

i )
][2 n  m

d x =  10) 

d z ,

2) I I C C \ ! ( C C ^
)f2~’ \ [ t )  Vl\ 7 2 "’ ~ W i \

d x =

1

7? d z ,

3) d z =

1

W
d x ,

4 )
> h w w h - i w w .

1

d z =

dx.

fi) U n g e r a d e  F u n c t i o n e n .
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^ . 1 , - * { “+  W ’ w Y ^ ^ H w ’ w )

- 2{ k ’ w d z ,

2)
i ^ w w Y ^ r w - w )

d x =

1

W

dz ,

3)
z z

(pi « H --------- -  -

1

W

|/2 1̂ 2 

£

7 r  n

d z =

? I d'’_H T7̂ = T7k= I— f i  $— 'h d x ,

4) d a + ^ , - ^ = ) - i - d a --- ^ = , -----*=
\ \[2 \[2 j  \  1/2 ][2

d z =

1

7? dx

Zweiter Theil der Doppelgleichungen 8) und 9) ; Fall B 
giltig für beliebige Functionen.
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Eine sehr intéressante Anwendung gestatten diese Formeln 
für den Fall =  (r/ =  oo), woraus sich

f(ii, v )= e ~ 1‘i~hv'i cos 2 uv, •-£(u, v) =  — e~"^"'sin 2 uv

ergibt ; da die Rechnung nichts Besonderes darbietet, so genügt 
die Angabe der Resultate, man erhâlt aus den Formeln 10 , a) 
das folgende System

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Ein B eitrag z. Theorie d. Functionen complexer Variabelen. 5 0 9

e~x*—VZcx cos([/r2ca?-f-c2)-f-^—̂,ï!+^ 2a' cos (\f2 e x — c2) | d-x

= \ f x ,  1 1 )

)
j e - 'vî~Ÿ2cx CO S ( l / 2  CX~hCZ) —  e—.r̂ -hŸ2cx g j n  cv ----- C 2 ) j  (lx —  0

)
x"—Ÿ 2 ex c o g  ^  J~2 ^ _ ) _ c 2 j  — g—x'-hÿïcx

cos ^  — \[2 cx-t-cz \ \d x  =  2 cos (z2) d z ,

_ .x î _ y , 2e .r  g j n  f _ |_  j / 2  C ir _ ) _ C 2 ) -----g —x ^ V ^ c x

sin — \J2 c.r-f-c2] | dx  =  2 sin (z z) dz.

Einerseits führt dasselbe zu bekannten Integralformelu ; 

dies erstere bei der Substitution ^2 cx-\-cz und \[2 ex— cz= z , 
wodurch die beiden ersten Gleichungen in die folgenden über- 
gehen

Ç~\~00 f  -  i /'-t-0 0

e cos z d z  = g - a i ’- gjn z ( j z = Q t

J —OO ---OO

wâhrend durch Addition und Subtraction der übrigen

r C

cos(zz)dz-h-
(*c

sin(z2)rfz = /  — — 2 —  

/  2  c

/O Û

<?-^cos 2 dz
Jo 0 C 1

cos(z2)flfe; —
a

und (c =  0 0  gesetzt)

sin (zz)dz = 2 C-^-
c% roo

Z ‘

e~î?  sin z dz
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nOO
cos (z2) dz =

1
sin (zz') dz =

J° „0

gewonnen wird. Andererseits erweist sich die Substitution der 

unendlichen Reihen für die Ausdrücke cx', cos | / 2 ex  und 

sin j/2 ex  in den Formeln 11) von bedeutendem Vortheil, 
indem ausser der inductiven Werthbestimmung des Intégrales

X)
e ~ x'~ x ? d x , hieraus convergente Reihenentwicklungen für die

Integrale cos (zz) dz und sin (z2) dz namentlich bei kleinen c

entspringen. Den Relationen entsprechend 

cos (z %)dz  =  cos (c2)

-t-sin (c2) 

sin (z %)dz  =  —cos (c2)
i

-f-sin (c2)

_ x„\(2cx):i (2cx)7
3! 7 !

—,r= j(2c.t)3 (2 c* )7
3 ! 7!

_ rî( 2ex  (2c*)5 i (2 cx y
6 l ' \ ~ l  5~! 1 9T~

dXy

d x

.. . \dx

lauten diese Entwicklungen zunâchst in Bezug auf die Werthe, 
welche sie paarweise annehmen

/ , i\ S2c (2c) 5 (2c)9 \
)

(2c)3 (2c)7 (2c)11
sin (cz)

2 .3  4 .5 .6 .7  6.7.8.9.10.11
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2. Von der Function e~li gehen wir zur allgemeinen Sub­
stitution in 6) über

Bei Ansicht dieser letzteren drângt sich die Frage nach den 
Anderungen auf, die eine Einführung der Factoren a —i'y, — ï y  
und x  — i'b anstatt a-i-i'y, - \ - ïy ,  x-hi'b  unter den drei letzten In- 
tegralzeichen mit sich führt. Der Fall ist, w ie leicht zu ersehen, 
von den bisher betrachteten grundverschieden, da es sich hier 
nicht mehr um ein Intégral $ F ( f ) d f ,  sondern um Integrale von

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. I/XIV. Bd. II . Abth. 34

4.5.6.7 6.7.8.9.10.11
w  , (2<ou

Jo

sodann isolirt

5.6.7.8.9
(26)9

2 sin (bz— y 2) d y  =  ^ -
4.5.6.7 6.7.8.9.10.11

(2bY  [ (26)“

f ( t ) =  t f ( t )  ;

die bezeichnete Formel lautet in diesem Falle

12)

,a

i' ï y f ( ï y )  dy -f- (x -\- i /b)f(x-+-ïb') dx
o o
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der Form J F (/'1, f2) df\ oder J F ( f v  /;) df, handelt, worin /,, 
sowie f x Functionen derselben Verànderlichen, allerdings von 
geringer Verschiedenheit bedeuten. Die letzteren Integrale, auf 
einen geschlossenen Integrationsort b ezogen , reduciren sicli 
nicht nothwendig auf Null. Man hat vielmehr, f\ und f 2 als Func­
tionen zweier Verànderlichen vorausgesetzt, nach 5)

w.'A+'-L.'A']. *Ad.V(ivJ ïl .  . A). M dv(h
8/î  ’ày ’ày J \ 8/ i  s/o J t y

F (fv  Q \ 4 é b  dædv ~  ià t;  dy dx’ècc’èy 'èy'èæ

8F  8/; 8F  \  8/ i  . , / 8f  8/i 8 F  i f  A  î f t ,
[\9/; • 9 y ' l' V 2 ' 3 y j ' 8 . r f i l f y  ( y , ‘ 8.r ^ S /;  ' 8.r J ' 81/

32/' 82/'
2 dccdy —  Q ^  r/î/r/o?

’ècc'èy ’ày'èce

d. h. im speciellen Falle

F(fvfi)‘lft=  2|

F(fv f t) d f , =  2\ V.- M . M , , , *
Vj ■ 9ÿ ■ 8.c ÿ V, ' 8® ‘ Sÿ y ’

Wâhlt man hierin für f t und f2, wie es z. B. oben verlangt 
wird, die Zahlen x-^-thy  und x — £hy , wo Çh eine der stets com-
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plexen Wurzeln der Gleichung- a/'+ 1  =  0 bedeutet, so erhâlt 
man sogleich die Resultate

|  F ( x - h t hy, x — Çhy ) d ( x ^ - thy) =

— 2Ch\ \  F'x_ ^ y{ x ^ Ç hy, x — 'Çhy ) d x d y ,

J F (x-hÇhy, x — t hy)d (x — t hy) =

-i-2Ç/i JJ F'x+rhy(x-ht:hy, x — t hy ) d x d y ,

und damit auch die gewlinschte Ergânzung zu der Formel 12), 
nâmlich

x f (x )  d x -h i' (« — i 'y)f (a-h  i'y) dy — i' ïyf(S'y)dy

( x — ïb )  f (x - \- i 'b )dx—2i! f ( x - h i ' y ) d x d y ,

xf(x)dx-\- i ' (a - i - ïy ) f (a  — ïy )d y  =  i yf(— ïy)dy

Ml pbi C'

( x - \ - ï b ) f ( x — i b)dx—2 i'\ i ( x - h ï y )  fx-ïy ( x — i'y) dxdy.
. > J°Jo

f(%)Da noch hâufiger als */*(«), die Function — , welche

moglicherweise discontinuirlich ist,  angewendet werden kann, 
um Integralformeln zu erhalten, so ist es von Vortheil, den 
gegenwârtigen Fall allgemein aufzufassen und demgemâss die 
Gleichung

F(x, x)dx-\-i' F(a-hi'y, a —i'y)dy =  i' F  (i'y, — i'y)dy  14)

F(x-\-i'b, x — i'b)dx—2i' Fx-ïy (x'-hïy, x — i 'y)dxdy

analog wie Gleichung 6) zu discutiren. Wie aus den Defini- 
tionen

34*
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F ( u - \ - iv ,  u — iv )  =  <D(w, y ; u  — iv )  h -  Ï*¥(u, v ; u  — iv )  ;

(ï> (il, v  ; u — iv )  =  f  (ii, y ; u , — y) -+- i ÿ  (u , v \  u , — v) ,

W (u ,  y ; u— iv )  =  y'(ii, v  ; u, — y) -f- i'Y (u , v  ; u, — u)

hervorgeht, besteht die einzige Anderung- des Verfahrens nun-
mehr darin, dass an die Stelle des früheren f  jetzt die in den 
vorhergehenden Gleichungen bestimmte Function f —ÿ',  da­
gegen für ÿ  jetzt $-+-?' 211 stehen kommt, wâhrend die Bedeu- 
tung des Index 1 unverândert bleibt. Bestimmt man noch , dass

so zerfâllt die Gleichung 14) ganz wie 6 ) in vier partielle Glei­
chungen, indem die mit 1 , i, i' und i l  multiplicirten Ausdrücke 
derselben jeder für sich verschwinden, für aile solche Functionen 
F, welche einer der Bedingungen F (£ ‘, rt) =  F(— £; — vj) oder 
F(£; ïj) =  — F(— £; — 77) genügen.

Jene Nullwerthe nun erhalten durch Transposition der Glie­
der die folgenden geordneten Formen von 8 Relationen zur Aus- 
werthung bestimmter Doppelintegrale

— f\~̂ ~ "+■ i'fs “+■ üfii >

a) Bedingung r/) =  F ( — t; — r,)

— — 2f(æ, o ; x , o) dx  =

?2
1
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h b b b \  , 
'PI æ~+- 77̂ F> 77- 5 æ~  -.7- ’ — 77  ̂H"?1̂ 2 1/2 \[2 \[2 j

1

7 F

/>« />6

dy  -f-4
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|3) Bedingung F(Ç; r,) =  — F ( — t;  —  -n).

i b b b b , 
1/2’ 1/2 ’ ^ 1/2 ’ 1/2 J

dx

1

W - ? K ï§ ’ i l ;

-4. o L f y  y - y  - y ] ~ A
y w w  w  m  y l

- v k f J L  J L . _  K_JL  « .„■
( l / 2 ?  1 / 2  ’  1 / 2 ’  1 / 2

fndxdy ,

h '  x~ w  ~ ~ k
dx  -

r b
1

n r [a^  w  h 5 a _  w  ~  h Y ' ^ ’^ A

, 9 L / y  y  . 2/ y  \
^ 2\vm w ~ w ~ w ~ *

- M b f c - b - h V 4 dy ^  \ \ f ^ ’
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,6
<pirc-t--7L i ;  (t---- —  --------— \ — 'L

1/2’ 1 /2’ " 1/2' I/2,1 *

„ y y  • „ + y' V11 ----- — i  — i rt-+-
7 T

cly =

1

W
i ! b b b 6 \

^  7 ?  7 1 ; 7 ? ’ “  7 f H ’

—t— i 'p H— 0 1---'ÿ/j — O |
(rt nÔ

f \ d x d y ,

ojo

4) - ? = • « — -?= - l U '  
[( \ i/2* 1 / 2 ’ 1/2’ '/2 j

^  i « _  y  —  y  • y y
Ÿi{ W  W  W n

d y =

/ 2 . U

i b b b b ,  
-fl ̂  7f • 71; ,r- 7F~ 711

’Pi—?;i d x — 4 f 2dx  dy.

3. Zur Vervollstandigung des bisherigen Formelsystems 
gehort noch eine kleine Discussion der Integrationsorte mit so- 
genannten Ausnahmepunkten. Unter der Voraussetzung, dass es 
sich blos um Integrationen von Differentialen eines einzigen Ar­
gumentes nach diesem Argumente handelt, liefert die Cauchy’- 
sche Gleichung

F(z)dz =  
(<M

pli p 'fj+ S

F(z) dxdy  = F ( z ) d y d x , s =  0 , 
ojï)—e

worin der Index (0 J  irgend einen beliebigen Integrationsort mit 
einem Ausnahmepunkte, rechts das Doppelintegral eine Integra-
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tion auf der Basis eines Rechtecks mit den Seiten a und h und 
dem innerlialb des Recliteckes liegenden Ausnahmepunkt £, 
bedeutet, die nothigen Behelfe; für £ =  o fâllt dabei das untere, 
für £ = «  das obéré unendlic-h kleine s w eg — ebenso bezüg­
lich vj. Schon bei der Einfiilirung anderer complexer Wurzeln 
algebraischer Gleichungen als -m  oder — i , stosst die Auswer- 
thung jener Doppelintegrale auf Unbestimmtheiten ; vollig un- 
brauchbar wird die Formel bei Functionen mehrerer Argumente, 
wie sie im Vorhergehenden angewendet sind, wenn eben die In­
tégration blos nach der einen Verândeiiiclien erfolgt —  es muss 
und kann in diesen Fâllen der Integrationsort (oj) auf einen 
Kreis mit unendlicli kleinem Radius reducirt werden, der den 
Ausnahmepunkt umschliesst. Bei Functionen eines Arguments 
kann diese Réduction ohne weiters geschehen, weil die Wahl 
eines geschlossenen Contours auf das Résultat von keinem Ein- 
flusse ist, und führt zur Gleichung

-»0+27t

F (z)dz  =(Àj-+-X2-h  . . .  -+-À„) 

(0„)

—sin ïj--+- ik cos 7̂ 
cos sin $

d 3 ,

worin lp =  Lim [0 ^ +  0) ] ,  {0 =  0} von 3  unabhângig ist,
4  eine complexe Wurzel von der Form cosr +  î s i nr  bedeutet, 
wâhrend die Intégration links auf einen Contour mit n vollkom­
men eingeschlossenen Ausnahmepunkten Ç2, . .  . t„ bezogen 
ist. Wenn einer der Ausnalimepunkte auf dem Integrationswege 
selbst liegt, gilt die vorstehende Formel nicht mehr; die Inté­
gration lâsst sich dann nur in dem Falle bewerkstelligen, 
wenn der Ausnahmepunkt entweder auf einer Geraden oder in 
der Spitze eines W inkels mit dem Bogenmasse t l ie g t , wofür 
bezüglich statt der oberen Grenze 3-0h - 2 k , 3 0- h n  oder

(^ 0 =  oh- )  ^- eintritt (entsprechend dem W egfall des unter

den früheren Bedingungen £ = 0  und 75 =  0). Man findet nun (s. 
Anhang 3.) — und hiermit erledigt sich die Intégration discon- 
tinuirlicher Functionen eines Arguments x-\-iky  —  je  nachdem 
iA. =  c o s r Hi * sinr,  ais Integralwerth für den W eg (o„)
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F (z)dz =  z^zip • • • *») 15)
( On)

mit den Werthen p  =  2n, k oder r für die vorkin bezeiehneten
TC

Grenzen 3 0-t-2îr, S 0H-nr oder — .u
Nicht viel anders gestaltet sick bezüglicli des Resultates die 

Sache bei Functionen zweier Argumente æm-4?/ und x — iky, die 
nack x- \ - iky  oder nack x —iky  zu integriren sind; die Réduc­
tion des Integrationsortes (o„) auf n unendlicli kleine Kreise um 

Çz,.  . ist kier an die Formel gebunden (s. Gleichung 13)

F ( x ^ - iky, x - i ky )d (x -i- iky)  

(o „)

— • • ■ ^'0
—  sin $  -h  ik cos 3

d-

=  — 24 F'x- i ky (x-±-iky, v —4  y) dx  dy  -+- L im 

OM

t'F'r cos a — ikr sin & (»’ cos.S-h-4?’ sin 3-, r co s3 — ikr  sin S)drdS

rrî r»2rc r2iz
H- r F' dr d S -h  . r F' d rd S

0 0 d0 0
y r i7\ =  r 0= . . . r n =  o[

4. h. wegen des Verschwindens der mit Lim bezeiehneten Dop­
pelintegrale

F(x-b-iky, x —iky )d (x -h iky)  
(0„)

I F ‘x- i hy(x-b iky, x —iky ) d x d y  16)
lc>»)
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[ i . q = L i m \ ù 0 ,  i F ( j L q - \ - i ! c ' f i q - J! - Q 0 ,  E q  — I— ^l)]s

i o u = L i m  {r(cos 3  -t- 4  sin o-)]

(oj = im { r ( c o s  3  — 4  sin 3 )}.

D ie Untersckeidimg’ zwischen dem Factor o0 und o± in (u(/ 
ist unwesentlich ; viel wichtiger ist die genaue Untersuchung der 
Abhangigkeit von \xq bezüglich $ .  Man wird bei richtiger Einfiih- 
rung der Functionen £ -b r c o s3  für x ,  r,-\-v sin $  für y  im Inté­

grale F(z) dz  nicht fehlen ; bei solchen (meist verwendeten)
(On)

Functionen, deren algebraischer Nenner zwischen den Integra- 
tionsgrenzen den Werth o erreicht, ist es gut zu bemerken, dass 
überhaupt nur vier verschiedene Falle denkbar s i nd, wonach 
nâmlich die Intégration lângs einer unendlich kleinen Kreisperi- 
pherie folgende vier Werthe liefern kann.

1. Intégration nach x - h iky  :

5 2 0  F r o ni b e c k.

, .• • f . , , — sin^-f-4cos3
Ÿ\- - k̂ r ,  • ’ Q. 1J 1 cos 3 -+- ik sin 3

o

f  rh £— ikri)
— sin 3--i-4 cos 3-

dS  =cos 3 — î4sm j
o

1 — sin r 1—2sinr n J n

2. Intégration nach x —iky :

/> . > . s f — sin3 — 4 cos3
tUo *>J —J— *>J

1 — sinr 1 — 2sinr n ( c *  \---------- A ï k .'-û ’, n . co),-------------- ,-tt-o—rtanr tp ; t  ,cos r v f  J COS r 2 r ’ [ ^ 2  J'
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4 ’'/) (13 =

— 2in.'f,  ( — x . i . o ,

Zur Illustrirung’ dieser wenigen Elem ente einer moglicher- 
weise selir verzweigten Theorie diene uns die einfacliste discon-

f(z)
tinuirliche Function F(z) =  - - - - , f (o )  3c o, welche wir somit den

alJgemeinen Formeln 15) und 16) anpassen: heziiglich der letz-

teren bestimmen wir — / f o ' t j y )  un([ integriren dieselbe ein-
2 x —ty

mal nach x - \ - i y ,  sodann nach x — iy ; die Integrationsbasis 
bilde in diesen drei Fallen, wie bisher, das Parallelogramm, hier 
speciell das Rechteck mit den Seiten a und b und den Diagonal- 
eckpunkten o und ab. Als Integrationsgrenzen nach 3- sind o

und einzufiihren, wonach jetzt die Formeln 15) und 16) in

die folgenden übergehen

r ^ y ) d
a-\-iy

f{iy) dy-
f(x-\-ib)

x-h ib
dx

17)

K*'>«x-r  dy = d y-h  f
x  a — iy

0 Jo y0 J

f(x-i-ib)  
x — ib

dx

a b

— f(o)- \-2 i
f(x-+-iy) 
( x — iy )2

d x d y ,

f(iy) , f - - dy-\-
X

0
a— iy

0 y0 j

f(x-\-ib)  
x —ib

dx
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Der erste und einzige Schritt, der sicli mit Beibehaltung 
der Allgemeinheit dieser Gleichungen darbietet, ist die additive 
und subtractive Verbindung derselben, und zwar der ersten mit 
den beiden letzten, wie folgt :

i x
x z-hbz

18)

— m

b a b

> (« + » » )  rf  , ,• '
(.r— t y f

' & L „d x —
x

xfjx^ -ib )
x 2+b>-

y f { “+ i y )  , ■
a * + y ’- ÿ

n * + p ï dxll
x — ly

ü

;/ M )  rfr

fix^r-ib)
a b

.T" -b2 d x =
(K 0

Ein Musterbeispiel der Analyse liefert zu diesem System die 
Function f ( x - h iy )  =  e-(-v+iy\  Für Lim a =  oo geht in diesem  
speciellen Falle die erste der Gleichungen 17) in den reellen 
Theil (siehe Anh.nng 5.)

b sin b— x c o s b  
x z-hb-

e~xdx  =  C -
.(*)
cos y

y
(0)

d y , 19)
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,(°°)
c~:

(0)

worin, wie in allen folgenden Fallen das Intégral

J o

cos y

y
dy

seinen sogenannten Hauptwerth besitzt, — nnd in den ima gina - 
ren Theil liber

b cos b - hcc sin b 7 n
e~ ' , læ =  2 -

J 0

sm y

y
dy.

Die einzelnen Summanden unter den linksseitigen Intégral- 
zeichen lassen sich hier isoliren ; es führt dies zu den Reduc- 
tionen

xe~
d x =  — C'cos 6-t- sin b —

ar-\-b2 2
J o

be~* k
—s— tt dx  = C  s m è + 7 r cos b

.(*)
cos (b— y)

y
(0)

.(*)
sin (b— y)

(0)
y

dy , 20 )

dy.

D ie diesen Resultaten parallel laufenden Relationen ans den 
beiden letzten Formeln 17) sind die folgenden

b sin b -h x  cos b 
x 2-t-b2

e ~ vdx  =  1 — C -+-
.<*)
cos y

y
dy 21)

J (0)

H-2

oo (6)
2̂ x y c o s y — ( x 2—y 2) sin y

J 0 j (»)
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(.))
dp

(d— q) nrs 
'W

(ipxpx—.9

dp

7
q soo h -  q msQ —

(01

(d— q) soo (zd — zx ) — (d— q)msd.'v%
(<i)J

Z~*~

(o)

(d— <?)soo 
(?)‘

(D— i ) q ™  =  v p_  „,n z<l~ ẑx
x-dq

1 dpxpx_o
,d - \- ,x

dp
d

(d — q) uis £C-)-(fi— q) soo d 

(o)

(d— q)soo 
(<!)'

— q i m ^  — q 800,9— =

(o) r o

dpxpxl d

(es fiP

(fi— q) nis (zd — zx ) - h ( d — q) soo dxg
(?r co1

6~+~

(o)

(d— <?)soo 
(?)'

(.0— l)  <?soo =  xp___  Z(ï~h Z''1'
x - d X

d~\-Tx
Z>— dp d ms

dpxpx—9
d uis dx%-\-d soo (~d— za?)

dp — =  x p x_o
d ms J q ms x — q soo q

(j o o

*ïj o o q tu o j j fZQ
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schliesslich konnen die Gleichungen 19) und 21) verbunden wer­
den und liefern

Ein B eitrag z. Theorie d. Functionen complexer Variabelen. 5 2 5

.x cos b _ . __ 1 (ç\p i \- ^ e  V t e  =  - T ( 2 C - l ) 23)

,°° Àh)
2.vycoS y - ( X̂ ) Sm l e _ ^ (ly

=  —  C —

(°)
,(*)
cos y

(0)
y

cly- y c o B y - g s m y ^
x A-h-y~

x  sin b , t:

(a^— ÿi)eosy-H2Æ ÿ sin y

sm?/
dy-

J 0 j 0

*  cos î/-+- y sin y , ,
------ 9 e ~ * d x d y ,

sm y
dy

J o

o J o

(# 2— y 2) cos y-+-2xy sin y  , ,
---------  / ■> 9N2 ------ ~ e dÎJ(æ -f-ÿ ) 9

J 0

x  cos y  -hy  sm y  , ,
------- \ ^ e~xdx  d y ,

x £-hy-

b sin b , 1
e~xd x =  w  

x--i-b* 2

„<É) 
cos y

(°)
y

dy
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_oo o(A)
2xu  cos y — ( x 2— y-) sin y  , ,
—  J 2V;  ------ - c~xdx dy

J o J (0)

J o

?/ cos w— a? sin y  , ,
 ----- 4 ----- 5-----  e~xdx  dy.x - + y -

Die Gleichungen 22) und 23) bilden den Apparat, der zur 
Kenntniss der einfachsten Réduction der acht rechtsseitigen 
D oppelintegrale, ja (im Falle b =  o o )  ihres in endlichen Aus- 
driicken bestimmten Werthes führt —  man hat nur die Intégrale

x 2-+-b2
dx  und

xe~
x 2~hb~

dx

aus 23) und 2 0 ), resp. 22) und 20) zu eliminiren. Danach be­
stimmen sich die Doppelintegrale in 23) in folgender W eise

0 J 0

x  c o sy - \-y  sm y  _ , k . OI _ , . .
---------,— —9----- -  e—vdx du =  -^-sm26— C. cos b sin b 24)

x*-\-y2 J 2

cos26
sin y

d y — sin b cos b
,(*)
cos y

y
(0)

dy ,

(x 2— y 2) cos?/-i-2.r?/sm y n . .
 ------- , 0 ONO J-----   e~xd x d y =  sm2b— C. cos b sin b

(x 2- ^ ï/) 2 J 2

----- -.-----sin b
4

M
cos (b— y)

y
(0)

dy ,

y COS y— x s m y  1 7 n . , .j  j  j  e- x (ix  (iy= q _ sni 6 -t- sm b cos b
x 2- h y 2

sin b
.(*)
sm (b— y)

y
(0)

d y ,
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2* î/c o s?/— (as-— w2)sm w  7 „  tt . , ,
— ------ / o ono ------ e dæ d y =  C. sin26-+- -^-sm b cos b

i | (# 2-t- y 2) 2 J 2
>o J(0)

1 ,—  -g-----cos 6
, ( i )
cos (b— y)

(0)
y

dy.

Durch umgekehrte Intégration gewinnt man für b =  oo den 
Werth des ersten dieser Doppelintegrale

a ? c o s t y - M / s i n î /  n
----------%.— — -  e~xd æ d y =

as-~\~y- 2

und zwar ist dabei das unendliche Anwachsen des b an keine 
specielle Bedingung gebunden.

Dasselbe gilt von dem in der ersten der vorhergehenden 
Gleichungen rechts vorkommenden Integrale

sin?/
dy)

es ist

und

, ^ n, smw 7
sm2ô -p.- -+ - cos2ô — -  dy

2 \ y

für 6 =  oo dem Werth gleich. Demnach reducirt sich der
/L

Ubrig bleibende Theil der Gleichung, d. h.

Lim )— cos b sin b C-h

(b)
cos y

y
(0)

dy

auf Null; und da b beliebig unendlich gross gedacht werden 
muss, findet sich

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXIV. Bd. II . Abth. 35
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(oo)

cos y

y
(0)

(ly =  — C.

Es ist dies der vorhin erwâhnte Hauptwertli des linksseiti- 
gen Intégrales, welcher somit dem Hauptwerthe von

x
dx

gleich kommt.
Nun fiihrt aber dieser Hauptwerth auch zur endlichen 

Werthbestimmung der übrigen Doppelintegrale in 24) für b = oo, 
nâmlich

(a-8— t f ) m $ y + 2 x y sm y 25)

x c o s y - \ - y s m y  2/ cos?/— a? sin y) _  n
(# 2h-î/2)2 ^ (# 2-+-î/2)2 X ^  4

y c o s y -^ B in y
x 2-\-y2 *

c o  (oo)

,00 r (0° )
2a;y cos y  ( x 2 y 2) sinÿ e^ d x d y  =

(0)

(x 2-+-yz)2

x c o sy ^ r -y sm y  y  cos y — x sn iy)  , . .1 ...
y fJ> .-. L  -+ -*--(J, =  -s-(2C— 1).

(0)

(* 2-M/2)2 (x^-t-y2)2

Diejenigen D oppelintegrale, welche den Ausdruck x i- \-y i 
in erster Potenz im Nenner enthalten, lassen eine bemerkens- 
werthe Transformation z u , wenn man die Intégration nach x  
den Formeln 20) entsprechend ausführt; man erhâlt dann die 
Relationen
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fycosty —  * s i n v  7 , s in6(  , ,
-— i----- - e ~ xdxdy =  — cos b- h2C. s mb

Ein B eitrag z. Theorie d. Functionen complexer Yariabelen.

b (y)

0 J(0)

x  cos y  -+- y  sin y 1 1 sin b ( . , 0 n
--------f ---- f -----   e~xdxdy  =  - }  n sin b —2 C.cos b

x - \ - y  2

dy
cos (2 y —z)

dz ;

(0)

e - d x d y  =  | Sin b

—  dv
Jo

* „(y)
sm(f)—2 y -h z ) d z ,

(0)

x  cos (b—w) — y  sin (b —y) ~ ,
-------- -̂----H — -----i-----— e~xdxdy  =  — C .m ib

x %-\-y2.

P M
cos ( 6 - 2  y + z )

J z
o J( 0)

;

daraus
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b Jy)
s in (6—2ÿ-H s) & _ Qdy

o J  ( ° )

.b „( y)
cos (b— 2 y-\-z)

dy
J 0  ̂(0)

■dz =

(b)
sm (b—y)

(0)
?/

dy.

Die Annahme Limb =  oo leitet hier auf oseillirende Inté­
grale ; in den einfachsten Fallen

2 yyij- | 1
Limb =  m~ und Limb =  — ~— tt, m =  oo

/L

findet man leicht die respeetiven Werthe

/,",n àv)
Lim

Lim

dy ™ V y - * ) d z = p,

(0)

/"* „(y)
eos(2ÿ - * )

J Z
o J(o)

,fe =  - 2 ’

2mi—(—i

dy
J o

2 m-M

sm (2 y - * ) dz =  c>

(0)

Lim
* ,(y)

dy co s(2 ÿ —z) d z = .Q

(0)

Weniger Biegsamkeit als das eben behandelte Beispiel 
f = e ~ z besitzt die Function f = e ~ zi, wofür die erste der For­
meln 17) die hauptsâchlichsten Beziehungen liefert

6 sin 26# — x  cos 2bx  , , e - b’li(e~hb2)
----------T-?------5----------e-*- dx = -------- -̂---- -
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6 cos sin 26* , , n „
--------- T ----- -----------er-*- dx  =  - -  e~b‘

b h -* 4 A

Es kâme eben auf die Isolirung der Summanden unter dem 
Integralzeichen linker Hand auch hier an, welche aber blos in 
einem Falle und auch da nur indirect und unvollstândig gelingt. 
Aus der bekannten Doppelgleichung

ze~ z' 7 zcos bz-+~b sinôz
dz

geht die Integralformel hervor

e + m j e - ^ )  _  n_
2 2

e~xZdx  = ■ lfn  .

dagegen hat man 

» 00
b sin 2bx-\-x  cos 2bx

o o  c o

db
b*-i-x'2

e~x'dx =  r. e~Zx% d x  =  —%= \[n
2\[3

Es würde also daraus durch einen Rückschluss

b sin 2bx -\-x  cos 2bx  , ,  e+bHi(e~bV)
- e ~ * \ l x = ------------------ £---------->- -t-y(6),

b%-\-x%

J o

(e—3,t!—e~ix’) dx<Ÿ(b)db =  n
o

zu folgern und als wahrscheinlich

anzunehmen sein. Die einzige brauchbare Formel, welche jetzt 
die übrigen Gleichungen 17) hiezu enthalten, und welche durch
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Interesse ist,  lautet

5 3 2  F r o m b e c k.

o - b *

b
r (# 2- y 2) sin2a?y— 2a?ycos 2 x y  ^  =

# 2-b y 2 
o

■ ij  e - bni(e+b2) ^ e + n i { e - br)  ̂—  ^

Um auch ein Beispiel der Anwendung der vierten Wurzel 
aus — 1 , wenn auch nur des Interesses w egen, das sich an die 
Transformation der Functionen und Integrale in diesem Falle 
knüpft, zu geben, betrachten wir im Folgenden noch die Func­
tionen

ZP „— *P

a-\-z ’ «2-f-z2 ’ «2-f-z2

für p  =  1 und p  =  2. Zur Vereinfachung der Resultate ist es 
hier vonV ortheil, in der ersten der Gleichungen 17) blos die 
Integrale

a _b
f{*) dx  und i' 

x
dy

y
0  ̂0

für a =  b =  oo beizubehalten und den übrigen Theil des Rhom- 
boids durch einen Bogen zu ersetzen, welcher durch die Substi­
tution

z  =  R (c o & S -h i 's in S ) , R =  oo

definirt ist, indem , w ie leicht zu ersehen, die auf diesen Theil 
des Integrationsortes entfallende Intégration (eine Intégration

7T
nach 3  zwischen o und -^-) den Werth o erhâlt. Da der Aus-

£
nahmepunkt hier auf einer Seitenlinie des Rhomboides liegt

—  xV
€

( F a l l ------- ; die übrigen Functionen besitzen hier keinen Aus-
ci—z

nahm epunkt), so hat das übrig bleibende Intégral den Werth

m e~a \ wir bekommen somit \p  =  1, f
e,—X

a —z
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a— i z
dz— tz ie~a

a— z
dz

a—z
a-\-o

dz,

sodann aus f -
a-\-z

a - \ - i z  
o

— dz = dz.
a -hz

Es ist hier nicht erlaubt, nach dem Schéma

p-hiq-\-i'lr -h i i ls =  0

die einzelnen Glieder p ,  q, r  und s jeder dieser Gleichungen für 
sich gleich 0 zu setzen, sondern die gewünschten Resultate gehen 
hier erst aus der Verbindung der beiden Formeln hervor und

lauten mit der Modification b a
n

o o

ô2z s in z — z3cosz
e~zdz =

Y  {e+bV* ) + e - * V 2 l i ( e ) } ,

-,00
62zcosz-f-£3sinz , n . 1/;r 
--------  ----- -̂-------e—dz =  -w e~bV2 ,

26 a)

ô2cos z - j - z2sinz
e~%dz  =

— —  ------- —  {e~6̂ 2 li(e-hbŸ 2 ) — e+ i^ 2 li(e~ b )}
261/2 261/2 V K JSf

z * c o s z — b*sm z
e~zdz =
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Hiezu correlative Integralformeln ergeben sich aus der An- 
wendung der Functionen

e~z . ze~z e'
und —s-----s- statt

«2-H22 tt2-f-Z2 a~\~z

aus den Grundgleichungen

t~ô dz  = .
«2-h«2

■dz,

ze~
; dz =

ze■
ft2H-Z2

dz

gewinnt man ohne Mühe

OQ
b*cosz— 2 2sinz

b^-hz*
e~zdz =

«2cos*H-62sin2;
b^-hz11

e~zdz =  26 b)

2 62-t-z2

62*sin z-+-z3cos z
e~zdz =bk-\-z*

OO

b2z  co s*—«;3sin*

%e~

e~xdz =  0.

Die Integrale

26a-h**
z<r

2b2-\-z‘td z

konnen hier den bekannten weiteren Reductionen (Formeln 20) 
unterworfen werden.
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Bei der vollig gleichen Behandlung der Functionen

e ~ e ~ z" e~z” ze- *1
a —z ’ n-\-z ’ (F-+-z* ’ az-\-z2

gentigt e s , die schliessliclien Bestimmungen der Werthe (resp. 
Hauptwerthe) anzugeben, die sich hier aus der wechselseitigen  
Verbindung der entsprechenden Grundformeln und mit Benützung 
der beiden leicht beweisbaren Beziehungen

ze~
a2-h z z

dz =
"7 i(e~aS)

ze~
a*—z*

dz =
e~aHi(e+aV)

ableiten lassen, speciell ausser den bekannten Formeln für

sinz
«2h- z2

d z ,
z s m z
a2-h z2

dz,
cosz

«2-fz

ZGOBZ
r t 2 - | - Z 2

dz
o 0

die folgenden Reductionen
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Man erkennt leicht, wie sich diese Ergebnisse bei Anwen- 
dung der 8. Wurzel aus — 1 , der 16. Wurzel aus — 1, etc. in 
beliebigem Grade vermehren lassen ; die beiden letzten For- 
meln 17) jedoch würden der allzu grossen Complication wegen 
zur Werthbestimmung der Doppelintegrale auf diesem Wege 
blosser Transformation zu keinem brauchbaren Resultate führen.

Schon die einfach scheinende Gleichung, die man z. B. aus 
der letzten der Formeln 17) unter der obigen Modification des 
Integrationsweges als Erganzung zu den Gleichungen 25) erhâlt, 
nâmlich

ik

OO „ 71
Y c~~̂ r cos s*n 

a — (r cos 3 — ikr sin 5 )
o J .

e — (x -h iky)

-----t-.—r dccdy =-
a — (æ— iky )

— ~^ie~a-+-a dz, ik =  COS r-\-i sin r

sowie andere ihr âhnliche sind hochstens für ik= i  zu verwen- 
den; man erhâlt so z. B.

(a —x )cos y— y  sin y  , 7
 -----T1— -i  \  —  e - xdx  dy =

(a—æ f - h y 2
cr o

— aJ 0

„ t  cos «n-?/sin?/ , „ ? n
e -------- r— ^-----e~ldt du =  — Tre ~t*-hy2 J 2

was unmittelbar evident ist,  ausserdem aber

y c o ^ a - * ) s i n y < _ =
( a - v f - h y 2

J —c
az—z2

dz 27)
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y  cos y-+-t sin y

Ein Beitrag z. Theorie cl. Functionen complexer Variabelen. 5 3 7

=  1 {e—ali(e+a')— e+ali(e~a)\ — e~a

l'<r o

et dt dy ;

indessen haben aile diese Integralformeln nur mehr ein secundâ- 
res Interesse.

D ie letzte Integralformel ist übrigens der folgenden, wie 
bereits bemerkt, analôg :

oo b
(a?*— y»)gjn 2xy  —  2 x y  cos 2 x y  e_ , ,+y, =

x ^ y 2
o'' o

'x
x  sin2xy  — y  cos2x y  yûn2xy~^xç.oü2xy

x 2-h y 2 x z-\-yz

e—x2+y* d x  dy =

X

f(b)db =  ~ (e-3 -1'3— e~ix') dx.
) J o

Beachtet man die Beziehungen

oo j>o joo
e+bili{c~b"')

db =  —
ze~

6*h-* 2
dzdb =

o^o
b ^ z 2

e - b2li(e~hb')
db =

OO OO

1 x  cos b x — b sin bx
2 dx  db =■

b sin 2b x — x  cos 2bx
62h- * 2

e~xZdx  db =  0 ,

o 17 o
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so erhâlt man

oo b oo
r  C C /(x*— y 2) sin2#î/— 2 x y  cos 2 x y

J 0J 0J o
e- x i+-y"—ir-dxdydb= -------

ÿ  2[A3

Aile cliese Integrationen sind erlaubt, da sâmmtliche dis- 
continuirliche Integrale dem Sinne der Theorie gemâss durch 
ihre Hauptwerthe zu ersetzen sind; sie finden dann z. B. auch 
durch die folgende Congruenz eine weitere Bekrâftigung :

Wâhrend der den letzten Ausführungen zu Grande gelegte 
Integrationsweg eines Kreisquadranten mit unendlich grossem  
Radius zur Werthbestimmung von Doppelintegralen nach den 
Gleichungen 17) wenig verwendbar i s t , bietet sich für diese 
Lücke insofern wieder ein Ersatz, dass die meisten der auf die 
bezeichnete W eise ermittelten, im Vorhergehenden enthaltenen 
einfachen Integralformeln nach der in denselbsn vorkommenden 
Constante noch einmal integrirt werden konnen. Es wird dies 
zum Theil ermoglicht durch die fo lgende, leicht beweisbare 
Relation

zu deren Kenntniss man sehr leicht durch die Benützung der 
Définition en

,oo o o

-  * K e™ ) db =  ( \c + 2 lb -±
2 )

b 2  b k  b 6

I T T  -+'3 Ï3T
0

ro o  o o

\e—rli {e^-x')-\-e+xli a’)j d x  =  0 28)
O
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O O  o o

e+xli{e~x)dx  = dx
x - h z

dz =
J 0 j 0

dx dt
0  J x

gelangt. Die Integralformeln 26 a) liefern jetzt die Doppel- 
integrale

o o  oo
b2z s m z  — z3cosz

db
0 J 0

p -h z*
e~ zdz =  0 ,

OO ÔO
b2z  cos z-+- z3 sin z  , k 

- e~zdzdb
J 0 J

oo oo

db

b^-hz* 

b3z c o s z - h z 3b sin*

2 / 2  ’

b^-hz*

,oo ^ (o o )

(62cosz-4-z2sinz z2co sz—62sinz
db

\ 64h-24 64-h z4
e~z dz

0 J (0)
7

P
=  _ J L ( c - + - ~ 1 2 ) = -  4 =  0-9237892.

J p

db
J 0

(63cos z-\-zzb sin * z 2b cos z— 63sin z,
\ 64-h z4 '*b-^z* 1  * - * = ! >

zu denen die folgenden aus den Gleichungen 26) b) zu gewin- 
nenden treten

oo ^(oo)

b2COSZ — Z2sillZ
64h-«4

e~zdz db =
J o J (0)

oo ^(oo)

z2coS2H-62sinz
e~zdz db —j = { c - \ - ^ r l 2  

2 [ 2  \ 2
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62zsin z-i-z3cosz , .. n 
e~zdz db

2 \j2

b-z c o sz —z3sinz
ô4h- z4

e~zdzdb =  0 ,

o^o

63c o sz —z zb sinz
bk-\-z

e~zdz db —

b3z s m z - h z 3b cos 2  7 „ ) 1
--------db } =  g - ,

(:?2£cOSz-f-63Smz
bk-{-zk

■'O'O'

63*sin*-f- z3b cosz

e~zdzdb  —

Durch umgekehrte Intégration erhâlt man nun wieder rtick- 
wârts schliessend die Formeln (siehe Anhang 3 und 5).

Iz e~z cos zdz  =  —  C ----- ^ ^  ]-----%-

Iz e~z sin zdz =  —  C—  12 ]-+-

zlz e~z sin z d z =  1 — C —  12 ),
j 0

zlz e~z cos zdz =  ,
S\r\.ze~z n
---------- dz =  T ’z 4
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sowie den Hauptwerth

12-

,(°° )
cos z e~z 

z
(0)

d z =  — C =
.(°°)
e~z

z
(0)

dz-
cos z 

z
(0)

dz.

A n li a n g.

l .

Nach dem S a tz e , welcher in einer Gleichung die Sonde- 
ning des reellen und imaginâren Theiles gestattet , ergibt
sich aus

a-\-ib-f-x d 0 ,  %, — —__  l')
1 1 1 ]f2 J

zunâchst zur Bestimmung der vier Grossen a, b, c und d  nur die 
Doppelgleichung

c — d c-hd
a-\-----—  -  0 ,  b-\---—  - 0. 2)

P  \f2 J

D agegen lassen sich z. B. jene Ausdrücke bereits iso- 
liren, wenn vorkommenden Falles in der Gleichung 1) auch 

t 1 — idie Einführung von i' =  ——  statthaft is t , denn dann ist nach
p*2

demselben Satze wie früher auch

c-\-d  A c— d  _ .
u-\-----—  =  0 ,  b -------—  =  0 3)

p  [ 2

und aus der Verbindung der Gleichungen 2) und 3) erhâlt man 
jetzt die Werthe der einzelnen reellen Ausdrücke a , b , c ,  d ; 
man erfâhrt, dass die Gleichung 1) neben 2) nur durch den 
gemeinschaftlichen Nullwerth dieser Ausdrücke befriedigt wer­
den kann.
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Es entsteht hieraus von selbst die Frage nach der Summe 
der eventuellen Falle, in weichen die Annahme

a =  b =  c =  ( l =  O 4)

geboten ist. Das Natürlichste ist, von den Gleichungen 2) und
3) auszugehen und die Ergânzungen derselben aufzusuchen ; 
man bemerkt bald, dass die verschiedenen W ege zur Annahme 4) 
zu gelangen, sich zur vierfachen Gleichung vereinigen lassen

c -h d  c— d c-h-d c— d  „ r .
a-\-----— a-\---------- —=■ =  a— - =  a ------- r=- =  U 5)

(2  \[2 \[2 \[2

womit der Reihe nach die Gleichungen

c— d  , c -h d  , c —d  , c-h d  „
oh— —  =  6h— —  =  b --------—  = 0  6)

\[2  lf2  \[2 p

coincidiren. Um von diesem System den Rtickschluss auf die zu- 
gehorigen Formeln nach dem Schéma 1) zu bewerkstelligen, hat 
man jetzt nur jeden einzelnen Theil der Gleichung 6) mit i zu 
multipliciren und mit dem unmittelbar oberhalb desselben befind- 
liehen Theil der Gleichung 5) durch Subtraction oder Addition 
zu verbinden ; es liefert dies zufolge den Definitionen von i\  und 
ï2 folgende sechs Bedingungen, deren jede zu der Annahme 4) 
flihrt :

( i -h ib -h i 'c - i -u 'd = a —ib -h i\c— ii[d =

a— ib— {[c-hii^d =  a -h ib— i \c— ii\ d  =  0 ,

a— ib -h i\c—n’x d =

a — ib— 1[ c -+- ü\ d = a - \ - i b  — i \c— ii\ d  =  0 ,  

a— ib— i^c-hii^d =  a-hib  — i\c— i ïx d  =  0 ;

a— ib -h i2c— ii2d = a-hib -\-ï2c-\-iï2d  =

a-h ib—Le— iÙd — a— ib — i2c-hiï2d =  0 ,

a~hib —h i2c~hii2d  —
a -h ib —ï2c —iï%d =  a— ib —i2c-h it2d =  0 , 
a -h ib —ï2c— iï% d =  a —ib— ï2c-h ii2 d =  0.
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2.

Um in dem Schéma

F (x-t-  ii't) =  f ( x ,  y, z, t ) -b  if\ -h  i ’f i H- ii!f?, 0)

das der Gleichung

F (x -h iy )  =  4> (x, y)  -4- i ^  (x, y )  1 )

nachgebildet is t , die Functionen /*, f t , f z , f A zu bestimmen, hat 
man zunâchst gemâss 1)

F ^ x + i y + ï ^ n j )  2)

=  <I> (a, (a, c) ,

z- t- t \  . (  z — t

\[2 j \ \f2 
=  < ï>(b ,d)-h ïV (b ,d),

wobei

z— t , z-\-t
a - - x-\------- — , b =  x  h---- —  ;\f'2 J2

z-\—t 1 z — t
c =  wh------- —  , d = y --------—

1/2 |/2

zur Abktirzung gesetzt ist. Den zwei demgemâss zur Ermittlung 
von f  V /l  5 5 f3 vorliegenden Gleichungen müssen zwei andere
willkürlich zu wâhlende zur Seite gestellt werden. Der einfachste 
Gedanke nun ist hier derjenige, bezüglich der Formel 0) auch 
die negativen vierten Wurzeln aus — 1 oder

./ l —l—l 1— i
— ln

1 \[2 ’ 2 1/2 

als statthaft anzusehen; d. h.

F (x - i - iy — ï z  — i ï t ) = f ( x ,  y, z, t) -4- if\ — ï f 2— ii'f^
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXIV. Bd. II. Abth. 36
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anzunehmen. In den Ausdrücken <t* und W gehen dadurck die 
Argumente a. b, c und d  in

z — t z - \- t

5 4 4  F r o m b e c k.

p  \[2

z —\—t _ z —t
c =  y ------—  ̂, d =  y-\-----—-

p  '/2

über und aus der additiven und subtractiven Verbindung der 
jetzigen modificirten mit den Gleichungen 2) resultiren die Defi- 
nitionen von f, f x etc., je  nachdem

1 — î , . 1 —i—  oder i
p  p  

ist, nach folgenden Formeln

a)
P

2 f  c )H -0 (a ', c') ,

2 f x =  vp(a, c)-4-W(«', c')\

2 p f 2=  <ï> (a, c) — <ï> («'. c') -f- *1* («, r) — ^  (a ,  c ') ,

2 p f s = — 0  (a., c) -+- <ï> (a', c ') -f- (a, c) — W (et', c') ;

V 1— î* b) —
p

2 f = ^ ( b ,  d '),

2 f t = W ( b ,  d ) - h W ( b \  d ');

2 p f t =  o  (b, d) —  <ï>(b', d') — W(b, d) -h W (b ’, d ') ,

2 p f 3 =  0  (b, d) -  O (b', d!) -+- W (b, d) — W (/V, d').

Wie eine Yergleichung der Ausdrücke b und d  mit a und c, 
resp. b' und df mit a' und c' zeigt, gehen die Formeln b) aus den
Formeln a) einfach durch Substitution von t  für z, — 2  für t  und
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entsprechend ii'% für ï { , — ^ für iït hervor. Nachstehend die
Berechnungen der Gleichung’ 0) für die zumeist verwendeten 

1

Ein B eitrag z. Theorie d. Functionen complexer Variabelen. 5 4 5

1 j  , Functionen —, ex und h.  
z

A,

1
X -i- ty -h l^ -i- îiJ  

x ( x 2-i-y2) — y(z-  — t2) -+- 2 x z  t
(x 2 -h y -)2 -\-{zi-\-tr)2— 4 x y  (z2—f2)-t- 4 z t (x ’2—y 2)

x ( z2— t 2) —y ( x 2-\-y2)-+-2yzt 
1 (* 2-i-î/2)2-+-(2;2-i-f2)2—4 xy(z'2— t'i)-+-4:zt(x2—y2)

—z (x 2—y 2)— t(z2-h t ’2) — 2 xy t
-h t

-h n

1 (x 2-h y 2y - h ( z 2-h t2)'2—4 x y (z2— t 2)-+-4:zt(x2—y 2)

—  t (x - — y 2) — z ( z 2- t - £ 2)  h -  2xyz
1 (* 2-+-i/2)2—i-(z2—f—£2)2—4 x y (z2— t 2)-+-4zt(x2—y 2)
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C.

2l ( x— XyC—\ ~ -

1 {(#2-f-y2)2H-(z2-f-tf2)2— 4x y ( z t —£2)h-4z£(#2—y 2)\

n

.( 2 x y - z 2-h t2 )

# 2H-z2H-î/2-i-£2-f- [/ 2 # ( 2 —1)-\-\[ 2 y  (z-h£) 

x i-\-z2-+-y2-h t2— /  2 x ( z —t)— 2 y(z-\-t)-

r— x ( z -h t )— y ( z —t) 1
-h a r c ta n y 2 ^ - h q n

(æ*-hy~)— (z2-+-t2)

n  j

W

x z-h z i-h y 2-i-tz— ] [2x (z— t)— \ j2 y (z -h /)  

# 2  z2_hy2-h fz_+_^2a}(z—t ) - h / 2 y ( z - h t )

-harctan][2  — 7^— â  ^ (l K(x 2-h y l)— (z*-ht2) J

a) 2z t- \-x ï> y *

1) \ j 2 x - \ - z > t , \ [ 2 x ^ - t > z [  ± 4 k (
p =  h = ° ,

\ f 2 x - \ - z c t ,  \ [2 x -+ - t< z [  ± (4 â h -2 )  (

2) 1( 2 x - h z > t ,  \ [ 2 x - \ - t c z i  (
l p = ± ( 4 * + l )  \ q =

\ /2 x -h z < z t ,  1[ 2 x - h t > z (  ( ± 1  r

b) 2zt- \-x2<c.y2

1) \f2 x-\-z^>-t} |f2 x - \- t^ > z[  1 ~~t~4Æ (
) p =  } q = 0 ,

\j2 x - \ - z < z t , \f2 x-\- t<zzy  1±(4Æ h-2) (

2) lf 2 x - \ - z > t ,  ÿ 2 x - h t < z [  ( + 1
_  /j3 = 1 h =(4Æ-i-1)\ q =

\ f 2 x - t - z < t ,  l[ 2 x - h t > z \  i ± 1 -

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Ein B eitrag z. Theorie d. Functionen complexer Variabelen. 5 4 7

3.

D ie Untersuchungen über Integrale asynektischer Functio­
nen werden zurückgeführt auf die Betrachtung eines einzigen 
Integrat.ionsortes, der durch die Gleichung bestimmt ist

f =  Lim {r(cos 3 -i-sin  3 ) ] ,  Lim r  =  0 ;

•die allgemeine Formel der Intégration lautet dann

F (z)dz  — f— • Xjj) ,
(On)

wo der Grenzwerth lp =  Lim £)] für Limd =  O von 3
unabhângig ist, der Index (on) aber einen Integrationsweg mit 
n Ausnahmepunkten t t , £2. . .  t n andeutet. Man kann sich nun 
die Aufgabe stellen , Orte wie f =  Lim {r  (cos 3  h - i' sin 3 )}, 
f  =  Lim {r (cos 3  h - i" sin 3)] etc. fU r ü m r  =  0 zu untersuchen; 
die analoge Integrationsformel, welche hiebei meistentheils an- 
wendbar ist, lautet sofort

r2iz •P M J  x — s in 3 + i ' c o s 3  .
F ( z ) d z -  ( X , . . .  +>.„) d s  ; t )
(On) J o

und zwar ist hierin

\ p =  Lim {r  (cos 3 h -îv sin 3 )  F ( tp -4-r (cos 3 h -ï' sin 3-)}

und von 3  unabhângig — statt i ' ist im gegebenen Falle ï '  etc. 
einzufüliren. Hier moge von der Beschafïenheit des Intégrations- 
w eges linker Hand in f )  abstrahirt und nur der Auswerthung 
des rechts stehenden Inregrales und zwar des allgemeineren In­
tégrales

kn
y
— sin 3-f-(cos t + *  s in t) cos 3

cos 3-+- (cos r ± i  sin r) sin 3

unter k eine positive ganze Zahl verstanden, mit einigen Worten 
gedacht werden.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Zertheilt man auf die gewohnliche Art die complexe Func- 
tion unter dem Integralzeichen in einen reellen und imaginàren 
Theil, so erhâlt unser Intégral I  die Gestalt

kn

1 =
(cos23 — sin23 )  cos ■

cos2 3 h -2  cos r sin 3  cos 3-+-sin23
o

kn

(cos23-+-sin23 )  sin r 
cos2 3-1-2 cos r sin 3  cos 3 -i-sin 23

Der reelle Theil desselben oder

kn

cos 2 3  sin r  
l - f - c o s r s in 2 3

</3

gibt integrirt den Logarithmus des Ausdruckes 1 h- cos t sin 2 3
kn

und reducirt sich zwischen den Grenzen o und genommen
£

auf 0 ; der imaginâre Theil lâsst sich in der Form schreiben

(l-i-frm 23 ) sin-
1-1-2 cosr£<m3-)-£<m23

- t/3 ;

es führt demnach hier die Substitution ta n 3  =  z zum Ziele, w o­
bei jedoch zu unterscheiden, ob k gerade oder ungerade. Bei 
gerader k findet auf die unbestimmte Integralformel

k'n

H"' i
(1 H-frm23 ) sinr  

1 -t-2 cos r tan 3  h-  tan2 3
tf3 =
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der Satz Anwendung, wonach
pn

arc tan («h-6 tan S ) = p n

bei ganzen^? so zu nehmen ist; im Falle ungerader k und zwar 
kn k

speciell für ^  = p n -+ -  ist

H- i

kn
2 pn

arc tan{ii-\-b tan 3 )  =  zh i  { arc t (in («-+-6 tan 3 )

P*-t-T
arc tan (a-^-b tan 3)}

pn

=  zh i -4- -----arc tan «j

=  dz * [p *  arc cot a} .

Für unser Intégral I  ergibt sich aus dem bisherigen bei posi­
tiver oder negativer Amplitude r I = z h p n i ,  zwischen o und^nr 
genommen, dagegen I = ± ( p n - ^ - T ) i , wenn derauf folgende 
Quadrant mit in die Intégration einbezogen wird.

Es ist hier der O rt, dieselbe Frage wenigstens bezüglich

der Amplituden ^ , etc. inductiv zu losen, einestheils
1  o  l b

des Interesses halber, das sich an den Integrationsort f = t a n S  
kntipft, sodann um mit dem gewonnenen Parallelschlusse einige 
allgemeinere Bemerkungen zu verbinden.

Indem wir jene Amplituden der Einfachheit wegen als posi­
tiv voraussetzen, verwandeln wir vor allem das Differential unter 
dem Integralzeichen oder den Ausdruck

— tan 3  10 
(ISr

1
in eine nach Potenzen von iW =  ( — 1) fortschreitende

Summe von Gliedern. Für n =  1 liefert hiezu die Formel A) 
der vorigen Nummer
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i'tan 3  
1 -h i'ta ti3

d 3  =

tan33 — tan 3 — (1 -h tanz3') \i tan 3 — i '—n'tanz3\ 
1h-tan* S

d 3 ,

,p*
i"— tan .$ 

1 H- i ' tan  3

p*
d 3  =

tan~ 3-—  tan 3  
1 -+-tan^3

d 3

pk
— i tan33 — i'tan33 — ii'tarv'3 n  ̂ .
------------ ------------------------( i + a» * * »
o

-hi'-hii"tanti3-hi'i"tan23-hii'i"tan63  .. _ .N
-------------------- ---------------------------------- ( 1 ■ + * » * )< » .

Eine âhnliche Sonderung in ein erstes reelles Glied

/ tanz’l~ 13- —  tan3 \
[ 1-h t  an2" 3  J

und in ein zw e ites , welches die übrigen (negativ ungeraden 
und positiv geraden) Potenzen von tan 3  im Zâhler enthâlt und 
mit 1-t- tan 23  multiplicirt ist, findet in allen nachfolgenden Fâl- 
len statt; das constante Auftreten des Factors 1 -+-tanz3  in allen 
diesen letzteren Gliedern ermoglicht nun aber eine bedeutende 
Vereinfachung. Schreibt man nâmlich für ta n 3  einfach z ,  so 
lâuft die ganze Untersuchung bezüglicli des iiberwiegenden 
Theiles der Intégration hinaus auf die Ermittlung des Integral- 
werthes der asynektischen Function

zr

allgemeiner gefasst
zr

1 -+-Z2'1

für den eigenthümlichen Integrationsort * =  tan 3 .
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Die Auswerthung des ersten Gliedes
pn n
tanz~ l3 — tan 3
— ;----------r—;—  d 3l- i- tariin 3

konnte auf âhnlichem W ege geschelien und würde auf die 
Function

%r
(l-HZ2ï)(l-H Z 2)

führen, welche noch die Ausnahmepunkte z =  ± i  mehr besitzt, 
fâllt aber dabei, wie sich bald zeigt, ganz hinweg.

Die Einführung des Integrationsortes z =  ta n 3  in die 
Rechnung bietet vorerst die Schw ierigkeit, dass er nicht g e ­
schlossen ist ; zudem muss man ih n , sofern er sich auf eine 
ganze Peripherie und mehr erstrecken sollte, auf einen doppel- 
ten reduciren. Man integrirt nun zunâchst von 3  =  0  bis 3  =  k

und ersetzt den Sprung tan  von - hoo  nach — o o  durch den
u

Integralwerth
-f-oo

%r
dz  ;

1-H*2»

sodann von 3 = k bis 3 =  2k etc. mit der nâmlichen Einschal- 
tung. Der erstere (analytisclie) Contour entspricht der Wirkung 
nach dem Contour (cos 3-h* sin <3-)}, r  =  o von 3  =  o bis
3  =  2k ,  wobei blos die Ausnahmepunkte mit positivem imagi- 
nâren Theile in Betracht kommen, w’eil diese allein im ersten 
und zweiten Quadranten liegen ; der letztere Contour von k bis 
2k (sammt seiner Einschaltung) entspricht dem nâmlichen Inte- 
grationsort für o bis 2k  mit Rücksicht auf die übrigen negativ 
imaginâren Ausnahmepunkte ; der letztere ist aber, gemâss der 
entgegengesetzten Richtung, welche er einschlâgt, mit nega- 
tivem Zeichen zu versehen. Nach bekannten Auseinandersetzun- 
gen ist nun

*,=<nn piz n- *-00
Zr

d z = p
1 -H*2'/

dz.
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Indem wir die Differentiale

1—  s 2?
d z ,

1h- z2?+1 1— z tq+i
dz

der gleichen Intégration auf die nâmliche W eise unterziehen, 
erhalten wir nach den gewohnlichen Formeln

î,=<n« p n  

Z*r
1 H-*2»

z„=0

dz
pn (2r-\-V)n

—— CSC -— -— —

z ,= f a n  piz 
*2 ;•

1—  ̂
'z„=0

dz

z 3= ta n p n
Z2r-1

1 -hZ2« 
z  , =  0

z ,= ta n  pn

f z2' - 1 
I h- z2*

'*n=0

dz =  0 ;

z, =tanp 7t 
f V2r

1 —HZ2'7"1"1
^n=0

f/z =
(2r - h l>

Zÿ=tanpTz
Z*r~ X

1 - t-Z2lJ+t
z n= 0

dz =-  pK tan
2</h-1  2jh -1  ’

(2r - t - l>
z^tanpn

Z2r __ p x  ^
1— ~  2q-h  1 COf 2(2?-t-l) 7

*n=0

*,=t«n prr 
Z2r 1

1—  Z2*+l
tn—o

, h = - J ^ t a n  r *
2 q -\- l 2<yn-l

Die Potenz des Zàhlers der Differentiale muss hiebei um 
zwei Grade niedriger sein , als die des betreffenden Nenners. 
Zur Vollstândigkeit des vorstehenden Systèmes gehort noch die 
Angabe des Werthes der Intégration lângs eines Quadranten;
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der Fall erledigt sich hier nach den bekannten für ganze positive 
q und r c ÿ - h l  geltenden Form ein

Ein Beitrag z. Theorie d. Functionen complexer Variabelen. 5 5 3

z , n (Vh-I)tt
------ - dz =  —  csc --------—
1 q q

-z-------dz —
1— zq q

n (r-f-l)ar 
=  —  cot --------— ,

Kehren wir nunmehr zu den Integralen I  zurück, sa  
haben wir

:Pn
i'— tanS tan33 — tan 3

d $ =  1 — -----— ^ — d $
1-t-i'tanS  "  | 1 -t-tati^S

o Jo

Jon .. prc
-t- ) ï  —  -1-n  — ,, =  t v n = ip n \ ,

* î>fin Æ  P  }2 sin

pn pic
[ i"— tan 5  ; ( ta n 'S — tan 5

1 -+-i"tan$ =
Jü Jo

pn . . pn . . . .  pn
-n"— *—=— i- i i '—^ — i- n ik ' - Ë O .

i , . n . . 5/t . . Sn . . 7n
' 4sin-7r 4sm —  4sm —  4sm —

8 4 8 8

vpn

i — tanS  , .  n .
----- ------ -- dS =  - r  t-h-
l- i- i t a n x  4

tan3 3  — tan 3  
l-y-tan^S

d S ,

1 Der Zusammenhang der unbestimmten Integrationen rationaler
y f*

gebrochener Functionen von der Form -------- mit den Wurzeln der Glei-
1 ± z v

chung l It=j4«<=0 erhellt aus den folgenden Formeln

' z-1' (—l)r V' ( f î ' 1)*=4!
i ± ? ï dz= - ^ r 2 j p )2,'+ w ^ J J A=1

■ Z ~r~ M  (— l ) r V '  ( f  (  5
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i"— tanS  . .  k .
d â  =  -Pr i-h

1h-i"tanS
tan'S  — tan S  

1 -+-t an8 5
(13- etc.

%"= cos ~q~ -+-* sin -Q-

und erhalten somit bereits Kenntniss von dem Nullwerthe des 
übrigbleibenden Intégrales; ja wir schliessen, dass überhaupt

tan^9-1^ — tan 3-
d 3 = p

1— z
(1 -kc4?) (1 h- z2)

dz =  0 O)

Die Ermittlung des Minuends, sowie des Subtrahends der 
betreffenden Differenzen ist dabei von derselben Leichtigkeit, wie 
bei der folgenden früher abgeleiteten Differenz

1 — z 2

(1 h - 2 cos T z - h z 2) (1 - h z 2)
dz =  0 ;

w ie bezüglich dieser letzteren sofort aus der Yerbindung dersel­
ben mit der correlativen Formel

1 -h z2
(1 2 cos t  z -h z 2) ( 1 -h z2)

0

der Doppelwerth hervorgeht

o o  o o

dz

dz =
2 sin-

(1-1-2 COS rz -t-s2) (1-i-z2)
z 2dz

( ln -2 c o sr « -f-z 2) ( l- i-z 2) 4sinr 
i

so leitet man analog aus der Verbindung der bekannten Werthe

>o

___ K*2-*-1)___ d % =  —
( l + s 4) ( l -h z 2) 4 ’
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( l + * 8) ( l + z 2) (1 + * 8) (1-H*2) 8

* ( * 8 — * ° - t - * 4 — * 2- h  1 ) ( * 2- h 1 )  

( 1 - h * 12) ( 1 - h * 2)
dz =

* (1 ^ * 10)
( 1 _ 4 _ z 1 2 )  ( 1 - h * 2 )

dz =

5 1 /3 - 4
^  , etc.

121/3

mit den Gleichungen © ) die Folgerung ab, dass der Reihe nach

(1-H*4) (1-H*2)
dz = ______ t _______ —  _

( l  +  ̂ ) ( l + *2) «*— 8 »

(1-H*8) (1-H*2) 

endlich allgemein

dz = *'
(1 + * 8) (1-H*2) 16

d z = ^ ~ (  1/2— l ) ;  etc.

dz =
yig-l

(1-H*4'y) (1-H*2) ] (1 —H*4ÿ) (1-H*2)

r n )r=ïq—\.
____ \  * w  i

dz =

Es ist dies die nâchste Nutzanwendung, die aus solchen in- 
ductiven Schlüssen gezogen werden kann ; eine weitere besteht 
z. B. darin, die Differentiale mit i"
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so zu transformiren, dass i", i'" in Function von i  und W 
ausgedrückt und danach jene Differentiale nach Potenzen von i' 
und ii! entwickelt w erden , wodurch Integralformeln mit der
6. Potenz von z =  ta n $  im Nenner gewonnen werden. Von der 
Betrachtung der Intégration

r 2 t k—tanS  
1h- t ktan3-

d S ,  t k= c o s k - h i s i n k

lâsst sicli der Übergang bewerkstelligen zu den âhnlichen Bei- 
.spielen

PK
2 t k—tan S  

1 — t k tan 5
d S ,

2 t k- \ - ta n $  
1 -+-tktan 3

d S ,
2 t k-\-ta?i3- 

1 — tk tan 3
d S ,  etc.,

die auf dem nâmlichen W ege blosser Transformation zu neuen 
Resultaten führen müssen. Es genüge hier, angedeutet zu haben, 
wie man inductiv zur Kenntniss der allgemeinen Integralformel

F(x)dx  =  n V  b Aa

F(x) = Z ax-hb  
x %-\~2Ax^~B

für den Fall blos complexer Wurzeln der einzelnen Gleichungen 
,xz-\-2Ax-\-B =  0  gelangen, oder wenigstens specielle Falle der- 
selben schneller erledigen kann, als es mit Hilfe dieser compli- 
cirten Formel moglich wâre.

4.

Den Gegenstand des vorliegenden Absatzes bildet die 
Anwendung eines Satzes aus der Theorie der Fourier’schen 
Doppelintegrale auf die Lehre von der Intégration lângs ge­
schlossener Curven oder blosser Theile derselben. In den Grund- 
formeln für die Fourier’schen Integrale, nâmlich
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oo b

f{X) =
2

cos xudu co su tf [ t )d t , a c x c b

sin xudu sin u tf [ t )d t ,  a c x c b

substituiren wir für die Function f ( x )  das Product zweier Func­
tionen f ( x ) .  ^(.r); dadurch gehen jene Formeln in die folgen­
den über

<p(x).ï(x) = du cos, sin xu cos; sin «fo(ï) ty(t)dt,

welche wir nunmehr mit d x  multipliciren und von a bis b inte- 
griren. Die neue Gleichung

f  (x) 'p (x) d x  =  — du cos, sin ux dx cos, sinw.^(ï)^(ï)<ft

besitzt eine merkwürdige Eigenscliaft; sie erlaubt nâmlich, wie 
man sich leicht überzeugt, in einer der Functionen f  oder rp rech- 
ter Hand x  statt t  einzuführen und statt nach t  nach x  zu inte- 
griren — man kann also aucli

v(x)ip(x)dx =  —
7T

i < 

oder besser

du cos, sin«ty(f)rff

<p(z)tp(z)dz=  —
7T

du cos, sin?/.r^(.'c)^,r cos, sin uyp{y)dy,  A)

setzen. Denn, schreibt man die rechte Seite der vorstehenden 
Formel in der folgenden geânderten W eise
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oo b

du <p(x) cos, sin x u cos, sin ay\>(y)dxdy =

f ( x ) cos, sinuwrf?/ cos, sin uyty(jj)dydx ,

so vereinigt sich das Integra!

cos, sin xudu cos, sinu yÿ(y )d y

zur Function -Z ÿ (x )  und man hat identisch
u

M x )^ {x )d x  = 'f (z) ï(z)dz .

Ein paar allgemeinere Substitutionen in A) sind die fol­
genden

1) f (x) =  -~p(x)

[y(%)%} d z = du [ cos, sin u x f  (x )d x \2, Aa)

2)
o o  b

b — a =  — 
n

du cos, sin u x f (x )d x  cos, sin uy —̂  d y ,

3) t ( x )  =  x

z f ( z )d z  =

du
a c o s u a — 6 cos «6 sin^ è— sin««

sin u x f ( x ) d x
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oo 6

du
b sin bu —a sin au cos bu— cosrm)

u "+" u2 \ c o s u x f (x )d x ,

4) ip(*) =  sin * , c o s*

sm zf(z)dz  = — du
«(sin b cos bu— sin a cos au)

1 —M2

— cos b sin bu — cos a sin au 
1—u%

sin ux<o(æ)dx

du
cos a cos au—cos b cos bu 

1 —uz

— u (sin b sin bu — sin a sin au) 
1—uz

cos uxy  ( x ) d x ,

cos z f ( z )d z  = — d u [—
sin b sin bu— sin a sin au 

1 —uz

—u (cos a cos au—cosô cos bu)
1 —M2

sin uxy(æ)dæ

du
(sin b cos bu — sin «cos«w  
i 1 —uz

—u (cos b sin bu—cos a sin au) 
1 —uz

cos ux<p(x)dx.

Àhnlich wie in diesen Fâllen eine Intégration von a bis b, 
lâsst sich irgend eine andere Integrationsbasis (0„) in die Glei­
chung 1) substituiren ; man hat überhaupt

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXIV. Bd. I I .  Abth. 37
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f ( z )  rp(z) dz =
(On)

2frf/  
K '

cos, sin ux<p(x) dx
(On)

cos, sin uy^(y)d/y
(On)

unter den unerlâsslichen Bedingungen der Endlichkeit und Stetig- 
keit der Functionen <p(x) und ip(x) auf der Integrationsbasis (0„). 
So liesse sich die Formel für den kreisformigen Contour

I F(z)dz =

( O n )

F(r  {cos S - \ - isin 3} ) [— r  sin â -h ir  cos 3 ]dS

für

f  =  F  {r(cos 3-M ‘sin 3 )} , \p =  —r(sin 3 — i cos 3 )  

verwenden; nimmt man

F = -----------i -----------
r(cos 3  h- i  sin 3 )  ;

sodann nach A) a) noch

(p(z) =  ÿ(z) --- cos 3 + î  sin 3-,

und integrirt von 0 bis 3 ,  so erhâlt man durch Combination der 
Resultate die nâmlichen Integralformeln, die sich aus den frü- 
heren Gleichungen für

cb
cos, sinzy(V) dz

a

unter den Voraussetzungen

<p(z) =  cos, sin * oder <p(z) =  sin, cos * 

ergeben, nâmlich

cos 3 cos 3w— 1-t-w sin 3 sin S u ) 2 
1 *—uz

n 2 3 —sin 2 3
=  T  2 ;

du
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w(cos 3  cos S u — l)-f—sin 3- cos Su  
1—w2

7t 2 3 -i- sin 2 3

du

sin 3  cos Su —u cos 3- sin Su ) 2
1—u% 

r. 23--t-sin23-
T  2 ’

du

cos 3- sin Su — u sin 3  cos Su  )
1— u%

7r 2 3 — sin 2 3
T  2 :

cos Su —  cos 3- , 7v .
------ ------- ------ du =  . sin 3-,

1— u 6

(l-+-w2) (sin 2 3  cos 2Su— 2 sin 3- cos Su)
( 1 ----M 2) 2

du

— 2u (cos 2 3  sin 2 3  u— 2 cos3- sin Su)  ^
( i — w2)

Zum Beschlusse mogen hier noch einige Specialisirungen 
<der Gleichung A) a) Platz finden ; es betrifft dies die Functionen

und

f ( z )  - - ip(«) =  zV-~1. e~ a* 

y(z)  =  ÿ(z)  =  ziL~ x . lze—a*, Oc[x.
37*
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1) =  i eat

’cos2^  arc tan — j ^ s in 2 arc tan  — j

5 6 2  F r o m b e c k.

(a* + z * y
dz =

(rt2-!-*2)^
dz =

7t 1  I \ 2 ^ )

' (2f*— l)(2 a )2H--i * r(/x ).r(^ )'

2) i\)(z) =  z^~xlze~cl

arc tan — I2
a . djx

i ___________ r(2(Q )r Æ r(2f. - i )  >
(2^— i)  (2»y-' ■ r < » . r o )  • R 42,1- 1)

dHr (2jm— i)

o

n rc  (o u  i  j* 1-  i  % !c ( o ' - i - î , )]j  =

Z2Q 2- i- s2)
«2h-* 2

dz =
2 ( Z s e c 3 - f - t e )  ____  t t 3  n  2

« — 24« "f_2 « l J ’

(? cos 3 )2 _  2 (-3 -h - .  1  -h 1 | . i  -t - . ..  ] -  ^  -f- g (/2)2'
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4) f (z )  =  ze~az

u o  OO

(az—zz)s
dz —-

5) f ( z )  =  z*e-

f a\ a z— 3zz)z _  3 k

ClZ
32a5’

4 a 2z 2 ___  k

rt2- ^ 2)11a2-f-z2)

• 6) y (z) =  1 e~ az

f (aP—  ( p \  ap~* z z -4- (p X a P -W — . . .  )2 ^  _  

Jo

°̂°
Q ) 3«y~ 3*3+  • • O2 ^

32a5’

(az-h z z)zp

i  r(2P)
2 *(2/»—l)(2«)1!»-1T(p).r(p)’

'/<|A— 0Jl)2Æ|A—: ‘ — • • . =  («2-t-z2) 2 cosj^«rc tan— | ,

(ju .)^ -1 *;— (fx)sav—3z3-f- . .  . =  (az-t-zz) 2 sin f(a «rc £<m—

5 .

Es erübrigt hier noch, eine kleine Bemerkung über die in 
Nr. 3 des Textes vorkommende Hauptwerthsdefinition, wie sie in 
.der Formel auftritt

x  2

f ( 0 0 )  r
r.(°°) „(°°)

X
c o s #  . e~-----dx = II

1

X X
(0) (0) (°)

— C = — 0-5772156649 .
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nachzutragen. Eine Relation aus der Lehre von den Gamma- 
functionen zeigt nâmlich, dass diese gegenwârtige Définition von 
der gewohnlichen abweicht. Aus der Gleichung

^_x x  e~^x l d x  dir(ix)
1— e~x) x  djj. ’

erhâlt man für u =  1

x  1— e~ x
dx  =  — C

und hieraus geht sogleich hervor, dass bei der willkürlichen 
Annahme

(oo)

o —x

X
d x  =  — C

(®)

als unbestimmter, unendlich grosser Werth des Intégrales die 
Reihe

i  1  1  1 in inf.

vernachlâssigt wird. Dieselbe Vernachlâssigung findet nun aucb 
bei den übrigen Integralen

c o s*
X

d x ,
e—rco$x . 1
----------- dx  -f~ô-12 =

x  A

statt, deren Gleichwerthigkeit mit

dx
x

die Analyse der Integrationswege (Rechteck oder Rhomboid mit 
unendlich grosser S eite , Kreisquadrant mit unendlich grossem  
Radius) lehrt.
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Es ist daher die Hauptwerthsformel

.—X
dx  =  — C

x
(0 )

identisch mit der folgenden Beziehung

e~ 8 <?-28 e~ 38

und ebenso würde sich finden 

r . (coso cos2o cos3o
. . .J  — U - H y - H y

r . (e_ s coso e-26cos2o e -^ c o sS â  
Lim)--------------1--------- -̂------- 1--------—-------- T 12

Die Summen der mit Lim bezeiehneten Reihen lauten ge- 
mâss bekannten Formeln

-S 28 a—38

cos à cos 2ô“ cos 3&
1 2  3

e~ s cosiî <?_28cos2d e -^ c o sS à

=  — J(2.sin|$),

1 2

-----— l (1 — 2e~d cos £-+-ér-28) ;
u
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man hat daher übereinstimmend

1 1 — 2 e - s cos£-i-<?-28 1 1 — 2 e “ 8cos^ -f-e -2S _ 1
Y  l — 2e-*-he-z* =  ~2 4sin2|o =  Y

Der Integrallogarithmus l i(c+x) , w ie er in der bekannten 
Gleichung definirt wird, ist dagegen selbst ein Hauptwerth von 
der gewohnlichen Bedeutung ; er ist

und wird auf âhnliche Art durch Yernachlâssigung eines un- 
bestimmten Werthes O-oo gewonnen wie der Hauptwerth

lautet ; den Nutzen auch dieser Hauptwerthe mag das einfache 
Beispiel zeigen

welches wieder eine continuirliche Formel ist, und durch sub- 
tractive Verbindung zweier früheren Integralformeln leicht erhâr- 
tet wird.

e~xH(e+X) =  — ----- dx
CC

po
cos S u  7 n .
-------- du =  — sin 3
1— i r  2

o

dessen zugehOrige continuirliche Integralformel

o o

cos S u — cos 3

0

o o

12(1— u*)^~ 2 (1 — u%) 1— u*
1 cos 2Su  cos Su  cos 3

OO

0
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Auf die nâmliche Weise, wie die sehr speciellen Beispiele

cos Su— cos 3-
du und

1 — w2

lâsst sich die Integralformel

cos Su  (cos Su— cos S) 
1— w2

du

f ( u) 
1— w2

du

jederzeit ihrem Werthe nach bestimmen, sobald f (u)  in endliche 
oder unendliche Reihen

a0H-«iC°S cqw-bf^COS a2w_t_ • •

aQ-hii(ax sin ajWH-agsin a2w -t-. . . )

entwickelbar ist, die für u = 1 verschwinden und von u =  0 bis 
u  =  o o  gelten.

Es moge hier noch eines Mittels zur Gewinnung conti- 
nuirlicher Integralformeln aus discontinuirlichen gedacht wer­
d en , welches sich direct an die entsprechenden Werthe der 
letzteren wendet. Handelt es sich um eine Intégration von 
der Form

J f{jkt a, b, c , . . .  u) du =  f([x). ÿ (  [x, a, b , c . . . )

und beachtet man blos rechter Hand die beiden Functionen 
und Tp, so zeigt sich bald der Fall von Interesse, wo p(/x) für 
irgend einen Werth [xt unendlich gross, dagegen eine beliebige 
Differenz

Ÿ  ([xt , a ,  b ,  c . . . ) —  ip (fj.t , a ' ,  b ' ,  c ' . . . )

unendlich klein wird. Man kann nâmlich dann den Grenzfall
O • o o  nach der bekannten Methode bestimmen und hat

Lim  {y(/x).|\f/(fA, a ,b , c , .  . .  a', b ' , c ' . . . )]) =
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Linker Hand entspricht diesem Yorgange die Integralformel 

Lim J (/(« , b, c,. . ix, w) —/*(«', b', c1. . . <x, w)] d u , 

so dass schliesslich die Beziehung aufgestellt werden darf 

Lim  J \f(a , b, c, . . . [x, u) — b', &. . . tx, m)] du =

Lim j— b', c ' . . .  fx)] {y Qx)}2 \ '
\ f ' M  )

Im Folgenden sei stets (ûQx) =  T(tx), also Lim\j. =  0. Die
Relation 1) verlangt zunâchst blos die Kenntniss des Grenz- 
werthes

1
d

r W
d[x

für fx =  0  oder die Entwicklung von

£ jm r 'W
r W !'

Aus

i

i » = r «

erhâlt man

X d t - C \  C = Q ’5 7 7 2 1 5 6 6 4 9 ...
0
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anderseits ist

r ( ° )  =
J 0

wonach nunmehr der Grenzwerth ^[r(ju.)]0 die folgende Gestalt
dij.

annimmt

djx n -  ^ 1 h -  g - -+-’ “ i n i n f . j  — C

Hier sind rechts im Zâhler und Nenner Zalilen, die in iiber- 
einstimmender W eise unendlich anwachsen; dividirt man durch 
dieselben Zâhler und N enner, so ergibt sich sogleich das 
Résultat

Um  ̂(r(fx)] =  1, fx == 0.
dp.

Auf analoge sehr einfache W eise gelangt man zur Kennt- 
niss der Beziehungen

r j )  ri(p~|~ ^ ) ___r . jy  ̂ j ) — o a — o
, r(p)T'(q)~ ’ p ~  ’ 9 ’

r n  F  ( k - h i - h m - h n - t - . . . ) V ( l - h m - t - n - h . . . ) _
im kr(k)r(i)r(m)r(nÿ~. =  r(Q r(m )r(w ).. .T 5

D ieselben bilden den ziemlich ergiebigen Apparat, conti­
nuirliche Integralformeln zu erhalten, wofür zum Schlusse einige 
Beispiele folgen nrôgen.

1. f[u) =  uv - ie-(P+i^ u]

OO
e -(p+iq)x— e_<y-n7/).r p ' - h iq '
-----------------------------  d x =  l 1----->

x  p -h iq
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OO

e~px cos q x — e~ r,rcos sx

F r o m b e c k.

r 2_ i_s 2

X

e—Px sin qx  . q
----------- i—  dx =  arc tan — .

x  p

2. f ( i i ) =  u^~Hu (?~rt,'sinl/x arc tan  ----- bu | ;

-°° b • , b , .arc tan — e~ax sin bx  — arc tan — e~a l sin b x  
n a a ,
l x ----------------------------------------------------------------dx  =

1 o x

1  b b si  2-f-b 2
-rr arc tan  — arc tan — . t—5— rr
2  a a a2- 1- 62

f g - Msm 15*sin fop rc 7 6 1
IX----------------------------------------------- dX =  - r l — =  -pr

x  4 « 2
sin ax — sin bx

x
dx.

3. f(u )  =
v?~

dx  =

{au -hb)p+* ’

O
1 j bp _  b'P j 

x  \{aæ-\-b)v (ii'x-\-b')pj

-< j ¥  \ d r - l a'
((a-t- b x f  ( a ' ^ b ' x f )  « ’

(Mx-hri)p
\{mx-{-ri) {m'x-\~n)Y

dx  =

Xp'
(M-\-nx)p~ { 1  Im— Im!

dx  =  —
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=, î-4-1
^  v—p—i ^  J " 1m/—)— 2m/3-+—.. .  -i-m!q q= p - 1

, M0
5=1

4 . / O) bz-\-2bucos fi-\-uz> 2 ~ P ;
TC 

2 ’

dx
(62-+-26#cos a n -# 2) (62-f-26#cos  
0

fi-hx*)

1 a. cot a— fi cot fi
263 cos a— cos /3 ’

o or x d x
(62-t-26r cos a.-h # 2) (62-t-26# cos 

0
fi-hX2)

1 a csc a— j3 csc /3
262 cos a— cos /3 ’

oo
x zdx

(ô2-+-26#cos a n -# 2) (62-f-26#cos /3h- # 2) 
0

1
w

a cot oc — fi cot fi <
Q  ̂ ^ P • cos a— cos/3 >

F(a) — - q̂—i— ^—l— ^ ^ — * ■ ’ i  ̂~^ 1 )

T(a)

i ' 0 ) r («— p)
iiV-~‘(1— iî)a—v-—lF(a.u)du =

0 a 1 a(a-+-1 )  2 a ( « - h l )  ( « - I - 2 )  d
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I.
( 1 — a ? )* -1

x
{ F ( ^ ) — F(oc0x)\ dx  =

*" « ( ( H - l )  (â -4 -2 )  '*■

t c o tr d r =
a. 1 a 3 1 .3  a :>

2 a rc  tan a
a  a u a-'

t  CSC rdr =  ------—
1 o 54

II. —  {(1— a?)®»- 1 F{ctxx )— (1 — x )a»~1 F{cc0x ) } dx =

( 1— 1— (1— x ) 0»-1 
x

-* -4  K 1!4 a ^ - i - i )  « o K -1- 1)

« i ( « i - ( - l )  ( « j - + - 2 )  a 0 ( a 0 H - l )  ( « 0 h - 2 )

F(a) =  (1— cc)~e , A/i =  (c-hk  1)*7 

{(1- ^ ) - c _ l |  d^  =

l e  1 C(CH-I) , 1 C(CH-1) (C-1-2) „
T - — a - h l j - 7 -------i T a -+-17 - 7 ------ TT7------ « > < ? ,  c > °l a  2 « (« -i- l)  o f/(ffi-hl) (a-t-2)
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# C-J(1— x )b~ 1/(1 — ccx)dx =

r ( 6 ) r ( c )  f  ( i — 1 { i — ( i — a # ) - c 
r(6-t-c) dx.

x

F  {a)

Ak=

r (?) x y ^  ~ C ( i y  ’

____________(c-t-&— l ) /c____________
(p4-Ar)(pH-Àr-j-l) .(p-t-Ar-t-gn-l)

x c~ 1(1— x ) b~ l

r (t)r (e )
r(6-i-c)

(1— x
X

y?—1(1— y )q~ l /( I— y.xyr) dy dx  =  

i

yP-1 (1 —  y )* -1 {1— ( 1— a x y r)~ c) dy d x ,

o

q > 0 ;

i

x p~ r~ 1( l — # )ï_1( l — a x r) l { \ — y.xr) dx  =

.a M ? )  ( ! _ * )  ÿP+7 ‘ ( ^ f ~ ‘ d y d x  ,
r(p-+-ÿ) 

i

x °~~2(1---# )6—1

Jo

1 — ocxy'

y p~r~i( 1— 3/)ç a( l — a x y r) l { l— x x y r) dy d x  =
i

/fflrQ) r(P)r(g) 
r (* + e )  ' r o + î )

- \ ~ a % ( 1 — # ) y c ( i _ _ y y - i
z p - h r -

1
0 0 0

1— ocxyz
-—  dz dy dx.
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a », \ — u— u)"-1b. f (u ,v) =  —r----------  —t—r----- — , 7T = 1;
( p ctu-+- fi v)H-+v-f-7C

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 2p-+-æ(*'-h*)-hy(P'-hP)_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ d
(p-h-ccæH-fyXp-l-a'æ-b-ftyXp-i-ccæ-i-P'yXp-hci'x-i-P'y)

*Vo

Kp~̂ ~cc') Kp~*~a) Kp-t~P0 — Kp~*~P)
p a'—a ‘ f i '— f i

5 7 4  F  r o m b e c k. Ein B eitrag z. Theorie à. Functionen etc,
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