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Ein Beitrag zur Theorie der Functionen complexer Variabelen '’
Von Hermann Frombeck stud. phil.

(Vorgelegt in der Sitzung am 19, October 1871.)

Die Theorie der Functionen complexer Variabelen gewinnt
wesentlich an Klarheit und Vollstéindigkeit, wenn man ihre Un-
tersuchungen auf Functionen beliebiger nicht gerade complexer
Ausdriicke mit einer Mehrzahl von Veridnderlichen iibertrigt.
Es ist zu diesem Behufe nothwendig, die Bedingungen, unter
welchen die Gleichung gilt

Fff(fb‘, Y, z,...)}:f((p, b - ) 1)

zu ermitteln; die Annahme des Zeichens f auch rechter Hand
wird hierbei zur eindeutigen, nur von der Charakteristik F ab-
hingigen Bestimmung fiir die den Variabelen @, y, z,... cor-
respondirenden Functionen ¢, , %,... in dem einen Fall, wenn
f=ao+bYp—+cy—+..
wo die Constanten «, b, c... derart gewihlt sind, dass eine Glei-
chung f=/f, nur durch die speciellen Voraussetzungen ¢ =g,
V=4, (=y- .. befriedigt wird. Um jene Bedingungen zu er-
halten, differenzirt man die Gleichung 1) in Bezug auf alle
Argumente; aus dem totalen Differentiale

dF—=

B—f . B . W’ 8,( dz
8y 0x B da 3,( FP R

(?L 330+§[;. /A
By By ' By 8y ' By By /

of v O W ¥ 9y )
(@ z—e—w.g—;—a B2 . |dz +.

dy +

1 Tm Anschlusse an Schlomileh’s Compendinm der héheren Ana-
lyse, 11. Bd. S. 44—68.
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= Xdo + Ydy + Zdz +-.
und der Definition
df =frdx —+ fydy +f, de—+. .

ergibt sich ein eindeutiger Differentialquotient, wie ihn die Glei-
chung 1), wo F von den Beziehungen der dx, dy, dz,... unter
sich unabhiingig ist, voraussetzt, wenn sich in dem Ausdrucke

dF  Xdx—+ Ydy—+Zdz~+-.
df  fodx —+fydy—+f.dv+.

rechter Hand alle d, dy, dz,... eliminiren lassen. Es fiihrt dies
jetzt zu der Annahme

Xy z_  _ar N
e f F af’
welche in der That die simmtlichen Bedingungen enthilt, mit
denen das Bestehen der Gleichung 1) verkniipft ist.
Fiir das Folgende ist die Untersuchung des speciellen Fal-
les von Interesse, gemiiss welchem als Eigenschaften der Func-
tion f die Beziehungen gelten

o _ Y _ 3

p.a":q.a—y‘—-7-3z——.

und zu dem Gleichungen 2) als zugehorige Bedingung die For-
meln liefern

1 3¢ 1 8¢ 1 9y
P(;'—ﬁ?s;*? fe >—— 4)
1 3¢ 1 9y 1 9y .
q(?.@—f—?@—’-? B—y+... =
(1 9% 1 ¥ 1 dy .
’(p'ﬂ ¢ %y e )T

Man geniigt diesen letzteren unter anderm, wenn man die
genannten Eigenschaften der Function f auf die Zeichen ¢, {,
;- - - Ubertrigt und schreibt
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BSO e 350 . 330 e
1).3—--~q.8—-_1.az =
B‘P B‘xb . 31];
2),3—_9,3—_1.az =

O %%
p.é’;—g.'a-y—7.$_.

Die bisherige Betrachtung fithrt nun unmittelbar von dem
speciellen Integrale der Gleichungen 3)

N z
[f=—+%+—+.
p 9

zu dem allgemeinen

s W U - :F<£+£+Z_+. ),
P e S=F T

oder auch
. Y K
o, 0, y,.. f=F<%—+—?—~l—’— —f—),
dies letztere mit einer den Bedingungen fiir ¢, ¢, ¥, ... analogen
Bedeutung der Functionen ¢,, ¢,, ¥,,

Es ist jetzt leicht, ohne Riicksicht auf das allgemeinste Inte-
gral der Gleichungen 4) denim Anfange erwiihnten eigenthiimlichen
Fall zu erledigen, wonach nunmehr die Zahlen p, ¢, »,. den
dort fiir «, b, c,... aufgestellten Bedingungen entsprechen; der
wechselseitigen Quotienten jedoch aus p, ¢, »,.. halber ist es
nothwendig , diese Multiplicatoren ndher zu specialisiren.
Beschrinken wir uns im Folgenden auf die vier Substitutionen

— N p— 1
—=1, = | —1=i —=V—1=i, —=ii,

P g r s

welchen jene Eigenschaft zukommt (siehe Anhang 1.), so erhal-

ten wir mit blosser Riicksicht auf die Worte -i-V +/—1 und

~ |/—1 fiir die bezeichneten Quotienten die Ausdriicke
33 *



498 Frombeck.

P — $ —_
l: —l, — =T, -'—:_F_L',
p p p
7 $ o .o
— =1, — =—|—ll/, —L =i,
q ¢ r
S [}

— —1 i: I,’, —_— ==

r S S

8p 0y 9y 03 op 3¢ > 9y

dx 0y oz 0of ‘dx 0y z o’
oy 93 3\# __9p 033 0 99 9y
e P e ) A T A 11

Die derart bestimmten Functionen ¢, ¢, ¢ und 3 besitzen,
wie auf dem Wege der Elimination ersichtlich wird, die folgen-
den gemeinsamen Eigenschaften

Y Ay Y A A .Y
i v e T R T Ea TR TR

denen schliesslich dem friiheren analog das unvollstindige In-
tegral
= F(x + iy -+ iz + ii't)
oder
= Flp(x—+iy—+i'z-+iit) + ip (w+iy—-+i2+0t) +
1y (@Y izt ) + 1 (@Y 20t )|
mit den bekannten Ergiéinzungen
F (x—iy—i'z—-ii't), F,(x—iy—+i2—i't), F,(e-+ijy—i2—Ii't)

entspricht.

Zu dem Kapitel der Functionentheorie, welches von der
Integration lings geschlossener Contoure handelt und zu den
weiteren Ausfithrungen betreffs asynektischer und vieldeutiger
Ausdriicke in 2 und y konnen jetst einige sehr wesentliche Er-
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ginzungen gemacht werden. Es bedarf hiezu einer Verallge-
meinerung des Abschnitt IV, S. 52 a. a. O. aufgestellten Hilfs-
satzes iiber Doppelintegrale, welche, eines speciellen Beweises
nicht bediirftig, sofort durch die folgende unmittelbar einleuch-
tende Formel vergegenwirtigt werden moge.

(n—1) [ (@, do'+D,da’'+Qydx"+. . . 4D, da™) =5)

/
3(D

4[1?”-4— ‘ de""+ ...+ E(D—l dx™ |dz'
8@’ " aa;(")

2, 9D,
—f—( ) dx ”’—0— 2 de®—+ ... 2 x’)a’x”

oa a® o
(b3 / B(DS 7 "
-+ 3——(,‘) dal - do'— 5 dx )d&
00, P 0D,
— * @, o (n—1) (»)
( Y g da'— a 7 dx ° 3 (n— ‘)d”l/“ )dv J

Wenige Bemerkungen geniigen zur Erkldrung dieser For-
mel. Die Doppelintegrale rechter Hand nach dz’, dann da”,
dz'",..., endlich nach dx sind wesentlich einander gleich,
nur die Art ihrer Entstehung ist verschieden; es ist hiebei zu
unterscheiden, ob »n—1, 2—2,... oder ob z. B. blos eine Glei-
chung zwischen den » Verinderlichen vorliegt. Im ersten Falle,
wenn n—1 specielle Beziehungen gegeben sind

F=g,(@) =)= =ea(@"),

stellen die Integrale

o oD, 0D,
W 2 de' (%)
Ha L de dz,ﬂa m dx HB 5 dxMde’

simmtlich das gleiche Resultat der Integration lings eines (ana-
lytischen) Contours n—1ter Kriimmung vor, mag derselbe gesetz-
miissig oder ungesetzmiissig verlaufen (die Zeichen ¢,, @,,..

¢, vertreten die Function in ihrer grossten Allgemeinheit); um
die einmalige Integration lings dieses geschlossenen Contours,
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den jene n—1 Gleichungen definiren, oder den Ausdruck
J @,dz’ zu erhalten, muss die Summe der Doppelintegrale durch
n—1 dividirt werden. Das gleiche gilt nun auch von allen die
Functionen ®,, ®,,...®, betreffenden Integrationen; nur ist
selbstverstindlich eine Integrationenfolge =@, 2®, da alles
lings desselben Contours zu erfolgen hat, mit dem entgegen-
gesetzten Zeichen der Folge 2(®), @ zu versehen. Der zweite
Fall, welcher wie alle folgenden durch den ersten direct erklirt
wird, hat es nunmehr zu thun mit einem durch »—2 Gleichun-
gen definirten Integrationsorte; den Relationen geméss

'”, .T”/) = ‘1!)_,'(37”, .’L'(l‘)) —. . .= .‘PII (.”L’", .2,'("))

erfolgt die Summirung auf einer Fliche im allgemeinen n—I1ter
Kriimmung, ohne dass in Bezug auf die Zeichenwahl eine Ande-
rung eintrite. Gleiches gilt fiir den dritten Fall

= Xq(a}//’ a:'l/, w(ti)):Xa(a,,u’ .’L'l”, {L’(s)):. .= X“(a:n’ a:///’ ._’l,‘(")),
fiir den vierten, fiinften u. s. f., endlich fiir den letzten
=, (x, 2", . .a™),

bei welchen die specielle Bezeichnung des Integrationsortes
in geometrischen Verhiltnissen keine Analogie mehr findet.

Zufolge dieser Erlduterung ist es jetzt moglich, Sinn und
Werth eines Integrales [ F(f)df zu ermitteln, wenn f eine Func-
tion der » Verdnderlichen z', 2”,...2™ vorstellt, die der Glei-
chung 1) geniigt, die Integration aber an irgend einen der vor-
erwihnten analytischen Orte gebunden ist, bei welchen als
gemeinschaftliche wesentliche Merkmale erstens ein ununterbro-
chener Durchgang der Function F von einem Werthe F, durch
alle Veriinderlichen nach F, zuriick, zweitens Continuitit, End-
lichkeit und Eindeutigkeit der Function selbst im Innern und an
der Oberfliche des also durchwanderten Werthcomplexes statt-
finden. Schreibt man néimlich

[F(f)df=

JF(f){gf—, &'~ B—f_ da'"+. ..+ BZ{;) (la;('“)g ,
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o erhellt die Anwendbarkeit der Gleichung 5); man hat unter
Beriicksichtigung der Relation 1)

[E()df=
—1 U[ Py dz"+ (l’b”'—l— .+ ,;;F(L) d;v‘">)% da’
(aBFI:, da'"’ +- aali)(h(") . .—r dx )Ba,:, dz"
o (3?54)([;5-(4)_._, .—_%dx’— BB’LF d z”)%d@’”a—

—+ (—— ;g—rlm’—%(lm”—. R Bf‘ - )flq/" “) '()if - dz®
+F(f)§( R dz"'~+ 8@322"”{5‘”,,14_' Sy 32f(7‘> da:(">>dx
-+ (332‘ —da 4+ ,/?;,_;(4) dx®—+ . . -—%';—L—/ (lx’)dxn

-+
—4—(-—8(£Z’;$/{lx’— aw(if{;},/ da'—...— mgmdz“““)dw(")”»

Die Doppelintegrale rechter Hand verschwinden simmt-
lich, jene, welche die Differentialquotienten der Function F ent-
halten, gemiiss den Gleichungen 2), die tibrigen nach dem Satze,
welcher die Umkehrung der Differentiationenfolge erlaubt; es
bleibt mithin als Resultat

[F(f)df=0.

Mit der erweiterten Bedeutung dieser letzteren Formel
crlangen die Consequenzen derselben gleichfalls einen allgemei-
neren , mannigfaltige Fille umfassenden Sinn. Die wichtigste

Anwendung vor allem, wonach hinsichtlich eines Integrations-
ortes ‘40P0A1P1A0

I[AopcAl] = I[A0P1A1]
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gilt jetzt nicht blos fiir Theile einer geschlossenen Curve oder
irgend welchen beliebigen Contours (verschiedener Ordnung,
vorerwihnter erster I'all), sondern auch fiir zusammenschlies-
sende Theile jedes andern geschlossenen Werthsystems, welche
durch Werthgruppen der nichst niederen Ordnung von einander
geschieden sind. Hievon ist z. B. bereits eine einfache Folge die
Moglichkeit, unter den angegebenen Bedingungen die Reihen-
folge der Integrationen in Doppel- und mehrfachen bestimmten
Integralen beliebig zu ordnen.

1. Die folgenden Anwendungen beschrinken sich auf den
mehrerwihnten ersten Fall (Definirung eines Integrationsortes
durch »—1 Gleichungen zwischen » Variabelen); dem Integra-
tionsorte selbst moge dabei die doppelte (reelle und imaginiire)
Dimension des Zahlengebietes zu Grunde gelegt werden, indem
die Summirung an Parallelogramme, beziehungsweise Rechtecke
mit den Winkeln 45° und 90° und mit den Seiten «, 7', bez.
«, bi gebunden gedacht wird. Der Annahme eines Rechteckes
entspricht die bekannte Gleichung

f(w)da—+i Jf(a—a—z’y)dy =i {/(iy)dy—;— (f‘(z’b—i—m)dm

Jo 0 Jo Jo

@
.

a—+b
[|—— ) de,
a
o

a

. a—i—ibS

. . s S E ) . 1
welche wir dahin modificiren, dass wir ¢ =% und z'z:-l/—2_—2
an die Stelle von ¢ treten lassen, wodurch jenes Rechteck in ein
Rhomboid mit dem Winkelmasse 71— iibergeht. Da dieser Fall

einiges Interesse gewihrt, so moge also hier in Kurzem zunéichst
blos die congruirende Formel

Y b b a
} x)de—+1' Xf((t.—i—z"y)dy =7 j/(i’y)dy—f— X/‘(w—n—i’b)dw
0 0 0 0
_ a—o—z’bgf(a—n—z b ’c) d 6)
a |\ a
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mit Beriicksichtigung des Werthes ¢, discutirt werden. Wir be-
sehridnken uns dabei auf den Fall parer und imparer Funectionen
und erhalten fiir beide Functionsarten gleichmiissig aus der letz-
ten Gleichung, in der wir —a an die Stelle von @, dem entspre-
chend —e« an die Stelle von a treten lassen, die neue Gleichung

b

j/(w)daf [/(a:—z y)dy = —i {A—z y)dyﬂf(r—z'b)dv

a—ib(" fa—i'b
—-— Lf( p ’L)d’b 7)

Obwohl dieselbe gerade so wie 6) allgemein fiir beliebige
Functionsarten unter den Bedingungen der Gleichung 6) giltig
bleibt, so bildet sic eine werthvolle Erginzung zu 6) allein bei
der Beschrinkung auf die Fille gerader oder ungerader Funetio-
nen, wie sogleich hervorgeht, wenn die verschiedenen Functio-
nen f unter den Integralzeichen nach dz und dy in complexe
Summen reeller Ausdriicke in @ und y nach dem allgemeinen
Schema

Fle+iy+iz+-ilt) = 0(x, y, 2, t )+-i0,+7'Dy—4-17' D,

verwandelt werden. Hiefiir liefert nun Nr. 2 des Anhangs die

. N )
nothigen Formeln, wonach, den Fall #= 21v01‘ausgesetzt,

Gleichung 6) die folgende complicirte Gestalt annimmt

T A -

e )bt Ao

—+ %%‘9_‘?1 -+ ‘b—'ib1}"‘

Y]

%%—soﬂlw—%ﬂ dy=
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e el )

7’

L—S —+P LS—&°+%+‘P—%}] dy

o

e
f[fe- 7 %2—)**'}“%(“%’ el

..,

R

Ca [ A
= e am g e

V, {so ¢ +Y— xb§ \/2§ pp+Y— h}J dy

Behilt man die Bedeutung der Zeichen dieser ersten Formel
bei — ein beigefiigter Index 1 an die Zeichen » und ¢ in

[u—+iv) = o(u, v)+ip(u, v)
zeigt an, dass in den fiir # und » eintretenden Argumenten statt

+ Y und +Vb2: beziiglich die negativen Werthe zu setzen

/2
sind, wihrend jene Argumente immer so eingeschaltet werden,
wie es unmittelbar hinter dem zugehorigen Integralzeichen ange-
geben ist — so lautet die wesentliche Ergénzung, Gleichung 7)
in analoger Form

b

25:”(‘”’ ”)‘l‘”—""w?(““ e )

5 {'P Py P— 4’1% Vl;—g—'p—i—% —l—t,b——,’q}] dy=

NG
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{IbFo b )

+%§?—%+4}—%} 2—{ so+so1+‘+—s’qﬂ dy

| [l =)l )]
Tty ,b} —?{ A ab”dy

I

T

_a—ih ‘ ) b ” A
= o[ggo(a—a‘ﬁt, [”/2 >+p1}+z{¢+¢1}+...}dx,

im allgemeinen

A=B—=o.

In 8) lassen sich die Grossen 4 und B zu dem complexen
Ausdrucke p--ig—+ir—+i’s=o, hier in 9) zu dem Ausdrucke
p—+ig—ir—ii's=o transformiren, wo p, ¢, » und s reell sind;
abstrahirt man dabei vorldufig von der speciellen Bedeutung die-
ser Factoren , so enthalten die zugehorigen Gleichungen ledig-
lich eine der Bedingungen, unter welchen es erlaubt ist

]):q:r:s:o

anzunehmen — die Einfithrung von 7, = —di; in die Rechnung
(siehe Anhang 1. und 2.) ergibt

P—iq—+Tr—iiys = p—ig—ir—+ii,s =0

mit der ndmlichen Wirkung. Das zweite Integral nach y in den
Formeln 8) und 9) beeintréichtigt unter den gemachten Voraus-
setzungen die Giltigkeit dieses Schlusses nicht, wie es auf den
ersten Blick hin scheinen konnte, indem sich im Falle parer
Functionen die mit ¢ und 7’ multiplicirten Glieder, im Falle im-

parer Functionen die mit 1 und [/—1 multiplicirten Glieder des-
selben tilgen; zugleich liegt hierin die Nothwendigkeit der
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Unterscheidung zwischen beiden Funectionsarten , wenn man
daran geht, in dem Resultate p—¢=r=s=0¢ fiir die Nullwerthe
ihre urspriingliche Bedeutung zu restituiren. Es leitet jetzt dies
auf die gewiinschten Relationen, iiber deren Schreibweise die
fritheren Bestimmungen gelten mogen.

Erster Theil der Doppelgleichungen in 8) und 9); Fall 4—o.

a) Gerade Funectionen.

1) go[¢(a+VLz_ V})ﬂol(:g—f? V2—\—230(1, O)Jdm— 10)
_\/%—H A g et o e )

) H‘b(“ﬁ— 7E e 7 )|
1

e e
K H ("Wz"w) o (sz—’w)]
el
R e v
T?‘E[““’(‘“ﬁ—’f?—)“**‘b“’“]"“"

B) Ungerade Functionen.

”ﬂ*’(‘”* T TE e e )=

4

o
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e A
(/z Vz )][h’
Y H“’( 7 e %"Tf?)}"‘”z
e R )
(——n
%EM w) ot

P bbb

i

Zweiter Theil der Doppelgleichungen 3) und 9); Fall B—o,
giltig fiir beliebige Functionen.

1) ju[(l-i——b--)go(r—f—w b a—b>
. a \/2 a |/2 an

2¢(2, 0)

+(1— L (a‘—w b )
( a VE’)% a \/2 T a \/2
b b b
—+ &—VE_%HIJ(&'—G—{U aTQ_, a—v..zzél‘)—‘,bl}} do
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1

= e e e f el

? H(“v%ﬁ( * e as) (1)
‘b(”"%‘“’ﬁ) «m{( aﬁ"m) ‘”‘5 "”

e el o

K W*w)( avcz’“aw) )

(b— w)] da =

.’L’—Jl?—_ —x \
‘°'( PIERENTE) \/2

X : O e i
R

-+ ;—§(~?+%)] de=

b
y ¥ y y
YA+ —, — |+ U, ——= dy.
H*( TR e |
Eine sehr interessante Anwendung gestatten diese Formeln
fiir den Fall f(f) =e—", (¢=0oc), woraus sich

¢(u, v)=e—"+""cos 2uv, {(u, v) = —e""t"’sin 2uv

ergibt; da die Rechnung nichts Besonderes darbietet, so gentigt
die Angabe der Resultate, man erhiilt aus den Formeln 10, «)
das folgende System
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00

g {e—l'"—"z_”-” cos(/2car—+c?)+-e—=+¥2ex cos ( \/2_cx—cz)§ dz
0

—/7 1)

00

‘ ge-"’z—ﬁ < cos (/2 ear—+c?)—e—=+V2ex gin ( 1/2_050——02)% dz=0
0

o5}

j {e—l’"'—‘/é"‘-” cos [% + \/70.1'—4—02] — eV 7ex
0

CcOoS (% — l/2_c.z'—+—cz]$ dr = 25 cO08 (zz) dz s
0

©o
( 2 2 . T BY 3 > ox
J e——Y2er gin [Z + /2 cx—i—cz]——e—-v‘ﬂ/z ex
0

sin [% — \/2_ca,-+cz]$ dr = Qj sin (2%) dz.
0
Einerseits fiihrt dasselbe zu bekannten Integralformeln ;

dies erstere bei der Substitution }/2ca—+¢* und |2 co—c?=2,
wodurch die beiden ersten Gleichungen in die folgenden iiber-
gehen

—+-00

—-+o00 1
. r 1 . .
j = 008 z dv — V__ e ka; JB“‘”' sinz dz —= 0,
a
—o0

—0Q

wihrend durch Addition und Subtraction der tibrigen

3

J cos(2?)dz—+ S sin(2*)dz = ‘/g —2%2— F—z—c‘fcos zdz,
0 ?

0

¢ ¢ c? N
. ez .
j cos(z?)dz— j sin (2*¥)dz =2 - P—zcz sinz dz
0 L e

0

und (¢ =oc gesetzt)
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” » 1/7
J cos (2%) dz :J sin (%) dz = §V%
0 0

gewonnen wird. Andererseits erweist sich die Substitution der
unendlichen Reihen fiir die Ausdricke e—Y?, cos /2 ¢z und

sin}/2cx in den Formeln 11) von bedeutendem Vortheil,
indem ausser der inductiven Werthbestimmung des Integrales

{e ]

Je‘"’*ml’da:, hieraus convergente Reihenentwicklungen fiir die
0

Integrale J cos (%) dz und J sin (%) dz namentlich bei kleinen ¢
0 0

entspringen. Den Relationen entsprechend

¢ 9, 5 YPRY
J cos (z¥)dz = cos (CZ)S e—l&; 2w — (2e) -+ (2ea) ~§ dx
. ‘

1 nl 9!
0
: 7 Li(Qex)? 2¢x)?
o[
]
‘ 0 ( )3 AV
Jsin (#*)dz =—cos (&)Seaﬁ %(Q?T:) _ (2;”:) X }(lx
0 0
: m__l,e( 2ex  (2cx)® (2cx)? )
e emef 25— Gl

lauten diese Entwicklungen zuniichst in Bezug auf die Werthe,
welche sie paarweise annehmen

2[‘.008 (2%) dz = cos (c?) | 2¢  (2¢)° (2¢)® » }

%_1 T 345 56789

‘ ’ 20)3 (2(:)7 (20)11 }
ni(2ef _ _
+sin (e )% 2.5 4567 6780.1011
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2gcsin (2%)dz = —cos (c¥) g(gc?.; — Gy ‘ (o) —}

4.5.6.7  6.7.8.9.10.11

. 2¢ 2e)® 2¢)°
~+ sin (c?) {T - 35.4).5 - 5.(?.7.?3.9 o }

sodann isolirt

b 5 9
2{ cos (b*—y?) dy = gl)_ _ (20 -+ L L=
Jo

3.4.5 b.6.7.8.9

[,

,Ol/bz—q ’
b
. 20)° (2’ 20"
QJ sin (h2—y?) dy = % 1567 61 é 9)10 T
0
"ysin ysin () o
‘/bz—:_J

2. Von der Function ¢—* gehen wir zur allgemeinen Sub-
stitution in 6) tiber

f&)=tf();

die bezeichnete Formel lautet in diesem Falle

@ -6
[ et i | i i) dy = 12)
0 0

b &
v S Tyf(Vy) dy + J (v—+0)f(w—+1i'b) do
0

0

Bei Ansicht dieser letzteren driingt sich die Frage nach den
Anderungen auf, die eine Einfiihrung der Factoren « —¢'y, —i'y
und #—7'b anstatt ¢—+i'y, -2y, —+'b unter den drei letzten In-
tegralzeichen mit sich fithrt. Der Fall ist, wie leicht zu ersehen,
von den bisher betrachteten grundverschieden, da es sich hier
nicht mehr um ein Integral [ F(f)df, sondern um Integrale von

Sitzb. d. mathem.-naturw. C1. LXIV. Bd. 11. Abth. 34
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der Form [ F(f,, f,)df, oder [F(f, f,)df, handelt, worin f,
sowie f, Functionen derselben Veréinderlichen, allerdings von
geringer Verschiedenheit bedeuten. Die letzteren Integrale, auf
einen geschlossenen Integrationsort bezogen, reduciren sich
nicht nothwendig auf Null. Man hat vielmehr, £, und £, als Fune-
tionen zweier Verinderlichen vorausgesetzt, nach 5)

SF(f;’fz)df;:J(F(fvfz % ﬂﬂ”b—i— ﬁ(lyg

F 3 F o, 3F 3 3\ 9o,
(7 Bt 2

i o
-+ F(f,, 1) (%2 (l’L(lJ — (ly(lm }J

ofs

E doe—+ W(ly} =

gFm..;@ fif;{ F<ﬂ=fz>{am

HKBF of, OF sz) ale ly_(_aF a,q+§g aﬁ) o, dyde

%, %y 9, 3y, dw of, b 9,

+F(f,f ) fz (hdy s dydz
riz 3yl o)
d. h. im speciellen Falle

B ¥y ¥,
‘v B2’ by oy

{F(ﬂ’ﬁz)dﬂ: Hg;: 3}‘; f;dy /z———?”;;j g’; ﬂ(h(h, 13)

—-

jF(fp fo) dfy= Hg}f 2f 1 o L dydo=— Hg}f 21;; fz(luly

Wihlt man hierin fitr £, und £,, wie es z. B. oben verlangt
wird, die Zahlen x~+¢,y und ¥—¢,y, wo ¢, eine der stets com-
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plexen Wwrzeln der Gleichung 2'-+1=0 bedeutet, so erhilt
man sogleich die Resultate

[ F(e+tuy, e—Gy)d(@—+Cry) =
—26[ [ Foeonf@—+Cny, v—C1y)dudy,

[Fe+ly, e—Gy)d@—Cy) =
—+2¢, [J‘ Fgc+:hy(37—l—Ch Yy, —E, y)da:dy,

und damit auch die gewiinschte Ergéinzung zu der Formel 12),
nimlich

7 b

j zf (:v)da:—f—i’JA

b

(a—ty)f (a+iy)dy= ZS “yf(y)dy

0 0

o

—l-j (x—ib)f (.’v—r-i/[;)(lw—?i’j J [(x—+i'y)dady,
0 0

0

Al b

} wf(a:)d:v—t—i’[

b

(a+-iy)f (e—i'y)dy =i 5 yf (—7y)dy

0 0

A b

—|—g (x+20)f (a:—i’l;)(lm—?i’ﬁ J (1Y) femiry (x—1'y) daedy.
Jo 0Jo

. . z
Da noch hiufiger als zf(z), die Funetion ’i(—), welche
z
mdglicherweise diseontinuirlich ist, angewendet werden kann,
um Integralformeln zu erhalten, so ist es von Vortheil, den
gegenwirtigen Fall allgemein aufzufassen und demgeméss die
Gleichung

b b

Fla+1y, a—iy)dy = i’S F({y, —iy)dy 14)

0

13
S Ha, a:)da:—;—i’j
0 0
b

—~+| F(a+1, w—i'b)dm—?i’J j Fi_iy (v+1y, v—i'y)dvdy
0 0Jo
analog wie Gleichung 6) zu discutiren. Wie aus den Defini-
tionen
34



514 Frombeck.

F(u—+iv, u—iv) = ®(u, v; u—iv) + iW(u, v; u—iv);

D (u, v; u—iv) =0 (u, v; u, —0) ~+ & (¥, v; u, —v),

W, v; u—iv) =9 (u, v; u, —v)+ ' (u, v; u, —v)
hervorgeht, besteht die einzige Anderung des Verfahrens nun-
mehr darin, dass an die Stelle des fritheren ¢ jetzt die in den
vorhergehenden Gleichungen bestimmte Function ¢—¢’, da-

gegen fiir ¢ jetzt J—+¢’ zu stehen kommt, wihrend die Bedeu-
tung des Index 1 unveriindert bleibt. Bestimmt man noch, dass

Folvy(e+ly; a—i y)-(br_”(@—n—\/ l/_., r—1 y)—c—ﬂD( )
= fi+if,+i i,

so zerfillt die Gleichung 14) ganz wie 6) in vier partielle Glei-
chungen, indem die mit 1, ¢ ¢ und &’ multiplicirten Ausdriicke
derselben jeder fiir sich verschwinden, fiir alle solche Functionen
F, welche einer der Bedingungen F(&; n)= F(—&; —v) oder
F(&; n) = —F(—&; —n) gentigen.

Jene Nullwerthe nun erhalten durch Transposition der Glie-
der die folgenden geordneten Formen von 8 Relationen zur Aus-
werthung bestimmter Doppelintegrale

«) Bedingung F(&; n)=F(—¢&; —n)
@ b b b b
1) [']o (:L’—f— e ——) —
L V2 V2 /Z 2
—e—%(w— L %; v 2, i—) —¥i—2¢(@, 05 @, 0)} do =

b
1 y oy y y , ,
—_—— —gla+ ——, =y — ==, — = +’ —+ —1
V2LB ?< iz ye Tz V?) HAREERE

+§4/+30’—%—30}H dy— 4} jf«d@'dy:
0,

0
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b

) H‘P(“%’ 5 T e
7ol o o= = e

]

—f—{‘\b—l—go’—‘\,bl—f,o; }] dy +4 [ lfad:cdy,

/0

0 bl oo -

1 bbb by .y
i Al it

a nb
dx —45 J/}dxdy,
0

0

fpertis]

O et dote e
Wiz 12—z ) e e~ e
:vl“m"*"(‘”*vb_’ 5 )

L)

—I—{ab—l—ao’—-yi t,o,” x—4g'{fzdwdy.
0,

0
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£) Bedingung F(¢; n)=—F(—§; —).

‘ b b b b ,
) H*’(‘” /775 e i

b .

—+ v__b_ _ @-_,_,i Sy 2¢(@, 05 @, 0)| de =
Ty T ) TR YT

TR ,
1 - L)""ﬁb,"‘ﬁoi_q’l}

+%a’4+sﬂ’—a’q—%}

a pb

3 7% 75 v%_ﬁ%ﬂ "”’%’”“l’”‘*”

o [ b b b b\, :
2) e+ V_‘Z’ ﬁ’ r— ﬁ’ —‘—/3 +¢' 4+, o, | de =
Jo =
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b
\ (. Yy oy, ¥y,
B 'T// o ——, —= — =) — —=|—
) JB( IENCANE Vz) i

N R I A N |
—4—9,<a /5 V§,u+ |/E-)_’+\/§) ﬂﬂm

_1_ © ’U—O—i .é_- zv__b_ _._?_\__-‘b’__w 4!
e e e

@ nd
—f—{:}'—q—g-_%—%’” dx ——45 indm(h )
Jo

0

/

' \
4) 5 [)-’b((H—l R l:_, — l{:‘:—i—q)’
0

143

L — Q;+_b_ i -___i ____b_ b, —
V'?T . T ‘/‘Z’ l/'51 & ‘/59 V'§ 4 $1 Y4

o

+{-,b—+—g’—gbl——.9;}] (1.1:—45 szda: dy.
0

0

3. Zur Vervollstindigung des bisherigen Formelsystems
gehort noch eine kleine Discussion der Integrationsorte mit so-
genannten Ausnahmepunkten. Unter der Voraussetzung, dass es
sich blos um Integrationen von Differentialen eines einzigen Ar-
gumentes nach diesem Argumente handelt, liefert die Cauchy’-
sche Gleichung

b nite @ i+
jF(z)(lz = j jF(z) dedy—= S SF(z)(Zy(lw, «=0,
0 0,

(%) Jn—¢

5—¢

worin der Index (0,) irgend einen beliebigen Integrationsort mit
einem Ausnahmepunkte, rechts das Doppelintegral eine Integra-
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tion auf der Basis eines Rechtecks mit den Seiten « und 4 und
dem innerhalb des Rechteckes liegenden Ausnahmepunkt &,
bedeutet, die nothigen Behelfe; fiir £= o fillt dabei das untere,
fiir é&=a« das obere unendlich kleine ¢ weg — ebenso beziig-
lich #. Schon bei der Einfiihrung anderer complexer Wurzeln
algebraischer Gleichungen als —+¢ oder —:, stosst die Auswer-
thung jener Doppelintegrale auf Unbestimmtheiten ; vollig un-
brauchbar wird die Formel bei Functionen mehrerer Argumente,
wie sie im Vorhergehenden angewendet sind, wenn eben die In-
tegration blos nach der einen Veriinderlichen erfolgt — es muss
und kann in diesen Féllen der Integrationsort (o,) auf einen
Kreis mit unendlich kleinem Radius reducirt werden, der den
Ausnahmepunkt umschliesst. Bei Functionen eines Arguments
kann diese Reduction ohne weiters geschehen, weil die Wahl
eines geschlossenen Contours auf das Resultat von keinem Ein-
flusse ist, und fithrt zur Gleichung

Ho+2m
X .\ |—sin S+icos S
F(z)(lz z(/‘1+7‘2+ ‘e —-l—/\n) — s T oo 1 »
COS 14810 7
(0) 48

worin A, =Lim [0 F({,~+0)], {o=0} von S unabhingig ist,
ix eine complexe Wurzel von der Form cost—-ésinr bedeutet,
wiihrend die Integration links auf einen Contour mit » vollkom-
men eingeschlossenen Ausnahmepunkten ¢, &,,...¢. bezogen
ist. Wenn einer der Ausnahmepunkte auf dem Integrationswege
selbst liegt, gilt die vorstchende Formel nicht mehr; die Inte-
gration ldsst sich dann nur in dem Falle bewerkstelligen,
wenn der Ausnahmepunkt entweder auf einer Geraden oder in
der Spitze eines Winkels mit dem Bogenmasse r liegt, wofiir
beziiglich statt der oberen Grenze S,+2x, S,—m oder

(3,,:0—1—)% eintritt (entsprechend dem Wegfall des  unter

den fritheren Bedingungen £=o und »=o0). Man findet nun (s.
Anhang 3.) — und hiermit erledigt sich die Integration discon-
tinuirlicher Functionen eines Arguments @--#y — je nachdem
ir=costt¢sinr, als Integralwerth fiir den Weg (0.)
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E F(2)dz— ip (Dt - ) 15)

(0n)

mit den Werthen p=2r, = oder r fiir die vorhin bezeichneten
I

Grenzen 3,-+2r, 3,+n oder 5
Nicht viel anders gestaltet sich beziiglich des Resultates die

Sache bei Functionen zweier Argumente @iy und »—i,y, die

nach @~y oder nach x—y zu integriren sind; die Reduc-

tion des Integrationsortes (0,) auf » unendlich kleine Kreise um

¢, &,. & ist hier an die Formel gebunden (s. Gleichung 13)

g F(e—+iwy, —iy)d(x+iy)
(0n)

27
—8ind 4+ i co8 S N

— (- '“")S €08 I 1+, sin.3 d
0

= —24; H Fo_ iy (v—+iry, 2—iry)da dy—+Lim
(02)

ry p2n ra p2T
—l—vg ga'F’drdﬁ—f—. J [rF’drd&, r=r,=...mn=09},
0

0

0,0

d. h. wegen des Verschwindens der mit Léim bezeichneten Dop-

pelintegrale

SF(w—o—i,,y, r—uy)d(@+iy) =
(0n)

TP (gt e ) — 20 HF;_,-ky(w—;—ik y, x—4y)daedy 16)
(V)
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py=Lim[0,, | F(&~+tyrig—+0,, &—tinig—+0,)],
(6, =Lim {r(cos I -+ i sin 5)}

6, =Lim{r(cos & — ¢ sin I)}.

Die Unterscheidung zwischen dem Factor 0, und ¢, in u,
ist unwesentlich; viel wichtiger ist die genaue Untersuchung der
Abhéingigkeit von p, beziiglich .3. Man wird bei richtiger Einfith-
rung der Functionen &+rcosS fiir #, »—+»rsind fiir y im Inte-

grale JF(z) dz nicht fehlen; bei solchen (meist verwendeten)
(0a)
Functionen, deren algebraischer Nemner zwischen den Integra-

tionsgrenzen den Werth o erreicht, ist es gut zu bemerken, dass
iiberhaupt nur vier verschiedene Fille denkbar sind, wonach
néimlich die Integration lings einer unendlich kleinen Kreisperi-
pherie folgende vier Werthe liefern kann.

1. Integration nach @i y:

9

P
2n; ®, 3T

— 8IinS 4+, co8.5
— 33
€085+ 8in .3

?(g_‘_ik 1y E"_ ik 'fl>

0
2w = “-;'“
. . —8inS .08 F
o(E—tn, E-—pn - ds =
( ’ ) c0S 5 —4,8in.S
0
1—sinr 1—2sint = n
. S <
4 ———  Cr.oi7.0), ————  —o—+rtanto; [t~ =|.
cos T @r.gim.g), cost 27 ATe =2

2. Integration nach w—-ixy:

2%

- 1
T, 3R

’
—sinS—1,c08 5

(Og—l—‘l.k‘f/ é_‘—i,gr — T =
¢ ’ ) €0s. S+ Zxsin S
)
1—sint 1—2sint = n
— ——.(@r.pym.9), —~ —————  — p—rtantp; Tfl—m
cost : cost 2 ;2/'
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1
R o TT
, ) — sin S — i c08.5
Eirn, E— - ds =
¢(E-+in, S—ixn) €083 — #;sin.S

V0

—2im.o, (—r.i.9, Fr.d.9).

Zur INustrirung dieser wenigen Elemente einer moglicher-
weise sehr verzweigten Theorie diene uns die einfachste discon-

tinuirliche Funetion F(z):ﬁf} , f(0) =0, welche wir somit den
z

allgemeinen Formeln 15) und 16) anpassen: beziiglich der letz-

2411 . . . .
teren bestimmen wir I ( ) f(——‘/) und integriren dieselbe ein-
r—1y

mal nach @iy, sodann nach x—iy; die Integrationsbasis
bilde in diesen drei Fillen, wie bisher, das Parallelogramm, hier
speciell das Rechteck mit den Seiten ¢ und & und den Diagonal-
eckpunkten o und «b. Als Integrationsgrenzen nach $ sind o

und % einzufithren, wonach jetzt die Formeln 15) und 16) in

Z

die folgenden ﬁbergehen

a b @
@ Y x—+ib
40

a—o—zJ
0 Jo 0
T,
+ 5 if (o), 17)
@ b . @ .
g& dx— f ((H_l‘/) dy V_(zy) dy—+ J’:(tlb_) dx
x a—1iy Yy x—ib
0 JO v O 0
a b

_ f’(o)—|—2i[ J}((( ‘;2 dady,

Yf&) dw—ij;‘(“""iy) dy = [f( ) dy—+ J fl —f—zb) iy

0

n b
EIM dzdy.
r—1y

0

— 2 if(0)—2i g

<0
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Der erste und einzige Schritt, der sich mit Beibehaltung
der Allgemeinheit dieser Gleichungen darbietet, ist die additive
und subtractive Verbindung derselben, und zwar der ersten mit
den beiden letzten, wie folgt -

Jf( )(la,—r— 5 f(o)( :l

0

J zf(@ +zb) 18)

o +b*

J/‘( ) gy ”1‘( +2y>)d oy,
w)?

0

T2 b?

J@ o J i9) g, o)
@ y

0 0 0

a b
a—+1 )
Jyf(sz_,_y:.y) y zj Jf 5‘ yy) dady,
0

0 0

[/(l‘/) dy+ - f(o)(1+g ) be(“”b) dv

a?+4+-b?
0

a b
J ZAGR )P J J &) oy,
a*+y? (x—1y)*
0J 0

0

b a a b
f(a-H@ fle+ib) , [ (f'(@=+iy) , k3
“J Tyt WY | S de= | [ 7 dedy - 5 (o)
/]

0 0 0

Ein Musterbeispiel der Analyse liefert zu diesem System die
Function f(x~+iy)=e—C+¥, Fiir Lim «=oc geht in diesem
speciellen Falle die erste der Gleichungen 17) in den reellen
Theil (siehe Anhang 5.)

) ()
bsinb—acosb cosy
—_— e Vdw = —_— 19
J o e—*dr = C—+ J m dy, )
O]

0
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J ~ =—C=—0-5772156649.
(0)

worin, wie in allen folgenden Fillen das Integral

b

cos y
y

0

seinen sogenannten Hauptwerth besitzt, — und in den imagini-
ren Theil iiber

o0
bcosbh —+xsind Iy sin
————— ¢ tde= 5— it dy.

%402 2 Y
0

Die einzelnen Summanden unter den linksseitigen Integral-
zeichen lassen sich hier isoliren; es fiibrt dies zu den Reduc-
tionen

= ®)
ve " N 7o, | eos(b—y)
E_b—z(la_—bcosb-kg sin o JT(Zy, 20)
70 ©)
oob (b). (b )
e . T sin (b—y
AL de=C smb—|—§ COS(H_J—y—dy
o ©

Die diesen Resultaten parallel laufenden Relationen aus den
beiden letzten Formeln 17) sind die folgenden

0 (%)
bsind +a cosb cosy
—_— e =1— 21)
J pa e da C—f—J dy )
0 (0)
” éb) (x*—y*)sin
rycosy—(r"—y Y o—riud
+2J J @ e~ *dxdy
©
() oo b sina
< —xsi
=—C— JQS—'U (ly—f—?J J‘M—i e—~dxdy ,
y v +y*
(0) 0Jo



“hp

X3 C/i_'_z:v ﬂ(or
P (fi—q) s0d e —(fi—q)us £ | J e

q ©°

(0)
L[ij K oaé—a— Qus)— —
(9

0 po
fi+ )
ﬁ 2P z(z [
P02 (F Y 505 (i—r)—(F—g) s MZJ J &
(9)" oo

(0)

0
f 4+
ﬁ R — [
(4 (F—q)s00 J +O—Dqus=ap S =—29 J
(9)

o0

“Rpap it I
e e T B L

P (0)
h‘: -
P (fi—q)s00

[—q urs Q, — 9800 )— =
(9)

(0)
1 (i) _
fipwp.—2 (f—q) ws (,i—,2)+(fi—q)so0d Azxg &

(9)" o0

(0) p )

, R _ L

6 —ap U
(23 P h—q) soOJ (0=1) 4500 = ap z—?T J

@ «

0p0 0
i+ f G
R e &
Hipape—a Ruis b4 soO-”J JZ i HESJ T

9" oo a4

0pro0
1 o(efi~+52) —
fipap.—o o uts fiwvg—+fisoo (fi—,) J J ¢
q (=)

0 0
i st
ﬁ[]m[ — = &Py m‘[

q

YoaquWoug 174

W0
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schliesslich kénnen die Gleichungen 19) und 21) verbunden wer-
den und liefern

O;cosb 1
— —lp = — — (20—1 ¢
J.v'z—o—b? e—dx 3 (20—1) 23)
0
" (Zeyoos y—(*—y)
@y cos y—(a*—y?)sin y =g
+J J Ca—or dx dy
(O]
) o b
=__C_jcosydy+J JJCOS?J—Q siny o~ dy,
Yy v* 4y
) 0Jo
o‘:)z‘sinb gy
apr T
0

2 2y
_'_J J(z —y?) eos y—+ 2y siny —<da dy
0J0

(@ +y*)?
b oo b .
_ J Sy J J VCOSYLYSINY gy
Y b+
0 0J0
. b
beosh .. n sin y
0 0
o b
o (@*—y?) cos y+2a,ys1ny e—*dxdy
(2*+y%)?
0J0
e .b .
_E | |eesyrysing .
=3 J J e e~ dz dy,
0J0
02 - 1 (6)
simp . 1 |cosy
[;——2_7._1)2 e de = 5 —r—J Y dy
J 0

(0)
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i 2’LJCOSJ (2?*—y*)siny e—da dy
(@+y*)?
0/(0)
o b
_ ycosy— @ siny e—*da dy.
2i+y?
0J0

Die Gleichungen 22) und 23) bilden den Apparat, der zur
Kenntniss der einfachsten Reduction der acht rechtsseitigen
Doppelintegrale , ja (im Falle ) =oo) ihres in endlichen Aus-
driicken bestimmten Werthes fithrt — man hat nur die Integrale

[oe] (o]

e—= xe "
—% dz und — dx
a24-b2 22+
0 0

aus 23) und 20), resp. 22) und 20) zu eliminiren. Danach be-
stimmen sich die Doppelintegrale in 23) in folgender Weise

o b .
J J%—w e~*dx dy = X sin?h—C. cos b sin b 24)
a?+y? 2
0J0
v ®
+cos?p | Y dy—sinbcosb cosy dy,
WY (0)‘/

sin2h-—C. cos b sind

w[ 2

e 4
J J‘(,Uz yl)((:'bozs_zg—/*;;vy sin y e *dydy=

0

®)
= . cos (b—y)
— o —sin bJ—y—dy,
(

0

oo b

1y €08 y—a §iny . T
J——% e—*dv dy=C.sin*h—+ —--sin b cos d
xi4-yt 2
0

0

0

+sind J sin (b—y) dy,

Y
J o)
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oo (0) .
Zwycosy T(’L‘,_,y) Sy e~*dx dy= C.sin*h+- T sinbcosd
(@*+y%)? 2
0 (0)
i ‘G0 (b—y)
cos (b—y
—5— cos b —y dy.

< (0)

Durch umgekehrte Integration gewinnt man fiir 6 = oo den
Werth des ersten dieser Doppelintegrale

o0 00
S chos y—+ysiny
0

n
—— e~ *dedy= —
&+

2

0

und zwar ist dabei das unendliche Anwachsen des & an keine
specielle Bedingung gebunden.

Dasselbe gilt von dem in der ersten der vorhergehenden
Gleichungen rechts vorkommenden Integrale

b
sin 4
JTJ"y;
0
es ist
siny @
JT’Z”" 2
0
und

(l R
P siny
2h __ 2 Y
sm62-+—cosbl{ " dy

(1}
fiir 6 =00 dem Werth % gleich. Demnach reducirt sich der

iibrig bleibende Theil der Gleichung, d. h.
®

cosy

C+|—2d
j Y y”
)

auf Null; und da & beliebig unendlich gross gedacht werden
muss, findet sich
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXIV. Bd. JI. Abth. 35

Lim{-—cos bsind
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(c0)
cosy
—=dy=—C.

0)

Es ist dies der vorhin erwihnte Hauptwerth des linksseiti-
gen Integrales, welcher somit dem Hauptwerthe von

gleich kommt.

Nun fiithrt aber dieser Hauptwerth auch zur endlichen
Werthbestimmung der iibrigen Doppelintegrale in 24) fiir b=o0,
némlich

~ OExZ—gﬁ) cosy—+2aysiny
—— e—Tdxvdy= 25
L L (a*-+9°)° Y )
xeosy—+ysiny  ycosy—asing) . T
g K {‘” @tV @y (YT
0“0
j jycos g‘)/——.z;smy o~ dwdy— 0,
22+
0J0
o0 (50) » o o
2y cosy - (@ - 2y )siny o do dy —
oo (@*+y)
00 (0)

. o 1
‘ S% xcosy—f—ysmy_,_,vycosy @ siny| e—rdmdy=§(20—1).
Y0

V@ T @y )
)

Diejenigen Doppelintegrale, welche den Ausdruck a?-+y*
in erster Potenz im Nenner enthalten, lassen eine bemerkens-
werthe Transformation zu, wenn man die Integration nach x
den Formeln 20) entsprechend ausfithrt; man erhdlt dann die
Relationen
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o b

] J Y coiyz_:;z: siny e—dudy = %{r cosb+2C.sin b}
bW
+(dyjsm(2y %) i
do Jo
o b
j reRyysmY coig_:jz/ siny e—dedy = §11;_b§ msinb—2C.cos b}

b ) 9
——5 (lyJ’———COS( ;y—z) dz;
0 (0)

jj’ycos(b y)—+ asin(b—y) —1dxdy—2sinb
0

’U+J‘
0

z

b () )2
_dejwdz,
o

0)

q:cos (b— y) ySlll (b—y) e—*dxdy = — C.sinb
2 +y?

b ¥) b2
_M}%—zw_@dz;
0 (0)

«laraus

) L0
j ” j Sn@y—2) gy [00—) dy,
2 ¥
0 (

0) v (0)

) 5 ) b
JdJJOOS( y— z)([z:(JOSb Sli(___——_y)dy’
0 (

Yy

0) 7 (0)
35
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4 ) h—9
dejsm(—_zy_‘i)dz:o’

0 Q)
" Ces(—2 ein (b
s(b— —
dejco ( g/—l—z).dz:jsm( Y) dy.
% y
0 ® 0

Die Annahme Limb=oco leitet hier auf oscillirende Inte--
grale; in den einfachsten Fillen

Limb=m= wnd Lim b—2m;1n, m= 00
findet man leicht die respectiven Werthe

mm (y). 9

Lim J{ly J w dz=0,
0 J(0)
mx o (y) (2 )

. cos —2z e

LszdyJ—+ dr=— 9
0 J(0)
”m+i
=z ) 9

Lim Jcly fsm (2y—2) dr=
0 (0)
"m+l

)
LimJ (lJ Jw dz=0.

0 0

Weniger Biegsamkeit als das eben behandelte Beispiel
f=e~* besitzt die Function f=e—*, wofiir die erste der For-
meln 17) die hauptsichlichsten Beziehungen liefert

a2 do—

b4t 2

J b sin 2bx—a cos 2ba o Tl Caud)
0
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o0
beos 2bx—+axsin 20, T e
s Ty e~Vdr=— e
b+ 2
0

Es kiime eben auf die Isolirung der Summanden unter dem
Integralzeichen linker Hand auch hier an, welche aber blos in
einem Falle und auch da nur indirect und unvollstéindig gelingt.
Aus der bekannten Doppelgleichung

dz

e+l (e=%) _ " e do % €08 bz—+0b sin bz
= s T e
0 0

geht die Integralformel hervor

ZO"'“li (e T m_mz . 7|/
0

3
4 y
[1]
dagegen hat man

[ee] o

J'deb sin2bz+-weosWar . _:J T
0 0

b*+a?

a5 /™

0

Es wiirde also daraus durch einen Riickschluss

b 8in 20 4 c0s 2b . el (e—")
J— - ey =———5—" +¢(b),
0

J o(0)db = ﬂJ' (e73" —e—"*")dx

0

zu folgern und als wahrseheinlich

o(h) =5 (e7H"—e=")

anzunehmen sein. Die einzige brauchbare Formel, welche jetzt
die iibrigen Gleichungen 17) hiezu enthalten, und welche durch
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ihre Analogie mit einer spiiter zu gewinnenden Beziehung vow
Interesse ist, lautet

e dydy=

[
o=t f (@*—y?) sin2xy—2aycos 2zy
J -yt
0

0

e"”Zli(e““'z)—i—e““”zli(e—’ﬂ); — #

Um auch ein Beispiel der Anwendung der vierten Wurzel
aus —1, wenn auch nur des Interesses wegen, das sich an die
Transformation der Functionen und Integrale in diesem Falle.
kniipft, zu geben, betrachten wir im Folgenden noch die Funec-
tionen

—2P ze—zl’

«Fz’ @2t a2
fir p=1 und p=2. Zur Vereinfachung der Resultate ist es
hier von Vortheil, in der ersten der Gleichungen 17) blos die.
Integrale

B/( )(h' und sz(i—?;y)dy

0

fiir «=b=oco beizubehalten und den iibrigen Theil des Rhom-
boids durch einen Bogen zu ersetzen, welcher durch die Substi-
tution

z2=R(co8 3+17'5in3), R=o00

definirt ist, indem, wie leicht zu ersehen, die aunf diesen Theil
des Integrationsortes entfallende Integration (eine Integration

nach 3 zwischen o und —) den Werth o erhilt. Da der Aus-

nahmepunkt hier auf einer Seitenlinie des Rhomboides liegt
—2zP
(Fall Z poll die tibrigen Functionen besitzen hier keinen Aus-

nahmepunkt), so hat das iibrig bleibende Integral den Werth

, : . e
ime—%; wir bekommen somit ( =1, f= J
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a—o =)

. —i'z . e—* e—*
v dr—nie "= dy —+ dz,

a—1i'z «—z
0 0

a—+o0

-2

sodann aus f=
a—+z

oo . (==}

i e—t’z e—*

4 —dz= dz.
a—+1i'z a—+z
0 v

Es ist hier nicht erlaubt, nach dem Schema

pig+ir—+is=0

die einzelnen Glieder p, ¢, » und s jeder dieser Gleichungen fiir
sich gleich O zu setzen, sondern die gewiinschten Resultate gehen

hier erst aus der Verbindung der beiden Formeln hervor und

lauten mit der Modification b — %

[==)
b2z 8inz—23c0s z
— g = 26 a)
b +2
0

1 _ _ . _
) {e+b1/2 h'(e—-bVZ )+e—bV2 li(e+b1/2 )} ,

[s=)

b*z cos z—23sin z n —
—— e = eV
b2 2

0

[=e)

b*cosz +2%sinz

o ¢ k=

4
0

il —bV2 1 —bV2 [ oY 2 ) otV E i p—V'Z )
261/2—8 +2bV2_ {e i(e )—e i(e ",

e dr—=

[ee)
z*cosz —b*sinz
R

0

T - 1 — — — _
W~ eV E gtV ) ot tVE o=V )}
26//3 Tk i(er V2 ) et E (e )]
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Hiezu correlative Integralformeln ergeben sich aus der An-

wendung der Functionen

—2 —7 —
tatt ;
P axz

a*—+2*

aus den Grundgleichungen

oo (e}

e—i'z ( e—*
pr e Ll B e al.
"+ a*—+z
Jo Jo

OO
[ ze—i= [ ze—
= | ——dz

P~z
Jo
gewinnt man ohne Miihe

(o] 00
b*cos z—2*sinz 2*cos z+b2sin 2
b4zt bt—-2*
0 0

ey —= | ———————— e~y =

o
e—*
2b2+2*
0

dz,

o0 (=]
b2zsin z—+-2%cos 2 ze—*
e *dy—=

b2t 202422’
[}

o0
b2z cos z—23sinz

bQ—O—Z“ e—*dz =0.

Die Integrale

(o] o0
e—* ze™*
=——dz und | =¥——
20%+2*
0

o222 dz
1]

26 b)

konnen hier den bekannten weiteren Reductionen (Formeln 20)

unterworfen werden.
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Bei der villig gleichen Behandlung der Functionen

e+ e e—*" ze—""

< )
a—z ' a+z’ @ at+zF P

gentigt es, die schliesslichen Bestimmungen der Werthe (resp.
Hauptwerthe) anzugeben, die sich hier aus der wechselseitigen
Verbindung der entsprechenden Grundformeln und mit Beniitzung
der beiden leicht beweisbaren Beziehungen

(o]

ze—" e+li(e—)
— R = ———-——
a2—+42* 2 !
0
CO

ze—" e—"li(e*")

5 ) dz = —————

a:— 2

ableiten lassen, speciell ausser den bekannten Formeln fiir

(==] o0 o0 (o]
sinz Z SNz cO08S%z 2 C0S8%2
2z Z 2z
) ) ) ) N R
0

——d .y
a*—+z* %22 a*—+22
0 0 0

die folgenden Reductionen

(oe] oo
9 —x2
o8 (2%) P n . 1 e® i,

—a 5 = = -+ —=| i
Oa"—l—z“ 4Y/23 V2 Oa.*—m*

—a®

= — +—=| =
a"—l—z 4)/2a? v 2] Oa“—w“

“sin zz) n N d:
!

at—+2* do = 4)/24a \/'21 at—at

(= o]
2sm(zz) . LI 1 [t
rt“+z" b= 4y V 2 a a—at

(o]
22 (.9, —axt
cos(z?) i . 1 | 2%
J ) e T e L[,
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Man erkennt leicht, wie sich diese Ergebnisse bei Anwen-
dung der 8. Wurzel aus —1, der 16. Wurzel aus —1, ete. in
beliebigem Grade vermehren lassen; die beiden letzten For-
meln 17) jedoch wiirden der allzu grossen Complication wegen
zur Werthbestimmung der Doppelintegrale auf diesem Wege
blosser Transformation zu keinem brauchbaren Resultate fithren.

Schon die einfach scheinende Gleichung, die man z. B. aus
der letzten der Formeln 17) unter der obigen Modification des
Integrationsweges als Ergéinzung zu den Gleichungen 25) erhiilt,
némlich

oo T o0 00
7 e—(rcos §-+igr sin §) e— (@+ixy) I
) — rdrdS =1 ————dady ==
k a—(rcos S—irsin S) k a—(@—sz) y=
0

oY 0

o0

T, e~ * . . .
— gte—"—ka 2 ~2-dz, Iy=—CO0ST—+1iSInTt
w*r—z

0

sowie andere ihr dhnliche sind hochstens fiir 4= ¢ zu verwen-
den; man erhilt so z. B.

oo oo

J J(a__m)cos Y—YSY o dy =
0

(a—x)?+y?
0

o0 o0

_ _o teosy—+ysiny . T
J Jc Teayt e—ldtdy = 5 ¢
—aJ 0

was unmittelbar evident ist, ausserdem aber

e~ *drdy=

" [ycosy—+(a—a)siny
(a—a)*+y?
070

o0 00 oo

» yecosy—isiny . . [ e~* 97
e { Jﬁth—yz e~ldtdy=1u| 5—— dx )
—a 0

0
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& o0

=1 {e~Ui(et)—erli(e—)} = e—aJJ yGOij_.—_i—jzsm_/ ot
0’0

dtdy;
indessen haben alle diese Integralformeln nur mehr ein secundi-
res Interesse.

Die letzte Integralformel ist tibrigens der folgenden, wie
bereits bemerkt, analog :

%) —
- (m Yy sm?zy 2ay cos2ay o=t oy —
R
0v o
e ~ g msm?zy—_;cos?w ysin2zy—+wcos2zy %
¢ ( 2?42 -y xr+y?
0“0
e~V drdy =
1 O
5 e li(e* ") +etVli(e= ")) ——@ ,
J ¢(b)db = J (637 —e—4) da.
Beachtet man die Beziehungen
oc>+b2 v g 0 oo B
J'e——ﬁge—) db —=— [ Jbz dzdb =
0 Yoo
* (% cos br—-bsinbe zlr
“J J—T dedb=———,
0“0

2 2 b*+

0

oo_bz i 00 oo . . . )
Je li(e )deJ Jl @ cos b ‘:‘zsm b b —
0 0 ’

e~ “drdb=0,

(b sin 26— 2 cos 2ba
b*+a?
0

0
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so erhilt man

oo h oo —
4 (z2—y? )Sln2£J 2aycos 2ry By dly = — nl/i.
2ty 2)/3
0“0

0

Alle diese Integrationen sind erlaubt, da simmtliche dis-
continuirliche Integrale dem Sinne der Theorie gemiss durch
ihre Hauptwerthe zu ersetzen sind; sie finden dann z. B. auch
durch die folgende Congruenz eine weitere Bekriiftigung :

OO

‘” li(e*) b" b“ be e~
0 0
jdb g b"f_z dz =0.
0 5,

Wihrend der den letzten Ausfithrungen zu Grunde gelegte
Integrationsweg eines Kreisquadranten mit unendlich grossem
Radius zur Werthbestimmung von Doppelintegralen nach den
Gleichungen 17) wenig verwendbar ist, bietet sich fiir diese
Liicke insofern wieder ein Ersatz, dass die meisten der auf die
bezeichnete Weise ermittelten, im Vorhergehenden enthaltenen
einfachen Integralformeln nach der in denselbsn vorkommenden
Constante noch einmal integrirt werden konnen. Es wird dies
zum Theil erméglicht durch die folgende, leicht beweisbare
Relation

Jw{e—-‘”li(e"")—f—e""li (=)} de=0, 28)

[

zu deren Kenntniss man sehr leicht durch die Beniitzung der
Definitionen

J e~li(e**)de =
0

i
—
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(] (=) ’IOO cxoeI_ t
do dz = J dz dt
xr—+ t

0 0 0 X

gelangt. Die Integralformeln 26 «) liefern jetzt die Doppel-
integrale

——J etrli(e—)doe =
0

r’OO o0
b%zsinz — 2%cos 2
db . e dz=0
J b+ 2* g
Jo Jo
e
b2z cos z—+ 23 sinz T
db T e *dy — ﬁ,
z
Jo 0 V

o0 o0
b bPzcosz—+2%sinz / r
r e AT = —
b2t 4’
1]

0

o0 ()
" {b*cosz—+2’sinz  2%cosz—b?sin z} ey
il I - bt —+2* ¢ =
()
1 T .
C+s 2)=_ T 09237892,
/ 2\ 2 Ve
b cE[ﬁcos z—+2*bsinz 2% cosz—b3sin z% oy T

‘ e e T =3
0 0

zu denen die folgenden aus den Gleichungen 26) b) zu gewin-
nenden treten

o (c0)
b2cosz—2 smz
J J b2t
0v (0)

zfcos z—+bising . w 1

0)
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o0 002 . 3
b zsmz—o—z, COSZ b — n_’
b2t 212
0“0
- 002 -
[ Jb zco:q: ALY
b 1]
- cmb*”cos 2—2*hsinz
J J{ e e~*dvdb—
0v 0
bPzsinz+2%cosz i
" e dz(lb}_g,
5z b cos z—+Db3sinz o= db—
z b4+ 4
b3zsmz+z3bcosz . 1
b"—a—z" e dz (ﬂ)% - —2—‘

Durch umgekehrte Integration erhilt man nun wieder riick-
wirts schliessend die Formeln (siehe Anhang 3 und 5).

lee“COSulz:%( C——ZZ)——%
0

oo

. 1
J lze—* sinzdy — %( —C— 5 l?)—t— %;
0

I 1 1]
lez e sinzdy— 5(1 —C— 9 12) ,
0

o0 (o]

z | sinze—* :
[zlze"‘ cosza’zzg,J — de = —,
Z
0 0

x
4
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sowie den Hauptwerth

(c0) (c0) (c0)
112+J"°S” dz:——C:Je Ay — {ﬂz—dz.
2 z z z

® (0 (0)

Anhang.

1.

Nach dem Satze, welcher in einer Gleichung die Sonde-
rung des reellen und imagindren Theiles gestattet , ergibt
gich aus

1+i

a—-1b —|—i1'c+ii1'd=0 y i; S W 1)
zunichst zur Bestimmung der vier Grossen «, b, ¢ und d nur die
Doppelgleichung

c+d

+ 5 =0 2)

a+ﬂ=0, b

Ve

Dagegen lassen sich z. B. jene Ausdriicke bereits iso-
liren, wenn vorkommenden Falles in der Gleichung 1) auch

- v 1= . .
die Einfiihrung von 4, — ‘/—2_1 statthaft ist, denn dann ist nach

demselben Satze wie frither auch

(t+il=0, c—d

/2 V2
und aus der Verbindung der Gleichungen 2) und 3) erhilt man
jetzt die Werthe der einzelnen reellen Ausdriicke a, b, ¢, d;
man erfihrt, dass die Gleichung 1) neben 2) nur durch den
gemeinschaftlichen Nullwerth dieser Ausdriicke befriedigt wer-
den kann.

—0 3)
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Es entsteht hieraus von selbst die Frage nach der Summe
der eventuellen Fille, in welchen die Annahme

t=b=c=d=0 4)

geboten ist. Das Natiirlichste ist, von den Gleichungen 2) und
3) auszugehen und die Ergénzungen derselben aufzusuchen ;
man bemerkt bald, dass die verschiedenen Wege zur Annahme 4)
zu gelangen, sich zur vierfachen Gleichung vereinigen lassen

s c—+d c—d c—+—(l= g c—_d 0 5)

W = (L—G—W = (— V‘_z_ V.2

womit der Reihe nach die Gleichungen

c—d c+d
—_ = =
V

coincidiren. Um von diesem System den Riickschluss auf die zu-
gehorigen Formeln nach dem Schema 1) zu bewerkstelligen, hat
man jetzt nur jeden einzelnen Theil der Gleichung 6) mit ¢ zu
multipliciren und mit dem unmittelbar oberhalb desselben befind-
lichen Theil der Gleichung 5) durch Subtraction oder Addition
zu verbinden ; es liefert dies zufolge den Definitionen von ¢, und
i, folgende sechs Bedingungen, deren jede zu der Annahme 4)
fithrt ;

b c—(l_b_ c+d

b +W_+V2__ \/_2__

6)

a—+b—+i c—+it,d=a—ib+i,c—ii,d =

a—ib—i,c~+ii,d = a—+ib—i,c—ii,d =0,

a—ib—+ic—il,d=
a—ib—ic—+il,d= a+ib—i,c—i,d=0,
a—tb—7ic—+iiyd = a—+ib—i,c—it,d=0;

t—ib—+iyc—iiyd =a—+ib+iyc—+it,d =
a—+ib—tye—iid = a—ib—ic+il,d =0,

a—+1b—4-tye—+iiyd =
a—+ib—iye —iiyd = a—ib—iye—+3i,d =0,

a—~+ih—iye—iiyd = a—ib—ie-+ii,d =0.
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2.
Um in dem Schema
F(a—+iy—+iz+itt) =f (2, y, 2, £) +ify+if,+ilf;, 0)
das der Gleichung
F(x—+iy) =@ (2, y) + (U (x, y) 1)

nachgebildet ist, die Functionen £, f,, f;, f; zu bestimmen, hat
man zunichst gemiss 1)

Fla—+iy+iz+isf) =F g(a+v \+I(J+ %) )} 2)

=& (a, )+ (a, c),

, 2+t . z—t
F(a:+iy+i2z—+—ii'2t)= F{l v+ \/_g +{Yy— W
=& (b, d)+i¥ (b, d),
wobeil
a«= —a—z_t b—v—f—ﬂ-
= /z , b=: 7z ;
z—-t ozt

T

zur Abkiirzung gesetzt ist. Den zwei demgemiss zur Ermittlung
von f, f,, f,» f, vorliegenden Gleichungen miissen zwei andere
willkiirlich zu wihlende zur Seite gestellt werden. Der einfachste
Gedanke nun ist hier derjenige, beziiglich der Formel 0) auch
die negativen vierten Wurzeln aus —1 oder

C—=Yy-+

" 142 Y 1—:

_—— —ly = —
! ye oo ® V2
als statthaft anzusehen; d. h.

Fle+iy—iz—ut)=f(, y, 2, t)+ if,—i'f,—ilf,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXIV. Bd. II. Abth. 36
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anzunehmen. In den Ausdriicken ® und ¥ gehen dadurch die
Argumente a, b, ¢ und d in

, 2+t

’

a —=x

z—t b
e’ T Y2
, 2+t z—t

C = _T,d: -+ —
T TR

iilber und aus der additiven und subtractiven Verbindung der
jetzigen modificirten mit den Gleichungen 2) resultiren die Defi-
nitionen von f; f, etc., je nachdem

)

. 1—i
= oder ¢

vz N
ist, nach folgenden Formeln
a) ¢ =17_;_1—
2f =& (a, )+ d(a, ),
2f[=W(a, c)+¥(a, ¢);
2V2f,= @(a,c)—®(d.c)+W(a.c)—W¥(«,¢),
22 f,=—@(a, c) + P (a', ¢')+ ¥ (a, ¢) — B (d, ¢);
_1=
Ve
2f =0 (b, d)+ (b, d),
2=, )+ . d);
2V2f,=0 (b, d)— @b, d)—W (b, d)+W (b, d),
2V2f,=d (b, d) — O, &)+ ¥ (b. d) —T (', d).

b) ¥

Wie eine Vergleichung der Ausdriicke 4 und 4 mit « und ¢,
resp. b’ und 4’ mit o’ und ¢ zeigt, gehen die Formeln b) aus den
Formeln a) einfach durch Substitution von # fiir z, —= fiir ¢ und
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entsprechend #, fiir ¢, , fiir @] hervor. Nachstehend die
Berechnungen der Gleichung 0) fur die zumeist verwendeten

Functionen —, e* und /2.
z

AC

1
Z-Hly—+iaHiE

w(?+y?) —y (22 —t*)+ 2wt
(@*+ 922+ (2217 —dwy (22— )+ 4zt (22— y*)

i x(22—1*) —y (2 +y*)+2yzt
(@*+y*) (217 —day (2> — ) +dzt (P —y?)

" — (@t —yP)—(2P ) — 2z yt
g (@) (P2 —day (2P — %)+ dat (2 — )

—t(@?—y?) —2(2P+1¥)+2axyz

S oy ) Ay ) A=)

B.
28'1.+iy+[1 (S g—

2—t / 2=t
T+— 2+t T——
V2 cos (y—o— Tz——)-'-ﬂ V2 cos (y— _|/‘_2~




H46 Frombeck.
C.

2 w—+ty—+ip+iit) =
1
(@ () — (P — ) At — )}

2zy—22+-t?
ety "

—+darctan
g 22t+a

i [ P22y | 2(2— )+ l/?y(z—o—t)_
- V2 I 2?22ty —| 2 a(z— ) —|/ 2y (z—+¢)

(z—+t)—y(z—t)
(@*+yH)—(2*+?)

+arctan)/2 “+qn }

u_‘[ B2y — | 2 2 (3—)— ) 2y (z+1)
e @2 4 2yt 2| 2w (2 — )+ 2y (z—+1)

(2—+t)—y(z—f)
(@)= P)

—+arc t(m]/?— —“+qn ] )

a) 2zt+al=y*

1) V2a+2>t, \/g;v+t>z‘ —+4k
V2 x—rr<t, \/2w+t<z( —+(4k+2)

-

2) | 2ur2>t, 2 wtt<z 1
YV , V jp:i(zlk—n—l) sg:

x
V2@—+2<t, [2a—+t=>2( +15

b) 2zt+a?<y?

D) V2x+2>t, 2otz 1-+4k 0
_ _ = =
V2w—+a<t, 2aat<z 1(4k+2)

2) |2@re=>t, 2att<z s +1
_ B p=1+4k-+1) (g=
V2x+r2<t, 2a+t>2 2 +1.
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3.

Die Untersuchungen iiber Integrale asynektischer Funetio-
nen werden zuriickgefiihrt auf die Betrachtung eines einzigen
Integrationsortes, der durch die Gleichung bestimmt ist

= Lim {r(cos S+sin$)}, Limr=0;

die allgemeine Formel der Integration lautet dann

J F(2)de =2ir 0+ .. M),

©n)
wo der Grenzwerth 2, = Lim [0 F({,+ 9)] fiir Limd=0 von &
unabhingig ist, der Index (o,) aber einen Integrationsweg mit
n Ausnahmepunkten ¢, ¢,...¢, andeutet. Man kann sich nun
die Aufgabe stellen, Orte wie f= Lim {r(cos 3+ ¢ sin3)},
f=Lim {r(cos S —+¢"sinI)} ete. fiir Lim » =0 zu untersuchen;
die analoge Integrationsformel, welche hiebei meistentheils an-
wendbar ist, lautet sofort

" sinS—4i'cos S

JF(z)dz: (A= o D) J'——————COS S7smS as; 1)

(0n) 0
und zwar ist hierin
dp=Lim {r (cos S+1'sin &) F(¢, —+r(cos I+’ sin I)}

und von S unabhéngig — statt ¢/ ist im gegebenen Falle ¢ etec.
einzufiibren. Hier moge von der Beschaffenheit des Integrations-
weges linker Hand in 1) abstrahirt und nur der Auswerthung
des rechts stehenden Inregrales und zwar des allgemeineren In-
tegrales

kr

2
J — 8in §—+(cos r=-isinr) cos I
0

€08 I+ (cosr+isint)sin &

unter k eine positive ganze Zahl verstanden, mit einigen Worten
gedacht werden.
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Zertheilt man auf die gewthnliche Art die complexe Func-
tion unter dem Integralzeichen in einen reellen und imagindren
Theil, so erhilt unser Integral I die Gestalt

kr

(cos?9—sin®J) cost
" | cos?.5+2 cos r sin 3 cos .F—+sin23
0

N

J (cost9-+-sin®9) sin~

—+i _ . ds
— | c08* 9+2costsin .3 cos S—+sin2S
1]

Der reelle Theil desselben oder

kr

2
j cos 25 sinr

14-cosrsin2.%
0

gibt integrirt den Logarithmus des Ausdruckes 1-+-cosrsin2.%
kx
2
auf O; der imaginiire Theil ldsst sich in der Form schreiben

und reducirt sich zwischen den Grenzen o und genommen

km

o " (1+tan*8)sinc
— | 1+2costtanS+tan®S
0

es fithrt demnach hier die Substitution fan.S =2 zum Ziele, wo-
bei jedoch zu unterscheiden, ob %k gerade oder ungerade. Bei
gerader & findet auf die unbestimmte Integralformel

kr

92

; i (1+tan*S)sint
1
0

i

+2costtand + tan*S

kr
2
2tan S~ cos r)

=+ ‘ arctan :
sint

lo
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der Satz Anwendung, wonach

P
arctan(a—+btan 3)=pn
0

bei ganzen p so zu nehmen ist; im Falle ungerader & und zwar

speciell fiir %E :pn+% ist

km

e
arctan (a—+0 tan 9) +
0

+i

2
arctan(a—+btan $) = +i}
0

et
arctan (a—+0btan 9)}
pr

=i {pn -+ % — arctan a}

=i {pr—+arccota}.

Fiir unser Integral 7 ergibt sich aus dem bisherigen bei posi-
tiver oder negativer Amplitude + = —+ pn¢, zwischen o und pn
genommen, dagegen J——(pr—+r1)¢, wenn der auf px folgende
Quadrant mit in die Integration einbezogen wird.

Es ist hier der Ort, dieselbe Frage wenigstens beziiglich

T

der Amplituden R %, etc. inductiv zu lésen, einestheils

T
T
des Interesses halber, das sich an den Integrationsort f—tan.
kniipft, sodann um mit dem gewonnenen Parallelschlusse einige
allgemeinere Bemerkungen zu verbinden.

Indem wir jene Amplituden der Einfachheit wegen als posi-
tiv voraussetzen, verwandeln wir vor allem das Differential unter
dem Integralzeichen oder den Ausdruck

™ —tan S
ey £
1+i™tan S

3 . 1 3

in eine nach Potenzen von " =(—1)g.31 fortschreitende

Summe von Gliedern. Fiir 2=1 liefert hiezu die Formel A)
der vorigen Nummer
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L

ttan S
1+tan S

s,

pr
tan®3—rtan 3 —(1+tan®3) fitan S—i' —ii'tan
1+tan*s

0

—_ dS= | —— _ ___dS
1+4+2"tan S 1+tan®S 3+

0

e o
j —tan S 5 J tan' S—tan 3
)

pr 5
J —itanP S—i'tand S—ii'tan® S (1-+tan23)ds

1+-tands
0

12 tan S+ tan® S+’ tan® S
14tants

(1+tan*3)d9.

Eine dhnliche Sonderung in ein erstes reelles Glied

tan* 1.5 —tand
<_ 1+tan® S )

und in ein zweites, welches die tibrigen (negativ ungeraden
und positiv geraden) Potenzen von #en$ im Zihler enthilt und
mit 1-+fan>3 multiplicirt ist, findet in allen nachfolgenden Fl-
len statt; das constante Auftreten des Factors 1-+#anS in allen
diesen letzteren Gliedern ermdglicht nun aber eine bedeutende
Vereinfachung. Schreibt man nimlich fiir ¢an.3 einfach z, so
lduft die ganze Untersuchung beziiglich des iiberwiegenden
Theiles der Integration hinaus auf die Ermittlung des Integral-
werthes der asynektischen Function

”
1+22"’
allgemeiner gefasst
o
14-2%

fiir den eigenthiimlichen Integrationsort z = fan 9.
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Die Auswerthung des ersten Gliedes

pr n
tan* ' 3—tan S

(S
1+tan?" 3 d

J0

konnte auf #hnlichem Wege geschehen und wiirde auf die
Function
o
(1-24) (1+2%)

fithren, welche noch die Ausnahmepunkte z— —+¢ mehr besitzt,
fillt aber dabei, wie sich bald zeigt, ganz hinweg.

Die Einfiihrung des Integrationsortes z=—¢anS in die
Rechnung bietet vorerst die Schwierigkeit, dass er nicht ge-
schlossen ist; zudem muss man ihn, sofern er sich auf eine
ganze Peripherie und mehr erstrecken sollte, auf einen doppel-
ten reduciren. Man integrirt nun zunéchst von $=0 bis $=nr

T

und ersetzt den Sprung ¢an g von oo nach —oo durch den

Integralwerth
oo r
— j ﬁﬁ dz ;

sodann von 3=gn bhis .3=2nr etc. mit der ndmlichen Einschal-
tung. Der erstere (analytische) Contour entspricht der Wirkung
nach dem Contour Lim{r(cos 3+isind)}, r=o0 von 3=o bis
$=2r, wobei blos die Ausnahmepunkte mit positivem imagi-
niiren Theile in Betracht kommen, weil diese allein im ersten
und zweiten Quadranten liegen; der letztere Contour von ~ bis
2r (sammt seiner Einschaltung) entspricht dem nimlichen Inte-
grationsort fiir o bis 2z mit Riicksicht auf die iibrigen negativ
imagindren Ausnahmepunkte; der letztere ist aber, gemiss der
entgegengesetzten Richtung, welche er einschligt, mit nega-
tivem Zeichen zu versehen. Nach bekannten Auseinandersetzun-
gen ist nun

%z, =tan pr —+o0
z" 2"
——dr =9 | ———dz.
14+2™ 1 { 14-2*

zy=0 Yoo
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Indem wir die Differentiale

I‘

dz, dz und —— dz

1+ 2g+1 —z+1

2"
1—z%

der gleichen Integration auf die nimliche Weise unterziehen,
erhalten wir nach den gewthnlichen Formeln

2, =tan pr

2r 2 1
—z—zqdz——c (7_)'_ )ﬂ,
z, :10_‘_z q q
zy=tanprn
2r 1
z —di— T (27—!— )i ’
] lo—z q T2
20=
_z,:tuzpw: . z,:t(uépn '
" 2
jm'“’u T # =0
=0 2g=0
zy=tanpn
2% prr cof 2r+1)=
l—é—z"'l‘H 2g 2(2¢+1)’
ZO=
zl_ta;pﬂ
r— pr re
J l—o-z‘l‘l"'l 2q+ tan 2¢+1’
z,:t(mpﬂ:
pr - co of 2r+1)x
T = 501 9y
zo_O
Zy=tanpr .
22— . pr re
e dy=—— Sg1 tan Sq+1
7g=0

Die Potenz des Zihlers der Differentiale muss hiebei um
zwei Grade niedriger sein, als die des betreffenden Nenners.
Zur Vollstindigkeit des vorstehenden Systemes gehort noch die
Angabe des Werthes der Integration lings eines Quadranten;
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der Fall erledigt sich hier nach den bekannten fiir ganze positive
¢ und r<<¢—+1 geltenden Formeln 1.

o0

o dv="" ese (7'_’_1)“, id dv =" cot w
q q q

124 1—z¢
0

Kehren wir nunmehr zu den Integralen I zuriick, so
haben wir

pm pn
I—tanS 05— tan®S —tan S 5

1+itans T tants "

0 0

., pn .., pr L1+ 3

-+ )2 —+it — = ——= pr=ip=l,
% . . 3m V2 ;

2sin T 28in T

pn pr
—tan$ tan'S—tan S
Titans = 1-+tan®S
1] 0
] ] T ves
+ )Z” : p”n +la” pn';:)-r —'—i/z” p 3n '—i—ll,i” _p 7 J— lpﬂ} ;
4sin — 4sin =" 4sin— 4sin —
8 4 8 8
T o
i'—tand T, tan’s —tan S 45
— s =1 — 7 o
1+tans 4 1-+tan*s !
0 Jo

1 Der Zusammenhang der unbestimmten Integrationen rationaler

gebrochener Functionen von der Form mit den Wurzeln der Glei-

2y
chung 1--24m=0 erhellt aus den folgenden Formeln

22r (_.]_)r ( . zN) h=4¢
J 1250 dr= 1 % (&n)2r+tarctan (a)} e

S o

h=1
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™
2 S
E v —tanS T J tan'S —tan S
l ———————————ery

dS ete.

1+—%an3" "~ 8§ 1+tan®s

0 0

T . T
J'— cos o —+i8In —
8 8

und erhalten somit bereits Kenntniss von dem Nullwerthe des
iibrigbleibenden Integrales; ja wir schliessen, dass iiberhaupt

e

2 o0

tan*1—15—tan S -1y o
S—mrdi’:p j————-dz-O )
)]

Die Ermittlung des Minuends, sowie des Subtrahends der
betreffenden Differenzen ist dabei von derselben Leichtigkeit, wie
bei der folgenden frither abgeleiteten Differenz

- 1—2" dr—=0;
(1+2cos rz—+22) (1-+27) ¥=
0

wie beziiglich dieser letzteren sofort aus der Verbindung dersel-
ben mit der correlativen Formel

1—0—z2 de — Frd
(142 cos 7 2-+2%) (1+2%) = Ssinr
0

der Doppelwerth hervorgeht

(<]

dz . 22d o
(1+2costz+2%) (1+2%) | (1+2costz—+2") (1+2%) 4sinc
40 0

80 leitet man analog aus der Verbindung der bekannten Werthe

(1+2*) (1+-2%) dy= 4’
0

Soo 2(22+1) b3
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.O;(l—zz—o—z")(l—o-zz) ~ z(1+z6) e
j (e R :Sm d=g(/2-1),

‘;o(ze—z“—o—z"—zz—i—l)(zz—i—l) . - 2(1+-217) I
(T2 2)(1-+2%) T @) @) P
0
n_{)l/3——_4, ete
12/3

mit den Gleichungen ©) die Folgerung ab, dass der Reihe nach

- z I ” 23 doe ©
(12 (1-+2%) = (1+2*) (1+2*) =3
0 0

(o) (=<

zl

L(l"‘za)z(l‘*‘zz) “ { (1+2°) (1+2%) o= % (/2—1); ete.

Jo

endlich allgemein

zflq—l

J$L+ﬁ0(L+ﬂfk:ﬂ$L+ﬁ0(L+ﬁfh::

1 — 1\r+1 E?r:zq_l
8(12 {( 1) + Csc2q5.r:l

Es ist dies die nichste Nutzanwendung, die aus solchen in-
ductiven Schliissen gezogen werden kann; eine weitere besteht
z. B. darin, die Differentiale mit ¢”

U'—tan S
{1.+i”tan N d'sJ ’

ferner mit

1= oS8 i —-i8in T ete
o 16 16 ’



HH6 Frombeck.

so zu transformiren, dass ¢/, ¢/ in Function von ¢ und 4"
ausgedriickt und danach jene Differentiale nach Potenzen von
und 77’ entwickelt werden, wodurch Integralformeln mit der
6. Potenz von 2= farn.3 im Nenner gewonnen werden. Von der
Betrachtung der Integration

d3, ¢y=cosk-—isink

p=
2 {—tand
1+ ¢itanS
0

liisst sich der Ubergang bewerkstelligen zu den #hnlichen Bei-
spielen

ds, ete,

1—¢itan s 1+¢etan S
0 Yo

pr e
2l —tan S 2l +tan S 2 Cr+tan 3
TV 1—¢itan 3

0

die auf dem n#mlichen Wege blosser Transformation zu neuen
Resultaten fithren miissen. Es gentige hier, angedeutet zu haben,
wie man inductiv zur Kenntniss der allgemeinen Integralformel

J F)de= n-Z Vl;fz A

axr—+-b

2*+24x B

fiir den Fall blos complexer Wurzeln der einzelnen Gleichungen
x*+2Ax+B=0 gelangen, oder wenigstens specielle Fille der-
selben schneller erledigen kann, als es mit Hilfe dieser compli-
-cirten Formel moglich wiire.

4.

Den Gegenstand des vorliegenden Absatzes bildet die
Anwendung eines Satzes auns der Theorie der Fourier'schen
Doppelintegrale auf die Lehre von der Integration lings ge-
:schlossener Curven oder blosser Theile derselben. In den Grund-
formeln fiir die Fourier’schen Integrale, nimlich
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(==} b
2
fle)= —{ cos zudu j cos utf(¢)dt, a<<w<<b
3
J0 a

oo b

fle)y= J sin wudu | sinutf(f) dt, a<<w<b
0

< a

substituiren wir fiir die Function f(z) das Product zweier Func-
tionen ¢(@). ¢(x); dadurch gehen jene Formeln in die folgen-
den iiber

du cos, sinwu J cos, sinuto(t) Y(t)dt,

o) () — ~j

0 4

welche wir nunmehr mit do multipliciren und von a bis 4 inte-
griren. Die neue Gleichung

b

[
J du J cos, sinux dz { cos, sinute(¢)p(£)dt
0 a

va

j () ()

besitzt eine merkwiirdige Eigenschaft; sie erlaubt nimlich, wie
man sich leicht iiberzeugt, in einer der Functionen ¢ oder ¢ rech-
ter Hand @ statt ¢ einzufiihren und statt nach # nach @ zu inte-
griren — man kann also auch

b ©o b b

2 . .
J ga(w)q;(x)dx=?g du J cos, sinuw go(x)dxj o8, sinutd(f)dt
a J0 a

a

oder besser

b b
J cos, sinwwe(x)dz Jcos, sinuy(y)dy, A)

a a

j e(2)Y(2)dz= %{ du

JO

setzen. Denn, schreibt man die rechte Seite der vorstehenden
Formel in der folgenden geinderten Weise
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.00 b b
J du jgc(a,) j ¢os, sinau os, sin uy(y)dady =
0 a a

b 00 h
J(p(w) J cos, sinawudu j cos, sinuy(y)dydx ,
a 0 a
so vereinigt sich das Integral
00 b

J €0s, sin a:uduj cos, sinwuy(y)dy

0 a

zur Function %\,b(a) und man hat identisch

b 5
j‘f(“)‘!‘("l)d®= J',O(z)\}z(z)dz
Ein paar allgemeinere Substitutionen in A) sind die fol-
genden
1) g(@)=49(x)
B o B
J [¢(2))dz= g} du [j €o0s, sin “fb'so(af)da:]?, Aa)
T
a 0 a

1
2) ?(‘v)‘—‘@
o b b
b—a 2 lu | cos, sinuwy(x)dz | cos, sinuy 1 d
—a=—\ du inuxy(x)dr —
o 0 « ’ (F a , ’)D(y) y,
B Y)=e ,-,
jzgo(z)dz:

a
(] b

2 acosua—beosub  sinub— sinua .
—| du “+ sinuap(2)dw
n )

0

w u?
a
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b

cos uxy(z)de,

a

n u u?

2 YO 56 Sin bu —asinauw  cos lm—eosaug J

0

4) Y(x)=sinz, cosx

b
fu(sin b cos bu—sin ¢ cos aw)

. 2(”
S sinzg(z)dz = ;J' du ( T~
0

a

b

— ( | Sinuwy(w)de

— ¢0s b sin bu — cos e sin au {J

e

2 5cos @ cos au—cos b cosbu
du 2
{ 1—u
0

b

cosuxyp(x)dw ,

—u (sinb sin bu — sin ¢ sin au)}
1—u? )

[

b oo

}coszgo(z)dz = %{ du

0

sin b sin b —sin ¢ sin au
1—u?

b
—u(cosa coi auu—z cosh cos bu)} J sin uwp(x)de

a

(e}
2J d gsin beos bu —sin ¢ cos au
="\ du

- 11—t
0

h

cosuwy(x)de.

—u (08 b sin bu—cos ¢ sin au)%
1—u? )

a

Ahnlich wie in diesen Fillen eine Integration von « bis b,
lisst sich irgend eine andere Integrationsbasis (0,) in die Glei-
chung 1) substituiren; man hat tiberhaupt

8itzb. d. mathem. -naturw. C1. LXIV. Bd. TL. Abth. 37
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J o(2) Y(z) dz = %Jdu

(0n) 0

j cos, sinuwy(w) de Jcos, sinuy Y(y) dy
(

(0n) On)

unter den unerlisslichen Bedingungen der Endlichkeit und Stetig-
keit der Functionen () und y(x) auf der Integrationsbasis (0,).
So liesse sich die Formel fiir den kreisformigen Contour

2
j F(z)dz = JF@ {cos S—+isin 3} ) [—rsin S+ircos I]dS
©0n) 0
fiir
¢ =F {r(cos 3+isin 3)}, $ = —»r(sin 3—icos.9)
verwenden; nimmt man
1
F= r(c0s 3+isin.3)’
sodann nach A) a) noch
¢(7) =() =cos 3+isin 3,

und integrirt von O bis S, so erhilt man durch Combination der
Resultate die ndmlichen Integralformeln, die sich aus den fri-
heren Gleichungen fiir

b

J cos, sinzp(z) dz

a
unter den Voraussetzungen

¢(2) =cos, sinz oder ¢(z)=sin, cosz
ergeben, nimlich

OO

J g €08 .3 ¢0s Su— 1+u sin.9 sin Su) 2 ”
0

1—u?

29—sin2.9

—ﬂs
=73
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fu(cos 9 cos Su—1)+-sin 3 cos Su) Zd
| 1—u? o
0
_w 28+sin29
—4 2 7
‘ {3in.9 cos Su —u cos I sin Ju | *
{ 1—u? du
0
= 254-5in2.%
-1 2 ’
( gcosﬁsinf}u—usin&cosSu 2
du
1—au?
0
@ 29—sin29
4 2 !
j———cos"?‘_ufossduzg.sinﬁ,
[1]

OEI ~+u?) (sin 2.3 cos 2.3u—2sin 3 cos Ju)
du
(1—u?)?

0

(oo

N j2u (08 2.98in 2.3 u—2 cos.3 sin Ju) du— 0.
(1—u?)?

0

561

Zum Beschlusse mogen hier noch einige Specialisirungen
der Gleichung A) a) Platz finden; es betrifft dies die Functionen

¢(2)=Y()=2t"t.e—™
und

o(z)=1yP(2) =2+"".lze=", O<p.
37#
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1) g(a)=mten

dy =

2 % cogin? %
08" | maretan — SIn* | warctan "
a 1
dz =
j (a*~+-2*)r (a*~-2%)»

x 1 (2w
27 @p—1)( )=t " () . D)’

2) Y(z)=z2t"le

r{[ areting i (TG — gt =
" (251-—1;(2{0!*—1 ' F(£§2;zp.) ' {(d(l[[(‘z(i”__l)l = 12“)2

&I (29_1)}
T d@p—1)

-

m‘{ . sz Lo 2,2 z} dz _‘7(”2 1, I;c]
S 1 mctan; +Zl[6 (a®+2%)] = % 5+ 45 2ae*|,
0

n
+5 (12a)?,

1(2 (a?~+2) %(l sec.S—la) d
zj TEE B T e

0 0

T

z 2 _[_1_ 11 131 J_ﬂ T 19y
j (lcos 9)*dS=2 13—4—2_334—271,?-;-... _24+2([2) .
0
3) ¢()=e

at ( 2? m
PR = o =1
at—+2%) (a?-+2%) 4a
0 0
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1) p(z) =ze—"

'r(tﬁ—z’)? . jm 4a*2? P ™

(@22 (a®+2*)" T8
0 0

5 ple) =

W —32 | 3x [2(Ba—eBE | Br
a*—+2%)8 3243’

dz= ——dz = -
a*+-2%)8 32a%’
0 0

) g =wrte

réap— (P @22 (p)ar=A— )

(aP+22)%
0
(P12 (p) @ 7+... )" 4,
(a*+-2)%
0
n 1 I'(2p)

~ 2 @p—1)EarT(p).I(p)’

563

n
it — ()@t P () a4t — . = (aP+2%) 2 cos {p. arc ttm%] )

.
(W)t~ 2—(p) a3, . .= (a*+2%)2 sin [p. arc tan%] .

5.

Es eriibrigt hier noch, eine kleine Bemerkung tiber die in
Nr.3 des Textes vorkommende Hauptwerthsdefinition, wie sie in

der Formel auftritt

(e0) o (o0) (o) - 1
e coSx e—reosy
J da:‘:J dx:j d.z'+3l2:
X X x 4
(O] )

—C=—0-5772156649. ..
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nachzutragen. Eine Relation aus der Lehre von den Gamma-
functionen zeigt némlich, dass diese gegenwirtige Definition vom
der gewthnlichen abweicht. Aus der Gleichung

o0

S % e " e ; d‘i D)
0

l—e—=) & ’

& dp.

erbdlt man fir p=1

’e—:t e—<
j (o — e =0
0

und hieraus geht sogleich hervor, dass bei der willkiirlichen
Annahme

(00)
e—*
j doe = —C
X
(U]

als unbestimmter, unendlich grosser Werth des Integrales die
Reihe
1 1 1 -
1-4——2——|—§+Z+ in inf.
vernachlissigt wird. Dieselbe Vernachlissigung findet nun auchs
bei den iibrigen Integralen

(==]

o0 Py
cosx e—Tcosa
J =% dw, j do +—12=
0

1
x 2
0

statt, deren Gleichwerthigkeit mit

(o=}

e—<
—dx
2
0

die Analyse der Integrationswege (Rechteck oder Rhomboid mit

unendlich grosser Seite, Kreisquadrant mit unendlich grossem
Radius) lehrt.



Ein Beitrag z. Theorie d. Functionen complexer Variabelen. 565

Es ist daher die Hauptwerthsformel

(00) .
pre
j dv=—C
z
(

0)

identiseh mit der folgenden Beziehung

=3 N o—28 . e—sa+
1 2 3 "

1 1
—-(1—;——2—4——3—4—...):—0

und ebenso wiirde sich finden

,gcosé cos 26 cos 30 s (
Lim iy —

11 B
1 -+ 9 -+ 3 +T+_+-..)—

2 3
Li e—%cos o e—zﬁcos26+e—3scos36 1
im T -+ 5 3 . —'—?l?
1 1
— 1—0————!———|—-..\=—C.
2 3 )

Die Summen der mit Lim bezeichneten Reihen lauten ge-
miss bekannten Formeln

e—? e—28 e
—1—+~—§—~+—~3—‘—|— =—l(1—8—6),

cols J -+ 005226 -+ 002364— = —I(2sini9),

e=%cosd e cos20 e 3%c0s30
1 -+ ) -+ 3 -+ .=

— % 1(1—2e—%cos 0+e—2%);
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man hat daher iibereinstimmend

1 1—2e¢%cos 042 llll—2e—ﬁcos6+e—23_ 1
2" 1-2e%4¢% 2 4sin*1o T2

2.

Der Integrallogarithmus % (e+*), wie er in der bekannten
Gleichung definirt wird, ist dagegen selbst ein Hauptwerth von
der gewdhnlichen Bedeutung; er ist

e—-.’l‘
dz,

li(e"‘-’) = ——j p

-—

und wird auf #hnliche Art durch Vernachlissigung eines un-
bestimmten Werthes 0-co gewonnen wie der Hauptwerth

00

cosJu T,
Smdﬂzgslns

0

dessen zugehorige continuirliche Integralformel

CoS Ju—=cos I n .
j —W du— gsm I

0

lautet; den Nutzen auch dieser Hauptwerthe mag das einfache
Beispiel zeigen

oo% 1 cos29u  cos Jucos 3| du
A—) 21— — )"
0

du=20,

cos Ju (cos Su—cos J)
1—u?

0

welches wieder eine continuirliche Formel ist, und durch sub-
tractive Verbindung zweier fritheren Integralformeln leicht erhér-
tet wird.
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Auf die niimliche Weise, wie die sehr speciellen Beispiele

€08 Ju—~cos I du und | & Su (cos Szg—cos 3) du
1—u? 1—u

0 0

ldsst sich die Integralformel

r o

1—u?
0
Jjederzeit ihrem Werthe nach bestimmen, sobald ¢(x) in endliche
oder unendliche Reihen

Uy, COS ot U—+yC08 oyt~ . -
ay+u(a, Sin e u—+a,Sin eyu—-. . .)

entwickelbar ist, die fiir «=1 verschwinden und von «=0 bis
u=o0 gelten.

Es moge hier noch eines Mittels zur Gewinnung conti-
nuirlicher Integralformeln aus discontinuirlichen gedacht wer-
den, welches sich direct an die entsprechenden Werthe der
letzteren wendet. Handelt es sich um eine Integration von
der Form

T a, b, e c0)du=o(w).Y(u a, b,c...)

und beachtet man blos rechter Hand die beiden Functionen ¢
und ¢, so zeigt sich bald der Fall von Interesse, wo ¢ (u) fiir
irgend einen Werth p, unendlich gross, dagegen eine beliebige
Differenz

o, b, ey —Y(u, @, b,¢...)

unendlich klein wird. Man kann nimlich dann den Grenzfall
000 nach der bekannten Methode bestimmen und hat

Lim {o(u) . [$(p, @, b, ¢, oo —P(p, &, b, €. . )]} =
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{xp(p., ab,e,...) —bp d, b c.. ))

Lim E 1 ; —
? (1)
(Pula, by e op) —u(a, b ¢’ . .p)
Lim _ fu(®) 3 Lim p=p.
0k

Linker Hand entspricht diesem Vorgange die Integralformel
Lim [[f(a,b,¢,. .p,u) —f(a,b,¢...u,u)due,
so dass schliesslich die Beziehung aufgestellt werden darf

Lim [[f(a, b, ¢,...pp, ) —f (', b, ¢ ...y, u)]du=

. - [Wu(a, b, ¢,...1) —%(a’, e .. w)] {Sa(p.)}z . 1)
(PP-(IU’)

Im Folgenden sei stets ¢(m)=T(w), also Limp=0. Die
Relation 1) verlangt zunichst blos die Kenntniss des Grenz-

werthes
1
d {—J
I ()

dp.

fiir =0 oder die Entwicklung von

Aus

_ fu—1
() =) %Jl 11 dt—C} C=0-5772156649. ..

0

erhilt man

Lim " (i),= r<0)§_f-% it _c}=r(0)% e

0
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anderseits ist

e 11
[‘(O):J7¢la=l+—é-—|—§+. ..—C,
0
i)
wonach nunmehr der Grenzwerth “\I(w)/, die folgende Gestalt
Tde
annimmt
d[ 1 J _{1+%+%+...ininf.]—
Lim F_(M) = 1 .
dp. +(1+—2-+§+...ininf.) —C

Hier sind rechts im Zihler und Nenner Zahlen, die in iiber-
einstimmender Weise unendlich anwachsen; dividirt man durch
dieselben Zihler und Nenner, so ergibt sich sogleich das
Resultat

i)

o =

Lim "\I'(w)) =1, p=0.
dp.

Auf analoge sehr einfache Weise gelangt man zur Kennt-
niss der Beziehungen

LPo+q) o p T+ 1 0 o—
Lim Do peyiy = Hm Dy =10 =0 =0

T (k+-l+m—+n+. . ) _ I(l+m-n+. . )

T (BCOr(@m)(n).... T OIm)I®)..

Lim D/,

Dieselben bilden den ziemlich ergiebigen Apparat, conti-
nuirliche Integralformeln zu erhalten, wofiir zum Schlusse einige
Beispiele folgen mdgen.

1. f(u) — ub 1g— (p+ig)u ;

DZ —(r+ig)r__o—'+i') do— 127 P —|—zq
, & p—o—zq
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(e =)
e~P% cOS qx —e~"7Co8 s r*+-s*?
dv =3l —5—s3,
z P+

0

e P*singqx
J—q dor = arctanl .
T p

o

. b
2. flw)=u*—"u e—""sm[y arctan i bu] ;

(o2 /

. b i B
arctan — e~ sinbx —arctan — e~ *sinb'x
a a
lx
0

dor =
x

1 el b ; b b

5 rc an;mc cma—,. o
0 —arqy _ p—bxgl oo . S
lxe Tsin ax — e—%%sin b do — ks ; ﬁ _ 1 Iy sin ax—sin bx .

x 4 «a 2 2
[} 0
w1
3. S
f) (au —+bp+e’

(o]

1 % wo } i
z ((ax+bP  (dox+-b)P) "
]

bp b/p a

p—1 — —]_

j v §(a+bw)1’ (a’—i—b’x)l’} do=1
0

- (Mx—+n)p—1
. [(mx—~-n) (m'z—~+n)P

OO

j 1 (M—~+naz)r—! d 1 Im—Im

[(m—~+nx) (m' ~+nx)]P AT —
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X
ut

T
+ /() = b*+2bucos f—+u?’ 2

y=p—1 Z[m‘f'—a—m'l—’m’—;—mq—”m’z—i— —|—m’4]9=1’]*”1 1
g-+1 Lol

g=1

7=1

H/\

B=~+

l\'?l?l

.00

dz
j (0*—+2bx cos a—+a?) (b*—+2bx cos f+a?)
0

1 acota—pBcotf

263" cosa—cosp ’

oo

adx L
(b*~+2b v cos a—+a®) (b*+2ba cos B+a*)
0

1 acsca—pBescp

26*° cosa—cosf ’

00

dx
j (6*+2ba cos a—+a?) (b*—+2ba c0S P+a?)
0

1 acota—pPecotf éﬁ
% “eosa—cosp ' C=F"

5. f () =ur—(1—u)*—+=1 Flau), a=0.

o) =A,+Aja+A,eP+A,03+..., a <1,

1

I'(a) i - e B
I (a—p) = (1—u) —*— Flau)du =

B pp—+1) p(p—+1) (p+2) :
A0+—A A+ —F—0= (a AC{—FW—'——Z)A =y
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L j (1——::)“_1 {F(alm)—F(aO.'v)z do =

0

Al 1 !A.’. 2 2
a—(a,—ao) -+ [t((t+1) (ai_a[))

214,

3,3
- a(a+1) (a+2) (a1 a.o) -

are sin a B
trd 1 13d°
TCOUTAT— — + =5+ 5555 1T

1 23% 245
0
2 arctan a B
d a o« &
TC8CTAT — — — 55+ =5 —
2 1 3% b2
0

1

1L j 1 (1—z) ' F(a@)—(1—a) '  F(ayz) } doe =
0

!

X

1
— Y1 (1. ap—1
4 S (1—a)n—t —(1—a)n

0

/

RN IS . S
-4, (“1 (t0)+1"42 (((.1(“1-—1—1) ay(ay+1)

8 2
214 L — 0
- 3( a(a+1) (¢, +2)  ay(ay+1) (4p+2) )+

Fa) =(1—x)—¢, Ay=(c+k—1),

1

j (A—2) ' {(l—ax)——1}

v

le¢ Te(e+1) ,  1e(e+1)(e+2) e

T 2% 2 a(a+1) 3 a(a+1)(a+2) (=6 6=0
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1
S a1 (1—a)t Ul —ax)de =
0
1

YOG j (l—aet fl—(1—an)~}

L'(b+c) @ o

-1 j (1= () <y,

. (c+k—1);
T (p+kr)(p+kr+1) (p+kr+-q+1)

Ay

1 1

j 2t (1—a)t-? J P (1—y) (1 —axy") dy de =
0 0

1 1
;‘Ez)i(;)) K (1_?b+c 1j P (1—y)i— {l—(1—axy") =} dy de,
0 0
p=0, ¢=0;
1
J Y 1—g) (1 —ax)(1—za") de =

0

1 1
RGO IS gt (=gt
aw —+a 0(1-—.1') OTMT“ dy dx,

1 1

{ &Y 1—ax)i—1 J P (1—y) (1—axy")l(1—axy") dy de =

o 0

_,LOrE) I(p)rig)
I'(b+c¢) " T(p-+q)

1 1 1

—n—a’j (1—z) } ye (1—y)—1 S

zp-i—r—l(l_z)q—l

jp—— dzdy dz.

0
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ut— Y= (1—u—v)=—1

6. f(u,v): (p—f—a’d—l—ﬁ’l))""'—v-‘_x y T= 1 )
S 2p—+a(a'+a)+y(B'—+ ) dady—
. (p+aa+(3y)(9+a w+PBy)(p—+ax—+By)(p+a'v+p'y)

1 Upro)—lp+a) Up+p)—Up+P)
° a'—o F—F

Aus der k, ko Hof- und Staatsdruckerei in Wien.



