Uber die Tragkraft der Magnete.

Von dem w. M. J. Stefan.

Bei der Berechnung der Tragkraft eines Magnetes wird man
im Allgemeinen dreierlei Kriifte zu unterscheiden haben.

1. Die Anziehung der entgegengesetzten magnetischen
Massen auf den Flichen, in welchen sich der Magnet und der
Anker unmittelbar bertihren.

2. Die Fernwirkungen, welche die Massen der Contactflichen
von den freien magnetischen Massen des Magnetes und des Ankers
erleiden.

3. Die Fernwirkungen, welche die freien magnetischen
Massen des Magnetes auf jene des Ankers ausiiben.

Damit diese Kriifte berechnet werden konnen, muss die Ver-
theilung des Magnetismus im Magnete und im Anker bekannt
sein. Diese Vertheilung lisst sich jedoch nur in wenigen Fillen
angeben. Zwei solche Fille werden in der vorliegenden Abhand-
lung ausfithrlicher betrachtet, im ersten bilden Magnet und Anker
zusammen einen Ringmagnet, im zweiten eine gleichférmig
magnetisirte I{ugel.

Der erste Fall ist sehr leicht zu behandeln. Ein Ringmagnet
ist dadurch charakterisirt, dass in ihm keine freien magnetischen
Massen vorhanden sind. Schneidet man den Ring durch eine
Ebene in zwei Theile, in den Magnet und in den Anker, so ist die
Tragkraft dieses Systems durch die Anziehung der Massen, welche
auf den Contactflichen einander gegeniiber stehen, vollstindig
bestimmt.

An diesen Fall kniipft sich die Losung von drei Aufgaben.
Die erste betrifft die Berechnung des erreichbaren Maximums der
Tragkraft eines solchen Magnetes. Die zweite bezieht sich auf die
Darstellung des Zusammenhanges zwischen der Tragkraft und
der Intensitiit des Stromes, welcher den Ring magnetisirt. Die
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dritte Aufgabe bildet die Bestimmung der Abhingigkeit der Trag-
kraft von der Lage der Ebene, welche den Ring in Magnet und
Anker scheidet,

Der zweite Fall, in welchem Magnet und Anker zusammen
eine gleichformig magnetisirte Kugel bilden, ist complicirter. Es
sind bei der Berechnung der Tragkraft alle drei Arten der oben
aufgezihlten Kriifte zu berticksichtigen. Dieser Fall ist besonders
geeignet, den grossen Einfluss, welchen die Fernwirkungen aunf
die Tragkraft eines Systems nehmen konnen, zu zeigen.

I

Wenn man einen ringférmigen Eisenkern mit einem Lei-
tungsdraht vollstindig nmwickelt, so dass die Drahtwindungen
ebenfalls einen geschlossenen Ring darstellen und durch den
Leitungsdraht einen elektrischen Strom schickt, so verwandelt
sich der Eisenring in einen Ringmagnet. Die Vertheilung des
Magnetismus in demselben lisst sich ans der Theorie der magne-
tischen Induction bestimmen und ist diese Bestimmung von
Kirchhoff ausgefithrt worden.?!

Die magnetisirende Wirkung jeder Windung der Spirale
kann man der eines geschlossenen Stromes, welcher in einer die
Ringaxe enthaltenden Ebene liegt, gleich annehmen. Es ergibt
sich dann, dass die magnetisirende Kraft der ganzen Spirale in
jedem Punkte des Eisenkernes nach der Tangente des Kreises
gerichtet ist, welehen man mit dem Abstande dieses Punktes von
der Ringaxe als Radius beschreiben kann. In allen Punkten eines
solehen Kreises hat die magnetisirende Kraft einen und denselben
Werth.

Denkt man sich den Eisenkern in kreisformige Féden von
unendlich kleinem Querschnitte zerlegt, so fillt in jedem Elemente
eines solchen Fadens die Richtung der Magnetisirung mit der des
Elementes zusammen, die Intensitit der Magnetisirung oder das
auf die Volumseinheit reducirte magnetische Moment hat fiir alle
Elemente des Fadens dieselbe Grosse.

1 Pogg. Ann. Ergiinzungshand V. I.
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Ein solcher Faden zeigt an keiner Stelle, weder an seiner
Oberfliche noch in seinem Inneren freien Magnetismus und
diese Eigenschaft kommt demmach auch dem ganzen Ring-
magnete zu.

Diese Eigenschaft eines Ringmagnetes hat zur Folge, dass
bei seiner Magnetisirung der dusseren magnetisirenden Kraft nur
die von der Natur des Eisens abhingigen gewdhnlichen, wie
auch magnetischen Molekularkriifte und nicht auch, wie dies bei
anderen Formen der Magnete der Fall ist, die frei auftretenden
magnetischen Massen entgegenwirken. Es eignen sich desshalb
die mit ringformigen Eisenkernen angestellten Versuche am
besten, um tiber das Verhalten des Eisens bei der Magnetisirung
Aufschluss zu erhalten. Die Art, wie solehe Versuche auszufithren
und zu berechnen sind, hat Kirchhoff in der citirten Abhand-
lung ebenfalls erklirt.

Der Umstand, dass bei der Bildung eines Ringmagnetes
keine frei auftretenden magnetischen Massen der Magnetisirung
entgegenwirken, hat ferner noch zur Folge, dass bei derselben
dusseren magnetisirenden Kraft in einem Ringmagnete ein hohe-
rer Grad der Magnetisirung erreicht wird, als in einem Magnete
von einer anderen Form, und dass man aus demselben Grunde
auch dem Maximum der Magnetisirung in einem Ringmagnete
schon mit viel schwicheren Kriiften nahe kommt, als in Magneten
von anderer Gestalt.

Die magnetisirende Kraft der Stromspirale hat wohl in allen
Punkten eines Ringfadens denselben Werth, dieser ist jedoch
nicht fiir alle Fiden gleich, er ist fiir die von der Ringaxe weiter
entfernten Fiden kleiner und zwar in jedem Faden dem Radius
desselben verkehrt proportional. Ein Ringmagnet ist also im
Allgemeinen nicht nach dem ganzen Querschnitte gleichfdrmig
magnetisirt, sondern am inneren Rande stiirker als am #Husseren.
Diese Verschiedenheit der Magnetisirung fillt natiirlich weg,
wenn die magnetisirende Kraft so weit gesteigert wird, dass auch
in den #usseren Féden die Magnetisirung dem erreichbaren Maxi-
mum unendlich nahe kommt.

Wenn die radialen Dimensionen des Querschnittes des Ring-
korpers klein sind gegen den mittleren Radius des Ringes, so
wird auch bei schwiicheren magnetisirenden Kriiften die Magne-
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tisirung der inneren und dHusseren Fiden des Ringes nicht viel
verschieden sein und dieselbe in erster Anniiherung als constant
angenommen werden diirfen.

1L

Der Ringmagnet werde durch eine die Axe des Ringes ent-
haltende Ebene in zwei Halbringe zerschnitten und der eine Theil
als Magnet, der andere als Anker betrachtet. Die sich beriihren-
den Endflichen des Magnetes und des Ankers sind mit entgegen-
gesetzten magnetischen Massen belegt, an dem einen Contacte
der Magnet etwa mit positiver, der Anker mit negativer Masse,
an dem anderen Contacte in umgekehrter Art.

Wird die Magnetisirung in allen Ringfiden als gleich gross
angenommen, so sind die Massen auf den Contactflichen in
gleichfoérmiger Dichte verbreitet. Diese Dichte soll mit ¢ bezeich-
net werden.

Eine ebene Fliche, welche gleichformig mit Masse belegt
ist, iibt anf die Masseneinheit in irgend einem Punkte eine Kraft
aus, von der die gzur Ebene senkrechte Componente durch einen
einfachen Ausdruck gegeben ist. Dieselbe ist néimlich gleich der
Dichte ¢ multiplicirt mit dem Gesichtswinkel, unter welchem die
Fliche von dem afficirten Punkte aus erscheint. Liegt der Punkt
unendlich nahe vor der Fliche, so umfasst der Gesichtswinkel
eine Halbkugel und hat 2~ zu seinem Maasse. Die von der Fliche
auf den Punkt ausgetibte Kraft ist demnach durch 2z s bestimmt.

Man erhilt nun die Kraft, mit welcher die Belegung der
Magnetfliche jene der Ankerfliche anzieht, wenn man 2z ¢ mit
der auf der Ankerfliche vorhandenen Masse, also mit go multi-
plicirt, wenn ¢ den Inhalt der Beriihrungsfliche bedeutet. Diese
Anziehung ist daher durch

A=2rq%¢

gegeben.

Es ist zu bemerken, dass die Masseneinheit auf der Anker-
fliche nur dann die Anziehung 2z ¢ erfihrt, wenn sie im Inneren
der Fliche gelegen ist. Fiir die dem Rande der Fliche unendlich
nahe liegenden Elemente ist die Anziehung kleiner. Bei der Sum-
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mirung aller Anziehungen, welche die auf dem ganzen Quer-
schnitte des Ankers liegenden Massen erfahren, verschwindet die
fiir die Randtheilechen vorhandene Abweichung gegen den ganzen
Betrag der Summe, so dass dieser Betrag dem oben angesetzten
Werthe von 4 gleich zu nehmen ist.

Die Dichte s, welche der magnetischen Belegung einer
Schnitt- oder Begrenzungsfliche eines Magnetes zugeschrieben
werden muss, steht zu der Richtung und Intensitdt der Magne-
tisirnng an der betreffenden Stelle in einer sehr einfachen
Beziehung.

Errichtet man tiber dem Elemente » der Schnittfliiche ein
Prisma von der sehr kleinen Linge 2, so dass die Richtung von 2
mit jener der Magnetisirung zusammenfillt, so ist dieses Prisma
als gleichformig magnetisirt zu betrachten. Es treten nur an
seinen Endfliichen freie magnetische Massen auf und zwar auf
jeder in der Menge ws. Das magnetische Moment des Prisma ist
demnach wol. Dieses Moment kann man aber auch durch das
Product ans dem Volumen des Prisma und dem auf die Einheit
des Volumens entfallenden Momente, welches mit p. bezeichnet
werden soll, ausdriicken. Bildet die Normale zu « mit A den
Winkel 6, so ist wecosfd das Volumen des Prisma und pe cosf2
sein magnetisches Moment., Setzt man diesen Werth gleich dem
fritheren, ndmlich wsl, so folgt

7 = 1.cosh.

In unserem Falle steht die Schnittfliche auf der Richtung
der Magnetisirung senkrecht, es ist also § =0 und ¢ = p.. Der
Ausdruek fiir die Anziehung von Magnet und Anker verwandelt
sich demnach in

A4=2mp?%q.

Diese Anziehung stellt zugleich die Tragkraft des Ring-
magnetes dar. Da p. das Maass fiir die Intensitéit der Magnetisirung
bildet, so kann man sagen, dass die Tragkraft dem Quadrate
dieser Intensitiit der Magnetisirung und der Grossen der Beriih-
rungsfliiche zwischen Anker und Magnet direct proportional ist.

Auf die Einheit der Bertihrungsfliche entfillt die Tragkraft

4 = 2np2
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Die fiir 4 abgeleitete Formel ist eine bekannte, sie ist auch
zur Bestimmung der Tragkraft eines Magnetes schon angewendet
worden, nur sind die Bedingungen ihrer Giltigkeit nicht immer
genau pricisirt worden. Diese Bedingungen sind die folgenden:
Magnet und Anker diirfen keine freien magnetischen Massen ent-
halten; die Beriihrungsfliche zwischen Magnet und Anker muss
senkrecht auf der Richtung der Magnetisirung stehen; die Inten-
sitiit der Magnetisirung muss in allen Punkten der Bertihrungs-
fliche dieselbe sein.

In einem in zwei gleiche Hilften getheilten Ringmagnete
sind die beiden ersten Bedingungen vollkommen erfiillt, die letzte
im Allgemeinen nur niherungsweise. Nur wenn die Magnetisirung
des Ringes im Zustande des Maximums sich befindet, sind alle
Ringfiden gleich magnetisirt und dann ist auch die dritte Bedin-
gung vollstindig erfiillt.

Fiir den Fall des Maximums der Magnetisirung ist jedoch
die Formel auch noch auf Magnete von anderer Gestalt anwend-
bar. Denkt man sich zwischen die beiden Halbringe gerade
Prismen oder Cylinder, deren Querschnitte jenem des Ringes
gleich sind, eingeschoben und diese in derselben Weise wie die
Halbringe mit Draht umwickelt, so erhiilt man die Form eines
geschlossenen Hufeisenmagnetes.

Im Zustande des Maximums der Magnetisirung wird aueh
ein solcher Magnet keinen freien Magnetismus besitzen und seine
Tragkraft wird jener des Ringmagnetes gleich sein. Sie wird
unabhiingig sein von der Linge der Schenkel, auch unabhiingig
von der Lage der Ebene, welche den Magnet vom Anker theilt,
so lange diese Ebene die Schenkel des Systems senkrecht dureh-
schneidet. Daraus ist ersichtlich, dass es in diesem Falle gar
keinen Sinn hat, die Tragkraft des Magnetes mit seinem Gewichte
in Relation zu stellen.

1.

Setzt man in der Formel fir die Tragkraft eines Ring-
maguetes das Moment p. gleich dem Maximum des in der Volums-
einheit inducirbaren Momentes, so erhiilt man das Maximum der
‘Tragkraft eines Ringmagnetes.
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In dem nichsten Abschnitte wird aus einer von Rowland
ausgefiihrten Versuchsreihe der grosste Werth, welchen
erreichen kann, abgeleitet werden. Mit demselben stimmen die
auns anderen Beobachtungen abgeleiteten Werthe nahe iiberein.
Man kann annehmen, dass das Maximum des in der Volumsein-
heit inducirbaren magnetischen Momentes fiir alle untersuchten
Fisen- und Stahlsorten nahezu eine und dieselbe Grosse besitzt.
Diese kann durch die Zahl 14000 ausgedriickt werden, wenn
man die von Gauss eingeftihrten Einheiten, néimlich Millimeter
als Lingen-, die Masse eines Milligramms als Massen-, die Secunde
als Zeiteinheit wihlt. Fithrt man statt Millimeter und Milligramm
die grosseren Einheiten Centimeter und Gramm ein, so ist das
Maximum des in einem Kubikeentimeter Eisen inducirbaren
magnetischen Momentes durch die Zahl 1400 gegeben.

Wird letztere Zahl in den Ausdruck 2ap? fitr p. eingesetat,
o erhilt man die Tragkraft = 12208800 absoluten Krafteinheiten.
Dividirt man diese Zahl durch die Beschleunigung der Schwere
in Centimetern ausgedriickt, also durch 980-6, so erhiilt man die
Tragkraft gleich einem Gewichte von 12450 Grammen und dieses
Gewicht gibt das Maximum der auf ein Quadratcentimeter Con-
tactfliiche reducirten Tragkraft eines Eisen- oder Stahlmagnetes an.

Dieses Maximum ist auch schon von Rowland?® berechnet
worden. Lr gibt dasselbe zu 177 Pfund fiir den Quadratzoll in
englischen Maassen an, welcher Werth mit dem soeben berech-
neten sehr nahe tibercinstimmt. Rowland geht bei seiner Be
rechnung von dem Begriffe der Spannung eines magnetischen
Feldes aus, welcher Begriff von Maxwell eingefiilut wurde.
Diese Spannung ist in unseren Bezeichnungen ausgedriickt nichts
anderes, als die Kraft 2ap2

Rowland fihrt zum Vergleiche mit der Rechnung eine von
Joule herrithrende Tabelle an, in welcher die Tragkrifte von
sehr starken Elektromagneten zusammengestellt sind. Sie liegen
alle, einige zum Theil sehr weit unter dem berechneten Maximum.

Die Form dieser Magnete ist nicht der Art, dass ihre Trag-
kraft mit der oben abgeleiteten Formel in Verbindung gebracht
werden kann. Unter denselben befindet sich allerdings auch ein

-—

1 Phil. Mag. 4 sér. XLVL 152
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von Joule construirter Ringmagnet. Derselbe zeigt jedoch eine
verhéltnissmiissig kleine Tragkraft. Die Ursache davon liegt
einestheils darin, dass nicht der ganze Ring von der Stromspirale
umgeben war, anderentheils aber auch darin, dass Magnet und
Anker zwei ungleiche Segmente des Ringes bildeten. Dass in
einem solchen Falle die zu erreichende Tragkraft Kkleiner ist,
wird in einem der folgenden Abschnitte dargethan werden.

Spiter hat Joule einen Magnet von grosserer Tragkraft
hergestellt, jedoch hat derselbe keine geometrisch eirfache
Gestalt. Aus seinen Versuchen mit diesem Magnete hat er den
Schluss gezogen, dass das Maximum der Flichenanziehung zwi-
schen Anker und Magnet 175 Pfund fiir den Quadratzoll betrage,
ein Werth, der ausserordentlich nahe dem oben berechneten
kommt.! Joule h#lt noch eine gréssere Tragkraft fitr moglich,
kniipft aber an seine Erorterungen die Bemerkung, es sei unwahi-
scheinlich, dass eine grossere Tragkraft als die von 200 Pfunden
erzielt werden konnte. Darauf ist vielleicht die mit der Rechnung
in Widerspruch stehende Angabe in Jenkin’s Electricity and
Magnetism., p. 123, zuriickzufiihren, dass Joule eine Tragkraft
von 200 Pfunden beobachtet habe.

Von den vielen Versuchen, welche tiber die Tragkraft der
Magnete angestellt wurden, sind tiberhaupt nur sehr wenige unter
solchen Bedingungen ausgefiihrt, dass sie einer theoretischen
Erorterung zugiinglich wiren. Am besten schliessen sich einige
Versuche, welche v. Waltenhofen in der Abhandlung iiber
elektromagnetische Tragkraft? mitgetheilt hat, in Bezug auf die
Anordnung des Apparates den Voraussetzungen an, unter welchen
obige Formel fiir die Tragkraft abgeleitet ist. Bei diesen Ver-
suchen hatten Magnet und Anker die Form von Halbringen,
welche beide vom magnetisirenden Strome umflossen waren. Die
Windungen umschlossen allerdings nicht den ganzen Ring, Magnet
und Anker waren nicht ganz bis an ihre Enden umvwickelt.

Die grosste Tragkraft, welche v. Waltenhofen an diesem
Systeme beobachtete, betrug 16-24 Kilogramme, Aus einer
graphischen Darstellung der Tragkriifte, welche bei verschiedenen

1 Phil. Mag. 4. sér. ITI. 33.
Sitzungsberichte LXL. (2. Abth.) 746.
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magnetisirenden Kréften erhalten wurden, zog v. Waltenhofen
den Schluss, dass das Maximum der Tragkraft seines Magnetes
18 Kilogramme betragen diirfte. Die beniitzte graphische Dar-
stellung gewihrt jedoch keine grosse Genauigkeit.

Der Querschnitt des Magnetes war ein Kreis von einem
Centimeter Durchmesser. Die beiden Contactfliichen hatten also
einen Inhalt von 1-57 Quadratcentimetern und diesem wiirde
nach meiner Berechnung das Gewicht von 19-546 Kilogrammen
als Maximum der Tragkraft dieses Magnetes entsprechen.

IV.

Bei den meisten Versuchen iiber die Tragkraft der Elektro-
magnete wurde das Ziel verfolgt, die Beziehung zwischen der
Tragkraft und der Intensitit des magnetisirenden Stromes zu
finden. Fiir den Fall eines Ringmagnetes wiire diese Aufgabe
gelost, wenn die Beziehung zwischen dem indueirten magnetischen
Momente p. und der Grosse der magnetisivenden Kraft bekannt
wére. Es ist jedoch bis jetzt noch keine diesen Zusammenhang voll-
kommen darstellende Formel gefunden worden und desshalb ist
es auch nicht moglich, ein allgemeines Gesetz iiber die Beziehung
zwischen der Tragkraft und der magnetisivenden Kraft anzu-
geben.

Es sind aber die bisher iiber die Magnetisirtung des Eisens
gemachten Beobachtungen doch gecignet, um aus denselben ein
ziemlich vollstindiges Bild dieser Beziehung zu entwickeln.
Ich will dazu eine von Rowland iiber die Magnetisirung eines
Eisenringes ausgefiilirte Versuchsreihe beniitzen. Aus den von
ihm mitgetheilten Daten sind die Zahlen der folgenden Tabelle
berechnet. Dieselben haben folgende Bedeutungen.

In der ersten Reihe unter R stehen die Werthe der magneti-
sirenden Krifte. Die zweite Reihe enthiilt unter p dic auf die
Volumseinheit entfallenden indueirten magnetischen Momente.
Den Zahlen in dieser wie auch jenen in der ersten Tabelle liegen
die von Gauss gewihlten absoluten Einheiten zu Grunde.

Die dritte Reihe enthiilt unter & die sogenannten Magneti-
sirungszahlen, d. i. die Quotienten, welche man p. durch B divi-
dirend enthélt.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXI. Bd. IT. Abth. 7
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In der vierten Reihe sind die der Abkiirzung wegen durch
1000 dividirten Producte von p und % eingetragen.

ke
R v k iiﬁa

1-893 56-9 31-01 1-77

6-913 477-9 69-05 33-0

3:564 769-3 89-76 549
12-705 1958 154-1 302
14-06 2326 165-3 38H
14-51 2453 168-9 415
20-39 3947 1935 764
22-19 4362 196-5 857
23-39 4601 196-6 905
27 17 5293 194-7 1031
3157 5947 188-3 1120
40-50 7177 175-6 1272
53-09 8021 1510 1212
84-75 9742 115-2 1120
102-24 10320 100-9 1042
119-9 10850 90-40 988
176-4 11570 65-50 759
3416 12550 36-67 461
459-9 12950 28-07 365
634-1 13210 2045 271

Fiir die Erforschung der Eigenthiimlichkeiten des Eisens ist
es von grosser Wichtigkeit, die darauf sich beziehenden Grossen
nicht als Functionen der magnetisirenden Kraft, wie es sonst
iiblich ist, sondern als Functionen des inducirten Momentes p. zu
betrachten.

Wemn man die Werthe von p als Abscissen, die zugehorigen
Werthe von k& als Ordinaten auftriigt, so erhdlt man eine Curve,
welche sehr rasch bis zu einem Maximum ansteigt, dann abwérts
sich wendet und zum Schluss einer Geraden sich nihert, welche
die Abscissenaxe unter einem spitzen Winkel schneidet. Der
Durchschnittspunkt ist durch jene Abscisse gegeben, welche das
Maximum des inducirbaren Momentes darstellt, denn fiir dieses
Maximum ist R unendlich gross, also £=0.
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Die Ahrlichkeit des letzten Theiles der Curve mit einer
Geraden ergibt sich auch aus der vorstehenden Tabelle. Bildet
man in der Colonne der & etwa von dem Werthe 1152 an die
Differenzen der auf einander folgenden Zahlen und dividirt die-
selben durch die Differenzen der zugehorigen Werthe von p, so
erhilt man der Reihe nach folgende Quotienten:

0-0247, 0-0198, 0-0346, 0-0294, 0-0215, 0-0293.

Dieselben zeigen grosse Abweichungen von einander, doch
sind diese nicht regelmiissig und ist z B. das Mittel der drei
ersten selr wenig von dem Mittel der drei letzten verschieden.
Man kann daher wenigstens niherungsweise die wirkliche Curve
durch eine Gerade ersetzen, welehe durch den Mittelwerth der
obigen Differenzen 0-0256 bestimmt ist.

Mit Hilfe dieses Mittelwerthes kann man nun auch den Werth
m der Abscisse, welche dem Maximum des inducirbaren magne-
tischen Momentes entspricht, bestimmen. Innerhalb des Bereiches
der angenommenen Geraden besteht némlich die Gleichung

k =0-0266 (m—p),

aus welcher
k
= 50266

sich ergibt. Setzt man in diese Formel die zusammengehdrigen
Werthe von o und %, und zwar von p.=9742 und k=115-2
angefangen bis an das Ende der Tabelle, so erhilt man fiir m
der Reihe nach die Zahlen

14073, 14113, 14250, 14032, 13928, 14005, 13978.

Das Mittel derselben ist 14053.

Die Werthe von m, welche sich aus anderen Beobachtungen
ergeben, weichen von dem hier berechneten nur wenig ab.

Wenn % der Differenz m—p. proportional gesetzt wird, so
ist die Beziehung zwischen dem inducirten Momente und der
magnetisirenden Kraft durch die Gleichung

-

=alR
m—p.
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gegeben, in welcher « ecine Constante bedeutet. Aus dieser
Gleichung folgt

e a R
m  1l+aR’

Der Werth von p, von welchem an diese Gleichung ange-
wendet werden kann, darf etwa =0-7m angenommen werden.

Da die Tragkriifte den Quadraten der Momente proportional
sind, so konnen dieselben in dem angegebenen Intervalle gleich-
falls nach der einfachen Formel

A [ aR
A—1 - l.l —+« RJ
berechnet werden. 4, bedeutet in dieser Formel das Maximum,
A den der magnetisirenden Kraft B entsprechenden Werth der
Tragkraft. Da dem Werthe p.=0-7m die Tragkraft 4=0-49 4,
entspricht, so kann man die aufgestellte Formel auf alle Trag-
kriifte, welche iiber der Hilfte deg Maximums liegen, anwenden.

Die Constante « ist von der speciellen Beschaffenheit der
Lisens, welches den Kern des Elektromagnetes bildet, abhingig.
Da « nur im Producte « R erscheint, so kann bei der Berechnung
von Versuchen statt B auch eine der magnetisirenden Kraft
proportionale Grosse, also die Intensitiit des magnetisirenden
Stromesin irgend welchem Maasse ausgedriickt, eingesetzt werden.
Die Verwandlungszahl, mit welcher diese Grosse in R wumgesetzt
werden kann, ist dann in der Constante « inbegriffen.

In der oben citirten Abhandlung v. Waltenhofen’s sind
z. B. folgende zusammengehdrige Werthe der Stromstéirken und
der Tragkriifte des Magnetes angegeben:

R—=37-4, 45-55, 91-05, 236-28
A— 8-97, 10-27, 13-87, 16-24.

Nimmt man an, dass auch fiir die Versuchsanordnung
v. Waltenhofen’s der theoretische Werth des Maximums der
Tragkraft = 1955 Kilogrammen giltig ist, so erhilt man aus
den zwei zusammengehorigen Daten R=45-55 und 4=10-27
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die Constante «=0-0578. Mit diesem Werthe findet man dann
die den drei anderen Stromstérken entsprechenden Tragkriifte

9-14, 13-81, 16-97.

Is sind demnach an den von v. Waltenhofen gefundenen
Werthen nur verhiltnissmiissig kleine Anderungen vorzunehmen,
damit sie der aufgestellten Formel cntsprechen.

So wie fiir die Tragkriifte, welche iiber der Hiilfte des Maxi-
mums liegen, liessen sich auch fiir die kleineren Niherungs-
formeln aufstellen. Doch mag es hier geniigen, auf den Zusammen-
hang zwischen der Tragkraft und der magnetisirenden Kraft,
insoweit die obige Tabelle ihn unmittelbar darlegt, hinzuweisen.
Dieser Zusammenhang wird durch die Colonne, welche die Pro-
ducte aus p. und £ enthiilt, dargestellt. Da % das Verhiiltniss von
p. zu R angibt, so gibt p.k jenes von p2 zu R, die in der bezeich-
neten Colonne enthaltenen Zahlen messen daher das Verhiltniss
der Tragkraft zur magnetisirenden Kraft.

Man sieht, dass dieses Verhiltniss anfinglich sehr rasch,
dann langsamer bis zu einem grossten Werthe steigt, von da an
wieder langsam abfdllt, um schliesslich den Werth Null zu
erreichen. Den grossten Werth erreicht das Verhdltniss in der
Tabelle fitr den Werth = 7177, welcher etwas grosser ist, als
die Hilfte des Maximums des Momentes, und somit einer Trag-
kraft entspricht, welehe% des Maximums der Tragkraft nicht
viel tibersteigt. In der Nihe dieses Werthes #ndern sich natiir-
licherweise die Werthe von pk nur wenig, so dass in einem
grosseren Intervall die Tragkraft der magnetisirenden Kraft nahe
proportional bleibt.

Dieses Verhalten ist darin begriindet, dass die Magneti-
sirangszahl & mit wachsenden Werthen von p erst steigt und
dann wieder abnimmt. In der Abhandlung ,zur Theorie der
magnetischen Krifte“ ! habe ich eine grossere Anzahl von Beob-
achtungen in Tabellen gebracht. Aus denselben geht hervor, dass
diese Eigenschaft von % bei allen Eisen- und Stahlarten, auch
beim Nickel, in gleicher Weise vorhanden ist und dass das

1 Sitzungsberichte LXIX. (2. Abth.)



102 Stefan.

Maximum von % bei allen nahe an eine und dieselbe Stelle, nim-
. . 1 2 . .

lich zwischen p.—= 5 m und p. = 5 M ol liegen kommt, wihrend
die Grosse dieses Maximalwerthes von einer Art zur andern
bedeutend variirt. Desshalb wird auch der Gang der Werthe von
pk und damit der Zusammenhang zwischen Tragkraft und
magnetisirender Kraft fiir andere Eisenstiicke dem duwrch die
obige Tabelle gegebenen nieht gleich, wohl aber demselben sehr
dhnlich sein.

V.

Es soll nun angenommen werden, dass die Ebene, welche
den magnetischen Ring in Magnet und Anker scheidet, nicht
durch die Axe des Ringes geht, sondern ihr nur parallel ist.
Beziiglich der Magnetisirung soll jedoch wie frither angenommen
werden, dass ihre Intensitiit fiir alle Fiiden des Ringes denselben
Werth hat.

Dieser Fall unterscheidet sich von dem fritheren im Wesent-
lichen dadurch, dass die Richtung der Magnetisirung an den Con-
tactfliichen von Magnet und Anker nicht zu diesen Flichen senk-
recht steht, sondern gegen dieselben geneigt ist. Diese Neigung
ist nicht fiir alle Punkte der Contactfliche dieselbe, denn die
inneren Fiden des Ringes treffen diese Fliche unter spitzeren
Winkeln als die dusseren Fiden. Es soll jedoch zunichst davon
abgesehen und fiir diese verschiedenen Winkel jener, unter
welchem der durch den Schwerpunkt jeder der Contactflichen
gehende Faden diese schneidet, gesetzt werden. Der dadurch
entstehende Fehler ist um so geringer, je kleiner die radialen
Dimensionen des Ringquerschnittes gegen den Abstand des
Schwerpunktes desselben von der Axe sind.

Dieser Winkel mag mit ¢ bezeichnet werden, jener welchen
die Normale zu den Contactflichen mit der Richtung des Ring-
fadens bildet mit 6. Diese zwei Winkel ergiinzen sich zu einem
rechten.

Die Dichte der magnetischen Belegung auf den Beriihrungs-
flichen ist nun durch

g=p.c08 = psins,
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die Flichenanziehung also durch
A=2nr ¢ p*cos?) =2r ¢ p2sin®c

pestimmt, wenn ¢’ den Inhalt der Contactflichen darstellt.

Ohne den Factor ¢’ gibt diese Formel die Tragkraft auf die
Einheit der Berithrungsfliiche bezogen. Diese ist also im Verhilt-
niss von sin®c 1 kleiner, als jene, welche im Ringmagnete in
einem Diametralschnitte auftritt.

Es ist jedoch auch die ganze Tragkraft in dem jetzigen
Falle kleiner, als in dem friiheren, obgleich die Contactfliche
eine grossere geworden ist. Da

q= ¢ cosh=q'sing,
so ist
A=2rpr¢sing,

also im Verhiltniss von sine 1 kleiner, als in dem Falle, in
welchem Magnet und Anker zwei Halbringe sind.

Zieht man von der Axe einen Radius zum Schwerpunkte
einer der Contactflichen und zugleich eine Senkrechte auf die den
Ring schneidende Ebene, so ist der von diesen zwei Linien gebil-
dete Winkel dem Winkel « gleich.

Wenn z. B. der Ring in zwei Theile zerschnitten wird, deren
Léngen sich wie b zu 1 verhalten, so wird =30 und sins= %
Die Tragkraft des Ringes wird nur halb so gross sein, als bei
einem diametralen Schnitte, obgleich die Berithrungsfliche die
doppelte Grosse besitzt.

Wenn der Winkel, unter welchem die einzelnen Ringfiden
die Contactfliichen schneiden, nicht fiir alle gleich angenommen
werden darf, so wird die Dichte o, welche man den magnetischen
Belegungen in den verschiedenen Orten der Contactflichen
zuschreiben muss, sich innerhalb dieser continuirlich dndern.

Die Anziehung, welche eine der Fliche unendlich nahe
liegende Masseneinheit von der Belegung erfilnt, ist auch in
diesem Falle durch den Ausdruck 2z o gegeben.

Nur ist in diesem Ausdrucke jener Werth von ¢ einzusetzen,
welcher dem der afficirten Masseneinheit unmittelbar gegentiber-
liegenden Punkte der Fliche entspricht.
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Da zu der zu bestimmenden Kraft nur die diesem Punkte
zunéichst liegenden Theile der Fliche beitragen, so braucht man
bei der Berechnung derselben nur eine sehr kleine Scheibe, deren
Centrum in diesem Punkte liegt, zu beriicksichtigen. Von der
Mitte aus wird die Dichte der Scheibe nach einer bestimmten’
Richtung hin zunehmen, nach der entgegengesetzten abnehmen.
Man kann nun die Scheibe zuerst mit der dem Centrum ent-
sprechenden Dichte ¢ belegen. Diese Belegung iibt auf die dem
Centrum gegeniiberstehende Masseneinheit die Anziehung 2=zg¢
aus. Die Zunahme der Dichte nach der einen Richtung kann man
durch Auvftragen mit der Belegung gleichartiger Massen auf der
cinen Seite, die Abnahme der Dichte nach der umgekehrten
Richtung durch Auftragen entgegengesetzter Massen herstellen.
Die dem Centrum der Scheibe gegeniibergestellte Masseneinheit
befindet sich also noch unter dem Einflusse von Massen, welche
paarweise von ihr gleich weit abstehen, aber auf entgegen-
gesetzten Seiten liegen und auch entgegengesetzt bezeichnet sind.
Die Resultante der Wirkungen jedes solchen Paares von Massen
geht zur Scheibe parallel, liefert also keine zu dieser Scheibe
senkrechte Componente. Es bleibt somit nur die Wirkung der
Belegung, welche mit der dem Centrum der Scheibe entsprechen-
den Dichte aufgetragen wurde, iibrig.

Lin Element 48§ der Ankerfliche sei mit Masse von der
Dichte ¢’ belegt, der gegeniiberliegenden Stelle der Magnetfliiche
entspreche die Dichte o, dann wird die Masse ¢’d S mit der Kraft
2mnea’dS senkrecht gegen die Magnetfliche gezogen. Auf die
gesammte Masse der Ankerfliche entfillt demnach die Anziehung

A=2nJaa’(lS.

Die Integration ist iiber die ganze Ausdehnung des Con-
tactes zu erstrecken.
In dem vorliegenden Falle ist ¢ =24', also

A=2x | s*dS.

Terner ist

g=y.co8=psine,
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wenn ¢ den Winkel bedeutet, unter welchem das Flichenelement
dS von dem entsprechenden Ringfaden durchsetzt wird. 0 ist die
Ergiinzung des Winkels ¢ zu einem Rechten.

Nimmt man p. fiir alle Ringfiiden als gleich an, so verwan-
delt sich der Ausdruck fir die Tragkraft in

A=2rp2 cos%@dS:Qn,ﬁj sine d S,

Ist die Gestalt des Querschnittes des Ringes gegeben, so
lisst sich das Integral berechnen.

Ist z. B. der Querschnitt des Ringes ein Rechteck, so dass
derRingkorper von zwei concentrischen Ringflichen eingeschlossen
ist, so erhilt man

7 (Sine, — ¢ cos¢e)—r (Sine, — ¢, oS <))

A=2rp2q ]
"

Darin bedeutet ¢ den Inhalt eines Diametralschnittes des
Ringes, r, den Radius des inneren, », den Radius des #usseren
Cylindermantels. Die Winkel ¢, und ¢, sind durch die Gleichungen

=1, C08 5, =17, COS¢,

bestimmt, wenn « den Abstand der Schnittebene von der Axe
des Ringes bedeutet.

Der Factor von 2xp?¢ ist kleiner als die Einheit und erhilt
seinen kleinsten Werth, wenn ¢, =0, also « =7, wird.

VI

Die in den vorhergehenden Rechnungen gemachte Voraus-
setzung, dass p. fiir alle Theile der Bertihrungsflichen von Anker
und Magnet denselben Werth habe, ist nur dann vollstindig
erfiillt, wenn alle Féden des Ringes im Zustande des Maximums
der Magnetisirung sich befinden. Ist letzteres nicht der Fall, so
wird p. fiir die inneren Féden grosser als filr die Husseren, also
auch aus diesem Grunde die Dichte der magnetischen Belegungen
der Berithrungsfliichen als eine versinderliche zu betrachten sein.

Diese Verdnderlichkeit von p riihrt, wie schon im ersten
Abschnitte bemerkt worden, daher, dass die magnetisirende Kraft
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des Stromes, welcher den Eisenkern umfliesst, innerhalb der
Spirale nicht constant, sondern in jedem Punkte dem Abstande
desselben von der Axe des Ringes verkehrt proportional ist. Man
kann dies leicht auf folgende Art erweisen.

Jede Windung der Spirale kann man als einen geschlossenen
Strom betrachten und diesen durch eine transversal magnetisirte
von der Strombahn begrenzte Platte ersetzen. Das magnetische
Moment dieser Platte muss gleich sein der Fliche, welche der
Strom umkreist, multiplicirt mit der Intensitidt des Stromes. Ist o
die Dichte der magnetischen Belegungen auf den zwei Seiten der
Platte und ¢ die Dicke der letzteren, so muss die Gleichung

o=

erfiillt gein, wenn ¢ die Intensitit des Stromes bedeutet.

Anstatt die Platte von durchaus gleicher Dicke vorauszu-
setzen, wie dies gewdhnlich zu geschehen pflegt, kann man die-
selbe auch keilférmig annehmen, so dass die Schneide des Keiles
mit der Axe des Ringes zusammenfillt. Damit fiir jeden Punkt
der Stromfliche das auf die Flicheneinheit reducirte magnetische
Moment der Platte denselben Werth behilt, ist die Dichte der
Belegung veriinderlich zu nehmen, so dass, wenn ¢ und ¢’ zwei
zusammengehorige Werthe der Dichte und der Dicke der Platte
bedeuten, das Product ¢'0” den constanten Werth ¢ besitzt.

Ersetzt man jede Windung durch eine solche Platte, so fiillen
die auf einander folgenden Platten den von der Stromspirale
umschlossenen Raum vollstindig aus. Um die magnetische Kraft
des Stromes in einem Punkte innerhalb der Spirale zu erhalten,
hat man sich diesen Punkt zwischen zwei auf einander folgenden
Platten liegend zu denken. Er befindet sich zwischen zwei mit
entgegengesetzten Massen belegten Flichen und liegt jeder der-
selben unendlich nahe. Die Kraft, mit welcher jede derselben den
Punkt in der Richtung ihrer Normale treibt, ist 2z¢’, die Summe
der beiden 4r¢’. Die aus der Verinderlichkeit von ¢’ entsprin-
genden seitlichen Kriifte heben sich auf. Die von dem Strome
ausgeiibte Kraft ist somit

4y
=

R=4ns¢ =
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Ist » die Entfernung des Punktes von der Axe, » die Anzahl
der Windungen der Spirale, so ist

ny=2nr
und somit
2w
==

R

Obwohl nun R fiir jeden Punkt des Ringes bekannt ist, so
ist dies doch fiir p nicht der Fall, da keine Formel, welche den
Zusammenhang von B und g geniigend davstellte, bekannt ist.
Es kann desshalb nur eine approximative Berechnung ausgefiihrt
werden.

Wenn die radialen Dimensionen des Querschnittes des Ringes
klein sind gegen den mittleren Radius des letzteren, so werden
die Werthe der magnetisirenden Kraft in den verschiedenen
Punkten des Querschnittes nur einen kleinen Spielraum umfassen
md man kann in erster Anniherung annehmen, dass innerhalb
desselben das inducirte Moment zur magnetisirenden Kraft in
einem constanten Verhiltnisse stehe. Eine grissere Anndherung
an die Wirklichkeit wird in den meisten Féllen dadurch erzielt,
dass man diese Verhiiltnisszahl selbst als lineare Function des
inducirten Momentes betrachtet. Ob man die eine oder die andere
Annahme macht, bietet die Berechnung der Anziehung zwischen
Anker und Magnet keine Schwierigkeit. Was aber die in den
Formeln enthaltenen Constanten anbetrifft, so werden die Werthe
derselben sowohl von der Grosse der inducirten Momente oder der
magnetisirenden Krifte, wie auch von der speciellen Beschaffen-
heit des verwendeten Eisens abhiingig sein.

VIL

In diesem Abschnitte soll der Fall betrachtet werden, in
welchem Anker und Magnet zusammen eine Kugel bilden.

Eine der Grosse und Richtung nach constante dussere mag-
netisirende Kraft verwandelt eine Eisenkugel in einen homogenen
Magnet, d. h. Richtung und Intensitit der Magnetisirung sind in
allen Punkten der Kugel dieselben. Die magnetische Axe ist der
Richtung der siusseren magnetisirenden Kraft parallel. Die Kugel
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besitzt in ihrem Inneren keine freien magnetischen Massen
Solche sind aber an der Oberfliiche vorhanden. Die Dichte der
Flichenbelegung in einem Punkte der Oberfliiche ist bestimmt
durch den Ausdruck p.cose, wenn p. das magnetische Moment der
Volumseinheit und ¢ den Winkel bedeutet, welchen der zu dem,
betrachteten Punkte gezogene Radius mit der magnetischen Axe
bildet.

Durch eine zur magnetischen Axe senkrechte Ebene werde
die Kugel in zwei Abschnitte getheilt und der eine von diesen als
Magnet, der andere als Anker betrachtet.

Die Anzichung der auf den Contactflichen vorhandenen
Massen ist durch das Product aus 2~ p. in die Gesammtmasse der
einen I'ldche gegeben. Letstere ist ¢, wenn ¢ den Inhalt der
Fldche bedeutet. Die erste Componente der Tragkraft ist somit

2mpty.

Es sind nun die Kriifte zu berechnen, welche von den auf
den Oberflichen des Magnetes und Ankers befindlichen Massen
auf die Belegungen der Contactfliichen ausgeiibt werden.

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, moge
angenommen werden, dass der Anker das kleinere der zwei
Kugelsegmente bildet und auf der Seite sich befindet, auf welcher
die positive Richtung der magnetisehen Axe aus der Kugel heraus-
tritt. Die Oberfliche des Magnetes wird dann zum grosseren
Theile mit negativer, zum kleineren Theile mit positiver, die Ober-
fliche des Ankers wird nur mit positiver Masse belegt sein. An
dem Contacte wird der Magnet positive, der Anker negative
Masse tragen.

Zwischen den gleichnamigen Massen der Contactfliche des
Magnetes und der Oberfliche des Ankers findet eine Abstossung
statt, diese vermindert die Tragkraft. Dasselbe gilt im Allgemei-
nen anch von der Wechselwirkung zwischen der iiberwiegend
negativen Ladung des Magnetes und der negativen Belegung der
Contactfliiche des Ankers.

Die Resultante dieser zwei Wirkungen ist in folgender Weise
zusammenzusetzen. Zu der Wirkung der Oberfliche des Magnetes
auf die Contactfliche des Ankers ist die von der Contactfliiche
des Magnetes auf die Oberfliche des Ankers ausgeiibte Kraft
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hinzuzufiigen. Letztere Kraft ist aber der Richtung und Grisse
nach gleich derjenigen, welche von der Oberfliche des Ankers auf
die Belegung seciner eigenen Contactfliche ausgetibt wird. Man
kann also bei der Zusammensetzung der Kriifte annehmen, dass
alle von den Massen auf der Oberfliche ausgehen und nur auf
die Belegung der Contactfliche des Ankers wirken.

Die gesammte auf der Kugelfliche vorhandene Belegung
wirkt aber in jedem Punkte im Inneren der Kugel mit der con-

. . 4
stanten der magnetischen Axe entgegen gerichteten Kraft -?’—‘u
auf die Masseneinheit. Thre Wirkung auf die Belegung der Con-

. . 4
tactfliche des Ankers ist somit das Product aus ¢p und %}L

Um diese Grosse, also um

4 2

el
ist bei der Berechnung der Tragkraft die oben bestimmte Anzie-
hung zwischen den Belegungen der Berithrungsflichen zu ver-
mindern.

Endlich ist noch die Kraft zu berechnen, welche von der
Wechselwirkung der freien Massen auf der Oberfliche des Mag-
netes und jener auf der Oberfliche des Ankers herriihrt. Um diese
zu finden, kann man in folgender Weise vorgehen.

Man berechne zuerst das Potential der auf der Oberfliche
des Magnetes vorhandenen Ladung auf einen in der Axe gelege-
nen Punkt. Die Entfernung dieses Punktes vom Mittelpunkte der
Kugel sei », seine Entfernung von dem Scheitel des Kugel-
segmentes, welches den Magnet bildet, «—+ 2. Vom Mittel-
punkte werde unter dem Winkel « gegen die Axe der positiven
@ geneigt ein Radius zur Kugelschale gezogen und dem ent-
sprechend ein unendlich schmaler Ring als Flichenelement der
Kugelschale gebildet. Der Abstand eines Punktes des Ringes von
dem Punkte, fiir welchen das Potential berechnet werden

soll, ist [/ «?>—2aacosc—+a?, die Dichte der Belegung auf dem
Ringe ist p. cosc, es ist demnach das Potential V durch das Inte-
gral von

2ma?p.cosesinede

2
Va*—2ax cos ¢ +
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gegeben. Die obere Grenze dieses Integrals ist «, die untere der
Winkel, welchen der zum Rande des Kugelsegmentes gezogene
Radius mit der Axe einschliesst.

Setzt man

cose=1u, sinede=—du

und den Cosinus des Winkels, welcher die untere Grenze des
Integrals bildet, =¢, so folgt

wdn

V=2/’rp.{t2}'

) Va* —2 a2z u+ x*

Dieses Integral lisst sich leicht in geschlossener Form dar-
stellen. Im vorliegenden Falle ist es jedoch vortheilhafter, das-
selbe in eine Reihe zu entwickeln. Wird @ kleiner als « voraus-
gesetzt, so ist

1 x a?
—— =P + P -+ P, +..
@ a*? a a
‘/1—2u——i——2
a «

worin Py, P, P,,.... die unter dem Namen der Kugelfunctionen
bekannten Functionen von « bedeuten. Nach Einfiihrung dieser
Entwicklung in den Ausdruck fiir V erhiilt man

v 2 X mz 373

—=anpa A0+A1;+A2;2+A3—3—|—.. ,
f a

worin der Kiirze wegen

J-CP,, udu=A4,
—1
gesetzt ist,
Die Kraft, welche die Belegung des Kugelsegmentes auf die

T

da

positive Masseneinheit im Punkte w ausiibt, ist durch —

bestimmt, und es ist

2

v @ x ‘
‘ =97w[A1—|—2A2$+3A352 SNE

dx
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av
dw
fiir einen Punkt, welcher ausserhalb der Axe liegt, ableiten. Liegt
derselbe in der Entfernung » vom Mittelpunkte der Kugel, so dass
» mit der Axe den Winkel 6 bildet und kleiner ist als «, so hat

Aus diesem Ausdrucke kann man leicht den Werth von

av., .. ; .
oy in diesem Punkte den Werth

ar
av r r?
[1722”IJ'(A1P0_'_2A2P1;‘+3A3P25“2+' .-})
worin jetzt P,, P,, P,,.... dieselben Functionen, wie vorhin,

jedoch fiir den specicllen Werth «=-cosf bedeuten.

Es mag hier eingeschaltet werden, dass fiir den Fall, als die
von der Ladung der ganzen Kugeloberfliche auf einen inneren
Punkt ausgeiibte Kraft bestimmt werden soll, die obere Grenze
der mit 4 bezeichneten Integrale ¢ =1 anzunehmen ist.

Es ist aber bekanntlich

f
1

JP,,u(lu:O

—1

fiir alle Werthe von » mit Ausnahme von z=1. Es bleibt daher
in der obigen Formel nur das erste Glied iibrig. Da Py=1,

" 2 . (1 4
P, =u, also fiir c==1, 4 =3 wird, so reducirt sich J auf den
dz

3
. drp . .
Werth =5 welcher oben schon bentitzt worden ist.
V . des o1
Der fiir z—w aufgestellte Ausdiuck behilt seine Giltigkeit

auch noch fir r==¢«. Fiir diesen speciellen Werth ist

g=2"H(A1Po+2Az P +34,P+...)

Damit ist die zur Axe parallele Componente der Kraft gefun-
den, mit welcher die Belegung des einen Kugelsegmentes auf
einen Punkt in der Oberfliiche des anderen Segmentes, dessen
Lage durch den Winkel # bestimmt ist, wirkt. Das zwischen den
Grenzen O und Arccos ¢ genommene Integral von
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dVv .
— .2mafp.cosHsinfdb

dz’
bestimmt dann die Anziehung zwischen den Belegungen der
beiden Segmente.
Setzt man wieder cos6=1u, so lisst sich diese Anziehung,
deren Werth mit & bezeichnet werden soll, darstellen durch

1
K=4r%a*p? J ;l—Vu du.

&€

c

Fithrt man den Werth voni%v ein und setzt der Abkiirzung
X

wegen
1

{ P,udu=218,,
so erhiilt man
K=4r*a?p? (4, By+24,B, +34,B,+....).
Zwischen den mit 4 und B bezeichneten Integralen besteht
eine einfache Beziehung. Es ist némlich

+1

A,+ B,— J P,udu,
-1

somit

4,+ Bn =0
fiir jeden Werth von » mit Ausnahme des Werthes n=1. Mit
Ausnahme von B, kann man also jedes B, durch — 4, ersetzen.
Da fir n=1

2
AI +B1 = ? 5
s0 kann man den Ausdruck fiir X in die Form
]( 4 2,2,2 4'A2 A
=4=?a?p. T—A0A1—2A1A2—-3A2A3—4A3 e

oder
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K=4r*a®p? [Ll—;g—(AO—o—?AZ) A — B34, +44)4;,—. ...

hringen.

Dic Summe dieser Reihe lisst sich in folgender Weise
bestimmen.

Die Anziehung zwischen den freien Massen auf der Ober-
fliche der Kugel bleibt dieselbe, wenn der Magnet das
kleinere, der Anker das grossere Kugelsegment bildet. Bei der
Berechnung der Anziehung #ndert sich bei dieser Vertauschung
die Integrationsgrenze ¢ in —e.

Von den mit 4, bezeichneten Integralen éndern sich in Folge
dieser Vertauschung alle jeme nicht, fiir welche » eine gerade
Zahl ist. Denn ist » eine gerade Zahl, so ist P, eine gerade
Function von » und eine solche auch das unbestimmte Integral
von P,udu, also 4, vom Zeichen der Integrationsgrenzen unab-
hiingig.

In dem neuen Ausdrucke fiir X erscheinen also nur die 4,,
fir welche » eine ungerade Zahl ist, gedndert. Thr neuer Werth
soll durch 4, ausgedriickt werden. Es ist also nach der neuen
Art der Berechnung

Fr=4dr*a? p? [‘%‘z —(dy+24) 4, — (34, +44)4,. .. } :

Addirt man die beiden fiir X vorliegenden Ausdriicke, so
-erhilt man

2K =4 n*a®p? Fi% —(4y+24)(4, +4)—
— (B4, +44,)(4;,+A,)—.

Es ist nun, wenn » eine ungerade Zahl ist, P, eine ungerade
Function von », somit

C

—c 1
A’,L=J‘ Pudu=— [ P,udu =j P,udu,
e} 3 c

s0 dags die Summe
Sitzb, 4. mathem.-naturw. Cl. LXXXI, Bd. IT. Abth, 8
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+1
A, +~d, = J Pudu

—1

wieder fiir alle ungeraden » der Null gleich ist, mit Ausnahme
des Falles n =1, in welchem
2

A1+All =?.

Der Ausdruck fiir 2 K reducirt sich sonach auf

2
2 =4r?a®p? 8—;1—2 —3 (4y—+ 2A2)] ,

woraus
K= % “PatpR(24,— 4,)

folgt. Aus den zwei Werthen

o

1
w?

P0=1, P2=7 ——?

findet man
3 1
2A2_AO=I(1_CZ) (\§~02],

und somit

F=r*a*p?*(1—c?) (% —02} .

Es ist zu bemerken, dass K das Zeichen wechselt, die Anzie-
hung zwischen den zwei Oberflichenladungen in eine Abstossung
iibergeht, wenn ¢? grosser wird, als% oder wenn die Tangente
des Winkels, welchen der zum Rande der Berithrungsfliiche des
Magnetes und des Ankers gezogene Radius mit der Axe bildet,
grosser wird, als 2.

Von dem Ausdrucke fiir X kann man noch den Factor
ma*(1—c?) absondern. Derselbe bedeutet nichts anderes, als den
Inhalt der Beriihrungsfliche zwischen Anker und Magnet, fiir
welchen das Zeichen ¢ eingefiihrt worden ist. Es ist also

1 .
/ K=rp*q [f_ ch.
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Setzt man nunmehr alle Krifte, durch welche die Tragkraft
des Kugelmagnetes bestimmt ist, zusammen, so erhdlt man die
Resultante

4 1
2rptq— 5 g+ nlu,z([( —

3}
[s]
deren Werth sich auf den sehr einfachen Ausdruck

autq(l—c?)
reducirt.
Auf die Einheit der Fliche entfillt die Tragkraft
7p?(l — c?)=rp’sin‘e,
wenn « den Winkel bedeutet, welchen der zum Rande der Beriih-
rungsfliiche gezogene Radius der Kugel mit der magnetischen
Axe bildet.

Wenn Magnet und Anker zwei Halbkugeln sind, so ist
sinz=1. Es hat dann nicht blos die absolute, sondern auch die
relative Tragkraft ihren grossten Werth, und zwar letztere den
Werth =u? Es ist aber auch dieser Maximalwerth nur halb so
gross, als die Tragkraft ohne die Einwirkung der auf der Ober-
fliiche vorhandenen freien magnetischen Massen wiire.

Je weiter die Ebene, welche die Kugel in Magnet und Anker
theilt, vom Mittelpunkte sich entfernt, desto kleiner wird die
relative Tragkraft des Systems, sie wird verschwindend Kklein,
wenn diese Ebene dem Ende der Kugelaxe sehr nahe kommt.

Driickt man den Inhalt der Berithrungsfliche durch den
Radius der Kugel und sin « aus, so wird die ganze Tragkraft
gegeben sein durch

A=nr?p2a*sin*«.
Fiir sehr kleine Werthe von « kann man das Volumen v dex
zugehorigen Kugelsegmentes durch

1 .
v = —madsin «*

4

also die Tragkraft auch durch
drzpte

“

4=

ausdriicken.

[89]
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Eine kleine Kugel, welche dasselbe Volumen v und dasselbe
Moment p. besitzt, wie das Segment, wiirde von der grossen Kugel
mit einer Kraft

drudp. 6
A=—"vp.—
3 Be o
angezogen, wenn @ die Distanz der Mittelpunkte der beiden
Kugeln bedeutet. Wenn die beiden Kugeln sich beriihren, so
kann man wegen der Kleinheit der einen o =« setzen und erhiilt
fiir die Anziehung der beiden den Werth

8rple
:—)

A/
(l
welcher doppelt so gross ist, als der oben fiir 4 gefundene.

Man wird also in diesem Falle eine doppelt so grosse Trag-
kraft erzielen, wenn man den Anker so gestaltet, dass die
TFldchenanziehung ganz wegfillt und die Fernwirkungen allein in
Wirksamkeit kommen.

Die Bedeutung der Fernwirkungen wird gegeniiber jener
der Flichenanziehung leicht unterschiitzt. Es mag hier noch fol-
gendes Beispiel angefiihrt werden. Setzt man in der obigen For-

" 47 ad
mel fiir 4’ das Volumen v= 3
erhiilt man die Anziehung zwischen zwei gleich grossen Kugel-
magneten, die sich in den Endpunkten ihrer Axen beriihren. Diese

Anziehung ist

und die Distanz @*=2«, s0

2
A=t a®p?

3

[5

2 . . .
betriigt also 5 der Kraft, mit welcher die zwei in der grossten

Kreisfliche sich unmittelbar beriihrenden Hilften eines Kugel-
magnetes sich anziehen.
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