Zur Theorie der Gasreibung.

Vou dem ec. M. Ludwig Boltzmann in Graz.

(Mit 7 Holzschnitren.)

I. Bemerlungen iiber die bisherigen Bestimmungen der Reibungs-
constante, namentlich iiber die neuere Maxwell'sche Theorie.

Bekanntlich haben nach der dynamischen Gastheorie die
verschiedenen Molekiile eines Gases nicht durchaus dieselbe
Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung, sondern es sind
unter denselben die verschiedensten Geschwindigkeiten und Ge-
schwindigkeitsrichtungen vertreten. Wir wollen mit N die Anzahl
der Gasmolekiile in der Volumeneinheit bezeichnen. (Bei un-
gleichformiger Vertheilung der Molekiile ist hierunter der Quo-
tient des Volumens eines Volumelementes in die darinnen ent-
haltene Molekiilzahl zu verstehen.) Ferner wollen wir mit Ad€ dv d
die Anzahl derjenigen Molekiile in der Volumeinheit bezeich-
nen, fiir welche die nach den drei Coordinatenrichtungen ge-
schitzten Geschwindigkeitscomponenten zwischen den Grenzen

€ und €+d€, v und n-+dn, ¢ und ¢+d¢

liegen, wobei bei ungleichférmiger Vertheilung wieder die in
einem Volumelement enthaltene Anzahl durch dessen Volumen
zu dividiren ist. Wir konnen dann 4 bezeichnen als die Grisse,
welche die Vertheilung der Geschwindigkeiten und Geschwin-
digkeitsrichtungen oder kiirzer die Geschwindigkeitsvertheilung
unter den Molekiilen bestimmt.

Wir setzen im Allgemeinen

4 = f(f;" i) C) 1)

und konnen dann auch £ als diejenige Function bezeichnen,
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welche die Geschwindigkeitsvertheilung unter den Molekiilen
bestimmt,

Wir denken uns ferner durch irgend einen Punkt im Inneren
des Gases, dessen Coordinaten mit w,y,z bezeichnet werden
sollen, ein unendlich kleines Flidchenelement vom Fldcheninhalte
du senkrechtzur Y-Axe construirt und bezeichnen die in der Richtung
der X-Axe geschiitzte Bewegungsgrosse, welche wihrend der un-
endlich kleinen Zeit ¢ durch dieses Flichenelement mehr in der
Richtung der positiven Y-Axe als in der der negativen hindurch-
geht, mit Mdudt, dann kann die Grosse M bekanntlich sehr leicht
berechnet werden.

Wihrend der unendlich kleinen Zeit d¢ werden von simmt-
lichen Gasmolekiilen, deren Geschwindigkeitscomponenten zwi-
schen den Grenzen 4 liegen, durch unser Flichenelement die-
jenigen hindurchgehen, welche zu Anfang der Zeit d¢ in einem
schiefen Cylinder enthalten waren, dessen Basis unser Flédchen-
element du, dessen Hohe gleich » df ist und dessen Axe parallel
der Geschwindigkeitsrichtung der betrachteten Molekiile liegt.

Das Volumen dieses schiefen Cylinders ist dv = v dudt. Die
Anzahl der zu Anfang unseres Zeitelementes darin enthaltenen
Molekiile ist daher

AdEdr dEndudt.

Wenn die Masse eines Molekiils mit m bezeichnet wird, so
triigt jedes dieser Molekiile die Bewegungsgrosse mé hindurch;
die gesammte von den soeben hetrachteten Molekiilen hindurch-
getragene Bewegungsgrosse ist also

mEAdE dv de dudt,

welcher Ausdruck positiv ist, wenn die Bewegung in der Rich-
tung der positiven Y-Axe, negativ hingegen, wenn sie in der
Richtung der negativen }-Axe hindurchgetragen wird.

Durch Integration dieses Ausdruckes beziiglich & 7, ¢ von
—oo bis —+oo ergibt sich die oben mit Mdudt bezeichnete
Grosse. Es ist also

M= m| JfEr, AdEdade. A

el
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Betrachten wir zunidchst irgend ein Gas, welches sich in
Rube befindet, d. h. in dem weder sichtbare Massenbewegung
noch wahrnehmbare Wirmebewegung stattfindet. Den Werth,
welchen die Function f in diesem Falle annimmt, wollen wir
mit £, bezeichnen, so dass also jetzt

A=f1 (E:W;";)

ist. Wenn das Gas sich sonst genau wie im frither betrachteten
Falle verhilt, nur dass es sich mit einer constanten Geschwindig-
keit « in der Richtung der X-Axe forthewegt, so wird sich
offenbar auch die Funetion, welche die Vertheilung der Ge-
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen bestimmt, von
von der mit £, bezeichneten nur dadurch unterscheiden, dass an
die Stelle von & der Ausdruck &—u tritt. Man wird also haben

A =f(E—u,7, %)

Natiirlich muss auch in diesem letzteren Falle #/ = O sein.
Die Funetion £, muss also jedenfalls so beschaffen sein, dass

o0
” [&af \(E—u, 0, &)dédnds = 0 3)
—o0

ist. — Sei nun « nicht constant, sondern eine lineare Function

von y, so dass etwa w = ay gesetzt werden kann, so hétte man
ein Gas, dessen verschiedene Schichten mit verschiedenen Ge-
sechwindigkeiten ldngs einander hingleiten. Die einfachste An-
nahme wére in diesem Falle wieder zu setzen

A =[f,(E—ay,n, ) didnds, 4)
wodurch sich ergeben wiirde
“+o0
M= m|[[[&n f(E—uy,n,¢)dédndz.

Bei Ausfithrung der Integrationen ist y als eine Constante
anzusehen, da die Integration nur nach &7¢ zu geschehen hat. Es
ergibt sich also sofort aus der durch die Gleichung 3) aus-
gedriickten Eigenschaft der Function £, dass die Grosse M auch
in dem zuletzt betrachteten Falle den Werth Null besitzt, d. h. es
findet keine Mittheilung von Bewegungsgrosse, also auch keine
innere Reibung statt. Daraus folgt, dass in dem zuletzt betrach-
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teten Falle die Geschwindigkeitsvertheilung unter den Molekiilen
nicht durch die einfache Formel 4) gegeben sein kann, sondern
es wiirde diese einfache Geschwindigkeitsvertheilung, wenn sie
von Anfang unter den Molekiilen bestanden hitte, sofort durch
die Vermischung der Molekiile gestort werden, und nur dieser Ver-
mischung ist das Phénomen der inneren Reibung zu danken. Alle
Schwierigkeiten bei Berechnung der Geschwindigkeitsvertheilung
iibertragen sich daher auch auf die Berechnung der inneren Rei-
bung und etwas Ahmliches gilt auch von der Diffusion zweier
Gase und der Warmeleitung.

Maxwell! war nun der erste, der trotz dieser Schwierig-
keiten die Bereehmung der inneren Reibung ermoglichte, indem
er bei Berechnung der Molekiile, welche durch ein Flichenele-
ment du hindurchgehen, nicht wie wir dies thaten, blos die Mole-
kiile betrachtete welche in einem Cylinder von unendlich kleiner
Hohe vdt liegen, sondern indem er jedes hindurchgehende
Molekiil darauf untersuchte, in welcher Schichte es zum letzten
Male mit einem andern zusammengestossen war, (von welcher
Schichte es ausgesandt wurde, um mit Clausius zu sprechen)
und dann den von jeder Schichte ausgesandten Molekiilen in
der Richtung der X-Axe die mittlere Geschwindigkeit dieser
Schichte zuschrieb.

Schligt man dieses von Maxwell in die Gastheorie ein-
gefiihrte Verfahren ein, so erhilt man fiir die Reibungsconstante
einen von Null verschiedenen Werth, man mag im Ubrigen was
immer fiir eine Voraussetzung iiber die Geschwindigkeitsverthei.
lung machen. Nach diesem Verfahren wurde anch von Maxwell?
und Anderen, namentlich aber von O. E. Meyer? die Reibungs-
constante berechnet. Nach derselben Methode wurde auch die
Wiirmeleitungs- und Diffusionsconstante wiederholt berechnet.
Es war diese Methode von dem grossten Werthe fiir die Gas-
theorie zu einer Zeit, wo es noch keine andere Berechnungs-
methode aller dieser Grossen gab, weil man dadurch jedenfalls

1 Phil. Mag. Bd. 19, pag. 37—40.
L.c.
3 Pogg. A. B. 125, pag. 589—598, dann dessen ,Kinetische Theorie
der Gase“, pag. 317—323.
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wenigstens die Grossenordnung der Reibungs-, Diffusions- und
Wirmeleitungsconstante kennen lernte, und man auch voraussetzen
konnte, dass der numerische Werth, den man so erhielt, wenig-
stens nicht allzuweit von dem numerischen Werthe abweichen
diirfte, \'velchen eine exacte Rechnung liefern wiirde. Allein eine
exacte Bestimmung der in Rede stehenden Constanten ist nach
dieser Methode nicht mdoglich. Setzt man, wie dies von den
meisten Bearbeitern der Theorie geschehen ist, entweder gleich
vom Anfang an voraus, dass die Geschwindigkeiten aller Molo-
kiile unter einander gleich sind oder berechnet man, ohne von
vornherein diese Voraussetzung zu machen, dann im Verlaufe des
Caleiils den einen oder den andern Werth so, als ob die Ge-
schwindigkeiten aller Molekiile unter einander gleich wiren, so
liegt es auf der Hand, dass das Resultat nur ein beildufiges sein
kann. Am nichsten wird man jedenfalls der Wahrheit kommen,
wenn man, wie dies Herr Meyer in seinem Buche an der zuletzt
citirten Stelle thut, voraussetzt, dass in jeder Schichte des Gases
die bekannte, von Maxwell gefundene Geschwindigkeitsverthei-
lung des Gases herrscht, mit welcher sich die sichtbare Bewegung
des Gases einfach superponirt. Alleinauchnachdieser Methode kann
kein exacter Werth fiir die Reibungsconstante gefunden werden,
da die wirklich wihrend des Vorganges der Reibung im Gase
herrschende Geschwindigkeitsvertheilung nachweisbar eine andere
ist. Ihre Abweichung von der durch jene Superposition modificirten
Maxwell'schen ist freilich nur gering, wenn die sichtbare Bewe-
gung des Gases klein ist; allein die durch die Fldcheneinheit hin-
durchgehende Bewegungsgrosse ist dann klein von derselben
Ordnung und aus dem Folgenden wird am deuntlichsten ersichtlich
werden, dass, wenn an die Stelle der thatsdchlichen Geschwin-
digkeitsvertheilung jene modificirte Maxwell’sche gesetzt wird,
bei Berechnung der Reibungsconstante Glieder von derselben Ord-
nung vernachlissigt werden, wie diejenigen sind, welche eben
die Reibungsconstante liefern. Ahnliches gilt nattnlich auch von
der Diffusions- und Warmeleitungsconstante. Die Folge dieses
Mangels an Exactheit der Rechnung macht sich vor Allen bei Be-
rechnung der Warmeleitungsconstante dadurch geltend, dass fiir
den numerischen Coéfficienten derselben von den verschiedenen
Physikern die mannigfaltigsten Werthe gefunden wurden.
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Ieh stelle hier nur einige derselben zusammen, ohne be-
haupten zu wollen, dass damit alle fiir die Wirmeleitungscon-
stante berechneten Werthe erschopft wiiren. Bezeichnen wir mit
¢ die specifische Wirme bei constantem Volumen, mit p. die Rei-
bungsconstante, so findet Maxwell aus seiner #lteren Theorie
fir die Wirmeleitungseconstante den Werth gcp. ,! Clausius

5 25 . .
findet i cp,? Stefan ﬁcp.,‘" Maxwell aus seiner neueren Theorie

N 1 .. . .
501“'74 Lang in seiner ersten Abhandlung §c‘u.," in seiner zwei-

3 . )
ten 5 cp,® Boltzmann

5¢ Qcy.,s 0. E. Meyer

N 1
v, Rithlmann |
3r

ﬂ.Z
3 cp.? und 1-53ep.. 10

Im Jahre 1868 lieferte Maxwell den Beweis, dass ein be-
sonders giinstiger, die Rechnung sehr vereinfachender Umstand
eintritt, wenn man annimmt, dass die Gasmolekiile wihrend des
Zusammenstosses nicht wie elastische Kugeln auf einander wir-
ken, sondern dass sie eine Abstossung auf einander ausiiben,
welche der fiinften Potenz der Entfernung ihrer Centra verkehrt
proportional ist.

Dieser giinstige Umstand bewirkt, dass man die Reibungs-,
Diffusions- und Wirmeleitungsconstante exact berechnen kann,
ohne das Gesetz der Geschwindigkeitsvertheilung im Gase kennen
zu miissen und es wurden diese Constanten von Maxwell in der
That unter der Voraussetzung des Wirkungsgesetzes der fiinften
Potenzen berechnet, ohne dass derselbe die Modification bestimmt
hiitte, welche das Gesetz der Geschwindigkeitsvertheilung im
Falle der inneren Reibung, Diffusion und Wirmeleitung erfihrt.

Diese Abhandlung Maxwell’s scheint vielfach unrichtig auf-
gefasst worden zu sein. Man hat dagegen eingewendet, dass nach

1 Phil. Mag. Vol. 20.
Pogg. A. Bd. 100.
3 Wiener Akad. Sitzungsh. Januar 1863,
4 Phil. Mag. III. Ser. Vol. 35.
5w 6 Wiener Akad. Sitzungsh. Bd. 64, S. 485, Bd. 65, S. 415.
Wiener Akad. Sitzungsh. Bd. 66, Oct. 1872
8 Riithlmann, ,Handbuch der mech. Wirmeth.« S. 198.
10 0. E. Meyer, ,Kinetische Theorie der Gase.“ S. 187 u. 188.
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dem Wirkungsgesetz der fiinften Potenzen in jedem Zeitmomente
alle Gasmolekiile auf alle anderen wirken wiirden und dass dies
den Grundprincipien der Gastheorie widerspreche.

Das erste ist allerdings richtig, nicht aber das letztere; denn
cine Abstossung mit der fiinften Potenz der Entfernung nimmt mit
wachsender Entfernung so ungemein rasch ab, dass die Wirkung
je zweier Molekiile auf einander vollstindig vernachlédssigt werden
kann, wenn deren Entfernung nur einigermassen betrichtlich
ist. Das Maxwell’'sche Wirkungsgesetz ist so beschaffen, dass
cine erhebliche gegenseitige Beeinflussung der Bewegung, d. h.
eine bemerkbare Ablenkung von der geradlinigen Bewegung nur
dann eintritt, wenn zwei Molekiile sich ganz ungewdhnlich nahe
kommen, so dass also jedes Molekiil sich wiihrend des grossten Theils
der Zeit fast vollstindig in einer Geraden bewegt, nur wenn es
zufillig einem andern Molekiile ungewdhnlich nahe kommt, wird
es betriichtlich von der geradlinigen Bahn abgelenkt. Dies c¢nt-
spricht aber vollstindig den Anschanungen der modernen Gas-
theorie von der Natur der Gasmolekiile; denn es ist hochst wahr-
scheinlich, dassauch die in der Natur vorkommenden Gasmolekiile
fortwihrend cine gewisse, wenn auch sehr sechwache Wirkung auf
einander ausiiben, so dass sich deren Schwerpunkte niemals in
mathematischen Geraden bewegen. Der Zusammenstoss besteht
dann darin, dass bei sehr bedeutender Anniherung die Einwir-
kung plotzlich sehr stark zunimmt, so dass die Abweichung von
der geradlinigen Bahn bemerkbar wird.

Man hat ferner gegen die Maxwell’sche Theorie eingewendet,
dass dieselbe dem bekannten Joule-Thomson'schen Versuche
widerspreche, wonach im Ganzen keine erhebliche Temperatur-
verfinderung eintritt, wenn ein Gas in einen frither vollkommen
leeren Raum einstromt. Da hiebei keine andere Veriinderung ein-
tritt, als dass die mittleren Abstiinde der Gasmolekiile wachsen,
$0 kann hiebei von keinen anderen Kriften Arbeit geleistet wer-
den, als von denen, welche die Gasmolekiile in ihren mittleren
Abstinden aufeinander ausiiben. Es beweist also dieser Versueh,
dass die Gasmolekiile in ihren mittleren Abstinden, keine erheb-
lichen Krifte auf einander ausiiben. Ja die kleine Temperatur-
verdnderung, welche beim Joule-Thomson’schen Versuch auf-
tiitt, beweistsogar, dass die Molekiile in ihren mittleren Abstiinden
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anziehend auf einander einwirken. Die erstere Thatsache ist in
voller ﬁbereinstimmung mit dem Maxwell’schen Wirkungsgesetze,
Obwohl man iiber die mittleren Abstinde der Luftmolekiile nichts
Sicheres angeben kann, so kann man dieselben doch beildufig
schiitzen,

Nimmt man an, dass die Molekiile der tropfbaren Fliissig-
keiten sich ungefihr in derselben Distanz befinden, wie die
Gasmolekiile im Momente eines Zusammenstosses (in der Maxwell -
’schen Theorie tritt an die Stelle eines Zusammenstosses ein
so nahes Zusammentreffen, dass die Molekiile erheblich aus den
geradlinigen Bahnen abgelenkt werden), nimmt man ferner an,
die Dichte der Luft im tropfbaren Zustande wire 1:5,' so wire
die gasformige Luft etwa tausendmal weniger dicht als die
tropfbare; der mittlere Abstand zweier benachbarten Luftmole-
kille im gasformigen Zustande, wire also etwa zehnmal so
gross, als im tropfbaren Zustande, d. h. in der gasformigen Luft
wire der mittlere Abstand zweier benachbarter Molekiile etwa
zehnmal so gross, als der Abstand wiihrend eines Zusammenstos-
ses; wenn also die abstossende Kraft der Molekiile der fiinften
Potenz ihrer Entfernung verkehrt proportional ist, so wire die
Kraft, welche zwei benachbarte Molekiile in ihrem mittleren Ab-
stande aufeinander ausiiben, 100000mal so klein, als die durch-
schnittliche abstossende Kraft, wihrend eines Zusammenstosses,
d. h. als diejenige abstossende Kraft, welche zu einer erheblichen
Verinderung der geradlinigen Bewegung der Molekiile nothwen-
dig ist. Man begreift daher leicht, dass die Arbeit einer so kleinen
Kraft beim Joule-Thomson’schen Versuche sich der Beobachtung
entzieht, Natiirlich ist der hier berechnete numerische Werth
nichts weniger als zuverlidssig; es handelt sich aber hier auch gar
nicht um eine genaue quantitative Bestimmung des numerischen
Werthes, sondern blos um die Grossenordnung der Arbeit, welche
das Maxwell'sche Wirkungsgesetz unter den Bedingungen des
Joule-Thomson’schen Versuches liefern wiirde. Auch miisste bei
Berechnung der obigen Zahlen ins Auge gefasst werden, dass in
verdiinnten Gasen die Zusammenstdsse seltener werden und daher

t Loschmidt, ,Zur Grésse der Luftmolekiile¥, Wr. Akad. Sitzungs-
berichte, Bd. 52, Oct. 1865.
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die Arbeitsleistung wéhrend eines Zusammenstosses sich weniger
oft wiederholt, was aber wieder, wie eine &hnliche Rechnung
seigt, wegen der geringen Zeitdauer eines einzelnen Zusammen-
stosses Verschwindendes liefert.

Wir kommen nun zur zweiten der oben erwihnten Thatsachen
dass namlich der Joule-Thomson’sche Versuch auf eine kleine
Anziehung der Gasmolekitle in ihren mittleren Distanzen hin-
weist. Diese letztere Thatsache zeigt freilich. unwidersprechlich,
dass das Maxwell’sche Wirkungsgesetz zwischen zwei Gasmole-
killen nicht das absolut richtige sein kann. Allein es ist eine voll-
kommen falsche Auffassung der neueren Maxwell’schen Theorie,
wenn man glaubt, Maxwell habe in derselben ein Naturgesetz
aufstellen wollen, welches fiir die Wirksamkeit der Molekular-
kriifte ebenso allgemein gilt, wie etwa das Newton’sche Gravita-
tionsgesetz fiir die Krifte, die zwischen den Weltkorpern wirk-
sam sind. Dass das thatsichliche Wirkungsgesetz der Molekular-
kriifte sehr erheblich von dem Maxwell’schen abweichen muss, wird
durch viele Thatsachen noch weit evidenter bewiesen, als durch
den Joule-Thomson’schen Versueh, so durch die Mehratomigkeit
der meisten Gasmolekiile, welche es als sehr unwahrscheinlich
erscheinen lisst, dass dieselben wie mathematische Kraftcentra
in die Ferne wirken, ferner durch die Coh#sions- und Adhésions-
erscheinungen der festen und tropfbaren Kérper, welche die Exi-
stenz anziehender Molekularkriifte neben den abstossenden fast
bis zur Evidenz beweisen, da man doch nicht annehmen kann,
dass das Wirkungsgesetz der Molekularkrifte ein ganz anderes
in festen und tropfbaren Korpern, als in Gasen ist, endlich durch
das Gesetz der Abhiingigkeit der Reibungs-, Wirmeleitungs- und
Diffusionsconstante von der Temperatur. Allein alle diese Ein-
winde treffen ebenso wie die neuere Maxwell’sche, so auch die
alte Gastheorie, welche in den Molekiilen feste elastische Kugeln
sieht, ja eine Erscheinung, néimlich die Compressibilitit der tropf-
baren Fliissigkeiten, weist sogar geradezu darauf hin, dass die
Wechselwirkung zweier Molekiile, welche mit so bedeutenden
Kriiften gegen einander gedriickt werden, wie dies beim Zusam-
menstosse zweier Gasmolekille der Fall sein muss, mehr Ahn-
lichkeit mit der aus dem Gesetz der fiinften Potenzen als mit
der ans dem Gesetz der elastischen Kugeln folgenden haben
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muss. ! Was den Joule-Thomson’schen Versuch betrifft, so gil
dasselbe auch von ihm, dass nimlich die molekularen Anzichungs-
krifte, auf welche er hinweist, ebensowohl mit der Hypothese
der elastischen Kugeln, wie mit der neueren Maxwell’schen
Theorie in Widerspruch stehen.

Beide Hypothesen miissen also als solche angesehen wer-
den, welche das Verhalten der Gasmolekiile nur so lange an-
gendhert darstellen, als sich dieselben so nahe sind, dass durch
ihre Wechselwirkung eine erhebliche Verinderung ihrer gerad-
linigen Bewegung hervorgerufen wird. Fiir grossere Abstéinde,
namentlich fiir die mittleren Abstinde der Molekille in Gasen
konnen beide nicht giltig sein; aber auch fiir das Verhalten
wihrend des Zusammenstosses liefern beide nur ein ungefiihres
Bild, ohne dass sich, wie mir scheint, gegenwiirtig entscheiden
liesse, ob die eine oder die andere ein getreueres liefert.

So wenig es aber gegenwértig Jemandem ernstlich einfallen
wird, die Arbeiten, welche unter der Hypothese der elastischen
Kugeln gemacht worden sind, fiir verfehlt zu halten, weil diese
Hypothese den Molekiilen ein Verhalten zuschreibt, von dem
deren wirkliches Verhalten jedenfalls erheblich abweicht, so
wenig schiene es mir zweckmiissig, die neuere Maxwell’sche
Hypothese zu verwerfen, weil auch sie in demselben Falle ist.
Wir haben also in der Hypothese der elastischen Kugeln und in
der neueren Maxwell’schen Hypothese zwei verschiedene An-
schauungen, von denen jede nur ein beiliufiges Bild von dem
Verhalten der Gasmolekiile zu geben sucht. Die erstere hat den
Vortheil, dass ihre Grundlage anschaulicher und gewissermasseu
populiirer ist; die Grundlage der letzteren ist zwar etwas ab-
stracter, wenn auch durchaus nicht schwer verstidndlich, da sie
ja nur auf den bekannten Gesetzen der Centralbewegung basirt;
sie hat aber einen grossen Vorzug, der, wie mit scheint,der neue-
ren Maxwell’schen Hypothese ihre Bedeutung in der Gastheorie
fir immer sichert. Es lassen sich ndmlich unter ihrer Annahme
a]le Rechnungen mit Leichtigkeit durchfiihren, deren exacte

1 Vergleiche Boltzmann, ,Uber das Wirkungsgesetz der Mole-
kularkriifte«. Wiener Akad. Sitzungsber. Bd. 66, IL. Abth., Juli 1872.
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Durchfithrung unter Annahme der Hypothese der elastischen
Kugeln auf fast uniiberwindliche Schwierigkeiten stossen wiirde.

Ubrigens ist der physikalische Unterschied beider Hypo-
thesen bei weitem nicht so gross, als man sich denselben gewdhn-
lich gedacht zu haben scheint. Um diess zu versinnlichen hat
Maxwell seiner Abhandlung eine sehr anschauliche Figur bei-
gegeben, in welcher die Bahnen der Centra einer Anzahl von
Molekiilen gezeichnet sind, die in parallelen Richtungen gegen ein
festgehaltenes Molekiil anfliegen und von demselben nach seinem
Gesetze abgestossen werden.! Um diese Bahnen mit den Bahnen
zu vergleichen, welche aus dem Gesetze der elastischen Kugeln
folgen, kann man folgendermassen verfahren: Man denkt sich in
die Maxwell’sche Figur einen Kreis eingezeichnet, dessen Cen-
trum S ist und dessen Radius die von Maxwell punktirte Linie,
also die kleinste Distanz ist, bis zu welcher sich die Centra zweier
Molekiile nach seinem Gesetze nihern, von denen das eine fest--
gehalten wird, das andere mit der mittleren Geschwindigkeit der
Molekiile darauf zufliegt. Wiren jetzt die Molekiile elastische Ku-
geln, deren Durchmesser jene kleinste Distanz ist, und wiirde
man sich wieder eines festgehalten, die andern in parallelenRich-
tungen darauf zugeschleudert denken (natiirlich nicht gleich-
zeitig, sondern nach einander, damit sie sich nicht untereinander
storen), so wiirde die Maxwell’sche Figur folgende Modification
erfahren. Das Centrum des festgehaltenen wire wieder in S. Die
Centra der beweglichen wiirden aus denselben Richtungen kom-
men, wie in Maxwell’s Figur, aber gleich sehr kleinen elasti-
schen Kugeln von dem eingezeichneten Kreise reflectirt werden.

Man sieht, dass die aus dem Gesetze der elastischen Kugeln
sich ergebenden Bahnen zwar quantitativ, aber nicht wesentlich
qualitativ von den aus dem neuen Maxwell’schen folgenden ab-
weichen.

Der Hauptunterschied besteht natiirlich darin, dass nach
dem Maxwell’schen Wirkungsgesetz selbst ziemlich entfernte
Molekiilbahnen noch eine kleine Einbiegung zeigen; wogegen
die anderen Bahnen absolut gerade Linien sind, sobald kein
Zusammenstoss mehr stattfindet,

1 Philos. Magazin. { ser., vol 3D, pag. 143.
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Da nach dem Maxwell’schen Wirkungsgesetze die Wechsel-
wirkung der Molekiile nicht bei einer gewissen Entfernung plotz-
lich vollkommen aufhort, so lassen sich natiirlich auch die Be-
griffe des Zusammenstosses, der Zahl der Zusammenstosse in der
Zeiteinheit, der mittleren Weglinge ele. nicht mehr so scharf
fassen als bei der Hypothese der elastischen Kugeln. Wenn man
aber gerade wollte, so konnte man auch diese Begriffe in die
Maxwell’sche Theorie einfithren; man brauchte z. B. blos als
einen Zusammenstoss den Vorgang zu bezeichnen, wo sich zwei
Molekiile so nahe kommen, dass die Richtung ihrer relativen
Geschwindigkeit um mehr als einen Grad verdndert wird. Man
wiirde dann fiir die Zahl der Zusammenstosse in der Secunde,
fiir die mittlere Wegliinge ete. Grossen von derselben Grossen-
ordnung erhalten, wie unter Voraussetzung der Hypothese der
elastischen Kugeln. Den Effect aller Anniiherungen der Molekiile,
bei denen die Richtung ihrer relativen Geschwindigkeiten um
weniger als einen Grad veriindert wird, wiirde man vernach-
lissigen. Es ist kaum zu befiirchten, dass durch diese Vernach-
lissigung eine grossere Ungenauigkeit entstiinde, als dadurch,
dass man an Stelle der natiirlichen Molekiile elastische Kugeln
setzt.

Ja selbst der Begriff der Grosse eines Molekiils ist der
Maxwell’schen Theorie nicht vollkommen fremd und iiber diesen
letzten Punkt will ich hier noch einige Bemerkungen machen.
Setzt man voraus, dass die Gasmolekiile elastische Kugeln sind,
so muss man annehmen, dass das Minimum der Distanz ihrer
Centra bei jedem Zusammenstosse dasselbe ist, mag der Zu-
sammenstoss nun central oder schief, mit grosserer oder klei-
nerer relativer Geschwindigkeit erfolgen. Dieses Minimum ist
gleich dem doppelten Radius eines Molekiils, wenn beide zu-
sammenstossenden Molekiile gleichartig sind; dagegen derSumme
der Radien Dbeider Molekiille wenn sie verschiedenartig sind.
Unter Voraussetzung des Maxwell’'schen Wirkungsgesetzes da-
gegen, ist das Minimum der Distanz zweier aufeinander treffender
Molekiile verdnderlich. Die Centra der Molekiile kommen sich
um so niher, mit je grosserer Geschwindigkeit sich dieselben
vor dem Stosse aufeinander zu bewegten; sie kommen sich we-
niger nahe, wenn der Stoss ein schiefer ist, weil dann die Com-
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ponente der relativen Geschwindigkeit in der Richtung der Ent-
fernung beider Molekiile eine kleinere ist. Allein bei denjenigen
Stossen, bei denen die Bahnen der Molekiile sehr bedeutend ver-
sndert werden, welche also gerade fiir die Diffusion, innere Rei-
bung, Wirmeleitung ete. von dem hauptsichlichsten Eintlusse
sind, ist diese Verdnderlichkeit nicht sehr bedeutend; wollte man
also in der neueren Maxwell’schen Theorie von der Grosse eines
Molekiils sprechen, so miisste man eigentlich untersuchen, wel-
ches das Minimum der Distanz zweier Molekiile bei den ver-
schiedenartigen Zusammenstossen ist und den Mittelwerth dieses
Minimums mit der Summe der Radien der zusammenstossenden
Molekiile identificiren. Es wire dies insoferne schwierig, als man
dabei den verschiedenen Zusammenstossen ein verschiedenes
Gewicht zuschreiben miisste, je nachdem durch dieselben die
Richtung der zusammenstossenden Molekiile mehr oder weniger
versndert wird. Wir wollen uns hier auf so complicirte Betrach-
tungen nicht einlassen, sondern die Definition moglichst einfach
machen. Wir denken uns néimlich das eine der Molekiile fest-
gehalten, das andere aber mit dem mittleren Geschwindigkeits-
quadrate aller Molekiile central auf das Festgehaltene zufliegend.
Das Minimum der Distanz, bis zu welcher sich das Centrum
dieses Molekiils dem des festgehaltenen néhert, also den Radius
des Kreises, den wir soeben in die Maxwell’sche Figur ein-
gezeichnet haben, definiren wir dann als doppelten Radius der
zusammenstossenden Molekiile, wenn beide gleichartig sind; als
Summe der Radien derselben, wenn sie nicht gleichartig sind.
Sobald man an dieser Definition festhiilt, ergibt sich auch aus
der Maxwell’schen Theorie eine Beziehung zwischen der Diffu-
sionsconstante zweier Gase und den Reibungsconstanten der ein-
zelnen Gase, sowie auch zwischen der Reibungsconstante eines
Gasgemisches und den Reibungsconstanten der Bestandtheile.
Ieh will hier nur die erstere Beziehung entwickeln.

Maxwell setzt die bewegende Kraft, welche zwischen zwei

Moleliilen wirkt, gleich —Ig Wird ein Molekiil festgehalten, wiih-
%

rend sich das andere mit der mittleren lebendigen Kraft / aller

Molekiile central darauf zubewegt, so nihern sich beide so lange,

bis die ganze lebendige Kraft aufgezehrt ist. Bezeichnen wir
Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. LXXXT. Bd. IT. Abth. g
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also das Minimum der Distanz, welche sie erreichen, mit d, so
ist die Arbeit, welche bei der Anniherung bis zur Distanz ¢
geleistet wurde

T K

) —“ 40t

oree

und da dieselbe gleich der lebendigen Kraft { sein muss, 0 erhilt

man ¢ = ‘75 Gehoren beide Molekiile der ersten Gasart an,

so stellt uns ¢ die Grosse dar, welche an die Stelle des doppelten
Radius der Molekiile der ersten Gasart tritt, und welche wir mit
2p, bezeichnen wollen.

Die Grosse K soll in diesem TFalle ebenfalls den Index 1
bekommen. Wir haben also

/K,
2‘01=V4—}.

Ebenso erhalten wir

W/ K,
21"2:Vﬁ'

Gehort das eine Molekiil der ersten, das andere der zweiten
Gasart an, so bedeutet ¢ diejenige Grosse, welche an die Stelle
yon p,—+g, tritt. Der Grosse K wollen wir dann, wie es auch
Maxwell that, keinen Index beisetzen. Es ist also

W/ K
Lt =\ -

Die mittlere lebendige Kraft [ ist fiir die Molekiile beider
Gasarten dieselbe. Dies fithrt uns sofort auf die Beziehung
2 W — VI, + I, 5)
Diese Beziehung zwischen dem Wirkungsgesetz der Mole-
kiile der einen Gasart untereinander, der anderen Gasart unter-
einander, und eines Molekiils der einen auf ein Molekiil der
anderen Gasart, ist freilich nicht recht verstindlich, wenn man
an eine directe Fernwirkung ihrer Centra glaubt; sie wird jedoch
sogleich viel verstindlicher, sobald man sich mit Stefan?) die
Abstossung durch Atherhiillen bewirkt denkt, welche die Centra

1) Wiener Akad. Sitzungsber. Bd. LXYV, II. Abth., pag. 1. 16.
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der Molekiile umhiillen, und welche nicht absolut starr sind, son-
dern beim Zusammenstosse entweder verdichtet oder deformirt
werden; dann wird es auch begreiflich, dass zwei Molekiile sich
mehr einander ndhern, wenn sie heftiger aufcinander stossen,
oder mit anderen Worten, dass der Radius eines Molekiiles kleiner
als bei niedriger relativer Geschwindigkeit ersclicint. Die Glei-
chung ) setzt uns sofort in den Stand, die Bezichung zwischen
den Reibungsconstanten beider Gase und ihrer Diffusionsconstante
aufzustellen. Bezeichnen wir mit p, und p, die Reibungsconstan-
ten, so haben wir, uns ganz an die Bezeichnungen Maxwell’s
haltend,

1 3/1111/:4 -—+ A
34, Fivﬁlli‘
woraus folgt
/7, =2 )
und ebenso
0,V M} .
VK _éAz. 21 )

Fiir die Diffusionsconstante im Sinne Loschmidt’s?! und
meiner , Weiteren Studien ete.“* aber findet Maxwcll denWerth

_ P1Py — PiPy
A1y (prHD)k

I
A1t (Pr+p2) ',//ulfu2 (40

Man erhiilt also unter Bentitzung der Gleichung 5)
4p, poV M, M, (M, +M,)
A, 0105 (py o) B+ 1 K,
Bezeichnen wir mit M mit dem Index w die Masse eines
Molekiils irgend eines Normalgases, z. B. des Wasserstoffes, mit

2o die Dichte dieses Normalgases bei irgend eincm Druek p,, so
ist bekanntlich unter Voraussetzung gleicher Temperatur der Gase

t Wiener Akad. Sitzungsber. Bd. LXI, II. Abth., Miirz 1870.

? Wiener Akad. Sitzungsber. Bd. LXVI, IL Abth., October 1872,
LI Abschnitt.

9%
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Py p, M, _ M,
P Py P

Die Gleichungen 6) und 7) gehen also iiber in

8)

78 Vf gpw ]'Iw ‘/M
VK, =12l
& 3400ty

72 VQP wj” w \/E
VK, = i

"2 2 ﬁ”r‘“f@
4pu MWI/ M,

A p2(p,+p) K+ K,)"

. 6 V:—Z-Azlp,,,Mw | M+ M, 1
1o/ D, V i, ] 2
e Sy -}
_VM% v

 Aypprp,) | MM,

Da diese Formel beziiglich der mit # bezeichneten Grossen
von der Dimension Null ist, so braucht man darunter nicht die
wirklichen Massen eines Molekiils zu verstehen, sondern man
kann dafiir die ihnen proportionalen sogenannten Molekular-
gewichte der Chemie setzen. Es sind also alle in der Formel vor-
kommenden Grossen unmittelbar experimentell bestimmbar.

Diese Formel stimmt bis auf einen sehr unbedeutenden
Unterschied im numerischen Coéfficienten iiberein mit der von
Stefan?! gefundenen Formel

p_ B2 /MM,  wofm
8 M, M, (_1_+L]2 9)
Va1,
Aus der Gleichung Stefan’s, welche in der citirten Ab-

handlung zwei Zeilen vor dessen Gleichung 6, zu finden ist, folgt
némlich

—_|/%p0
vl/m= V“No .
Da die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit fiir alle Gase
gleich ist, kann unter iV, auch die Anzahl der Wasserstoffmolekiile

1t Uber die dynamische Theorie der Diffusion der Gase. Wiener
Akad. Sitzungsber. Bd. LXV, II. Abth., April 1872.
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in der Volumeinheit bei derselben Temperatur verstanden wer-
den. p, ist dann der Druck, unter dem die betreffende Wasser-
stoffmasse steht und soll daher an seine Stelle p, geschrieben
werden.

TFerner wollen wir rechts unter dem Wurzelzeichen mit der
Masse M, eines Wasserstoffmolekiils multipliciren und fiir N,M,
wieder p, schreiben. Wir erhalten dann

olfm = V?‘ow”w. 10)

-
Oy

Da diese Formel fiir jede beliebige Gasart gilt, so erhalten
wir, wenn wir mit M,,v,, M,,», Molekiilmasse und mittlere Ge-
sehwindigkeit unserer beiden Gasarten bezeichnen, die weiteren

Formeln
8p. M, 8y M,
1}1=V p . 172_V 1) j’ . 11)

1 p
oM, 7o, M,

Bei Berachnung der mittleren Weglidngen ist vor Allem zu
beachten, dass dies nicht etwa die mittleren Weglingen sind,
welche den Gasen im diffundirenden Gemische zukommen, son-
dern diejenigen, welche sie bei ihrem normalen Zustande hiitten.

Sollen die Formeln Stefan’s nicht blos fiir eine bestimmte
Normaltemperatur und einen bestimmten Normaldruck gelten, so
braucht man darunter blos die Temperatur und den Druck zu
verstehen, welcher dem gesammten diffundirenden Gasgemische
zukommt, also p, + p, statt des Stefa n’schen Normaldruckes zu
setzen. — Will man also von den von Stefan ganz zum Schlusse
seiner Abhandlung entwickelten Formeln Gebrauch machen, so
muss man davin unter 5 die unter diesen Umstinden geltende
Dichte verstehen, so dass wieder, wenn ¢, sich auf das erste,
2, auf das zweite Gas bezieht, analog den Formeln 8) zu setzen ist

(py=+py) M, _ (p,+p,) M, __ Do M,

,
/ 5 [7
1 2 cw

12)

und die von Stefan zum Schlusse seiner Abhandlung entwickel-
ten Formeln liefern mit Berticksichtigung der Formeln11) und 12).

Sy 8, PoMo 1y '/81“1”!0

! fre— —
mor,  w(P Py fo My pp | moe M,

A =

1

13)



134 Boltzmann.

ol (/ 8puw My 14)
e A

Die Substitution der Werthe 10), 13) und 14 in die Formel 9)
liefert endlich

_3Y2p, M, V MM, 1 .
= (pp)l MM, [ S 1 M2)
PiPy) 1M, Vﬁ”‘/g

Bezeichnet man also den aus der Maxwell’schen Formel
folgenden Werth fiir D mit D,, den aus der Stefan’schen Formel
folgenden mit D,, so ergibt sich

D, 24,

D, ~ 4, = 1-029;

ein Unterschied, welcher offenbar ganz unbedeutend ist.

Ich hoffe durch diese Betrachtungen gentigend nachgewiesen
zu haben, dass die neuere Maxwell'sche Theorie neben der
Hypothese der elastischen Kugeln ihre Berechtigung und grosse
Wichtigkeit fiir die Gastheorie hat; dass sie aber doch nicht
allen Erscheinungen Rechnung tragen kann. Es erscheint mir
daher wichtig , auch dic alte Hypothese der elastischen Kugeln
neben der neueren Maxwell’schen Theorie weiter zu entwickeln;
denn nur durch einen mdoglichst vollkommenen Ausbau beider
Theorien kann die Grundlage gelegt werden zu weiteren For-
schungen auf diesem Gebiete und ich will im Folgenden einen
Beitrag zur Weiterentwicklung der alten Theorie der clastischen
Kugeln zu liefern suchen, der iibrigens mutatis mutandis auch
bei Voraussetzung jedes anderen vom neuen Maxwell’schen ver-
schiedenen Wirkungsgesetzes seine Anwendung finden diirfte.

Il. Einfihrung der die Zusammenstisse characterisirenden
Variablen.

Eine Methode zur exacten Bestimmung der Reibungsconstante
unter der Hypothese der elastischen Kugeln ohne Beriicksichti-
gung des Gesetzes der Geschwindigkeitsvertheilung ist gegen-
wirtig nicht bekannt. Wir miissen daher vor Allem zur Bestim-
mung der Geschwindigkeitsvertheilung tibergehen. Die allgemeine
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Gleichung, welche von der die Geschwindigkeitsvertheilung be-
gtimmenden Function erfiilllt werden muss, habe ich und zwar
meines Wissens zuerst in meiner Abhandlung , Weitere Studien
iber das Wirmegleichgewicht und der Gasmolekiile“ ! aufgestellt
und dort als Gleichung 44 bezeichnet, an deren Stelle fiir ein
Gasgemisch die Gleichung 44* tritt. Eine ausfiithrlichere Ableitung
dieser Gleichung habe ich in meiner Abhandlung ,Uber das
Wirmegleichgewicht von Gasen, auf welche dussere Kriifte wir-
ken“? geliefert. Von dieser Gleichung wurde ausser von mir nur
noch von Maxwell ® eine Anwendung gemacht und zwar von Letz-
terem zur Berechnung der Druckkrifte, die in sehr verdiinnten
Gasen unter dem Einflusse der Wirmeleitung auftreten.

Leider ist die Auflssung dieser Gleichung gerade fiir das
neue Maxwell’sche Wirkungsgesetz eine leichte, in welchem Falle
man ibrer zur Berechnung der inneren Reibung, Diffusion und
Wirmeleitung nicht bedarf. Fiir alle anderen Fille, namentlich
fir die Hypothese der elastischen Kugeln stosst die Auflosung
der Gleichung auf grosse Schwierigkeiten.

Ich habe schon in der ersten der soeben citirten Abhandlun-
gen einen Weg angedeutet, welcher zur Auflosung dieser Glei-
chung fiir den letzteren Fall eingeschlagen werden kann und zu
einer Reihenentwicklung fiihrt.

Die Reihenentwicklung wiirde aber, wenn man das dort an-
gedeutete Verfahren einschlagen wiirde, ohne daran weitere Ver-
einfachungen anzubringen, eine dusserst weitldufige sein, so dass
man an der Durchfithrbarkeit der Rechnung fast verzweifeln
miisste. Es ist mir aber seitdem gelungen, durch einige Kunst-
griffe die Gleichung bedeutend zu vereinfachen und ich will in
dieser Abhandlung die Methode auseinandersetzen, welche mir
gegenwirtig nach vielen vergeblichen Versuchen als die relativ
einfachste erscheint.

Die Gleichung 44 der ersten meiner citirten Abhandlung
lautet folgendermassen:

1 ‘Wiener Akad. Sitzungsber. Bd. LXVI, II. Abth., Oct. 1872.

2 Wiener Akad. Sitzungsber. Bd. LXXII, II. Abth., Oct. 1875.

8 On stresses in rariefied gases arising from inequalities of tempera-
ture. Phil. Transact. Part I, 1879.
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of 0 9 ' of
l—l— —f—l-;z—a—ﬁ,d]: Xa—f&,—a—

O of
57 B )_—I—Za_g—f—

07

+ [ U dE e, {MPVP.,-(f-,q_f"m =0

In dieser Gleichung bezeichnen: &, 7, ¢ und &, =, ¢, die Ge-

schwindigkeitscomponenten zweier beliebiger zusammenstossender
Molekiile,

r= l/(gx_é-)z"‘("’i_"’>2+(C1‘_E—)2
deren relative Geschwindigkeit (alles vor dem Zusammenstosse),
p die kleinste Entfernung, in welche sie gelangen wiirden, wenn
sie, ohne auf einander zu wirken, die geradlinige und gleichformige
Bewegung beibehalten wiirden, welche sie vor dem Stosse be-
sassen; (ich ziehe es vor » und p statt der von Maxwell ange-
wendeten Buchstaben ¥ und & zu schreiben),

¢ den Winkel zwischen der Ebene, welche der X-Axe und
der relativen Geschwindigkeit vor dem Stosse parallel ist, und
der Bahnebene, d. h. der Ebene, welche die beiden relativen Ge-
schwindigkeiten vor und nach dem Stosse enthilt,

x, 9,z die Coordinaten irgend einer Stelle im Innern des
Gases,

X, Y. Z die Componenten der daselbst herrschenden be-
schleunigenden Kraft, welche iibrigens in unserem Falle den
Werth Null hat,

f, welche Grosse behufs Andeutung der Variablen, von denen
es abhiingt, auch mit f(én¢ayzf) bezeichnet werden soll, ist
die die Geschwindigkeitsvertheilung bestimmende Function, so
dass zur Zeit ¢ die Anzahl der Molekiile, fiir welche die Coor-
dinaten des Centrums zwischen den Grenzen

B xund @ + de, y und y + dy, z und z + dz

die Geschwindigkeitscomponenten aber zwischen den Grenzen
A. Eund &+ d, » und n + dv, £ und & + d¢

liegen, den Werth

[CEntwyzt)dedydzdidnds
besitzt,

endlich sind £, /* und f die Werthe, welche die Function f
annimmt, wenn darin &7, &7'¢, respective &x ¢, an Stelle
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von &q¢ substituirt wird, wobei &v'¢’ und £4,¢] die Geschwin-
digkeitscomponenten beider Molekiile nach dem Stosse, also Func-
tionen von &ng, &7,¢, p und ¢ sind.

Die Grossen &g und € 4,¢, bediirfen keiner weiteren Ver-
anschaulichung und ich will hier nur bemerken, dass ich das
Molekiil mit den ersteren Geschwindigkeitscomponenten immer
als das erste, das andere immer als das zweite der zusammen-
stossenden Molekiile bezeichnen will. Die Bedeutung der Grossen
p und ¢ fir den Fall des Zusammenstosses elastischer Kugeln
konnen wir uns am leichtesten durch die Fig. 1 veranschaulichen.

Fig. 1.

A
In dieser Figur bedeutet O den Ort des Mittelpunktes des

ersten Molekiils; der Kreis entspricht der Oberfliche einer Kugel,
deren Radius gleich dem Durchmesser ¢ eines Molekiils ist und
welche sich so bewegt, dass ihr Centrum immer mit dem Centrum
des ersten Molekiils zusammenfillt, also vor dem Stosse mit der
Geschwindigkeit des ersten Molekiils vor dem Stosse, nach dem-
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selben mit der Geschwindigkeit des ersten Molekiils nach dem
Stosse. Ich will dieser Kugel den Namen der gezeichneten Kugel
beilegen.

0X, 0Y, 0Z sind drei Coordinatenaxen welche den fixen Co-
ordinatenaxen parallel sind und immer durch das Centrum der
gezeichneten Kugel, also auch durch das Centrum des ersten
Molekiils gehen.

Wenn zwei materielle Punkte irgend eine gegenseitige Cen-
tralbewegung machen, so kann man immer von einem beweg-
lichen Coordinatensysteme Gebrauch machen, dessen Axen sich
parallel bleiben und fortwiihrend durch den einen materiellen
Punkt gehen. Die Bewegung des anderen relativ gegen dieses
Coordinatensystem ist dann immer geometrisch dhnlich der Be-
wegung jedes der materiellen Punkte relativ gegen den gemein-
samen Schwerpunkt, welcher Satz bekanntlich bei Berechnung
der Bewegung eines Planeten relativ gegen das Sonnencentrum
benutzt wird. Da der elastische Stoss ein Specialfall der Central-
bewegung ist, so bewegt sich das Centrum des zweiten Molekiils
relativ gegen die oben eingefiihrten Coordinatenaxen 0X, 0Y, 0Z
gerade so, als ob es eine unendlich kleine elastische Kugel wire,
welche an der als fix gedachten, gezeichneten Kugel reflectirt
wird. C sei der Punkt, wo es auf die gezeichnete Kugel auftrifft.
AC = r sei die relative Geschwindigkeit der zweiten Kugel
gegen die erste vor dem Stosse (die Geschwindigkeit, welche die
zweite Kugel erhiilt, wenn man zu ihrer wirklichen Geschwindig-
keit noch die der ersteren Kugel entgegengesetzte superponirt).
CB = 1’ stelle in Grosse und Richtung die relative Geschwindig-
keit nach dem Stosse dar, welche nach dem Gesetze des elasti-
schen Stosses ebenso gross ist, wie » und mit der Geraden 0C
denselben Winkel bildet, wie », da ja OC die Centrallinie der
beiden zusammenstossenden Kugeln im Momente des Zusammen-
stosses ist. Wir ziehen durch O zwei Gerade parallel mit » und +,
deren Durchschnittspunkte mit der gezeichneten Kugel wir mit
R und B’ bezeichnen; der Winkel dieser beiden Geraden ist dann
derjenige, um welchen die relative Geschwindigkeit durch den
Zusammenstoss gedreht wurde und welchen Maxwell mit 20
bezeichnet, wofiir wir aber lieber 25 schreiben wollen. DerWinkel
der Ebenen ROR und ROX ist der von Maxwell mit ¢ bezeichnete
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Winkel. Die Grosse p endlich finden wir, wenn wir die Linie »
verlingern und vom Punkte O darauf eine Senkrechte OM fillen;
die Linge dieser Senkrechten ist gleich p und es ergibt sich so-
fort aus der Fig. 1

p = 0CcosS=dcosS. 16}

Ebenso sieht man, dass p alle Werthe von Null bis ¢, .§ alle
Werthe von Null bis %, o alle von Null bis 2z durchlanfen kann.

Betrachtungen, welche den Maxwell’chen dhnlich sind, wur-
den zuerst von Stefan ! auf die Bewegung von elastischen Kugeln
angewendet und ausser zur Berechnung der Diffusion und inneren
Reibung, welche jedoch wegen der Unbekanntschaft mit dem
Geschwindigkeitsvertheilungsgesetz natiirlich ebenfalls nicht voll-
kommen exact ist, zu einem #dusserst einfachen und vollkommen
exacten Beweise des Avogardro’schen Satzes bentitzt. Spéter hat
Maxwell, pag. 240, Gleichung 17 der eben citirten Abhandlung
aus den Londoner Transactions gezeigt, welchen Werth die von
ihm mit b bezeichnete Grosse im Falle der Voraussetzung elasti-
scher Kugeln annimmt.

Da sich die von Stefan angewendete Construction etwas
von der Maxwell’schen unterscheidet, so glaube ich, dass es die
Ubersieht fordern wird, wenn wir die Stefan’sche Construction
ebenfalls einer niheren Betrachtung unterziehen. Dieselbe ist in
Fig. 2 dargestellt. Daselbst haben gleiche Buchstaben dieselbe
Bedeutung, wie in Fig. 1, was auch von allen folgenden Figuren
gilt. Stefan legt zuerst durch O eine Ebene EE'E", welche senk-
recht auf OR, also auf der relativen Geschwindigkeit der Molekiile
vor dem Stosse steht und welehe von der Ebene ROX in der Ge-
raden OX’, von der Bahnebene RR'C in der Geraden OC' ge-
sehnitten wird (unter der Bahnebene verstehen wir hier wieder
die Ebene, welche die beiden relativen Geschwindigkeiten vor
und nach dem Stosse, also auch die Centrallinie enthilt. Mit A be-
zeichnet Stefan den Winkel MCO zwischen der Centrallinie und
der relativen Geschwindigkeit vor dem Stosse, also den Winkel

t Uber dic dynamischen Theorie der Diffusion der Gase. Wiener
Akad. Sitzungsber. Bd. LXV, II. Abth., April 1872.
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90—, mit ¢ den Winkel X'0OC’, also denselben Winkel, den
auch Maxwell mit ¢ bezeichnet.

Fig. 2.

Es wird sich jedoch spiter zeigen, dass es sehr zur Ver-
einfachung der Rechnung beitriigt, wenn man statt dieses Win-
kels ¢ den Winkel O zwischen der Bahnebene und einer Ebene,
welche den Richtungen der beiden Geschwindigkeiten der Mole-
kiile vor dem Stosse parallel ist, einfithrt. Ich will im Folgenden
unter Gestalt des Zusammenstosses die Grosse der Geschwindig-
keiten, sowie die relative Lage ihrer Richtungen vor dem Stosse
und der Richtung der Centrallinie verstehen, gewissermassen die
Gestalt der Figur, welche von diesen Linien gebildet wird; unter
Lage des Zusammenstosses dagegen, will ich die Lage dieser
Linien gegen die Coordinatenaxen verstehen.
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Es ist nun klar, dass der Winkel ¢ sowohl von der Gestalt
als auch von der Lage, der Winkel O hingegen nur von der Ge-
stalt des Zusammenstosses abhingt und dies ist der Vortheil, den
der letztere Winkel gegeniiber dem ersteren bietet. Ausserdem
wollen wir die Richtungen der Geschwindigkeit des ersten Mole-
kiils vor und der relativen Geschwindigkeit vor dem Stosse
durch je zwei Winkel characterisiren, wie sie beim Gebrauch
riumlicher Polarcoordinaten verwendet werden. Wir konnen uns
diese Winkel durch die Fig. 3 versinnlichen. In derselben sind

Fig. 3.

N

OVund OV, vom Coordinatenanfangspunkte aus gezogene Linien,
welche gleich lang und gleich gerichtet sind, wie die Geschwin-
digkeiten der beiden Molekiile vor dem Stosse. VV, gibt also in
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Grosse und Richtung die relative Geschwindigkeit der Molekiile
vor dem Zusammenstosse und zwar im Sinue des Pfeiles, wenn
man das erste Molekiil als ruhend denkt. Der Kreis der Fig. 3
versinnlicht eine Kugel von beliebigem Radius, welche wir wie-
der die gezeichnete Kugel nennen wollen. Am einfachsten wird es
sein, ihr denselben Radius wie in den friiheren Figuren zuzuschrei-
ben. Die Durchselmittspunkte der verschiedenen Geraden mit der
gezeichneten Kugel wollen wir dadurch ersichtlich machen, dass
wir bei allen Geraden denjenigen Theil, welckier im Innern der
Kugel liegt, ausziehen, denjenigen aber, welcher aus der Kugel
herausragt, punktiren. Die Durchschnittspunkte der Coordinaten-
axen mit der gezeichneten Kugel bezeichnen wir speciell mit
XYZ, die Durchschnittspunkte der Geraden OV und OF, mit der
gezeichneten Kugel bezeichnen wir mit p und y,. Z' endlich ist
ein spéter niher zu bezeichnender Punkt auf dem grossten Kreise
Xy. Wir bezeichnen nun den Winkel zwischen der positiven
X-Axe und der positiven Richtung von » mit 4, den Winkel zwi-
schien den positiven Richtungen von v und » mit &, den Winkel
der Ebenen VOX und Z0X, also der grissten Kreise yX und ZX
mit B, den der Ebenen V,0V und Z' Oy, also der grossten Kreise
r, r und Z'y mit K. Bei dieser Figur ist es vollstindig gleich-
giltig, ob man sich den Coordinatenanfangspunkt ruhend oder vor
und nach dem Stosse mit der Geschwindigkeit des ersten Molekiils
fortschreitend denkt, nur muss man sich im letzten Falle alle Linien
mit derselben Geschwindigkeit parallel zu sich selbst mitbewegt
denken. Daher ist es wohl am einfachsten, wenn wir uns in
dieser Figur den Coordinatenanfangspunkt ruhend denken und
alle Linien von dem ruhenden Coordinatenanfangspunkte aus in
der beschriebenen Grosse und Richtung auftragen.

Dasselbe gilt von der Fig. 4, in welcher wir zur grosseren
Ubersicht dieselbe Kugel, wie in Fig. 8 zeichnen und von deren
Mittelpunkte aus alle in unseren Constructionen vorkommenden
Geraden vereinigt auftragen wollen. Sowohl die Endpunkte dieser
Geraden, als auch ihre Durchschnittspunkte mit der Kugel be-
zeichnen wir mit denselben Buchstaben, wie in den iibrigen Fi-
guren. So sollen die Punkte, in welchen die Kugel der Reile nach
von den der a-Axe, der Geschwindigkeit des ersten Molekiils vor
dem Stosse, der relativen Geschwindigkeit der Molekiile vor und



Zur Theorie der Gasreibung. 143

aach dem Stosse parallelen Geraden, getroffen wird mit X, z, B, R'
pezeichnet werden. Ziehen wir auf der Kugel die grossten Kreis-

Fig. 4.

bogen Ry und RR', so ist ihr Winkel O derjenige, den wir an
Stelle desMaxwell’schen ¢ einfiihren wollen. Ziehen wir auch noch
den in der Figur nicht gezeichneten grossten Kreishogen RX, so
ist ¢ derWinkel zwischen RX und BR' und es ist, wenn der Winkel
zwischen RX und Ry mit X bezeichnet wird

0=0g+ % 17)

Der Punkt € in Fig. 5 ist natiivlich auch nicht mehr der
Punkt, wo sich das Centrum des zweiten Molekiils im Momente
des Zusammenstosses wirklich befindet, sondern es ist der Durch-
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schnittspunkt der Kugel mit einer Geraden, welche vom Coordi-
natenursprunge aus parallel der Centrallinie der Molekiile im
Momente des Zusammenstosses gezogen wird.

III. Vereinfachung der Gleichung 15).

Wir wollen jetzt zur Substitution aller dieser Werthe in die
Fundamentalgleichung 15) sehreiten und zwar wollen wir der da-
selbst vorkommenden Function f aus leicht einzusehenden Griin-
den folgende Form ertheilen:

/.(5, T/, K_, Lv) y, Z) t) — C[1+2Ilqy£+ g-q(lg(vz)]e‘—hu-! 18)

In diesem Ausdrucke sind C, k, ¢ Constanten, v ist |/ &-n?+¢?,
@ eine noch zu bestimmende Function von v2. Es ist dann die
Function f von der Zeit unabhiingig. Wir haben es also mit einem
sogenannten stationiiren Zustande zu thun. Die mit der wz-Ebene
zusammenfallende Gasschicht hat keine sichtbare Bewegung
(Molarbewegung). Diejenige der az-Ebene parallele Gasschicht,
deren Abstand von dieser Coordinatenebene y ist, hat parallel
zwr x-Axe die constante Molargeschwindigkeit ¢y. Wenn man
irgendwo parallel zur xz-Ebene ein ebenes Flichenstiick vom
Fliacheninhalte Eins construirt und die in der Zeiteinheit
durch dieses Flichenstiick mehr in der Richtung der positiven
als der negativen y-Axe hindurchgehende parallel der x-Axe ge-
schatzte Bewegungsgrosse mit M bezeichnet, so erhédlt man die

Formel:
—+o0

M= m [[[ &fdidads. 19)

—oo
Fiir den Reibungscoéfficienten aber ergibt sich der Werth
M
yo=—— 20)
q
Ferner erhalten wir, wenn wir die Bedeutung der von uns
eingefithrten Winkel ins Auge fassen

d&, dnydey = v*ydrd GdK 21)
p=20s 22)

€ =wa; 1 = vaP; ¢ = vab. 23)
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Wir haben die Winkel immer mit grossen lateinischen Buch-
staben bezeichnet, dic entsprechenden kleinen lateinischen Buch-
staben sollen immer den Cosinus, die griechichen den Sinus des
Winkels bedeuten, so dass ¢ = cos G, y = sinG, ete. ist. Wir er-
halten ferner aus dem Dreiecke VOV, der Fig. 3 die Beziehung

02 = VP22 4-2ur¢. 24)
Endlich ist bei der Integration nach ¢ offenbar sowohl & 7, ¢
als auch &, 4, ¢, daher auch die Richtungen von Oy, OR und

0X und endlich auch der Winkel XRr =2 als constant zu be-
trachten. Es folgt daher aus der Gleichung 17)

dy = dO. 25)

Man sieht tibrigens, dass man direct genau dieselben De-
trachtungen, welche ich bei Ableitung der Gleichung 15) auf den
Winkel ¢ angewendet habe, auch auf den Winkel O hitte an-
wenden und dadurch in die Gleichung 15) unmittelbar 0 an
Stelle von de erhalten konnen. Die Differenziation des Ausdruckes
18) liefert ferner

df . \ |
v —— = 2hCqlne—"" == 2hCqv*acBe"". 26)
dy

Alle iibrigen Glieder der Gleichung 15) verschwinden mit
Ausnahme des mehrfachen Integrals. Um Letzteres zn berechnen,
setzen wir zundchst voraus, dass die Geschwindigkeit der Molar-
bewegung des Gases gegen die mittlere Geschwindigkeit der
Molecularbewegung verschwindet, oder mit anderen Worten, dass
in dem Ausdrucke 18) die Grossen 2hgys und Eng(v?) gegeniiber
der Einheit verschwinden. Man kénnte glauben, dass wir dadurch
-ebenfalls auf die Exactheit der Rechnung verzichten. Allein wir
vernachldssigen hier nicht Grossen, welche von derselben Gros-
senordnung sind, wie das Resultat, sondern solehe, welche sicher
umsomehr gegen die auf das Resultat Einfluss nehmenden ver-
sehwinden, je kleiner die Molarbewegung des Gases gegen die
Molekularbewegung ist. Thre Vernachlissigung ist also theoretisch
gerechtfertigt; sie ist es auch praktisch, da ja bei allen Experi-
menten, aus denen bisher die Reibungsconstante von Gasen be-
stimmt wurde, sicher das Verhiiltniss der Geschwindigkeit der
Molarbewegung zur mittleren Geschwindigkeit der Molekular-

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXI, Bd. II. Abth. 10
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wegung ein ganz ausserordentlich kleines ist. Durch diese Ver-
nachliissigung erhalten wir zunichst, wenn wir auch noch die
Gleichungen
v+ 0% = 22 und 27)
48 =£&+¢,

welche aus den Principien der Erhaltung der lebendigen Kraft
und der Bewegung des Schwerpunktes folgen, beriicksichtigen:

f'h—1fh = 28)
et (50 + o)) —Eimap (),
Die Gleichung 19) geht also, nachdem sie durch den Aus-

druek Cv*aoBe—" dividirt worden ist und nachdem der fiir die

. 1
Integrationen als constant zu betrachtende Factor o unter

o3

die Integralzeichen gesetzt worden ist, iiber in folgende:

Caz °° 3 fﬁ —h =1 4-2prg) ‘T—t 27
2hy =% J rodr ] vdGe 'J‘SG(ZS[ dOX
0 0 0 Jo
’A l ' 27 2 Lt 2 [](
o 19 % S )2 \lrl[d](_ 2 ( :f([](_ C 7}1(’
{f(v )j {wﬁ +9(0, J aup o(v )J ol (o)) P ﬁ
0

Hlelbe1 wurde beuicksichtigt, dass v und v, ﬁn‘ die Inte-
gration nach K als Constante zu betrachten sind, dass sie also
die Variable K nicht enthalten, was in der That aus den spiter
zi entwickelnden Ausdriicken unmittelbar hervorgeht. Es folgt
dies tibrigens schon auch aus dem Umstande, dass die Werthe
der Variabeln »' und v offenbar nur von dem abhiingen, was wir
die Gestalt eines Zusammenstosses genannt haben und daher den
Winkel X, welcher blos die Lage des Zusammenstosses gegen die
Coordinatenaxen bestimmt, nicht enthalten kénnen.

Wir haben hier nur noch die Grossen &, #, &, &, 7', ¢,
&,y ¢, v und v, als Functionen der Integrationsvariabeln aus-
zudriicken. Es geschieht dies am einfachsten durch eine Coordi-
natentransformation.

Wir denken uns das in Fig. 3 verwendete Coordinatensystem
zuerst um die @-Axe um den Winkel B gedreht, also so lange,
bis die w@z-Ebene die Richtung OV enthilt, dabei soll auf dem
grossten Kreise ZY der Durchechnittspunkt Z der z-Axe mit der
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Kugel nach Z’, der Durchschnittspunkt Y der y-Axe mit der Ku-
gel nach y wandern. Hernach drehen wir das Coordinatensystem
nochmals um die Gerade Oy um den Winkel 4, bis die -Axe mit
der Richtung OV zusammenfillt, dadurch soll die Gerade 0Z' in
lie Lage 03 kommen. Die Richtungen Oy, Oy, 03, welche die
Coordinatenaxen durch beide Drehungen angenommen haben,
pezeichnen wir als die neuen Coordinatenaxen. Es werden dann
die Cosinusse der Winkel zwischen den alten und neuen Coordi-
natenaxen dureh folgendes Schema ausgedriickt:

x|z
g?alaﬁ b 30)
y|olo|-p
P I—a'aﬁ;ab )

Dabei dient das sphiirische Dreieck, dessen Ecken p 2’V
sind, zur Bestimmung von cos(y, Y), das sphirische Dreieck 32’ Y
zwr Bestimmung von cos(3,Y), das Dreieck gZ'Z fiir cos(y,Z)
endlich das Dreieck 3Z'Z fiir cos (3, Z).

Es sind ferneré, 7, ¢ die Projection von v, ebenso &, 7,, ¢, die
Projectionen von v, auf die alten Coordinatenaxen. Bezeichnen wir
mit @, ¥, 2, 5, 9,3, ¢,y,2, t, 9,3 die Projectionen der bei-
den Relativgeschwindigkeiten » und »' vor und nach dem Stosse
auf die alten und neuen Coordinatenaxen, so ist zunéchst:

v =& y =n—n, z=¢—¢ 31)
@ =&,y =, &=L 32)

Ferner hat man nach den bekannten Formeln fiir Polarcoor-
dinaten

E=wua, n = vaP, ¢t = vab 33
L=rg, y=1ry% =1k 34)
2 = reos(g,®)+ycos(y,x)+5cos (3,x) = reg—rayk

Y = rafg+rbyz—+rafyk 3D)

z = rabg—rfyr—+rabyk
woraus sofort mittelst der Gleichungen 31) und 33) folgt
& =va +rag —rayk
0y == va-+raBg-+royz+radyk 36)
¢, = vab—+rabg—irByz+rabyk
10*
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Um die Projectionen ', ', 3, der relativen Geschwindigkeit
' nach dem Stosse auf die neuen Coordinatenaxen zu finden,
wollen wir noch eine Figur betrachten (Fig. b). Die Kugel dieser

Fig.

Figur ist dieselbe, welche auch in den beiden vorhergehenden
Figuren angewendet wurde. B und R’ sind ihre Durchschnitts-
punkte mit den beiden relativen Geschwindigkeiten, welche mit
einander den Winkel 2§, und deren Ebene mit der Ebene yOR
den Winkel O einschliesst. Wir bezeichnen die sphirischen Win-
kel 3Ry und YRy mit y und ¢ und erhalten aus dem sphirischen
tRR' (dessen eine Seite iibrigens in Fig. ) nicht gezeichnet ist.

cos (1'y) = cos (Ry) cos(RR") +sin(Rg) sin(RR") cos 0,
daher wegen » = ¢,
¥ =1 00s("y) = (g5, +7,0), 37)

wobei s, und o, fiir cos 28 und sin 28 geschrieben wurde. Ahnlich
erhdlt man durch Betrachtung der beiden sphirischen Dreiecke
YRR und 3RR’

cos(r'y) = cos(R,y) cos(R,R") +sin(RYy)sin (R, R") cos (p—0)

cos (1) = cos(R,3) cos (R,R")~+sin (R 3) sin(RR') cos(Z~+0).
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Nun liefert das sphirische Dreieck RYyj

sin(R3).sin y = sin(r,3) sinlf = «
cos (£3) = cos(zR) cos(3R) + sin(yR) sin(3R) cos 7,

woraus folgt
sin (3R) cos y = —gk
und ebenso liefert das sphérische Dreieck Ryy
sin(By) sin = sin(y,y) cosK =k
sin (RYy) cosy = —gx,
woraus sich ergibt
Y = 1’ cos(r'y) = r(yxs,—(ro,0+ka,n) 38)
5 = 1" co8(1'3) = r(yks, —gke,0—z3,0).
Hieraus findet man nun durch Coordinatentransformation
@' =1 cos(x,X)—+y cos(yX)—+j3 cos(3L) = ay'— a3’
Y = afy' by +afy 2" = aby'—py —+aby
und hieraus durch Substitution der obigen Werthe

@' = r(ags,—ayks,~+aya,0+4- agha,0-+azs,w)
Yy = r(aBgs,+byrs,+:Byks, +afya,0 —bgra,0—aBgka,0+bka,w)
— afra,w) ( 9
' = r(abys,—Byrs,+abyks, ~+abyc,0—+Pgra,0—abgks,o— Pko,o| 39)
—thxa,m).

Wir haben nun wegen der Erhaltung der Bewegung des

Schwerpunktes

§-8| = E+€, v'+n'| = n+mn, &+ = ¢+, 40)
Aus diesen und den Gleichungen 31) und 32) folgt
o s a—a _ y—y' , z—2'
§=c+- g =1+ "5, C=§+—2—— 41)
- T+a' y+y ~+z' .
;1:E+ 5 ,'ﬁ]:'{l J2J,C1=C—+—z2z 42)
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Es ist wichtig zu bemerken, dass man &, #';, ¢, aus & ¢
erhiilt, indem man die Zeichen von &' ' 2’ umkehrt, also, wenn
man sich fiir § 4, ¢, 2,9y, 2, &' y', 2" die Werthe 33), 35) und 39)
substituirt denkt, indem man 90°+§ statt S substituirt. Hat man
daher ¢ #' ¢ durch die Variabeln »,, 4, B, G, K, S, O ausgedriickt,
so erhélt man &, »', ¢, als Functionen derselben Variabeln, indem
man 90°+§ statt S oder —o statt s und s statt ¢ substitnirt.

Wir wollen zuvorderst den Ausdruck v»'* bilden. Wir haben
wegen 1?*=1"% = @+ y?2t =o'+ y'?+2'?

) 1.2
G S S 5+

4

1 1 !
, ) xr' +yy' +2z
vy +Le—ev'—ny' —ez'— ——/21—— ;

ferner
Ex—+ny—+Lz = vreos(v,r) = vrg
v’y ¢’ = vrrcos (vp") = vr cos (xr') = vr(g8,+79,0)
[letzteres gemiiss der Gleichung 37)] endlich
XX+ yy 22’ =r2cos(rp’) = r?,.
Substituirt man dies in den obigen Ausdruck fiir »'% so folgt
2 2 218
o' = vt = - vrg(l—s,)—wvryae,0
oder wenn man fiir s, und o, Cosinus und Sinus des einfachen
Winkels einfiihrt
v = v¥4-20r(gs*—s00) +1*c? 43)
und endlich dureh Vertauschung von s mit —o und o mit s
v’ 2 = i+ 2ur(gs+ysa0) 412t 44)

Man sieht, dass »" und ', in der That den Winkel K nicht
enthalten, wovon bereits Gebrauch gemacht wurde.

Wir haben jetzt in der Gleichung 29) nur noch die Producte
& v wnd &, v, durch die Integrationsvariabeln auszudriicken.
Wir erhalten nach 41)

;y_ L= @) (y—y)

2 1 ’

b = &Y
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ferner ist £= va, 7 = v« und nach 35) und 39)
r—a' = 2r(ngs*—ayka®—aysoso—agksso—arsow) 45)

y—y' =21 (afya*+byza® +afyks®—afysso-+byrsso—+aBgksoo)

46)

— bkso‘w—kuﬁzsaw))

Um nicht allzulange Ausdriicke anschreiben zu miissen,
wollen wir uns nicht das Produect & ', sondern sogleich den

2%

1 DI &v'dl bilden. Wir haben wegen
TUAD 0

Ausdruck

J Bk =] 2K ==, | k=] = kndK =0 47)

1 o )
wdl — 2 48
e [ ndl = 20 )
1 my—y
m(aﬁJ’ £ g AR = 22r(gs*—sa0)
. 49)
1 27 r—un'
raap [ K dK = 2vr(ga*—sa0)

0

r¥2(gat—ysc0)* —

1 { (r—2)(y—y")
- dK =
i

ﬁaaﬁ‘o

bya®  bgsco
ap ap

—(ya*+gsao) ('\/Gg—}—gsao—bjgﬁw)—saw(

~+ saw)],

ferner muss noch bemerkt werden, dass der in der letzten Glei-
chung erscheinende Ausdruck in der Gleichung 29), wofern nur
v eine rationale Function ist, blos mit einer rationalen Function
von ¢ = cos O multiplicirt und dann beziiglich O von O bis 2=
integrirt erscheint. Wir kénnen also darin alle Glieder mit un-
geraden Potenzen von o — sin O weglassen und erhalten, wenn
wir den so reducirten Ausdruck in eine eckige Klammer ein-
schliessen:

1 J (e=2)G—¥) 15—
mTaaf ), 4

= 1*{2(go®—7500)2—(yo®-+¢s00)*—s*cw?]
— P2y )— s+ 5t0R 2 — ) — ) —

= 1% 5*(3g*—1)+s*(37y%0*—1)—6sc0gy] 50)
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Fasst man dies alles zusammen, so kann jetzt die Gleichung
29) folgendermassen geschrieben werden:

P C,’}Zc—hv'z o

= T 27
2hq =—2J 7'3(17'J ydGe—m+20r) JESG(ZS’ d0x
v 0 0 0 'Jo o
{o(0'%). J--o (v )], —20%(v?)— [ 20—+ dvrg—r*(3g*—1)] x O1)
o(vP+r2+20rg)}

worin
v'? = v¥+-2vr(got—7ysc0)-+ria? 52)
o' 2= vP+20r(gs*-+ysa0)+ris? 53)
J=2v*+4vr(go*—ys50)+r**c*(Bg*—1)+s*(By%0*—1)—6sc0gy] =
=2v¥+4dvro(ga—ryso0)—+r*a?*(3(go—vs0)*—1] 54)

J, =202 +dvr(gs*+rsa0)-+1*s¥s*(3¢g*—1)+6*(3y%0*—1)+6soogy| =
= 2v—+4vrs(gs-+v60)+12s*3(gs—+00)2—1]. 5b)

Die Aufgabe ist also vollstindig gelost, wenn es gelingt,
die Function ¢ so zu bestimmen, dass die Gleichung 51) erfiillt
wird. Die Funetion ¢ darf ausserdem keine solchen Irrationali-

taten erhalten, dass I-’go(v'z).w(l() oder f_;o(v’f).w(lO von Null
0 0

verschieden ausfiele. Obwolhl die Gleichung auch in dieser Form
an Complicirtheit nichts zu wiinschen ftibrig ldsst, so ist dieselbe
doch schon weit tibersichtlicher, als die Gleichung 44) meiner
weiteren Studien.

Esistmirnoch bishernicht gelungen, die Function ¢'in geschlos-
sener Form zu bestimmen. Doch hat es keine Schwierigkeit, die
Reihenentwicklung derselben nach Potenzen von »? aus der Glei-
chung 51) zu finden, indem man setzt

n==00

o(v?) = 2 ¢, v 516)]

n=oo

und die Coéfficienten der Reihe nach berechnet, und ich wilk
diese Rechnung, welche zwar weitldufig, aber durchaus nicht un-
ausfiihrbar erscheint, sowie auch die Anwendung der eben ent-
wickelten Principien auf die Diffusion zweier Gase und die
Wirmeleitung einer niichsten Abhandlung vorbehalten. Hat man
einmal die Function ¢ bestimmt, so findet man nach Gleichung 2)
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+o0
H=m([[ dédnds . &0 O 1+ 2hqyé—+Engle "' =

= Om J_‘Tf dédndg . E¥nFo(v?) . e~

o0 2

= Cm [ v2dv { adAd J dB . v*a*a*BR. ¢ o(v?) =
‘o Y0 0
4 o ) dr N
=15 C?;ljvﬁe”’”'- o(v))dv = 15 Cin. Z Cn J VI tbe— My =
0 n=0 0
22 Cm'\y 1.3.5. .. (2n+D) .
) Vi ZJ Qut3 fn+3 R
n=90
woraus folgt
M 2z Cm 3 1.3.5...(20+D) .
T T T B g L e %8)
n=0

wobei freilich die Convergenz der Reihe noch nicht bewiesen ist.

Um ein Beispiel zu geben, wie die obigen Formeln auf syn-
thetischem Wege gefunden werden knnen, will ich die Formeln
51) und 53) auch auf letzterem Wege berechnen.

Stelle in Fig. 4) OP in Grosse und Riehtung die Geschwin-
digkeit des Schwerpunktes des von beiden Molekiilen gebildeten
Systemes dar, welche durch den Zusammenstoss nicht verindert
wird, so ist, weil die Massen beider Molekiile gleich sind
)- . 7»’ .

227
daher ist die Figur VV, V' V', ein Rechteck, in welchem
VvV, =rcos(VV', V') =nrs,
VV' =orsin(VV', V)=rq
ist. Nun findet man aus dem Dreiecke VOV,
OV = OV*+VV 2+-20V.VV' cos(OV, VV)).

Bezeichnet man den Halbirungspunkt des grossten Kreisbogens
RR mit H, so ist VV, parallel mit OH, daher kann die obige
Gleichung folgendermassen geschrieben werden:

PV=PV' =PV, — PV', —
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v,% = v +r2s? - 2vrscos (OV, OH), 59)

(der letztere Winkel ist das Supplement zum Winkel OFVFY).

Diese Formel geht sofort in die Formel 53) itber, wenn man
cos (0V,0H) aus dem sphiirischen Dreiecke HRy der Fig. 4 De.
rechnet, welches liefert

cos(OV, OH) = sg-+a7yo0.
Ahnlich liefert das Dreieck VOV’
OV? = OV*F+VV2—-20V.V1"cos(OVF")
‘wobei der Winkel OVV" wieder das Supplement zu are(OF, V1)

ist. Zieht man von O aus eine Gerade OH, parallel und gleich-
gerichtet mit ¥'V, so ist arc(0y, OH,) = are(OVV’), daher

v't = v?+122—20rgcos (OV,0H,) 60)
und da der grosste Kreisbogen RH, offenbar gleich 90°+-S§ ist,
so folgt aus dem sphirischen Dreiecke rRH,

cos(V,H,) == — ga—+7so,
woraus man sofort die Formel 52) erhilt.
In dhnlicher Weise findet man
§ =wva—racos(H,X), v = vafi—igcos(H,,Y),
¢ = vab—racos(H,,Z)
€ = va—+rs cos(H,X), =, =vaf-+rscos(H,Y),
¢, = vab—+rs cos(H, Z)

61)

woraus man wieder leicht &%—+v'2+-¢'* und & *~+7,*+¢}* bilden
kann. Ferner kann man die Ausdriicke fiir / und J, anch so
schreiben

J = 2v*+dwracos (H,V)-+r%a¥3 cos* (H,,V)—1] 62)
J, = 2v*+4orscos (H, V)-+r*s*[3 cos? (H,V)—1].

IV. Behandlung desselben Problems in der Ebene.

Bei neuartigen Problemen, wo die zweckmiissigste Behand-
lungsweise noch nicht gefunden ist, wie dies bei dem hier be-
handelten der Fall ist, scheint mir eine mdglichst vielseitige Be-
leuchtung jeder neuen moglichen Aunflosungsmethode wiinschens-
werth. Ich habe desshalb dasselbe Problem in der Ebene behandelt,
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4. h.die Bewegung der elastischen Kreise in einerunendlichen Ebene
oder elastischer Kreiscylinder im Raume, deren Axen zu Anfang
parallel und deren darauf senkrechte Endflichen urspriinglich in
je einer Ebene lagen. Wenn auch dieses Problem keine physika-
lische Bedeutung hat, so glaube ich doch meine diesbeziiglichen
Rechnungen mittheilen zu sollen wegen der engen Beziehung, in
welcher dieses Problem mit dem frither behandelten steht. Man
sieht leicht, dass in diesem Falle die Gleichung 15) folgende
Torm annimmt:

df df dfr d _df

R R =

. . 63)
:_JL £, d, J_Zv’(f"/‘;—f‘f;)f’p

Wir setzen wieder X = Y =0,
f= C[1-+2hgly—+E&np(v?)]e"", 64)
wobei die beiden neben der Einheit in der eckigen Klammer ste-
henden Grossen als sehr klein vorausgesetzt werden sollen. Wir
bezeichnen ferner, wie frither, die Geschwindigkeiten der beiden
Molekiile vor und nach dem Stosse (I'ig. 6) mit

v = 0V, v, = OV,, »' = OV, o, = 0T},

Fig. 6.
Y
v,
V' ’
28
F
7
v/ ]
1
. /|
I
L
A X
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die relativen Geschwindigkeiten vor und nach dem Stosse mit
r="VV, und »' = V'V,. 4,G und 28 sind die Winkel (0X, OV,
(0%, VV,), (VY VT,

Die Richtung der Centrallinie der Molekiile im Momente
des Zusammenstosses halbirt daher das Supplement VPV] des
Winkels 28. Der Punkt P halbirt beide Relativgeschwindigkeiten,
In Fig. 7 ist die Relativbewegung beider Kreise dargestellt, bei

Fig. 1.

welcher das Centrum des ersten Kreises im Punkte @ ruht; das
des zweiten kommt aus der Richtung OR und schligt, nach dem
Stosse die Richtung OR' ein; QO ist die Lage und Linge der
Verbindungslinie der Centra beider Kreise im Momente des Zu-
sammenstosses, also gleich lang, wie der Durchmesser ¢ eines
der Kreise.

Man hat p = dcos S, d& dn, = rdrdG, £ = v, 1 =va. Die
Gleichung 63) verwandelt sich daher zuniichst in folgende:

; } VN YN
a A (,f—\J 2y .V ([GJ adS(f'fi—ff)

0 — ]

Substituirt man hier den fiir / angenommenen Werth und
dividirt die Gleichung durch Ce—**.2%«a, so ergibt sich, weil
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wieder &—+¢&, = &~+¢ ist
oy

Co r° “+x [
2hq = —OJ r2dr J dG ‘ adSx
0 o

o2
—T 0
6H
TS PR LI P )
PR ae TN1 wa? wa T\ !

Nun findet man unter Anwendung derselben Bezeichnungen
wie frither
{, — & = x = reos(4+G), v,—n = y = rsin (4+-G)
£ — & = a'=rcos(A+G—28) = ws,+yo,
g, —n' =y = rsin(4d+6—28) = ys,—uwo,
£+ & =& +&=a + 2§ n—+n' = n—+n=y+2n,

’

& =&+ 5 = E+aat—ysa,
— 66)
=g = n—+yot—+ase
, o+
£ =&+ 5= E+asP—+ysa,
y+y ‘
n'l=n+°/ 2‘/ = n-+ys*—asa. /

Man findet also wieder & und »| aus & und »', indem man
darin —o¢ fiir s und s fiir ¢ setzt.
Es ergibt sich jetzt leicht aus dem Dreiecke OVV] der Fig. 6

v 2 =042+ 20rs €08 (G—8) = 0¥ +1r2s®+-20rs?g—+2vrsay 67)

und aus dem Dreiecke OVV' derselben Figur

v =022 — 2016 sin (G—S) = v?+1*6*+20r6*g—20rsay. 68)
Endlich findet man

728in2S
2 69)

2
E = % sin2 A-+ovrsinScos (24-+G—S8)—
sin2( 4+ G—S)
»* . , r2c08%S
3 sin24-+orcos Ssin (24+6—8)+ 5 10)

sin2. A+ G—S.

£{'71 =

Es sind namlich & und %' die Summen der Projectionen von
OV undFF' = rsin S auf die a-, respective y-Axe, £ und v, die
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entsprechenden Projectionen von OV und VV, = » cos S also
&' = v cosA—rsin Ssin(4-+G—S),

= vsind—+rsin Scos(4+ G—S), oY
£, =vcos Ad—+rcosScos(4-+G—S), 79
vy = vsind—+r cos Ssin( 4+ G—S). )

&1,%yy?y erhilt man, indem man in &7}, setzt S = o.

Wenn wir nun das Integrale der Gleichung 65) in zwei
Theile zerlegen und die Grosse in der eckigen Klammer mit E
bezeichnen, so kann dieses dreifache Integrale auch so geschrie-
ben werden:

00 © = oo -7 0
J r%lrj (ZG{ G(ZS.E.e—""l"—f—J 1'2(17'J (lGJ GdSE. e—"7*,
0 0 Y0 0 0 b

Jedes Glied des zweiten Integrals unterscheide. sich von
dem entsprechenden des ersten nur dadurch, dass dG, dS,y und s
das entgegengesetzte Zeichen haben. Es habenalso 2%, 2%, {2, g, ¢
und das Product dG.dS in beiden Integralen dasselbe Zeichen.
Fasst man beide Integrale in eins zusammen, so werden alle
Glieder von &'n', &7, . s. w., welche beziiglich der beiden Gros-
sen y und s von gerader Dimension sind, doppelt auftreten, die
von ungerader dagegen verschwinden. Es nimmt also die Glei-
chung 65) folgende Gestalt an

qh = quz " Jm,.zd,. J“(l G rsinS.(ZS.e—"""—Q’”'”“G X
v 0 0 0
{lv*—2orsin Ssin(G—8)—r*sin®Scos (26—28)Jo(v"*) +» 73)
—+[0*+ 201 cos S cos (G—S8)+1? cos? S cos (26—28) |o(v;?)—
—[2*+22r cos G-+1?cos?Scos 2Go(v?) —ovPo(vP),

Man kann behufs der Integration die Producte der Sinus in
Summen von Sinus vielfacher Winkel, die Potenzen der Sinus in
Sinus mehrfacher Winkel aufiosen oder die fritheren Bezeichnun-
gen wieder einfithren, nach welchen die in den eckigen Klam-
mern stehenden Factoren von o(»'?) und o(2;?) die Werthe

v? 4 20r(gat—ysa)—r*a*[(gP—vy*)(s*—a?)—dgysa]
v*+-20rs(gs—+rya) +r**[(gP—7%)(s?—a?)—dgysa]
haben.

74)
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