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Uber die Bedingungen der algebraischen Theilbarkeit
eines ganzen Ausdruckes von n* willkiirlichen Ele-
menten durch die Determinante der letzteren.

Von F. Mertens.

Wenn ein ganzer Ausdruck 4 der Elemente

ay fty . -,

b, b, ..b,
172 (1)

e, e

1 %2 "em

welche n Zeilen und » Spalten bilden, durch die mtc Potenz der
Determinante

(ab...e)=24+wb,. .e,
algebraisch theilbar ist, so wird, wenn man allgemein ¢, durch
pa;i+qbi+... +te;

ersetzt, wo unter p, ¢,. .¢ willkiirliche Elemente zu verstehen
sind, 4 durch #» algebraisch theilbar. Diese Eigenschaft ist aber
auch hinreichend, um schliessen zu konnen, dass 4 durch
(ab. .e)™ algebraisch theilbar ist.

Um dies zu beweisen, sei 4 zunichst homogen und zwar
vom Grade % in Bezug auf ¢, e,...e¢,. Setzt man dann statt
¢,y €,. . .¢, andere Elemente ¢', ¢',,...¢', und hierauf

p=(—1y*(be...ee) q=(—1y"(ac...ce)...t=(ab ..e),
80 wird nach einer bekannten Identitiit

pai+qbi. .. +te,=(ab...¢)e;
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and man hat nach der Annahme eine Identitit von der Form
(ab...eYA=(ab. .e)"P,

wo unter P ein ganzer Ausdruck der Elemente (1) und der Ele-
mente ¢',, ¢',,. .¢', zu verstehen ist. Man setze nun

' ’
—=e,=.. '2671—1:07 e":l,

wodurch Pin @ tibergehen moge und bezeichne die Determinante
des Elementensystems

(v oy

by by by @

did,...d,_y

welches aus (1) durch Streichung der nte» Zeile und nte" Spalte
entspringt, mit («b. .d). Es wird dann ’

(ab...d}) A=(ab...e)"Q. (3)
Gilt nun die obige Behauptung bereits fiir ein System von
n—1 Zeilen mit je »—1 Elementen, wie (2), so ersetze man in

der Identitéit (3), wenn i einen der Zeiger 1, 2,...72—1 bezeich-
net, d; allgemein durch

pa;+qb+. .+ sd;.

Es wird dann («b. . .d)* durch s*, («b. .e)" aber nicht durch
s theilbar. Daher muss Q algebraisch durch s* theilbar werden
und mithin durch («b. .d)* theilbar sein, woraus dann

A=(ab. .e"R

folgt, wo R einen ganzen Ausdruck der Elemente (1) bezeichnet.
Ist A nicht homogen in Bezug auf ¢,, e,,. . .e,, 0 muss, wenn
in 4 ¢; durch

pa;—+qb—+...+te;

ersetzt und in Folge dessen 4 durch ¢ theilbar wird, dasselbe
mit jedem homogenen Bestandtheile von 4 der Fall sein; es muss
also jeder dieser homogenen Bestandtheile durch («b. . .e)" alge-
braisch theilbar sein und mithin auch 4.
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Ist nun 7n =2, so ist die Identitéit (3) von der Form
Wt A=(aby"Q

und kann nur bestehen, wenn jedes einzelne Glied von @ den
Factor «f enthilt.

Um die Brauchbarkeit des vorstehenden Kennzeichens zw
zeigen, will ich einige Anwendungen hersetzen.

I. Der Beweis der Multiplicationsregel gestaltet sich mit
Hiilfe des erwihnten Kennzeichens sehr einfach.

Es seien
Wity @, £&...&
by b,...b, Ty Mg e+ Mn
(1) 2)
€6, .., 3132. Iy

zwei Systeme von je nZeilen mit nElementen und zur Abkiirzung

wg=ua& +a &+ ..+ a,b,
bEEb1é._1 +b2 Eg"f—' . _"'bné.'n

Ersetzt man in der Determinante

aglt,. .y

bed,. .. by
A €Y ¢

€gly. Oy
¢; allgemein durch
pa;+qb;+ .. +te;,
so gehen e, ¢,, .. . ey bezichungsweise tiber in
pue+qbe+ .. +teg
pa,~+qb,+.. —+te,
Pa—+qby—+ ... +tey

und die Determinante A, wenn man die erste Zeile mit —p, die
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gweite mit —g¢,. .. multiplicirt und zu der letzten Zeile addirt,
in £A. Es muss also A durch die Determinante («b . .. e) theilbar
gein und wenn man

A=P(ab. .¢)

setzt, so kann P nicht mehr die Elemente (1) enthalten. Man
kann daher zur Bestimmung von P ¢, = b, =...=¢,=1 und
alle iibrigen Elemente des Systems (1) = O setzen, wodurch A
in (£9...9) und (ab...e) in 1 tibergeht. Man hat daher

P=(£%...9)
und somit
A=(ab. .¢)(€n...3).

II. Man denke sich alle Zusammenstellungen von m ver-
schiedenen Zeigern der Reihe 1, 2...n gebildet und setze unter
denselben eine bestimmte Reihenfolge fest. Bezeichnet man dann
diejenige Unterdeterminante mte® Grades

Uaq) Ugg « « « Uger

(3 g« « o (g
Ueg Ugz o v o (e

der Determinante 4 des Elementensystems

Uy gy - Uy,
(121 Uyy - oy

1)

Uy Upas ann;

in welcher die Zeiger «f...c die ite, «'p' die kt® Zusam-
menstellung bilden, mit &, so ist die Determinante

dyydy,...dy

A dy, dyy. . o dyy,

duydyz. -dy, ||
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n . N
wo zur Abkilrzung <m> = p. gesetzt worden ist, eine Poteny
von 4.1

. 77/ .
Ersetzt man néunhc(m)lgelne1n t,; durch
trtty +totto, . o £ty

so verwandelt sich jede Determinante d,,, welche die Elemente
a1y 2y - - Ly, enthilt, in

tullpg =ty dug bodpy .

wo p, «, 0, B,.  fiir jedes ¢ dieselben bleiben und d,,, dg,,..

die Elemente «,;, eys,. . .a,, nicht enthalten. Da man nun in der
Determinante A irgend eine Zeile mit einem beliebigen Factor
multipliciren und dann von einer anderen Zeile abziehen darf,
ohne diese Determinante zu #ndern, so kann man aus der pten
und allen #hnlichen Zeilen die Glieder ¢,d.,, t.dg,,... weg-

n—1

bringen, worauf dann alle diese ( 1) Zeilen den Factor £, ent-

n—I1

halten werden. Es ist daher die Determinante A durch A(’"—l)
theilbar. Da aber A in Bezug auf jede Zeile des Elementen-

- n—I1
systems (1) vom Grade (72 D ist, so kann sich A von A("H)

nur durch einen Zahlenfactor ¢ unterscheiden. Um denselben zu
bestimmen, setze man a4, =a,,=...=a,,=1 und alle iibrigen
Elemente =0; es wird dann d,, =d,,=...=d,,=1 und alle
iibrigen Determinanten d,,,...d,_;,,=0. Daher ist e=1 und

n—

A= A('"—D.
Es ist z. B.

(@b)y5, ()5, (@b)yy; (b)yy, (b)yy, (ab)y,
(AC) gy vrennenens

(ad)y,-.

(0C)13,

((20)

(cd)yyy - -

= (abed)?

1 Franke, Crelle's J. Bd. 61. Baltzer’s Theorie der Determinan-
ten. §. 76.
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III. Fasst man die Determinante

8
-7

]
™

v, x, vy, 2, @,
C(% a2a3 (/30'1 ocla2
ﬁ§ B3 By By B3Py Bi B,
Y2 73 72 s Nt N
0,0, 8 6 9, o

2
3 528 38 &5

~
l
A,

00 1O
Sz
i3
Sz
™

m Q2

_

als quadratische Form von @, @,, #, auf, so kann die Discrimi-
nante D dieser Form in folgender Weise bestimmt werden. Man
ersetze «; dureh po;—+ ¢ pP;+ry;, wodurch f in f° iibergehen
moge. Es verwandelt sich dann aligemein «;o; in

pzaiak—l— 92 ‘Bfﬁzc—'—?'z 7@‘7k+q7'(ﬁ57k+ 'Yf@k) -+
—+ rp(ysou—+ ) + p g (aPrPror)

und wenn man die beziehungsweise mit — ¢*, —»* multiplicirte
dritte und vierte Zeile von f° zur zweiten addirt, so kann man
durch Zusammenfassung aller den Factor p enthaltenden Glieder
f®in die Form f®= py—+¢r{ setzen, wo

x: xy ab @, Xy z @, @,
2(3171 F273+ﬁ372
_| B £s Bs
v= 7 7273
a2 0,0,
& €2 %3

ist. Es ist nun leicht zu zeigen, dass ¢ in zwei lineare Factoren
zerfillt; multiplicirt man némlich die Spalten von ¢ beziehungs-
weise mit den Coéfficienten, mit welchen #%, «}...x,, in dem
Ausdrucke (Bya) (6ex) behaftet sind und addirt hierauf zu der
ersten Spalte alle iibrigen, so ergibt sich

| (Byx) @ca) 2}
0 28,7,
0 2
CRIUMCOMES 0 7§2
0 a3 e
0 e
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Da hiernach die Discriminante von ¢ identisch verschwindet,
so enthilt die Discriminante von po -+ ¢r{ den Factor p. Es ist
daher D durch («fy) theilbar. In derselben Weise ergibt sich,
dass D durch («f9), («f<). .. theilbar ist. Es kann sich daher D
von dem Producte der zehn Determinanten

(@B, (aﬁ@), («Be), (“73)7 (“75)7 (“8E>) (ﬁ73)7 (ﬁ“/e), ((3‘}5)
(v9¢)

nur durch einen Zahlenfactor unterscheiden.

IV. Es seien zwei Systeme von je neun Elementen

P1PaPs3 PiPeps
919293 (1) 14295 (2
Py T, Ty o,y

gegeben. Es sei identisch

(grv)y=ue, (@pu)=u,, (pgu)=uc,
(¢ruy=ug, @'puvy=u,, (Pqu)=upy,

so, dass also £, &,,.  nichts weiter als zur Abkiirzung die Deter-
minanten (¢7),,, (¢7);,,- - - bezeichnen, und

§ & & && & &5
WYy My Mgng Mgny 0y,
SIS S A N A
&% &3 &F &8, 8.8, &8,
'} 'y 'y wyn'y wgn'y W',

S RN

Ersetzt man in & p, durch Ap;~+ p.¢;—+vr,, wodurch & in ®°
ibergehen moge, so verwandeln sich v, & in An,—u &, A —v &
und daher v;7;, ¢¢, beziehungsweise in

A np—2 - (ﬂ£€k+€iﬁk) +.U~2 &:&
MNee—v (&g -+ gk@i) “+ 26

Multiplicirt man dann in ®° die erste Zeile einmal mit — p?,
das andere Mal mit —»? und addirt dieselbe hierauf beziehungs-
weise zur zweiten und dritten Zeile, so ergibt sich
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2 w2 op2op g
Sy & 53 5253 53 gl €1 €2
Wt —2p. £y

52,2 99,
¢ = ;:" 2hve g . (3)
S

L2
7'y
2

1

P
<

Da hiernach &° durch 2* theilbar ist, so muss ® durch (pgr)?
algebraisch theilbar sein. Ebenso schliesst man, dass @ durch
(p'q'r")? theilbar ist. Setzt man daher

O=(pqr)*(p'¢'")*Y,

so kann W in Bezug auf jede Zeile der Systeme (1) und (2) nur
vom zweiten Grade sein. Die Identitdt (3) lehrt nun noch, dass
PO sogar durch A3 theilbar wird, wenn man p. oder v=0 setzt. Es
muss also ¥ durch ) theilbar werden, wenn man p; durch
Ap;+p.q; oder Ap;—+vr; ersetzt, d. h. identisch verschwinden,
wenn man p,, p,, p; durch ¢, ¢,, ¢, oder », »,, r, ersetzt. Das-
selbe gilt von irgend zwei Zeilen des Systems (2). Es verschwin-
det aber auch ¥ identisch, wenn man irgend eine Zeile des
Systems (2) durch eine Zeile von (1), z. B. p';, p'5, p'5 durch p,,
Py, Py ersetzt, weil dann @ verschwindet; um sich hievon zu iiber-
zeugen, braucht man nur in ¢ die Spalten mit den Coéfficienten
des Ausdruckes

Pel(gr7) g's— (g7 g7

zu multipliciren und zur ersten Spalte die iibrigen zu addiren,
wodurch alle Elemente jener =0 ausfallen. Es kann sich also ! ¥
von der Determinante

PPy Py Pabs D3Py Dile
q;
.2

7y

2 12 12 oo 2! ’ ! '
PiPsPs3 Paels PaPy PP
2
q%..
2
7.
1

1Borchardt’s Journal, Bd. 84, S. 355.
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nur durch einen Zahlenfactor unterscheiden, welchen man leicht
=—1 findet.
V. Es seien 2+ 1 Zeilen von je » Elementen
ty .oty
b, b,-..0,
(1)
9192 -Yn
hyhy .. h,

gegeben und es liege die Determinante

gal b,, e, gl
|
[ty b, y Cy, <ol
A= | by, (t, Cpy o Guha
by +ay by, @, c,—+ayCy, Gy =g, Iy
[ n—1 bn -+ anbn—l; Uy—y Cp = Ly, cn—l; . 'l(/n—l hn -+ g" Iln~-l

zur Bestimmung vor.
Man ersetze in derselben allgemein «, durch

p(ti—Fqb[—i—. . —l—t'(]g,
wodureh «, b+ ash,in
plaghg—+ashy)+ q(bohs—+bshs)—+. ..+ t(gahg—+ gshs)

iibergeht. Bezeichnet man nun zur Abkiirzung jede Spalte der
Determinante A mit den in derselben vorkommenden Buchstaben,
also etwa die die Elemente «, «,...a, und b, b,. . .b, enthaltende
Spalte als Spalte «b und denkt sich die Spalten bh, ch,...gh
beziehungsweise mit — ¢, —r,...—¢ multiplicirt und hierauf zur
Spalte «h addirt, so enthalten alle Elemente dieser letzteren den
Factor p. Es muss daher A durch («b...g) theilbar sein. In der-
selben Weise erhellt, dass A durch jede der -+ 1 Determinanten
ntet Grades des Elementensystems (1) und daher auch durch
deren Product

P=(ab...g)(ab...k)...(bec...k)

algebraisch theilbar ist. Da dieses Product nun in Bezug auf alle
Elemente von demselben Grade » (1) wie A ist, so hat man
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A=¢P,
wo ¢ von den Elementen (1) unabhiingig ist. Um ¢ zu bestimmen,
nehme man

[(1:“2:., _=[Ln:[)1:cz:__ '=]Ln:1

und alle iibrigen Elemente = O an; es wird dann
n(n—1)

A=1,P=(—1) ?

und daher
n(n—1)

f=(—1) °

n(n—1)

A=(—1) * P

VI. Es ist ein Elementensystem von n-+1 Zeilen mit je
n Elementen

a4y .. a,
b, b, b,

1)
919, -9~
hyhy...h,

gegeben. Hebt man aus demselben die in irgend n—1 Zeilen und
n—1 Spalten stehenden Elemente heraus, so erhilt man ein
System von (n—1)* Elementen, dessen Determinante mit («b),
hezeichnet werde, wenn in derselben die Elemente

@py lyyenllyy bpy byy by iy ly

nicht vorkommen. Es soll die Determinante

()i (gl (k) (gh) (gh)y -« (gRh)u—1(gh)a

........

|(@b)t (b)2.... (ab)y (ab), (ab)y - - (ab)us(ab),

bestimmt werden.
Ersetzt man «, durch

Pli—+qbi+ ...y,
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wodurch A in A® iibergehen moge, so verwandelt sich allgemein
(bh); in p(bh);+ q(ak); und daher (bh);(bk); in

PEOR) (O R —+pq[(0R): (a )=+ (D R)r(ah)] + ¢* (e h):(ah),.
Multiplicirt man dann die Zeile

(ah)? (ah)l...(wh),—s(ah),

von A mit ¢* und zieht dieselbe von der Zeile
PR +2pq(bh), (ak), + ¢*(ah);,. ..

ab, so enthalten alle Elemente der letzteren den Factor p. Durch
dasselbe Verfahren kann man bewirken, dass alle Elemente der
Zeilen

(ch)? (ch)?

Gy (gh)-- -

nachdem man «; durch pa;+¢b;,+.. ersetzt hat, den Factor
p enthalten. Es wird also A° durch p»—* und daher A durch
(ab...g*" theilbar. In derselben Weise erhellt, dass A durch
(ab...h),»'...(be...h)"* theilbar sein muss. Es ist also, wenn
man, wie oben

(@b...g)(ab...h)...(be...H)=P
setzt, A durch P> algebraisch theilbar und mithin von P»—! nur
durch einen leicht zu bestimmenden Zahlenfactor verschieden.

Es ist z. B.

@ ay aa, ‘

0% by b,b,

e} & e,
(ab)ssy (ab)gys (@b)iyy (h)sy (ab)ygy (ab)y (ab)ygy (4B)ys (40)sy
(ac)zs
(ad)s
(be)ss
(bd)5,,
(ed)z)

=(bec)(ca)(ad)

=—(abe)*(abd)*? (acd)? (bc-(l)2.
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